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Introduction

n des plus vieux problémes de la statistique non paramétrique consiste a
Uestimer la densité de probabilité f(.) a partir d’un échantillon de variables
aléatoires indépendantes et identiquement distribuées X, X, ..., X,,. Il s’agit d’un
probléme fondamental qui a connu, durant ces derniéres années, des développements
théoriques et pratiques a la fois rapides et nombreux. Le probléme de ’estimation

de la densité de probabilité est important.

Dans le cadre de la statistique paramétrique, On suppose que la loi recherchée a une
forme particuliere. Il suffit d’en estimer quelques parameétres (moyenne, variance...)
pour la décrire complétement. Si l’on n’a pas d’apriori sur la forme de la loi inconnue,
on doit alors estimer des fonctions, et non plus des paramétres. C’est I'objet de la
statistique non paramétrique, qui nécessite moins de connaissances préalables de la
loi. En contre partie, il faut plus de données pour obtenir une précision d’estima-
tion équivalente a celle du cadre paramétrique, a 'aide les méthodes d’estimation
paramétriques comme la méthode des moments ou celle du maximum de vraisem-
blance. les méthodes non paramétriques que nous privilégions ici sont plus flexibles
et constituent toujours un complément utile. Nous nous intéressons dans ce mémoire
a des problémes d’estimation non paramétrique de la densité de probabilité. Nous
regarderons brievement en quoi consiste la méthode d’estimation par histogramme

et en détail la méthode du noyau.

C’est Rosenblatt en 1956, suivi de Parzen en 1962, qui ont proposé une classe



Introduction

d’estimateurs a noyau d’une densité univariée. Les estimateurs & noyau sont fonc-
tion de deux parameétres K, appelé noyau, et h dit parameétre de lissage (largeur
de fenétre). Rosenblatt reprenait I'idée de Fix et Hodges en 1951, qui consistait a
estimer la densité en un point, en comptant le nombre d’observations situées dans
I'intervalle de longueur 2h et centrées en ce point. Les propriétés de convergence de
I’estimateur a noyau ont été établies par Parzen, Silverman et Nadaraya. De-
vroye en 1985 a fait une étude compléte sur la convergence L;. Les théorémes relatifs
a erreur quadratique asymptotique et l'erreur quadratique intégrée asymptotique
ont été obtenus sous forme élémentaire par Parzen. Enfin, c¢’est Epanechnikov en
1969 qui s’est rendu compte de l'existence d’un noyau asymptotiquement optimal
K,,:. Mais l'erreur quadratique moyenne asymptotiquement intégrée varie peu en

fonction du choix de K.

Afin d’atteindre nos objectif, nous avons structuré notre travail en trois cha-
pitres;
Le premier chapitre est consacré aux quelques notations et définitions de base en
statistique, ensuite nous étudions les deux types d’estimation paramétrique et non
paramétrique.Dans le deuxiéme chapitre nous concentrons sur les méthodes d’es-
timation de la densité : la méthode d’estimation par histogramme et la méthode
d’estimation par noyau (estimateur de densité Parzen-Rosenblatt) qui peut étre
vue comme une extension de la méthode d’estimation par histogramme. Nous pré-
sentons également, les propriétés statistiques de chaque méthode d’estimation. Nous
terminons notre mémoire par un troisiéme chapitre, qui représente la simulation, ot
nous donnons des exemples de simulation par le programme R, qui exprime I'im-

portance du coefficient de lissage h, la valeur de la taille d’échantillon n et le noyau

K.



Chapitre 1

Généralités et rappeles

Ce chapitre est consacré a un rappel des notations de base du statistique
mathématique comme : I’échantillon, variables aléatoires, 1’estimateur et
leurs propriétés, difinition de les deux types d’estimation paramétrique et non para-

métrique.

1.1 Définitions et notations

1.1.1 Rappels fondamentaux sur les variables aléatoires

Définition 1.1.1 soit (2, F) un espace mesurable. On appelle mesure de probabilité

ou probabilité sur (Q, F) tout mesure P sur (Q, F) de F dans [0,1] qui vérifier :

1. P(Q2)=1.

2. V(An)en CF telque A;NA; =@ V(i#j); P(UnenAn) =2 e (An) -
Remarque 1.1.1 Le triplet (2, F,P) s’appelle espace de probabilité ou espace pro-

babilisé.

Définition 1.1.2 Soient (2, F,P) un espace probabilisé et (E, &) un espace mesu-

3



Chapitre 1.Généralités et rappeles

rable. On appelle variable aléatoire de €2 vers E, Toute fonction mesurable X de §2

vers F.

Loi de probabilité

Cette condition de mesurabilité de X assure que 'image réciproque par X de tout
élément B de la tribu £ posséde une probabilité et permet ainsi de définir, sur (E, )

une mesure de probabilité, notée Px, par
Px (B)=P(X™'(B)) VBe(

Pyx(B)=P(Xe€eB)=PweQ,X(w)e B) VBek.

La mesure Py est 'image, par 'application X, de la probabilité P définie sur (£2, F).

Définition 1.1.3 La probabilité Px est appelée loi de probabilité de la variable aléa-
toire X.
Densité de probabilité d’une variable aléatoire continue

Définition 1.1.4 Une fonction f : R — R est appelé densité de probabilité si elle

est positive (en tout x € R ou elle est définie, f(x) > 0). Intégrable sur R et si

/Rf(m)dle.

Pour tout ensemble A C R, tell que : A est le domaine de la définition de la fonction

f on a alors

/Af(x)dle.
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Lorsque A est un intervalle de la forme A = |a,b] : la probabilité
b
P(X€A)=P(Xelab)=Pla<X<b) :/ f@)de = 1.

Espérance mathématique

Définition 1.1.5 L’espérance mathématique est une valeur statistique, utilisée en
économie, notamment dans le domaine des jeux de hasard ou des assurances, qui
consiste a faire la moyenne de probabilités pour déterminer si le résultat est équitable.
Soit une variable aléatoire X absolument continue de densité de probabilité f(x).

L’espérance mathématique de X est définie par
E(X) = /:Ef(m)dx

Variance mathématique

Définition 1.1.6 La variance d’une variable aléatoire est la mesure de la dispersion
des échantillons autour de la moyenne, autrement dit, elle caractérise sa capacité
a prendre des valeurs plus ou moins éloignées de son espérance. La variance d’une

variable aléatoire X absolument continue est définie par

var (X) =E [(X - E(X))’]

=E (X?) -E(X)*.

Biais

Définition 1.1.7 Le biais d’un estimateur fh de [ est l’écart

biais ( fi (2)) = B (fu (2) - f (2))
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1. On dit que ’estimateur est sans biais si

2. On dit qu'un estimateur f, (x) de f (z) est asymptotiquement sans biais si
lim sup E (fh () — f (:U)) = 0.

1.1.2 Lois usuelles

Lois continues :

La loi X la densité  f(z)

uni forme X ~ Ula,b] b’T“ veab]

normale X ~~ N (u,0?) - 1% exp (—% (%)2> L.cr
exponentielle | X ~ € () Aexp (—A\x) I>o

gamma X ~ T (k,0) xKirl(Zglg% I>0

chi2 X ~ X%(k) %1@0

Student X ~ 7(Kk) %k?rﬁx)) (1 + 7>k+ si (k> 0)

TAB. 1.1 — Lois de probabilité usuelles

1.2 Estimation paramétrique

L’approche paramétrique suppose que les données sont issuses d’une loi de pro-
babilité de forme connue dont seule les paramétres sont inconnus. Son objectif est

de connaitre I'estimateur de ces paramétres.
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1.2.1 Estimateur

En mathématiques, un estimateur est une statistique permettant d’évaluer un para-
metre inconnu relatif & une loi de probabilité (comme son espérance ou sa variance).
Il peut par exemple servir & estimer certaines caractéristiques d’une population to-
tale & partir de données obtenues sur un échantillon comme lors d’un sondage. La
définition et I'utilisation de tels estimateurs constituent la statistique inférentielle.
La qualité des estimateurs s’exprime par leur convergence, leur biais, leur efficacité et
leur robustesse. Diverses méthodes permettent d’obtenir des estimateurs de qualités

différentes.

Définition 1.2.1 On cherche a connaitre un parameétre 0 qui dépend de la loi de
X (par exemple son espérance ou sa variance). Pour cela, on définit un estimateur
comme une variable aléatoire mesurable par rapport a un échantillon a n éléments
d’X. En d’autres termes, un estimateur est une fonction qui fait correspondre a
chaque réalisation possible X1, ..., X, de [’échantillon a n éléments la valeur 0 que

l’'on nomme estimé ou estimation.

~

gn = f (x17$27 7-Tn)

Formellement, un estimateur ne peut prendre qu’un nombre fire n d’arguments. En
pratique, on considére généralement une suite d’estimateurs 0, pour chaque taille
d’échantillon, qu’on appelle également estimateur. Un estimateur ne doit évidem-
ment jamais dépendre de 0, il ne dépend que des observations empiriques (Le. de la

réalisation de l’échantillon).

Ezxemple 1.2.1 Les paramétres d’une loi de normale pi, 0* peut-étre estimés par T

2

et s* respectivement.
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modeéle statistique

Un modele statistique est une description mathématique approximative du méca-
nisme qui a généré les observations, que I’on suppose étre un processus stochastique
et non un processus déterministe. Il s’exprime généralement a ’aide d’une famille
de distributions (ensemble de distributions) et d’hypothéses sur les variables aléa-
toires X1, ..., X,;. Chaque membre de la famille est une approximation possible de
I : I'inférence consiste donc & déterminer le membre qui s’accorde le mieux avec les

données.

modéle paramétrique

Définition 1.2.2 Un modéle paramétrique est un modéle ot l’on suppose le type de

loi de X est connu, mais qu’il dépend d’un paramétre inconnu, de dimension n.

Exemple 1.2.2 les modéles suivants Sont des modéles paramétriques.

1. Le modeéle gaussien {N (u,c?),p € R,0? > 0}

2. Le modéle exponentiel { (\),\ > 0}

Remarque 1.2.1 Le probleme est celui de l’estimation du paramétre 6 grice a la-
quelle on obtiendra. Il existe plusieurs facons de construire un estimateur pour un
parameétre donné. Les plus populaires sont la méthode des moments et celle du mazxi-

mum de vraisemblance.

1.3 Estimation non paramétrique

Estimation non paramétrique est que la loi de probabilité inconnue, c-a-d on uti-
lise directement 1’échantillon comme un estimateur. Dans cette section nous parlons
sur I'estimation non paramétrique de la fonction de densité et quelques propriétés

statistiques.
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modéle non paramétrique

Définition 1.3.1 Un modéle non paramétrique est un modéle qui ne peut pas étre
décrit par un nombre fini de paramétres. On a quelques exemples de modéles non
paramétriques les plus connus : la fonction de densité, la fonction de répartition, la

fonction caractéristique et la fonction de quantile.

1.3.1 Critéres d’erreur

Erreur quadratique intégrée

[f2(:v) + fAz) - Qf(l’)ﬁl(x)} de

R

_ /R F(z)dz + /R P2(2)de — 2 /R F@) ().
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Erreur moyenne quadratique

Erreur moyenne quadratique intégrée

MISE (fh(x)) - /R MSE (fh(a;)) da
:/RE [(ﬁ(m)—f(x))z} de
= /R [Var <ﬁ($)) + biais® (ﬁ(:c))} dz

= /Rvar (ﬁ(m)) dx + /]Rbiais2 <J?h(513)> dz.

10



Chapitre 2

Estimation non paramétrique de la

densité de probabilité

Pour estimer la fonction de densité qui on suppose connue par l’estimation
paramétrique, nous utilisons par exemple la méthode de 'estimation de
vraisemblance ou bien la méthode de moindre carré. . . etc., mais si cette fonction de

densité est inconnue nous utilisons I'estimation non paramétrique.

Soit 1,2 ..., T,. n observation équipondérées issues d'une variable aléatoire réelle
X de densité de probabilité réelle f(x) inconnue. Comment obtenir une estimation

de f(x) a partir de la seule information contenue dans ’échantillon ?

Ce probléme, que 'on désigne généralement par estimation non paramétrique de la
densité de probabilité a fait 'objet de multiples travaux par des méthodes diverses,

citons;

1. L’estimateur par histogramme.

2. L’estimateur par la méthode du noyau.

Dans ce chapitre, nous allons présenter une étude détaillée de l’estimateur par la

méthode du noyau ainsi que ses propriétés statistiques.

11



Chapitre 2. Estimation non paramérique de la densité de probabilité

2.1 Estimation de la densité par histogramme

En statistique, I’histogramme est une représentation graphique de la répartition

d’une variable aléatoire X (Pearson, 1895). Supposons que f est & support com-

pact inclus dans [0; 1], soit C1, ...... , C,, une partition uniforme de [0; 1]
k-1 k
Ck:[—;—{ k=1..m,
m 'm

Pour estimer cette densité f par la méthode de I’histogramme revient a approcher f
par une fonction en escalier, constantes par morceaux sur les intervalles C;. Posons

h = L . On approche [ par la fonction
Xm:
h
k=1

avec

Pk = / f(a:)dx = E([ck(m)),

d’autre part, Pearson a été estimé P, par
- ~ 1
P, =E(l, @) = - Z I x))-

On observe que chaque P, représente la proportion des observations X; se trouvant

dans l'intervalle C}.

Nous définissons I'estimateur de f par histogramme & m classes comme suit

k‘

P
Z? (1)

k=1

Remarque 2.1.1 On dit que chaque Cy est une classe de longueur (ou fenétre) h.

La hauteur des rectangles représente les fréquences absolues (nombre d’observations

12
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dans chaque classe) ou bien il s’agit des fréquences relatives comme dans la figure

(2.1) suivante

0.4

<3

0.3

f(x)

0.2

0.1

0.0

Fic. 2.1 — Estimation par histogramme basée sur un échantillon de taille n = 500,
X — N(0;1), m=30, h=0,2

2.1.1 Propriétés asymptotiques de I’histogramme
Erreur quadratique moyenne

La qualité d’ajustement par histogramme Il est clair que dépend fortement de la

fenétre h, d’étudier le risque quadratique de fh au point = € [0;1] comme étant

13
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lerreur quadratique moyenne (MISE) défini par

~

MSE(f,) = biais®(f,(z)) + var(f,(z)).
D’aprés L’équation (1)) et pour tout = € Cj, on a

> e 1 ¢
fule) = 55 = o D Taxo:
i=1
Remarque 2.1.2

1 six; € ¢
[ck(Xi) = ' ~ B(pk) = ZIck(Xl) ~ B(napk)
0 sinon i=1

On pose Z, = > I, (xy), L'equation (@ devient

avec

var(Z,) = npg(l— pg).

Nous faisons le calcul MSE(fj,).

A cet effet, nous calculons biaisQ(fh(x)),

14
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on a

donc

Alors
biaisz(ﬁ(x)) = (% — f(2))%

En revanche, nous calculons var(ﬁ(x))

Donc

2oy el —pr)
var(fy(z)) = %

En remplacant et dans , on trouve

Pe(1 — pr)
nh?

MSE(fi) = (5 = /() +

15
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Erreur quadratique moyenne intégrée

Pour avoir une évaluation globale valable pour tout point x € [0; 1], on considére le

risque (MISE) tel que

MISE(f,) = /0 MSE(f,)dz = /O biais?( /), (z))dz + /0 var(fy(z))dz  (6)

Pour [ biais(f,(z)), on a

/0 biais(f, (2))dz — /0 1(% _ f(2))da

1 1
- [ B+ [ pwpae—2 [ Bppn

0

On a

k—1 k
T € myl]::Uzil[—7E—w;ﬁ} = UrL1Cr;

Alors

/01 biais®(f,(z))dz = / z—%dx + /u;y_lck f(z)?dz — 2/ %f(x)dx

Ukz1k Uk=1Ck
- Em: Py i F(z)2da — 2 Em: Pk f(2)da
C h2 Clk C h
k=1" "k k=1" ¢k k=1" ¢k
= i P / dz + i f(z)*de —2 i D f(z)dz
2 h
k=1 Ck k=1 "¢k k=1 Ck
Dk / 2 D
= 4 [ f@)Pde—2) E
k=1 h 0 k=1 h
Puisque
ka de = % = h

16



Chapitre 2. Estimation non paramérique de la densité de probabilité

Donc
/1 biaisz(f (x))dz = /1 f(z)*dz — 1 i :
; h =, h k:1pk'

D’autre part, nous calculons fol var(f,(z))dz

k=1 k=1
m m 2
_ Pk Pk
=X >
k=1 k=1
1 — 1 —
= o
k=1 k=1
1 & 1 <,
Z%ZEU@)—EZM
k=1 k=1
1 — 1 —
=k f(x)dx——hz :
k=1 "¢k k=1
1 [t 1 —
= — doe — — 2

Donc

17



Chapitre 2. Estimation non paramérique de la densité de probabilité

En remplagant (7)) et (8) dans (), on trouve

. ! 1 — 1 1 —
MISE = 2dg — — 2y - 2
= [ Serde =33 st = p 3
1 1 1.1 e
= 2de+ — — (= +1 E: 2

Théoréme 2.1.1 Supposons que la densité f de X est deuz fois continiment diffé-
rentiable et s’annule en dehors de 'intervalle [0;1], sous la condition h — 0 quand

n— oo, on a
1
MISE(f,) = / f(z)*dx +— + O(R?) + 0(5).

Erreur quadratique moyenne intégrée asymptotique

h2 1 9 1
AMISE ! —.
SE(f) = 5 | 1o+

2.1.2 Choix de la fenétre optimale de I’histogramme

Corollaire 2.1.1 Ce résultat nous permet de calculer la fenétre h optimale notée

Ry En minimisant la MISE asymptotique
by = azg min(AMISE(f,))
= aigmin(% fol f(x)?dz + 4.
Alors
hp = ns.

Remarque 2.1.3 En remplacant, la valeur de hY , dans l'expression AMISE, on

opt
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Chapitre 2. Estimation non paramérique de la densité de probabilité

obtient donc

2

. h’
14hdISEXj%;ﬁ)::( ;g)

NED) 1
= /f 2dx+n<cn3>

2 1 / 2
fo f d372n%2 +Lg
cns

/ 2d .
C
=C'n

! ! 2 1
/0 P+ s

-2

3 .

Alors la vitesse de convergence de l’estimateur par I’histogramme est ns .

2.2 Estimation de la densité par la méthode du
noyau

Le premier qui a proposé I'estimateur a noyau est Rosenblatt (1956) et Parzen (1962).
La méthode d’estimation par noyau est une méthode non paramétrique d’estimation
de la densité de probabilité d’une variable aléatoire, Elle est basée sur un échantillon
d’une population statistique et permet d’estimer la densité en tout point du sup-
port. En ce sens, cette méthode généralise astucieusement la méthode d’estimation
par histogramme, en effet, la fonction indicatrice utilisée pour histogramme est ici
remplacée par une fonction continue, L’estimateur a noyau est une fonction de deux

parameétres : le noyau K et le parametre de lissage h.

Définition 2.2.1 (Fonction de répartition empirique) Soit (x1, ..., ) un échan-

tillon de loi f(x) sur R, de fonction de répartition F(x f f(®)dt. On ap-
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Chapitre 2. Estimation non paramérique de la densité de probabilité

pelle fonction de répartition empirique associé & (1, ...,x,), la fonction aléatoire

n x 3 Xy.

A partir de la définition d’une densité de probabilité et en utilisant la distribution
empirique (basée sur la dérivée de la fonction de répartition) on aura pour h assez

petite (h — 0 quand n — o)

f(z)=F'(z) = }E,%F(x—i_h)Q_hF(x_h)
_F@+h)—F(—h)
a 2h '

En remplacant F' par son estimateur F;,, d’ou

F.(x+h)— F,(x —h)
2h
% Z?:l Nz <otny — % Z?:l Tiwi<a—n}
2h
_ 2im lwawny — 2 Hm<any
2nh
_ Z?:l ]{IinJrh} - I{:L‘,-Sxfh}
N 2nh
o Z?:1 [{m—h<a:i§z+h}
N 2nh
Z?:l [{71<%§1}
2nh

fn(x) =

1 n
= gnn 2 (e

1 1
= 23l ey (9)
=1
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Chapitre 2. Estimation non paramérique de la densité de probabilité

On pose
1

k(t) = S L1ty

On peut écrire @ sous la formule

Fio = ok (5)

Alors K(t) = I{j4j<1y tel que K est le noyau uniforme.

(10)

Définition 2.2.2 Un estimateur & noyau de la densité f est une fonction définie

par : ou h est un parameétre appelé paramétre de lissage, il dépend de n et il

vérifie "h, — 0" lorsque "n — 00", avec K est une densité de probabilité appelée

noyau, tel que vérifie les conditions suivantes

C(1) : K est une densité

AK@&:L

C(2) : K est carré intégrable

/RK2(t)dt < 00.

C(3) : K est symétrique autour de zéro, c.a.d
mﬁ:K@wjéﬂmmhm@E@:o
C(4) : K posséde un moment d’ordre 2 fini, c.a.d
/Rt2K(t)dt < 00 & E(?) < 0.

C(5) :

/ﬂm@mmmn
R
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Chapitre 2. Estimation non paramérique de la densité de probabilité

Remarque 2.2.1 fn posséde les mémes propriétés de continuité et de différentiabi-

lité que le noyau K,

Exzemple 2.2.1 a) Si K est le noyau gaussien alors f admet des dérivées de tous

ordres.

b) Si K est une densité alors fnest une densité.

Preuve(b).
JaFudt = [ op Y0 K (555) dt
= o e XL K (5E) dt.
On pose
u= w;x — hdu = dt,
donc

f[R fndt = n—lh fR Yo K (u) hdu
- % fR > i K (u)du
= % Yoy fR K (u) du.

De C(1), on trouve
/ fndt =1 < fn est une densité.
R
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Chapitre 2. Estimation non paramérique de la densité de probabilité

2.2.1 Noyaux usuelles

Noyau critere K(t)
Uniforme (rectangulaire) | 1L
Triangulaire (1= 1t]) Licl-1,9)
EpanechniKov $(1—1*) Loy
biwEight (1= ) Ly
GaussiEn \/LzTr exp (%) Lier
TriwEight % (1-— t2)3 Loy

TAB. 2.1 — Noyaux classiques

La représentation graphique des quelques noyaux définis ci-dessus est donnée par la

figure (2.2)) suivante

Triangulaire Biweight Gaussien

Epanec  hik ov unif orme Triweight

F1a. 2.2 — Courbes des noyaux.

2.2.2 Propriétés asymptotiques d’un estimateur a noyau

1. L’espérance mathématique de ﬁ(x) est
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Chapitre 2. Estimation non paramérique de la densité de probabilité

E (fh(x)) = E(5; L K(52)
= i B (K (552))
= E(K ()
= 5 kK () fy)dy
Par changment de variables
—U:Ty:y—x+uh:>dy_hdu

Alors
E (fh(x)) = L[ K(u)f(x + uh)hdu
= [ K(u) f(z + uh)du.
On utilise le développement de Taylor de f au voisinage de z a Uordre 2. f (z + uh) =
f () + 5 f (@) + 250 f7 (2) + O(h?),

alors

E@MD==&KWNN@+QN@ ﬁ#%m+mmmm
= fRK( ) f (@) du+ [i K (w) Y2 (z) du+ [ K (u) S f7 (2) du + O(h2)
= f(2) LK (u)du+bf (a fRuK )du+ 2 fRf” w?K (u) du + O(h?)
= f(z —|—7fRf” z) u?’K (u) du + O(h?).

Donc
<fh = /f” u) du + O(h?).

2. Le biais de fh(:c) est
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Chapitre 2. Estimation non paramérique de la densité de probabilité

On trouve :

biais (F,(0)) = (1) + - [ 17007 (wu — 1 () + O

_ % £ (2) /R WK (u) du + O(h?)
= @) 0 ) + 0017,

avec

Us (K) = /R uw’K (u) du.

Proposition 2.2.1 Sila densité f est bornée et " existe et bornée. Sous (C (1), C (2), C(3) et

‘biais (ﬁ(z))‘ = %2/f” (0) v’K (u) dul|, ot 6 € [z, z + uh]
R

h2 " 2
<TIO) [ K @] du

h2 1
< s |7 (0)] [ oK )] d
0 R

on pose C1 = sup | " (0)| [, v* K (u)| du.
0

Alors
)biais (ﬁ(az))’ < O1h2. (11)

25



Chapitre 2. Estimation non paramérique de la densité de probabilité

3. La variance de ﬁ(x) est

var(mx)_var(nhz (l”h ))

:Wzvar( (xh ))
S le(e(5) ) w(e(57)]
E(K(%yf) e (1 (52)

1 Tr—y 1 r—y 2
K y)der — — K d
i 1 () a5 (e (55 o)

n2h2

1
T nh?

on pose
—u:%:y_ﬁuh;»dx_hdu
ce trouve
2
var nh/K :U—i—uhdu——(/K (m—i—uh)du) :

En utilisant le développement de Taylor de f au voisinage de = a l'ordre 0 alors

var ( nh/K )+ O( )]du——(/K ()+O(1)]du>2
- UK )du + O(1 )}——(/K )du+0(1)>2
_nh /K d+0nh ——(/K z)du + O(1 ))2

_ nh /K 12 du + O( h) o<n)
:W/RKU du—l—O(E)

1 1
— @) ROK) + O(-),
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avec R(K) = [, K (u)* du.

Proposition 2.2.2 Sila densité f est bornée et f” existe et bornée. Sous (C' (1), C(2), C(3), C

alors

1 T —y
= — [ K*[—=)d
nh? Jg ( h > ’

= — [ K2(u) f(z + uh)du

avec Cy = supf(0) [ K? (u) du.
o

Remarque 2.2.2 On dit que l'estimateur ﬁl(x) est sans biais si

1. h—0, biais(ﬁ(:p)) — 0, quand n — oo.

2. nh — oo, var <ﬁ(x)> — 0, quand n — oo

2.2.3 Erreur quadratique moyenne et intégrée

Erreur quadratique moyenne

MSE(f,(z)) = biais®(f(z)) + var (fh(x))
h* 1 1

= 5 (7 (@) U2 (K) + = [(0) R(K) + O(=) + O(?).
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Notons par AMSE l’estimateur asymptotique de MSE

AMSE( (1)) = "o ( (2))* U3 (K) + () R(K).

Remarque 2.2.3 On déduit de et (7?) que le risque MSE de ﬁ(l’) admet la
magoration suivante

MSE(f4(z)) < % +(C1)? ha.

Donc )
Cy \° =1
hopt = (3_6?) ns.

On peut calculer la vitesse de convergence, en substituant ’expression de A,y dans

MSE(f4(2)) que nous obtenons
MSE( fhm (x)) < Csn’s avec (3 est une constante.

. . . -4
Donc la la vitesse de convergence de 'estimateur & noyau est n’s .

Remarque 2.2.4 [a vitesse de convergence de [’estimateur a noyau est de ns . Elle

est donc meilleure que la vitesse n3 obtenue par les histogrammes.
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Erreur quadratique moyenne intégrée

MISE (fh(:p)) — [ MSE(f(z))dz
= /RbiaiSQ(ﬁ(a:))dx+/Rvar (ﬁ(x)) dz
1

-/ {hz (" (1)) U2 (K) + - f(0)R(K) + O(—) + O(h?) | d

= [ @)t () + - [ J@)sRK) + O(-5) + Ok

nh
h4 " 2 1 1 4
= T RUMUZ (K) + —R(K) + O(—) + O(h").

Notons par AMISE l'estimateur asymptotique de MISE

AMISE (fh(x)) = %43( U2 (K) + %R(K).
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Chapitre 2. Estimation non paramérique de la densité de probabilité

2.2.4 Choix théorique de la fenétre h

Choix de la fenétre h optimale locale

hopt = arg min AMSE(ﬁ(m)
h

d (AMSE(fh(x)))

= T =0
= 0 f()2U3 (K) — o f(r) ROK) = 0
éﬁﬂ)%@);%@ﬁ@)
. f@REK)
TP )"
(RK) \F
> ton = (PR "

Choix de la fenétre h optimale globale

3y = arg min AMISE( D)
:d(m“i?ﬁ“”>:o
= WR(f")UZ (K) ~ 5 R(K) = 0
= WR(")UZ (K) = — R(K)
= h® = _RE)

R 03 (K)
. RK) \' .
ﬁ%t(MM@mQ |

Remarque 2.2.5 Les deuz variantes de fenétres hopet hy, sont des choix théo-

riques, qui ne sont pas utilisables en pratique car ils dépendent des quantités incon-
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Chapitre 2. Estimation non paramérique de la densité de probabilité

nues [ et f.

2.2.5 Choix du noyau

Pour désigner un noyau optimal dans I’estimation non paramétrique de la den-

sité, il suffit d’insérer la valeur du 5y,

dans la AMISE (ﬁ(w))

AMISE ( fi; (1)) = (i)' o

T R( m

- i( e )>;§ (f")Uz (K (W%>;n5R(K)
LR(K)SR(f") 3 U, (K)n R(f")UZ (K)

(K)?IR(f”ﬁUE (K)n# R(K)
()RR } K)o ()
= (+1) (REIRGMIU; K)n)

2 (RO R(f)HUS (K)n)

On minimise AMISE (f hE (55)) par rapport 4 K se donne

MU (K) + R(K)

A\/

4
5

(1 =) Iy<a.

»lklw

Kopi (t) =

Ce noyau s’appel noyau de I’Epanechinkov.

L’efficacité relative d’un noyau

Nous pouvons donc considérer Defficacité d’un noyau K (notée Eff (K)) quel-
conque en le comparant a K,,; puisque ce dernier minimise I’ AMISE si h est choisi

de facon optimale, donc

Eff(K) = AMISE(K,y.) — <U22(K0pt)R4(Kopt)) 5

AMISE(K)
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noyau Eff (K)

Epanechinkov 1

Quartique(biweight) | 0.944

Triweight 0.987
Triangulaire 0.986
Gaussien 0.951
Uniforme 0.930

TAB. 2.2 — Quelques noyaux et leur efficacités

2.3 Choix pratique du paramétre de lissage

Dans cette partie, Elles comparent plusieurs méthodes pour choisir le parameétre

de lissage pour plusieurs distributions différentes.

1. Méthodes de validation croisée (Cross validation) (CV).

— Meéthode validation croisée non biaisée (UCV).

— Méthode validation croisée biaisée (BCV).

— Méthode validation croisée par le maximum de vraisemblance (LCV).
2. Les méthodes Plug-in(ré-injection).

— Estimateur Rule of Thumb (régle de référence).

— Surlissage (Oversmoothing).

Toutes ces méthodes nous donnent un parametre de lissage qui est optimal pour la

distribution a estimer, on va étudier la méthode suivante

2.3.1 Estimateur Rule of Thumb (régle de référence)

On a hey et R}, dépend des quantités inconnues (f, f"), donc pratiquement

n’est plus calculable. la méthode a été développée pour résoudre ce probléme; la
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régle de référence. C’est cette derniere qu'on va donner en détail dans la suite

Reégle de référence a une loi normal

Silverman (1986) a proposer de se référer a une loi normale pour le calcul de
i+ soit (Xi, ..., X,) une suite de variables aléatoires de densité de probabilité f,

supposons que [ appartient & une famille de distributions normales N (i, o?) alors

flz) = igp (”;—“) avec

o) = e (-2
)= e (22

o (z) = \/%_W (2 — 1) exp <—%2)

La quantité inconnue R(f") s’écrit alors

R(f) = fRf”(:zr)2dx
g ()
- L)

On pose
Yy = - = dz = ody,
o
alors
" 1 " 2
R(f)=—= [ ¢ (y)dy,
0% JRr
on a
" 1 2 >
o' (y)=—= " —1)exp | —%
27
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Donc

R(f") = fR[ (y —l)exp( y2>rdy

= oy Lrvtexp (—y*) dy + [pexp (—y*)dy — 2 [y exp (-

= S s ey’ exp (v dy + [ exp (—y?) dy] .

On pose

alors

R(f") = #ﬂ [— Je %exp <—”2—2> \/Lidv + [pexp (—%) \%dv}

Donc, 'expression du parametre de lissage optimal devient

Mont = (85}31(0 )) "

S

De plus si on utilise

— Un noyau gaussien

= /RK (z)* da

34
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Chapitre 2. Estimation non paramérique de la densité de probabilité

et

alors

3
(5) o
= — on »5
3
= 1.066m3
— Un noyau d’epanechniKov
hi,, = 2.436m75.
— Un noyau quartique
hi,, = 2.786n75.

ou ¢2est la variance empirique (estimateur sans biais) de la variance o?de X,
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Chapitre 3

Simulation

On termine ce mémoire par une étude de simulation; dont 1'objectif est

de renforcer les notions que nous avons déja énumérées dans le chapitre

précédent ( la grande influence de parametre de lissage "h", 'importance du noyau
nn

"K" et aussi celle de la taille de I’échantillon "n" ), utilisant le logiciel d’analyse

statistique R.

3.1 Plan de simulation

Dans cette section, nous avons présenté les résultats obtenus pour les différents
jeux de données ainsi que pour différentes valeurs de h strictement positives (h fixé ou
h varié), différents noyaux K (noyau Gaussien et noyau d’Epanechnikov) et la taille
de ’échantillon (n fixé ou n varié). On suppose que 1’on a observé un échantillon X7,

ey Xy €t fn I’estimateur a noyau de la densité donné par la formule

N 1 i Xz — X
(2)=—Y K :
) = 5 > (F)
Nous allons donc étudier les cas suivants
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1. Parameétre de lissage h fixé, noyau normal et n varié.
2. Parameétre de lissage h fixé, noyau d’Epanechnikov et n varié.
3. Parameétre de lissage h varié, noyau normal et n fixé.

4. Parameétre de lissage h varié, noyau d’Epanechnikov et n fixé.

3.1.1 Parameétre de lissage h fixe, et n varié

Dans ce premier cas, le parameétre de lissage ou la fenétre h est fixé (h = n_?l) et
nous prenons différentes valeurs de la taille de I’échantillon

(n =50,n = 100,n = 500,77 = 600,77 = 900 et n = 1000), K est un noyau normal
(3-1)

n=50 n=100 n=500
) w
E & z ° X g
E = E - E
g = 8
o (]
2 -1 0 1 2 2 -1 0 1 2 2 -1 0 1 2
= x =
n=600 n=900 n=1000
- 5 — 8 - o
X o oo =
E E = -
& S o
= =
21 0 1 2 2 -1 0 1 2 2 -1 0 1 2
= x =

FiG. 3.1 — Estimateur a noyau de la densité : h fixé, n varié et K noyau normal.

Dans ce deuxiéme cas, le parameétre de lissage ou la fenétre h est fixé (h = n_Tl) et

nous prenons différentes valeurs de la taille de I’échantillon
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(n = 50,n = 100,n = 500, = 600,n = 900 et n = 1000), K est un noyau d’Epanechnikov. [3.2))

n=50 n=100 n=500
[Ew]
p
o 8
= o W™ - 1
E E ° E -
= = &8
=
2 4 0 1 2 2 4 0 1 2 2 41 0 1 2
= = =
n=600 n=900 n=1000
m o
= & = ° X o
E © E E
— o}
S = o
=
2 4 0 1 2 2 4 0 1 2 2 41 0 1 2
= = =

FiG. 3.2 — Estimateur a noyau de la densité :h fixé, n varié et K noyau d’Epanech-
nikov.

Remarque 3.1.1 on voit que la courbe de [’estimateur fn se rapproche de la courbe

de la densité de probabilité f quand le nombre d’observation n augmente (n = 1000) .

3.1.2 Parameétre de lissage h varié, et n fixé

Dans ce premier cas, le parameétre de lissage ou la fenétre h est varié(h = 0.1 4 0.9)
et la valeur de la taille de I’échantillon (n = 1000),
K est un noyau normal ((3.3))
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h=01) h=02 h=03

04
04

2 84 ERER z 8
3 E E
h=04 h=05 h=06
P 1 g
g 9] EER E-h
Bl g~ g~
a2 4 o 1 2 o3 a2 4 o 1 2 oa a2 4 o 1 2 oa
h=07 h=08 h=09
[ g7 2]
g Eh ¢

Fic. 3.3 — Estimateur & noyau de la densité :h varié,n fixé et K noyau gaussien.

Dans ce deuxiéme cas, le parametre de lissage ou la fenétre h est varié(h = 0.1 4 0.9)

et la valeur de la taille de I’échantillon (n = 1000), K est un noyau d’Epanechnikov. (3.4)

04
04

)
02
)
02
P
)
02
L

00
00

nfe)

00 01 02 03 04
L
info)

00 01 02 03
P
)

00 01 02 03
L

2 2 g
£2] el g
3 3 gl

Fic. 3.4 — Estimateur a noyau de la densité :h varié,n fixé et K noyau d’Epanechni-
kov.

Remarque 3.1.2 On remarque que la valeur optimale pour h est h = 0, 4.
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3.1.3 Choix du noyau

1) Dans ce premie cas, le parameétre de lissage ou la fenétre h est fixé(h = 0.4) et

nous prenons différentes valeurs de la taille de I’échantillon n = 1000, K est un

noyau normal(3.5]) .

2) Dans ce deuxiéme cas, le parameétre de lissage ou la fenétre h est fixé(h = 0.4)
et nous prenons différentes valeurs de la taille de ’échantillon n = 1000, K est

un noyau d’Epanechinkov(3.6)) .

3) Dans ce troisiéme cas, le parametre de lissage ou la fenétre h est fixé(h = 0.4) et
nous prenons différentes valeurs de la taille de I’échantillon n = 1000, K est un
noyau Quartique .

4) Dans ce quatriéme cas, le parameétre de lissage ou la fenétre h est fixé(h = 0.4)

et nous prenons différentes valeurs de la taille de ’échantillon n = 1000, K est

un noyau Rectangulaire(3.8]) .

Remarque 3.1.3 On remarque que le meilleur noyau est noyau d’epanechin-
kov.On remarque aussi, qu’il n’y a pas une grande d’effet significatif dans la diffé-

rence des noyaux.
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Noyau Normal

@
o
%c:
E_
=N ]
o I
-3 -2 -1 0 1 2 3
X

Fic. 3.5 — Estimateur a noyau de la densité pour : K est un noyau normal.

Noyau d'Epanechinkov

04

0.3

frix)
0

0.1

0.0

Fia. 3.6 — Estimateur & noyau de la densité pour : K est un noyau d’Epanechinkov.
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frix)

02 03 04

0.1

0.0

Noyau quartique

Fic. 3.7 — Estimateur a noyau de la densité pour : K est un noyau Quartique.

frix)

02 03

0.1

0.0

Noyau rectangulaire

Fic. 3.8 — Estimateur a noyau de la densité pour : K est un noyau Rectangulaire.
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Conclusion

I ]n conclusion, 'estimation par la méthode de noyau a ’avantage d’obtenir
une densité continue (le noyau) a partir d’un suit de variable aléatoire, cette
méthode dépend du nombre d’observation n et de certain parameétre (parameétre de

lissage h et le noyau K).

Dans ce mémoire, j’ai mentionné plusieurs méthodes pour démonter I'importance
de parameétre de lissage sur la qualité de Destimateur, mais j’ai concentré sur la
méthode du noyau (Rosenblatt en 1956, Parzen en 1962) a 1'aide d’un langage de

programmation R pour comparé entre les résultats obtenus.

D’autre parte, il existe d’autres méthodes dont je n’ai pas discuté en raison de la
grande quantité d’information sur le sujet, par exemple la méthode d’estimation par

des séries orthogonales.
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Annexe A : Logiciel R

3.2 Qu’est-ce-que le langage R ?

e Le langage R est un langage de programmation et un environnement mathématique
utilisés pour le traitement de données. Il permet de faire des analyses statistiques
aussi bien simples que complexes comme des modéles linéaires ou non linéaires, des
tests d’hypothése, de la modélisation de séries chronologiques, de la classification,
etc. Il dispose également de nombreuses fonctions graphiques trés utiles et de qualité
professionnelle.

e R a été créé par Ross Thaka et Robert Gentleman en 1993 a I'Université
d’Auckland, Nouvelle-Zélande, et est maintenant développé par la R Dévelopement
Core Team.

L’origine du nom du langage provient, d'une part, des initiales des prénoms des deux
auteurs (Ross Thaka et Robert Gentleman) et, d’autre part, d’un jeu de mots sur le

nom du langage S auquel il est apparenté.
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Annexe B : Abréviations et

Notations

Les différentes abréviations et notations utilisées tout au long de ce mémoire sont

expliquées ci-dessous

E() :  Espérence mathématique.

var (.) : Variance mathématique.

biais(.) :  Biais d’un estimateur.

n (.) :  Estimateur de la fonction de densité
X1,...X, : Echantillon a n éléments

0 . Espace des parameétres.

én : Suite d’estimateurs

ISE (.) : Erreur quadratique intégrée

MSE (.) . Erreur moyenne quadratique

AMSE (.) : Erreur moyenne quadratique asymptotique
MISE (.) : Erreur moyenne quadratique intégrée

AMISE(.) : Erreur quadratique moyen intégré asymptotique

F(.) : Fonction de répartition

F.() : Fonction de répartition empirique
F'(2) : Dérivée de lafonction de répartition
K(.) : Fonction de noyau.
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Annexe B : Abréviations et Notations

hopt
h*

opt

Eff(.)

~

opt

Parametre de lissage
Fenétre h optimale locale
Fenétre h optimale globale
Efficacité relative

Noyau optimal

Variance empirique

Moyenne empirique.
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Résumé :

L’objectif de ce mémoire est d’étudier une des méthodes
d’estimation non paramétrique pour I'obtention du meilleur
estimateur possible d’une fonction de densité, qui est la méthode
d’estimation a noyau, introduite en (1964) séparément par
Nadaraya et Watson.

Mots-clés : Estimation non paramétrique, Densité de probabilité, estimateur
a noyau.

Abstract .

The objective of this memory is to study one of the
nonparametric estimation for the obtaining of the best

possible valuer of the density function, wich is the kernel
method, introduced in (1964) separately by Nadaraya and Watson.

Key words : nonparametric estimation, probability density, kernel
estimators.
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