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Introduction

Le processus stochastique est un phénomeéne qui évolue dans le temps d’une maniére
aléatoire. Il existe de nombreuses applications des processus aléatoires notamment en
physique statistique, en biologie (évolution génétique et génétique des populations), médecine
(croissance de tumeurs épidémie), et bien entendu les sciences de 'ingénieur. Dans ce dernier
domaine, les applications principales sont pour ’administration des réseaux de 'internet, des

télécommunications et bien entendu dans les domaines économique et financier.

Le mouvement Brownien, ou processus de Wiener, est une description mathématique du
mouvement aléatoire d’une « grosse » particule immergée dans un fluide et qui n’est soumise

a aucune autre interaction que des chocs avec les « petites » molécules du fluide environnant.

Le champ d’application du mouvement Brownien est beaucoup plus vaste que l’étude
des particules microscopiques en suspension, il permet de décrire le comportement thermo-
dynamique des gaz (théorie cinétique des gaz), il est utilisé aussi dans la modélisation du

bruit thermique dans les circuits électriques, etc.

On ne va pas pouvoir tout détailler, parce que le mouvement Brownien occupe aujour-
d’hui une place centrale en mathématiques et qu’il est lié a la plupart de leurs branches : les
équations d’évolution, ’analyse de Fourier, la théorie du potentiel, la théorie des fonctions

d’une variable complexe, la géométrie et la théorie des groupes, I’analyse numérique.



Introduction

L’objectif majeur de cette étude est de démontrer quelques propriétés principales de ce

mouvement Brownien. Pour cela, ce travail est contenu de deux chapitres :

<« Chapitre 1 (Généralités sur les processus stochastiques) : Nous présentons rappels
de probabilités et des processus stochastiques, par étude succincte de quelque familles
importantes : définition de processus stochastique, processus a accroissements indépen-

dants stationnaires (P.A.L.S), martingale et exemples de processus stochastique.

<« Chapitre 2 (Mouvement Brownien) : Nous présentons définition de mouvement Brow-

nien et étude de quelques propriétés de mouvement Brownien



Chapitre 1

Généralités sur les processus

stochastiques

On qualifie de processus stochastique tout phénomeéne d’évolution temporelle dont
I’analyse peut étre soumise au calcul des probabilités. Du point de vue de ’obser-

vation, un processus stochastique est constitué par ’ensemble de ses réalisations.

1.1 Rappels de probabilités

1.1.1 Espace de probabilité
Tribu

Définition 1.1.1 (tribu) : Soit 2 un ensemble, on appelle tribu (ou o-algébre) de parties de

Q, la donnée d’un ensemble A de parties de §2, possédant les propriétés suivantes :

a) Qe A;

b) A est stable par passage au complémentaire i.e A € A = A° € A,
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c) A est stable par réunion dénombrable i.e pour tout ensemble {A,} C A, alors :

Proposition 1.1.1 : Si A est une o-Algébre de parties de §2, il vient :

i) @€ A
ii) SiAe A ona: A° € A

i) Aj, Ay, .. € A ona:[ )4, €A

i=0
Exemple 1.1.1 :
1. P(R) la plus grand tribus est appelé tribu grossiére.

2. {2,Q} la plus petite tribus sur ) est appelé tribu triviale.

Proposition 1.1.2 ( Tribu engendré) : Soit ) un ensemble, et M un ensemble de parties
de Q (M C P (), lintersection de toutes les tribus sur 2 contenant M c’est le plus petit

des tribus A; telles que M C A; appelés tribu engendrée par M et se note :

O'(M) et O'(M) = ﬂ.Aie[.

Exemple 1.1.2 : M = ({A}), ACQ, M CP(Q) eta(M)={2,0Q,A, A°}.

Définition 1.1.2 (Sous—Tribu ) : Une sous-tribu de A est une tribu G telle que si A € G

alors , A€ A on note G C A

Exemple 1.1.3 : Soit {A;}ic; une famille quelconque de tribus sur Q Alors A = NA; est

iel

encore une tribu sur )

Définition 1.1.3 (Tribu de Borel) : Soit (2, T) un espace topologique, on appelle tribu de

Borel sur Q la tribu engendrée par les ouverts de ) : A= o(T).

4



Chapitre 1. Généralités sur les processus stochastiques

Proposition 1.1.3 : La tribu borélienne B(R) engendrée par l’ensembles des intervalles

ouverts, semi -ouvertes, fermés.

Espace mesurable

Définition 1.1.4 : On dit que (2, A) est un espace mesurable et les éléments de A sont

appelés les parties mesurables de €.

Définition 1.1.5 : Soit (2, .A) un espace mesurable, on appelle mesure positive sur 2 une

application p : A — [0, +00] vérifiant :

a) pu(0) =0.

b) Additivité dénombrable : Si {An}nen est une famille dénombrable d’ensembles mesurables

deux a deux disjoints, alors :
() = et

Définition 1.1.6 : Si (Q, E) et (s, F') sont deux espaces mesurables, alors une application

f: E — F est dite mesurable si f~'(F) C E.

Définition 1.1.7 (mesure de probabilité) : Soit A une tribu sur Q2. Une mesure de
probabilité sur (2, A) est une application P: A — [0, 1], telle que :
a) P(0) =0 et P(Q) = 1.

b) (A,),ene C A disjoints (i.e.A, N Ap, = 0,Yn # m), alors :

P(U A,) = P(A).

neN*
neN*

Un espace de probabilité est un triplet (2, A, P).
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1.1.2 Variable aléatoire (v.a)

Un triplet formé (2, A, P) d’un ensemble €2 d’une tribu A sur Q et d’une mesure P sur cette

tribu tel que : P(2) =1.

Définition 1.1.8 : Soient (2, A, P) un espace probabilisé et (E,e) un espace mesurable. On

appelle variable aléatoire de ) vers E, toute fonction mesurable X de ) vers E.

Définition 1.1.9 ( Lot d’une variable aléatoire) : Soient (2, A,P) un espace probabilisé,
et X une variable aléatoire. On appelle loi de X la fonction Px qui o toute partie I de R qui

peut s’écrire comme réunion dénombrable d’intervalles associe :

Py()=P(X el)=P{w; X (W)} €1I).

Proposition 1.1.4 : L’application Px définit une probabilité sur R.

Définition 1.1.10 ( Fonction de répartition) : On appelle fonction de répartition d’une

variable aléatoire X la fonction F' définie sur R par :

Fy(z) =P (X < z)

Proposition 1.1.5 : On a les propriétés suivantes :
i) 0< Fxy <1,
ii) lim Fx(x)=0 et hril Fx (z) =1,

iii) Fx est une fonction croissante et Fx est continue & droite.

Proposition 1.1.6 : On a l'identité. Pour tous a, b € R et a < b,

Fx(b) — Fx(a) = H’D[CL < X< b]
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Variable aléatoire discréte

Une variable aléatoire est dite discrete lorsque ’ensemble des valeurs qu’elle peut prendre est

fini ou infini dénombrable.

Définition 1.1.11 : Une variable aléatoire réelle X a valeurs dans un ensemble €2 fini ou
dénombrable est appelée variable aléatoire réelle discréte : X : Q0 — N. Dans ce cas, la loi de

X est déterminée par l’ensemble des probabilités :

Ainsi, pour toute partie A de X, on a alors :

a) Px (A)=P(X € A) =) P(X

€A

b) Px () =P(X Q) =) P(X

e

Exemple 1.1.4 : Construcation de la variable aléatoire de Bernoulli. Soient :
e [’espace des observables : Q) = (w1, ws) ;
e la tribu définie sur 2 : A="P(Q);

e la probabilité P définie sur Q : P(w) =p, P(we) =1—p oup € ]0.1].
La variable aléatoire de Bernoulli de X de parameétre p est définie par :

o X (w)=1c¢etX(w)=0.

o Px (1) =P (X '(1)) =P(wi) = p et Py (0) = P(X~1(0)) = P (wz) = 1 — p.

Variables aléatoires continues.

Définition 1.1.12 : Soit X wune variable aléatoire a valeurs dans R et f une densité de

probabilité sur R. On dit que X est une variable aléatoire continue de densité f si pour tout

7
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intervalle I de R, on a :
P(X el :/f($)dx.
I

Remarque 1.1.1 : La fonction de répartition Fx est continue.

Définition 1.1.13 : Une variable aléatoire posséde une densité si sa fonction de répartition

F' est dérivable. La dérivée notée f est appelée densité de probabilité de la variable aléatoire

X.

Proposition 1.1.7 :

i) Vz e R, f(z) > 0.

“+oo

ii) f(x)de =1.

b
iii) ]P’[a<X§b]:F(b)—F(a):/f(x)dx.

Définition 1.1.14 : Une variable aléatoire X est dite intégrable si la quantité
+o00
| el fays

est converge.

Espérance

Espérance mathématique d’une variable aléatoire réelle est, intuitivement, la valeur que ’on
9 hY : 9 2 N . A s .
s’attend a trouver, en moyenne, si I’on répéte un grand nombre de fois la méme expérience

aléatoire. Elle se note E (X)) et se lit << espérance de X »>>.

Définition 1.1.15 :

a) Cas discréte : On appelle espérance mathématique ou moyenne d’une variable aléatoire

réelle X, la quantité notée B(X) et définie par :
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ol px est la fonction de masse de X.

b) Cas absolument continue : On appelle espérance mathématique ou moyenne d’une variable

aléatoire réelle absolument continue X, quantité notée B(X) et définie par :

E(X) :/Ra;fx(x)d:v,

ou fx est la fonction de densité de X.

Définition 1.1.16 : Soit X une variable aléatoire réelle. On appelle variance de X, la quan-

tité notée Var(X) et définie par :
a) Cas discrete : Var(X) = B[(X —E(X))?) = Y (k—E(X))*px (k).

b) Cas absolument continue :
Var(X) =B[(X - B(X))’] = B(X?) - (B(X))?
— [ fs(a)ds - (BCOP,

Propriétés de ’espérance Soient X, Y deux v.a. intégrables. On a :

Linéarité : E(cX +Y) = B(X) + E(Y),c € R.

Positivité : Si X > 0 p.s., alors : E(X) > 0.

Positivité stricte : Si X > 0 p.s. et BE(X) =0, alors : X =0 p.s.

Monotonie : Si X > Y p.s., alors : E(X) > E(Y).

Espérance conditionnelle On définit 'espérance conditionnelle d’une variable X ( inté-
grable) par rapport & Y comme étant ’espérance conditionnelle de X par rapport a la tribu
o(Y). On la note E(X|Y"). C’est une variable mesurable par rapport a la tribu engendrée par

Y, donc c’est une fonction de Y : il existe ¢ de R dans R borélienne, telle que :

E(X]Y) = (Y).

9
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On a:

<« Cas discret : Supposons que E (| X|) < 4+o00. L’espérance d’une v.a. dont la loi est la loi
conditionnelle de X a I'événement [Y = y;] est appelée espérance conditionnelle de X

a événement [Y = y;]. Elle est notée :
E(X|Y =y) = Z% X=u;|Y =y).

<« Cas continu : Supposons que E (| X|) < 4+o00. L’espérance conditionnelle de X & I’événe-

ment [Y = y;] est le reel

EY=¥ (X) = /]R wfx Yi(x)de.

L’espérance conditionnelle de X sachant Y est la variable aléatoire réelle :
EY (X) = B(X]Y) = h(X),

avec h : R — R la fonction définie par h(z) = E¥=¥ (X), z € R.

Propriétés de ’espérance conditionnelle

Proposition 1.1.8 : Soient X,Y deux variables aléatoires intégrables :

i) Linéarité : Vb,c € R, BE(bX + ¢Y'|G) = bE(X|G) + cE(Y|G), p.s
ii) Positivité-monotonie :X > Y p.s. = E(X|G) > E(Y|G)p.s.

iii) Si Y est G -mesurable : E(XY|G) = YE(X|G).

Proposition 1.1.9 : Soit X une variable aléatoire.

i) Si X est G-mesurable : E(X|G) =

ii) Si X est indépendante de G : E(X|G) = E(X).

10
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1.2 Processus stochastique

Un processus stochastique est une modéle mathématique pour décrire ’état d’un phénomeéne

aléatoire évoluant le temps.

1.2.1 Définitions et exemples

Définition 1.2.1 : Un processus stochastique X = (X;),.r est une famille de variables

aléatoires X; indexée par un ensemble T.

Remarque 1.2.1 : Un processus dépend de deuzx paramétres : X; (w) dépend de t (en géné-

rale le temps) et de 'aléatoire w € SQ.

1. Pourt €T fixé, w € Q — X, (w) est une variable aléatoire sur l’espace de probabilité

(Q,P).

2. Pourw € Q fizé, t € T — X, (w) est une fonction & valeurs réelles, appelée trajectoire

du processus.

Exemple 1.2.1 : On considére une séquence infinie de tirage (pile ou face) de Bernoulli.

Ces tirages sont supposés indépendants. L’ensemble des résultats possibles est :

o= {2}

ou P(P)=p; P(F)=¢=1-p;0<p<1L

Pour tout w € Q et pour tout n € N, on définit des variables aléatoires X, comme suit :
YneN: X, (w) = :

donc : {X,,; n € N} est un processus défini par :

e X, X5,..., indépendantes.

11
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Définition 1.2.2 : Un processus stochastique {X (t,w), t € T'} est dit a temps discret (res-
pectivement & temps continu) si T est un ensemble infini dénombrable (respectivement un ou

plusieurs intervalles).

Définition 1.2.3 : Un processus X = (Xt)teR+ a valeurs reelles est continu en probabilité :

lim X (s,w) = X (t,w), s,t € R,.

s—t

EtVieR, ete>0,0na:

ImP(weQ:|X(t+h)—X(t+h)]>e)=0.

s—t

Définition 1.2.4 : Un processus X = (X}) ter, €St dit localement continu en probabilité si

Vie Ry et atoute >0, ona:

}llinéIP’(wEQ:|X(t+h)—X(t+h)] >e)=0,

i.e.,Vt € R, et a tout couple (¢,17) > 0, on a :
PlweQ: | X(t+h)—X({t+h)|>¢e)<n.

Définition 1.2.5 : Un processus est dit continu si pour presque tout w € €2, Uapplication

t — X, (w) est continue (i.e. les trajectoires sont continues).

Définition 1.2.6 : Soient X = (Xy),cp et Y = (Y}),op des processus stochastiques dans

(Q, A, P). Les processus X etY sont dit indistinguables si et seulement si :

P(X,=Y,teT)=1

12
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Remarque 1.2.2 : La définition exige que l'ensemble {w € Q: X, (w) =Y, (w),t € T} est

mesurable. Ce n’est pas le cas en général.

Définition 1.2.7 : Soient X = (Xy),cp et Y = (Yi),op des processus stochastiques dans

(Q, A, P). Les processus X et'Y sont dit modification l'un de lautre si :

P((Xy) = (V) =1, vieT,

Proposition 1.2.1 : Si X et Y sont dit indistinguables alors ’ils sont modification 'un de

lautre. La réciproque n’est pas vraie en général.

Preuve. Fixons t € T, on a que :

P(X,=Y,)>P(X,=Y,s€T) =1

Définition 1.2.8 : Un processus (X;)ier est dit adapté a la filtration (Fy)er si pour tout

t e T, X; est mesurable par rapport a la tribu F;.

Remarque 1.2.3 : Une filtration est une famille croissante de sous tribus de F, telle que

Fi C Fs pour tout t < s.

Définition 1.2.9 : Un processus (X, )nen est dit prévisible pour la filtration F,, ou F,-

prévisible si pour tout n € N, X,, est F,_1-mesurable.

Définition 1.2.10 : Un processus stochastique X est dit F;-prévisible si X comme fonction
de (t,w) € TxQ— R est mesurable par rapport & la tribu sur TxQ engendrée par les

processus adapté et continu a gauche.

Définition 1.2.11 : Un processus est dit cadlag (continu & droit, limité & gauche) si ses

trajectoires sont continues a droit, pourvues de limites a gauche.

13
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Définition 1.2.12 : Un processus X = { X}, . est dit mesurable si I’ensemble :
{(t,w) e TxQ: X; (w) € B} € By ® F,VB € (,

c’est a dire 'application :

(QXT7F®B'HU]P}) - (Ea C)

(w,t) — X (w,t)
est mesurable.

Définition 1.2.13 : Un processus X est dit progressivement mesurable par rapport a (JF;) 0

st pour tout t > 0, 'application :

(Qx[0,t], F®B[0,t],P) — (F,()

(w,s) — X (w, s)
est mesurable.

Définition 1.2.14 : Soit une filtration (F),5, sur un espace de probabilité (Q,F,P) et
(Xt),50 un processus adapté a (Ft),~q , le processus (Xt),~, est a variation finie si P-presque
toutes les trajectoires t — X, (w) sont & variation finie. Ou si la variation totale de (Xi),-,

existe et est fini, ie :

Pn

Vior) (X) = SUPZ ’Xty - Xt;L_l‘ < +o00, p.s
1

I, =

IL, = (7,15, ....t0 ) une subdivision de [0,T).

Définition 1.2.15 : Un processus X est a variation bornée sur [0,T] s’il est a variation

bornée trajectoire par trajectoire :

pn

supz ‘Xt? — thil) < 400, p.s
R

14
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Définition 1.2.16 : Une suite aléatoire (X,,) est dite indépendante si la suite de tribus

engendrées (o (X)) est indépendante.

Définition 1.2.17 : Deux suites aléatoires sont dites indépendantes si toutes sous-suites

finies extraite sont indépendantes.

Définition 1.2.18 : Un processus X = (Xt)teR+ a valeur dans R est dit processus gaussien
st tout les combinaisons linéaires finies de processus X = (Xt)t€R+ sutvent une lot normal,

e, Vn > 1ty < ...<t, e Ry ;Vag,...,a, € R:

Ole (tl) + ...OénX (tn) “ N(u(t), K) .

e Par conséquent, le vecteur aléatoire X (t) = (X (t1),..., X (t,))" est gaussien, Vn > 1

t = (t1,...,t,) . densité de probabilité est :

1 1 t -1
FOE0) = e {5 (X0 () K7 (X 0) - w(0) |
tel que p (t> = (:u (tl)a >#(tn))t ou
w; = E (X (t;)) avec i=1,...,n

K =0;; = Cov (Xti,th) avec 1,7 =1,...,n

1.2.2 Processus a accroissements indépendants stationnaires

Définition 1.2.19 : Deux processus X et Y sont dit équivalentes s’ils ont la méme loi

(égalité de toutes les lois fini-dimensionnelles). On écrira X £y.

Définition 1.2.20 : Un processus X est dite a accroissements indépendants si on a :

a) Xo=0,p.s,

15
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b) Vn > 1,Vty,....t, € Ry, tel que : 0 < t; <ty < ..<ty,, lesv.a
(th,th - Xy, Xy, — thq)

sont indépendantes.

Définition 1.2.21 : Un processus stochastique (X;)icr+ est un processus accroissements
dépendants stationnaires si : Vs, t € Ry, tel que 0 < s < t, la variable aléatoire X; — X, a

la méme loi que X;_s. Autrement dit :
c
Vh >0 : Xt+h - Xs+h = Xis.
(notation X £V ssi X et Y ont la méme loi).

Indépendance et stationnarité d’un processus

Définition 1.2.22 : Un processus X est dite a accroissements indépendants si on a :

a) Xo=0, P-p.s.

b) Vn Z 1,Vt1, ,tn S R+, tel que 0< tl < t2 <. < tn, lesv.a (th,th — th, ...,th — th—l)

sont indépendantes.

Définition 1.2.23 : Un processus stochastique (X;)icr+ est un processus accroissements
dépendants stationnaires si : Vs, t € Ry, tel que 0 < s < t, la variable aléatoire X; — X a

la méme loi que X;_s. Autrement dit :
Wh >0 X — Xoon = X,

Lemme 1.2.1 : Soit X = (X;;t € RY) un processus a valeurs R? tel que Xo = 0. Alors
X, est un processus & accroissements indépendants (P.A.I) ssi pour tous s < t, X; — X est

indépendant de o(X,,u < s).
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Chapitre 1. Généralités sur les processus stochastiques

Preuve.

=) SiX;estun PALetsi0 =1t <t <..<t, <s <t X;— X, est indépendant de
(X4, Xo, — X4yy ooy Xy, — X, ;) donc il est indépendant de (X3, , ..., X;,) et de o( X, u <
s).

<) Si, Vs <t, Xy — X, est indépendant de o(X,,u < s),on apour 0 <ty <t <..<t,

et f, S B(Rd),

5 (T 06~ 0) =2 5 0 - )8 (T v - %)

1.2.3 Martingale

On se donne un espace probabilité filtré (2, F, (F),cp . P) -

Définition 1.2.24 : Un processus (X, t € T) est une F; -martingale si :

a) X, est un processus adapté ;
b) E|X:| < oo, pour tout t € T, ( le processus X; est intégrable) ;

c) Pour tout s <t, E(X; | Fs) = Xs.

Remarque 1.2.4 :

e Si on remplace (c) par : (¢’) Pour tout s < t, B(X,; | Fs) < X, on dit que X, est une

sur-martingale.

e Si on remplace (c) par : (¢”) Pour tout s < t, B(X; | Fs) > X5, on dit que X; est une

sous-martingale.
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Chapitre 1. Généralités sur les processus stochastiques

Définition 1.2.25 : Soit Y une variable aléatoire intégrable, alors :
(Xer =B(Y | F)

est une martingale.

Définition 1.2.26 (Inégalité de Doob) : Soit (Xi),cior) une (Fi)epop-martingale a trajec-

toies continues. Alors, pour tout p € |1, 00] :

E ( sup |Xt|p> < LB (X))
p_

te[0,7)

Proposition 1.2.2 (Décomposition de Doob) : Soit (X,), oy une (Fp),cn-s0us martingale,

alors (X,),cn admet une décomposition unique sous la forme :

(Xn)nEN = (An)neN + (Mn)neN

ot (M), ey est une martingale et (Ay), oy est processus croissant prévisible et intégrable.

Preuve. Soit (X)), .y une sous-martingale intgrable. On définit :

An+1: An+E<Xn+1—Xn|fn)7 Vn € N

Ay =0.

Par construction (A, ), .y est processus croissant prévisible et intégrable et
(M) pew = (Xn) = (An)

vérifie B (M1 — M, | F,,) =0, Vn € N ( puisque A, est F,-mesurable). La décomposition
est de plus unique car si (X,),cn = (An)pen + (Mn)peny = (AL ey + (M), eny 00 @ Ag =

Aj=0cet

’,rl+1 - A, - (Xn+]_ - Xn) - (Mn+]_ - Mn>, Vn c N,

n
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Chapitre 1. Généralités sur les processus stochastiques

d’ol1; en condition par F,, :

{rH-l_ A;:E<Xn+1|Fn)—Xn:An+1— An7 VnGN,

d'ou A, =A/,Vn € Npuis M,, =M. m

Proposition 1.2.3 :

i) Si (Xy),ep est une (Fi),op- martingale alors :

E(X,) =E(X,), VteT.

i) S (Xi)iciory €st une (Fi),co-martingale alors le processus est complément déterminé

par sa valeur terminale car :

E(XT|F15): Xt ,\V/tE[O,T]

iii) SOit ((Xt) ) (‘E))teﬂr
, alors (¢ (Xy), (F))

une martingale, ¢ une fonction convexe, tell que : B (|¢ (X3)|) < oo

rer est une sous-martingale.
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Chapitre 2

Mouvement Brownien (MB)

On introduit l'objet fondamental du mémoire, a savoir le mouvement Brownien, et

étudie ses propriétés élémentaires.

Historique.

< Brown apercut dans le fluide situé a l'intérieur des grains de pollen (le mouvement Brow-
nien n’a pas été observé sur les grains de pollen eux-mémes comme souvent mentionné),
de tres petites particules agitées de mouvements apparemment chaotiques. Ceux-ci ne
pouvaient s’expliquer par des écoulements, ni par aucun autre phénoméne physique

connu. Dans un premier temps, Brown les attribua donc & une activité vitale.

F1G. 2.1 — Robert Brown (1773-1858)
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Chapitre 2. Mouvement Brownien

< Bachelier (1900) et Einstein (1905) ont quantitavement étudié ce mouvement irrégulier, et
c’est Wiener qui a établi en 1923 la modalisation mathématique du mouvement Brow-

nien.Paul Lévy (1939,1948) effectué des études approfondies du mouvement Brownien

Le mouvement Brownien est en général noté (W;, ¢t > 0) en référence & Wiener ou

(B:,t > 0) en référence & Brown.

2.1 Définitions et propositions du mouvement Brow-
nien
Soit (£2, F,P) un espace de probabilite et B = (B,t > 0) un processus stochastique.

Définition 2.1.1 : On dit que B = (By,t > 0) est un mouvement Brownien (réel, nul en 0),
st les conditions suivantes sont satisfaites :
a) By=0, p.s;

b) Pour tout n > 1, et tous 0 < t; <ty < ... <'t,,

B, — By, ,,.... 8, — By, B

2 tq

sont indépendantes ;
c) Pour toust > s >0, By — By suit la loi gaussienne N'(0,t — s) ;

d) Les trajectoires t — By sont continues p.s sur R, .

Remarque 2.1.1 :: Pourt>s>0, ona:

1. By— By v Bi_y -~ N(0,t — s).

2. E[(B,— B,)]=0etE[(B,— B) =t—s.
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Graphique :
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F1G. 2.2 — Mouvement Brownien

Proposition 2.1.1 : Si B = (B;) est un processus mouvement Brownien standard alors :

i) E(B) =0.
ii) E((B,)?) =t.

iii) Cov (B;, Bs) = min(t, s) = s A t.

Preuve.

i) On montre que E (B;) =0, Vt € R,.

Fixons t € Ry, on a By = By + (B; — By) . Alors :
E(Bt) == E(BO) + E(Bt - Bo) y

d’apres les conditions (a) et (c), on a :

ii) On montre que E (B?) = t.
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Fixons t € Ry, on a: B> = B2 + (B, — By)* + 2By (B, — By) . Alors :
E(B?) =E (B2) +E ((B; — By)*) + 2E(By (B: — By)) ,
d’apres d’aprés (b), on a :
E (B}?) = E(B2) + E ((B; — By)*) + 2E (Bo) E (B, — By),

d’apres (a) et (c), on a: E ((Bt)Q) =t.
iii) On montre que Cov (By, Bs) = min(t, s) = s A t.

e Sis<t,ona:
E(B;B,) =E(B;B,+ B?— B?)

— E(B. (B, — B,) + B?)
=E (B, (B; — By)) + E(B?),
dapres (a), (b) et (c), on trouve :
E(B,B,) =E(B,)E (B, — B,) + E (B?)
=E(B?) =s.

s

e Sit<s:
E(B:Bs) =E (BB + B’t2 — Bf)

— E(B, (B, — B) + B)
=E (B, (B, — B,) +E(B}),
d’aprés (a), (b) et (c), on a :
E(B,B,) =E(B)E (B, — B;) +E (B2
=E(B}) =t.
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Alors :

Cov (By, Bs) = min(t, s) = s A t.

Proposition 2.1.2 : Les trois propriétés suivantes sont équivalentes :

1. (By;t > 0) est a accroissements indépenants,

2.V0 < s <t, By — B, suit la loi normale N'(0,t — s).

1. Vt > 0, By suit la loi normale N(0,1),

2. V0 < s <t, B, — By et B; sont indépendants.

i) 1. (By)i>0 est un processus gaussien, centré,
iii
2. Vs,t € RY, cov(By, Bs) = BE[B,Bs] = s A t.

Exemple 2.1.1 : Soit Z une variable aléatoire de loi normale centrée et réduite. Pour tout

t > 0, nous posons X, = \/tZ. Le processus stochastique X = {Xi,t >0} a des trajectoires

continues et ¥t > 0, X, est de loi N (0,t). Est-ce que X est un mouvement Brownien ?.

Justifiez votre réponse.

Réponse : Non, puisque pour 0 < s <t < 00 :

Var [ X, — X,] = Var [VtZ — /sZ]
= (Vi—/5) Var [Z]
=t—2Vt\/5+s
Lt—s.
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Exemple 2.1.2 (Construction d’un M.B par série de fourier) : Soit t € [0, 7], on pose :

Bt:

2|00

o0 .
sin (nt
3 ( )gm
n
n=1

ot (&,) est une suite de variable aléatoire de loi N (0,1). Alors (B;) est une variable aléatoire

gaussienne (car c’est une somme de variable aléatoires gassiennes indépendants).

B (B - 2y g ) o,

et :

Alors B; est un mouvement Brownien standard.

Proposition 2.1.3 : Soit B = (By,t > 0) un mouvement Brownien, les processus suivants

sont aussi des mouvement Brownien.
i) X =(—-By).
1
ii) X = <_Ba2t) pour tout o # 0.
a
iii) X = (Br — Br_), pour toutt € [0,T] et T > 0.

iv) X = |tBy , avec Xo = 0.
t

t>0

Preuve.
i) X = (—By,t > 0) est un mouvement Brownien car :
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Chapitre 2. Mouvement Brownien

a) Xo=—By=0;

b) Soit X;, — X, , = By,_, — B, et que Y0 <ty < ... <t, € Ry, les variables aléatoires :

Btl - Bto? Bt2 - Btl? A Btn - Btn—l

sont indépendantes, alors : V0 < t; < ... < t, € R, les variables aleatoires :

Bto - Btp Bt1 - Bt27 sy Btn_1 - Btn

sont indépendantes, alors :

th _Xt()7 th _Xt17"'7 Xt -

n n—1
sont indépendantes.
c) Vs,t >0, tell que s < t, Xy — Xy = By — By~ N (0,t — s);
d) La trajctoire t — X; (w) = —B; (w) est continue puisque ¢t — B, (w) est continue.

ii) X = (éBazt,t > 0) pour tout o # 0 est un mouvement Brownien car :

a) Xo= éBg =0;

b) Soit X;, — Xy, = % (Bazy, — Baz, ) et que V0 <ty < ... < t,, € Ry, les variables
aléatoires :

Bt1 - Btoa Bt2 - Btu ES) Btn - Btn—l
sont indépendantes, alors : V0 < a2ty < ... < a?t, € R, les variables aléatoires :

1 1 1
E (Ba2t1 _— Bazto) 5 a (Ba2t2 —_ Ba2t1> g eeny a (Ba2tn —_— Ba2tn_1)
sont indépendantes, alors :

Xy — Xy, Xy — Xoyy oo, Xo, — X,
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sont indépendantes.

1
¢) VO<s<teR,, B(X,—X,) = —E (B — Ba,) = 0 et
«

B (X~ X)P) = 3B ((Be — Bu)’)

alors :

Xy — X, ~ N(0,t—s).

1
d) La trajectoire t — X; (w) = —Baz2; (w) est continue puisque t — B; (w) est continue.
a

iii) X = (Br — Br—t),co7)» Pour tout ¢ € [0,7] et T > 0 est un mouvement Brownien car :

a) X() = (BT - BT) = 0,
b) Soit X;, — X¢, . = (Br—t,_, — Br—t,) et que Y0 < tq < ... < t, € [0,T], les variables
aléatoires :

B, — By, By, — By, ..., By, — By, |

sont indépendantes, alors : VO < T —t,, < ... < T — tg € [0, T] les variables aléatoires :
(BT—tnfl - BT—tn) y (BT—tn,Q - BT—tnfl) PRXEE} (BT—to - BT—tl)
sont indépendantes, alors :

th - th—l’ th—l - thfzv ) th - Xto

sont indépendantes.
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c) V0<s<te[0,T],E(X,—X,) =E(Br_s— Br_y) = E(Br_,) —E (Br_;) = 0 et

E((X: ~ X,)*) =E((Br— — Br_t)?)
=((T'=s) = (T'—1))
=1—s,

alors : X; — X~ N (0,t —s).
d) La trajectoire t — X;(w) = Br(w) — Br_;(w) est continue puisque t +— By (w) est
continue.
iv) X = (tB%>t>0 est un mouvement Brownen car :
a) Xo=0;

b) Soit X;, — Xy, , = t,B1 —t,_1B | et que V0 < ty < ... < t, € Ry, les variables

—1
tn 1

aléatoires :

B, — By,, By, — By, ..., By, — By,

1
sont indépendantes, alors : V0 < . <. < . les variables aléatoires :
n 0

sont indépendantes, alors :

tnB1 —t, 1B _1 ,t, 1B 1 —t, 9B 1 ..., t;B1 —tgB1
tn trno1 T t %o

1
tn—1 n—2

sont indépendantes, alors

sont indépendantes.

28



Chapitre 2. Mouvement Brownien

c) Vs, t>0,tellque 0 < s <t,ona:
E(X, - X,) =K <tB% - sB;)
- (B%) —E <3B1> —0,

et
2 2
E((X, - X.,)?) =¢E ((B%) ) + %R ((B;) ) ~ 2B (By By )
= t*1 + 5?1 — 2tsmin(}, 1)
:t—l—s—Qts%:t—s,
alors : X; — X, -~ N (0, —s).
d) La trajctoire t — X; (w) = tB

1 (w) est continue pou tout ¢ > 0 puisque ¢t — B; (w) est

continue.

2.2 Propriétés du mouvement Brownien

2.2.1 Propriétés de mouvement Brownien comme martingale

Proposition 2.2.1 : Soit (B;),5, un mouvement Brownien, alors :

i) B; est une martingale.
ii) B2 —t est une martingale.

iii) Pour tout réel o, exp <aBt — %2t> est une martingale.

Preuve. : On a :

i) B; est un processus adapté et intégrable, comme il est centré et a accroissements indépen-
dants, alors :

E[(Bt_Bs) |‘7:S}ZE[Bt_BS]:O'
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Et
E[(Bt_Bs)|fs]:E[Bt|fs]_B8a

alors : B [B; | Fs] = Bs. On en déduire le premier point.
ii) Pour démontrer le deuxiéme, remarquons que :

e Mesurabilité : B; c’est un processus adapté et la fonction qui muni : B, — B2 —t est

continu alors le processus (B;> — t) est adapté.

e Intégrabilité : Vi > 0 :

E[|B? —t]] <E[B*+E||

La derniére condition est :
E [(Bt2 — BSQ) | ] =E[(B: — By) 24+ 2B, (B; — By) | Fs]

=E[(B; — B,)? | Fi| + 2B,E[ (B, — B,) | ],

mais comme (By),., est une martingale B [(B; — B;) | F] = 0, et donc :

E[<Bt2_Bs2) "’Ts] :E[(Bt_Bs>2‘fs]'

La stationnarité et 'indépendance des accroissements du mouvement Brownien permettent
de plus d’affirmer que : La derniére égalité est due au fait que B; suit une loi gaussienne

centrée de variance t.
E[(B:—B,)?| 7| =E[B:— B,)?]
=E[B?%_ ] =t—s.
iii) On démontrer le dernier point remarquons que :
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e Mésurabilité : B, c’est un processus adapté et la fonction qui muni :
o2
Bt —— eXpP (OéBt — 7t>

: o
est continu alors le processus (exp <oth — 72&)) est adapté.

e Intégrabilité : Vit > 0

8 o (a5 20)[] =8 o (a5, )]
[ (e (e ) e () )
- [ (oo (5 )

:/R(\/%exp<_(x_2—t(at))2>)dx:1<oo.

Si g est une fonction gaussienne centré réduit, on a :

1 —x

Efexp (Ag)] = /]R mexp()a:)exp( 22)d:z:

()
=exp|— ).
2

De plus, si s < t,

2

E [exp (aBt - O‘;t) | ]—"s} = exp (aBs - %t) E[exp (a (B, — By)) | Fi].
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car X, est F,-mesurable, et comme B; — B, est indépendante de F;, on a :

Elexp (o (B, = By)) | 7] = Elexp (a (B — By))]
= E[exp (aB;_s)]

=E [exp (agﬁ)]

= exp (%oﬂ (t — s)) .

Ce qui donne le résultat annoncé.

2.2.2 Propriétés des trajectoires du mouvement Brownien

Détaillons maintenant les propriétés des trajectoires d’un mouvement Brownien de di-

mension 1. On sait déja qu’elles sont continues.

Proposition 2.2.2 : Si B est un mouvement Brownien, alors presque sirement :

lim supB; = +o00 et lim inf B, = —o0.
t—-+4o00 t——+o00

B
De plus, la vitesse de convergence est moins grande que celle de ¢ : Tt — 0, quand t — +00.

Proposition 2.2.3 (Comportement a l'infini) : Si B est un mouvement Brownien, alors
presque sirement

B B
limsup—t = 400 et liminf—t = —oo.
t—+00

Preuve. On a :

({mtirod) 2 (e )
=P ( {limnsup% > M}) .
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Or

n

B
VMeN: P <{1imsup\/—ﬁ > M}> > limsupP (B,, > M+/n),
n n
et

P (B, > My/n) =P (B, > M) > 0.

B, : :
D’autre part {lim sup T > M } est un événement de la tribu asymptotique des va (B,, —
n

By,—1)n qui sont indépendantes donc a pour probabilité 0 ou 1, et vu ce qui précéde cela ne

peut étre que. m

Proposition 2.2.4 : Presque strement, les propriétés suivantes sont vérifiées :

i) sup B; > 0.
te(0,1]

ii) inf B, > 0.
t€[0,1]

iii) Il existe t € ]0,1] tel que By = 0.

Preuve.

< Les deux premiers points sont équivalents par symétrie L(B) = L(—B). S'ils sont faux,
ils le sont donc simultanément. Mais alors on aurait B; = 0, cequi est absurde. Ils sont

donc vrais.

< Par continuité, le troisieme est une conséquence du théoréme des valeurs intermédaires et

des deux premiers points.

Proposition 2.2.5 : Pour tout ¢ > 0 : By a un zéro ps sur |0, [

Bat
\/E )

to € ]0,1[ tel que : B,, = 0, c’est a dire B (ety) = 0. Le point t; = ety €]0,&[ vérifie la

Preuve. Le processus B, = t € 10, 1] est un mouvement Brownien pour lequel il existe

proposition. m
On a une conséquence immédiate de ce résultat :
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Proposition 2.2.6 : Les trajectoires du mouvement Brownien ne sont ps pas dérivables.

Preuve. Par la propriété de translation, il suffit de montrer la non dérivabilité en 0, c’est &
dire montrer que :
By—By .. B

lim ———— = lim —.
t—0 t — 0 t—0 ¢

B _
n’existe pas. Or par retournement du temps Tt =B 1 ol B est encore un MB. Mais d’apres

la proposition précédente :

lim sup BS = +oo et lim inf BS = —00,
t—+o0 t——+00

1
avec s = e ce qui montre que la limite cherchée n’existe pas. m

Théoréme 2.2.1 : Soit B = (B)t€R+ un mouvement Brownien, on a : Les trajectoires de B

continue en moyenne quadratique mais pas dérivable en moyenne quadratique.

Preuve.

1) On montre pour s — ¢, B ((B; — Bs)z) —0.0Ona:

limE (B, — B,)?) = lim (B (B?) — 2E (B,B,) + B (B2))

s—t s—t

= lim (t — 2min(¢, s) + $)

s—t

:hrr%\t—s| = 0.
2) Pour la non-dérivabilité; il suffit de développer laquantité :

. Bew =B\ . (1)

h—0
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2.3 Introduction au MB arithmeétique, géométrique, vec-

toriel et fractionnaire

Mouvement Brownien arithmeétique

Définition 2.3.1 : Un processus (X, t € R,) est appelé mouvement Brownien avec dérive

w et variance o (arithmétique) si :

a) Xo=0;
b) (Xi,t € Ry) a des accroissement indépendants et stationnaires ;

c) Xi N (u, %)t € Ry

St B = (Bt)teR+ un mouvement Brownien standard, alors :
Xt = ,Ut + UBt.

Proposition 2.3.1 : Soit (X;,t € R, ) mouvement Brownien arithmétique, alors :

E (X;) = ut + oK (By) = put.
et

Var (X;) = o?Var (By) = 0%t
Mouvement Brownien géométrique

Soit (Q, F, (}})te]R+ ,IP’) espace probabilité filtré.

Définition 2.3.2 : Un mouvement Brownien géométrique de parameétes (i, o) est un proces-

sus Y = (Yi),cp, tel que pour toutt € R, :

1
Yt—YOeXp{<u—502)t+03t}a

avec Yy une varéable aléatoire Fy-mesurable, B = (Bt)te]R+ un mouvement Brownien.
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Remarque 2.3.1 : Ce processus est appellé processus "log-normale :
L,
In(Y;) = p— 50 t + 0B+ In(Yp).
est la variable qui est & droite suit une loi normale.

Mouvement Brownien vectoriel

Définition 2.3.3 : On appelle mouvement Brownien vectoriel standard, un processus a tra-

jectoires continues, o valeurs dans RY, (Bt = (Btl, o Bf) > O) tel que :

a) BO :0,

b) tout accroissement By — B, ot 0 < s < t, suit une loi gaussienne sur RY centrée et de

matrice de covariance (t — s) Id.

c) Pour tout 0 <ty <t; <ty <..<ty, les accroissements By 11 — By;, avec 0 < i < n, sont

mdépendants.

Remarque 2.3.2 : Les processus des coordonnées (Bi,t > 0), i = 1,...,d sont des mouve-
ments Browniens réels standard indépendants. Réciproquement, des mouvements Browniens

standard indépendants engendrent un mouvement Brownien vectoriel.

Mouvement Brownien Fractionnaire

Définition 2.3.4 : Le mouvement Brownien fractionnaire BH est un gaussien centré de
covariance :

R(s,t) = (t2H 52 (- s)ﬂH) .

N | —

1
Remarque 2.3.3 : 5t H = 3 on est dans le cas du mouvement Brownien classique.

Proposition 2.3.2 : Le mouvement Brownien fractionnaire BH est un processus a accrois-

sement stationaire.
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Preuve. Comme B¥ est un processus gaussien il suffit de verifier que :

Cov (Bl — Bl!, B — B = Cov (B}, — B}, By, — Brisy) »

to?

tel que sg < s1 < tg < t1, par simmplification on sa raméne au cas ou il y a deux incréments :

Cov (Bg — Bg, Bg — Bg) = Cov (Btlf,

Bg) — Cov (Bif, Bfg) — Cov (Bg, Bg) + Cov (BH

to’

(t%H + S%H — (tl — 81)2H) — % (t%H + SgH — (tl — 80)2H>

DO | —

1
(B T (to— ™) + (7 4 B = (0= 0.

En simplifiant chaque term on obtient :

1
Cov (Bfl = Bll, B{l - B]l) = 3 ((t1 — 50)*" = (t1 — s1)*" + (to — 1) + (o — SO)QH)
et :
Cov (BfIL{-‘rh - Bf]b{i-to’ Bf[f+81 - BfIL{-‘rso) = Cov (Bf[bﬂ-h’ Bf?+s1) — Cov (BfIL{“l‘tl’ Bi]—l—so)

—Cov (Blﬁrto? Blﬁhﬁ) + Cov (Biﬁrtov B]?—i—so)

_ % (h+ 80" + (50" = (02— 51)*")
=5 (e 0 (50 = (12 = 50"

= 2 (00 + (5P (10— 5™
+% ((h + o)™ + (h+ 50)* = (to — 80>2H> '

En simplifiant chaque terme on obtient :

1
Cov(Bfly,, =B, Bl o, =Bl o) = 3 ((t1 —50)" = (t1 — s1)* + (to — 51)*" + (to — SO)QH)
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Chapitre 2. Mouvement Brownien

Alour Le mouvement Brownien fractionnaire B¥ est un processus a accroissement stationaire.

Proposition 2.3.3 : Si (X;) est un processus gaussien stationnaire et Xo = 0 tel que

Var (X;) = t*H alors X; est un mouvement Brownien fractionnaire de paramétrev H.

Preuve. On a :
Cov(Xy, Xs) =1 (Var (X;) + Var (X,) — Var (X))

2H
=L (14— (- 9.
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Conclusion

Le mouvement Brownien est ’objet central du calcul des probabilités moderne. Il
intervient dans de trées nombreux modeéles en physique, chimie, biologie, sciences
économiques et mathématiques financieres. Il est tout a la fois une martingale, un processus
gaussien, un processus a accroissements indépendants et un processus de Markov. Ces diverses

propriétés qui en font le processus stochastique par excellence.
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Annexe : Abréviations et Notations

Les différentes abréviations et notations utilisées tout au long de ce mémoire sont expliquées

ci-dessous :
N, R Ensemble des nombres naturelles réels respectivement.
Q Une ensemble fondamental.
p.s. Presque sur.
inf, sup inférieur, supérieur.
lim Limite.
P-p.s Presque stirement pour la mesure de probabilité P.
PAIS Processus accroissements indépendant stationnaires.
v.a Variable aléatoire.
X ~ N(0,1) Variable X suit la loi normale centrée et de variance t.

L’espérence et variance de la variable aléatoire X.
Covariance des variables aléatoire X et Y.

Espéerance conditionnelle X sachant Y.
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Résumé

Dans ce mémoire, nous sommes intéressés a étudier le mouvement
Brownien et certains propriétés. Pour cela, ce travail est contenu de
deux chapitres : Généralités sur les processus stochastiques et
mouvement Brownien.

Mots clés. Processus stochastique. Mouvement Brownien. Processus
gaussien. Martingale.

Abstract

In this memory, we are interested in the study of Brownian motion and
explain the properties. This work is composed of two chapters:

Introduction to stochastic processes and Brownian motion.

Key words. Stochastic process. Brownian motion. Gaussian process.

Martingale.
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