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Introduction

Le processus stochastique est un phénomène qui évolue dans le temps d�une manière

aléatoire. Il existe de nombreuses applications des processus aléatoires notamment en

physique statistique, en biologie (évolution génétique et génétique des populations), médecine

(croissance de tumeurs épidémie), et bien entendu les sciences de l�ingénieur. Dans ce dernier

domaine, les applications principales sont pour l�administration des réseaux de l�internet, des

télécommunications et bien entendu dans les domaines économique et �nancier.

Le mouvement Brownien, ou processus de Wiener, est une description mathématique du

mouvement aléatoire d�une « grosse » particule immergée dans un �uide et qui n�est soumise

à aucune autre interaction que des chocs avec les « petites » molécules du �uide environnant.

Le champ d�application du mouvement Brownien est beaucoup plus vaste que l�étude

des particules microscopiques en suspension, il permet de décrire le comportement thermo-

dynamique des gaz (théorie cinétique des gaz), il est utilisé aussi dans la modélisation du

bruit thermique dans les circuits électriques, etc.

On ne va pas pouvoir tout détailler, parce que le mouvement Brownien occupe aujour-

d�hui une place centrale en mathématiques et qu�il est lié à la plupart de leurs branches : les

équations d�évolution, l�analyse de Fourier, la théorie du potentiel, la théorie des fonctions

d�une variable complexe, la géométrie et la théorie des groupes, l�analyse numérique.
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Introduction

L�objectif majeur de cette étude est de démontrer quelques propriétés principales de ce

mouvement Brownien. Pour cela, ce travail est contenu de deux chapitres :

J Chapitre 1 (Généralités sur les processus stochastiques) : Nous présentons rappels

de probabilités et des processus stochastiques, par étude succincte de quelque familles

importantes : dé�nition de processus stochastique, processus à accroissements indépen-

dants stationnaires (P.A.I.S), martingale et exemples de processus stochastique.

J Chapitre 2 (Mouvement Brownien) : Nous présentons dé�nition de mouvement Brow-

nien et étude de quelques propriétés de mouvement Brownien
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Chapitre 1

Généralités sur les processus

stochastiques

On quali�e de processus stochastique tout phénomène d�évolution temporelle dont

l�analyse peut être soumise au calcul des probabilités. Du point de vue de l�obser-

vation, un processus stochastique est constitué par l�ensemble de ses réalisations.

1.1 Rappels de probabilités

1.1.1 Espace de probabilité

Tribu

Dé�nition 1.1.1 (tribu) : Soit 
 un ensemble, on appelle tribu (ou �-algèbre) de parties de


, la donnée d�un ensemble A de parties de 
, possédant les propriétés suivantes :

a) 
 2 A;

b) A est stable par passage au complémentaire i.e A 2 A =) Ac 2 A;
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Chapitre 1. Généralités sur les processus stochastiques

c) A est stable par réunion dénombrable i.e pour tout ensemble fAng � A; alors :

+1[
n=0

An 2 A:

Proposition 1.1.1 : Si A est une �-Algèbre de parties de 
, il vient :

i) ? 2 A:

ii) Si A 2 A; on a : Ac 2 A:

iii) A1; A2; ::: 2 A; on a :
n\
i=0

An 2 A:

Exemple 1.1.1 :

1. P(
) la plus grand tribus est appelé tribu grossière.

2. f?;
g la plus petite tribus sur 
 est appelé tribu triviale.

Proposition 1.1.2 ( Tribu engendré) : Soit 
 un ensemble, et M un ensemble de parties

de 
 (M � P (
)), l�intersection de toutes les tribus sur 
 contenant M c�est le plus petit

des tribus Ai telles que M � Ai appelés tribu engendrée par M et se note :

� (M) et � (M) = \Ai2I :

Exemple 1.1.2 : M = (fAg) ; A � 
; M � P (
) et � (M) = f?;
; A;Acg :

Dé�nition 1.1.2 (Sous�Tribu ) : Une sous-tribu de A est une tribu G telle que si A 2 G

alors �A 2 A on note G � A

Exemple 1.1.3 : Soit fAigi2I une famille quelconque de tribus sur 
 Alors A = \
i2I
Ai est

encore une tribu sur 


Dé�nition 1.1.3 (Tribu de Borel) : Soit (
; T ) un espace topologique�on appelle tribu de

Borel sur 
 la tribu engendrée par les ouverts de 
 : A = �(T ).
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Chapitre 1. Généralités sur les processus stochastiques

Proposition 1.1.3 : La tribu borélienne B (R) engendrée par l�ensembles des intervalles

ouverts, semi -ouvertes, fermés.

Espace mesurable

Dé�nition 1.1.4 : On dit que (
;A) est un espace mesurable et les éléments de A sont

appelés les parties mesurables de 
.

Dé�nition 1.1.5 : Soit (
;A) un espace mesurable�on appelle mesure positive sur 
 une

application � : A �! [0;+1] véri�ant :

a) �(;) = 0:

b) Additivité dénombrable : Si fAngn2N est une famille dénombrable d�ensembles mesurables

deux à deux disjoints, alors :

�

�
[
n2N

An

�
=
X
n2N

� (An) :

Dé�nition 1.1.6 : Si (
1; E) et (
2; F ) sont deux espaces mesurables, alors une application

f : E ! F est dite mesurable si f�1(F ) � E.

Dé�nition 1.1.7 (mesure de probabilité) : Soit A une tribu sur 
. Une mesure de

probabilité sur (
;A) est une application P : A �! [0; 1]; telle que :

a) P(;) = 0 et P(
) = 1.

b) (An)n2N� � A disjoints ( i.e.An \ Am = ;;8n 6= m), alors :

P( [
n2N�

An) =
X
n2N�

P(An):

Un espace de probabilité est un triplet (
;A;P).
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Chapitre 1. Généralités sur les processus stochastiques

1.1.2 Variable aléatoire (v.a)

Un triplet formé (
;A;P) d�un ensemble 
 d�une tribu A sur 
 et d�une mesure P sur cette

tribu tel que : P(
) =1:

Dé�nition 1.1.8 : Soient (
;A;P) un espace probabilisé et (E; ") un espace mesurable. On

appelle variable aléatoire de 
 vers E, toute fonction mesurable X de 
 vers E.

Dé�nition 1.1.9 ( Loi d�une variable aléatoire) : Soient (
;A;P) un espace probabilisé,

et X une variable aléatoire. On appelle loi de X la fonction PX qui à toute partie I de R qui

peut s�écrire comme réunion dénombrable d�intervalles associe :

PX (I) = P (X 2 I) = P (f!;X (!)g 2 I) :

Proposition 1.1.4 : L�application PX dé�nit une probabilité sur R:

Dé�nition 1.1.10 ( Fonction de répartition) : On appelle fonction de répartition d�une

variable aléatoire X la fonction F dé�nie sur R par :

FX(x) = P (X � x)

Proposition 1.1.5 : On a les propriétés suivantes :

i) 0 � FX � 1;

ii) lim
x!�1

FX (x) = 0 et lim
x!+1

FX (x) = 1;

iii) FX est une fonction croissante et FX est continue à droite.

Proposition 1.1.6 : On a l�identité. Pour tous a, b 2 R et a < b,

FX(b)� FX(a) = P[a < X � b]:
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Chapitre 1. Généralités sur les processus stochastiques

Variable aléatoire discrète

Une variable aléatoire est dite discrète lorsque l�ensemble des valeurs qu�elle peut prendre est

�ni ou in�ni dénombrable.

Dé�nition 1.1.11 : Une variable aléatoire réelle X à valeurs dans un ensemble 
 �ni ou

dénombrable est appelée variable aléatoire réelle discrète : X : 
! N: Dans ce cas, la loi de

X est déterminée par l�ensemble des probabilités :

PX (x) = P (X = x) ; x 2 
:

Ainsi, pour toute partie A de X, on a alors :

a) PX (A) = P (X 2 A) =
X
x2A
P (X = x) :

b) PX (
) = P (X 2 
) =
X
x2

P (X = x) = 1:

Exemple 1.1.4 : Construcation de la variable aléatoire de Bernoulli. Soient :

� l�espace des observables : 
 = (!1; !2) ;

� la tribu dé�nie sur 
 : A = P (
) ;

� la probabilité P dé�nie sur 
 : P (!1) = p; P (!2) = 1� p où p 2 ]0:1[ :

La variable aléatoire de Bernoulli de X de paramètre p est dé�nie par :

� X (!1) = 1 et X (!2) = 0:

� PX (1) = P (X�1 (1)) = P (!1) = p et PX (0) = P (X�1 (0)) = P (!2) = 1� p:

Variables aléatoires continues.

Dé�nition 1.1.12 : Soit X une variable aléatoire à valeurs dans R et f une densité de

probabilité sur R. On dit que X est une variable aléatoire continue de densité f si pour tout
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Chapitre 1. Généralités sur les processus stochastiques

intervalle I de R; on a :

P (X 2 I) =
Z
I

f (x) dx:

Remarque 1.1.1 : La fonction de répartition FX est continue.

Dé�nition 1.1.13 : Une variable aléatoire possède une densité si sa fonction de répartition

F est dérivable. La dérivée notée f est appelée densité de probabilité de la variable aléatoire

X:

Proposition 1.1.7 :

i) 8x 2 R, f (x) � 0.

ii)
Z +1

�1
f (x) dx = 1.

iii) P[a < X � b] = F (b)� F (a) =

Z b

a

f (x) dx:

Dé�nition 1.1.14 : Une variable aléatoire X est dite intégrable si la quantité

Z +1

�1
jxj f(x)dx

est converge.

Espérance

Espérance mathématique d�une variable aléatoire réelle est, intuitivement, la valeur que l�on

s�attend à trouver, en moyenne, si l�on répète un grand nombre de fois la même expérience

aléatoire. Elle se note E (X) et se lit ��espérance de X ��.

Dé�nition 1.1.15 :

a) Cas discrète : On appelle espérance mathématique ou moyenne d�une variable aléatoire

réelle X, la quantité notée E(X) et dé�nie par :

E(X) =
X

k2X(
)

kpX (k) ;

8



Chapitre 1. Généralités sur les processus stochastiques

où pX est la fonction de masse de X:

b) Cas absolument continue : On appelle espérance mathématique ou moyenne d�une variable

aléatoire réelle absolument continue X, quantité notée E(X) et dé�nie par :

E(X) =
Z
R
xfX(x)dx;

où fX est la fonction de densité de X.

Dé�nition 1.1.16 : Soit X une variable aléatoire réelle. On appelle variance de X, la quan-

tité notée V ar(X) et dé�nie par :

a) Cas discrète : V ar(X) = E[(X � E(X))2] =
X

k2X(
)

(k � E(X))2pX(k).

b) Cas absolument continue :

V ar(X) = E[(X � E(X))2] = E(X2)� (E(X))2

=

Z
R
x2fX(x)dx� (E(X))2 :

Propriétés de l�espérance Soient X, Y deux v.a. intégrables. On a :

� Linéarité : E(cX + Y ) = cE(X) + E(Y ); c 2 R:

� Positivité : Si X � 0 p.s., alors : E(X) � 0:

� Positivité stricte : Si X � 0 p.s. et E(X) = 0; alors : X = 0 p:s:

� Monotonie : Si X � Y p.s., alors : E(X) � E(Y ):

Espérance conditionnelle On dé�nit l�espérance conditionnelle d�une variable X ( inté-

grable) par rapport à Y comme étant l�espérance conditionnelle de X par rapport à la tribu

�(Y ). On la note E(XjY ). C�est une variable mesurable par rapport à la tribu engendrée par

Y , donc c�est une fonction de Y : il existe  de R dans R borélienne, telle que :

E(XjY ) =  (Y ):
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Chapitre 1. Généralités sur les processus stochastiques

On a :

J Cas discret : Supposons que E (jXj) < +1. L�espérance d�une v.a. dont la loi est la loi

conditionnelle de X à l�événement [Y = yi] est appelée espérance conditionnelle de X

à l�événement [Y = yi] : Elle est notée :

E(XjY = yi) =
X
j

xjP (X = xj j Y = yi) :

J Cas continu : Supposons que E (jXj) < +1. L�espérance conditionnelle de X à l�événe-

ment [Y = yi] est le reel

EY=yi (X) =
Z
R
xfY=yiX (x)dx:

L�espérance conditionnelle de X sachant Y est la variable aléatoire réelle :

EY (X) = E(XjY ) = h(X);

avec h : R! R la fonction dé�nie par h(x) = EY=y (X) ; x 2 R.

Propriétés de l�espérance conditionnelle

Proposition 1.1.8 : Soient X; Y deux variables aléatoires intégrables :

i) Linéarité : 8b�c 2 R�E(bX + cY jG) = bE(XjG) + cE(Y jG); p:s:

ii) Positivité-monotonie :X � Y p.s. ) E(XjG) � E(Y jG)p:s:

iii) Si Y est G -mesurable : E(XY jG) = Y E(XjG):

Proposition 1.1.9 : Soit X une variable aléatoire.

i) Si X est G-mesurable : E(XjG) = X:

ii) Si X est indépendante de G : E(XjG) = E(X):

10



Chapitre 1. Généralités sur les processus stochastiques

1.2 Processus stochastique

Un processus stochastique est une modèle mathématique pour décrire l�état d�un phénomène

aléatoire évoluant le temps.

1.2.1 Dé�nitions et exemples

Dé�nition 1.2.1 : Un processus stochastique X = (Xt)t2T est une famille de variables

aléatoires Xt indexée par un ensemble T.

Remarque 1.2.1 : Un processus dépend de deux paramètres : Xt (!) dépend de t (en géné-

rale le temps) et de l�aléatoire ! 2 
.

1. Pour t 2 T �xé, ! 2 
 7�! Xt (!) est une variable aléatoire sur l�espace de probabilité

(
;P) :

2. Pour ! 2 
 �xé, t 2 T 7�! Xt (!) est une fonction à valeurs réelles, appelée trajectoire

du processus.

Exemple 1.2.1 : On considère une séquence in�nie de tirage (pile ou face) de Bernoulli.

Ces tirages sont supposés indépendants. L�ensemble des résultats possibles est :


 =

�
(!1; !2; :::) : !i =

�
P;

F;

��
;

où P(P ) = p ; P (F ) = q = 1� p ; 0 � p � 1:

Pour tout ! 2 
 et pour tout n 2 N; on dé�nit des variables aléatoires Xn comme suit :

8n 2 N : Xn (!) =

8><>: 1 si ! = P

0 si ! = F
;

donc : fXn; n 2 Ng est un processus dé�ni par :

� X1; X2;..., indépendantes.

11



Chapitre 1. Généralités sur les processus stochastiques

� P (Xn = 1) = p; P(Xn = 0) = q; p+ q = 1:

Dé�nition 1.2.2 : Un processus stochastique fX (t; !) ; t 2 Tg est dit à temps discret (res-

pectivement à temps continu) si T est un ensemble in�ni dénombrable (respectivement un ou

plusieurs intervalles).

Dé�nition 1.2.3 : Un processus X = (Xt)t2R+ à valeurs rèelles est continu en probabilité :

lim
s!t

X (s; !) = X (t; !) ; s; t 2 R+:

Et 8t 2 R+ et " > 0, on a :

lim
s!t
P (! 2 
 : jX (t+ h)�X (t+ h)j > ") = 0:

Dé�nition 1.2.4 : Un processus X = (Xt)t2R+ est dit localement continu en probabilité si

8t 2 R+ et à tout " > 0, on a :

lim
h!0

P (! 2 
 : jX (t+ h)�X (t+ h)j > ") = 0;

i.e.,8t 2 R+ et à tout couple ("; �) > 0, on a :

P (! 2 
 : jX (t+ h)�X (t+ h)j > ") � �:

Dé�nition 1.2.5 : Un processus est dit continu si pour presque tout ! 2 
; l�application

t 7�! Xt (!) est continue (i.e. les trajectoires sont continues).

Dé�nition 1.2.6 : Soient X = (Xt)t2T et Y = (Yt)t2T des processus stochastiques dans

(
;A;P). Les processus X et Y sont dit indistinguables si et seulement si :

P (Xt = Yt; t 2 T) = 1:

12



Chapitre 1. Généralités sur les processus stochastiques

Remarque 1.2.2 : La dé�nition exige que l�ensemble f! 2 
 : Xt (!) = Yt (!) ; t 2 Tg est

mesurable. Ce n�est pas le cas en général.

Dé�nition 1.2.7 : Soient X = (Xt)t2T et Y = (Yt)t2T des processus stochastiques dans

(
;A;P). Les processus X et Y sont dit modi�cation l�un de l�autre si :

P ((Xt) = (Yt)) = 1; 8t 2 T:

Proposition 1.2.1 : Si X et Y sont dit indistinguables alors �ils sont modi�cation l�un de

l�autre. La réciproque n�est pas vraie en général.

Preuve. Fixons t 2 T, on a que :

P (Xt = Yt) � P (Xs = Ys; s 2 T) = 1

Dé�nition 1.2.8 : Un processus (Xt)t2T est dit adapté à la �ltration (Ft)t2T si pour tout

t 2 T; Xt est mesurable par rapport à la tribu Ft:

Remarque 1.2.3 : Une �ltration est une famille croissante de sous tribus de F , telle que

Ft � Fs pour tout t � s:

Dé�nition 1.2.9 : Un processus (Xn)n2N est dit prévisible pour la �ltration Fn ou Fn-

prévisible si pour tout n 2 N; Xn est Fn�1-mesurable.

Dé�nition 1.2.10 : Un processus stochastique X est dit Ft-prévisible si X comme fonction

de (t; !) 2 T�
�! R est mesurable par rapport à la tribu sur T�
 engendrée par les

processus adapté et continu à gauche.

Dé�nition 1.2.11 : Un processus est dit càdlàg (continu à droit, limité à gauche) si ses

trajectoires sont continues à droit, pourvues de limites à gauche.

13



Chapitre 1. Généralités sur les processus stochastiques

Dé�nition 1.2.12 : Un processus X = fXtgt2T est dit mesurable si l�ensemble :

f(t; !) 2 T�
 : Xt (!) 2 Bg 2 BT 
F ;8B 2 �;

c�est à dire l�application :

(
�T;F 
 BT;P) �! (E; �)

(!; t) 7�! X (!; t)

est mesurable.

Dé�nition 1.2.13 : Un processus X est dit progressivement mesurable par rapport à (Ft)t�0 ;

si pour tout t � 0, l�application :

(
� [0; t] ;Ft 
 B [0; t] ;P) �! (E; �)

(!; s) 7�! X (!; s)

est mesurable.

Dé�nition 1.2.14 : Soit une �ltration (Ft)t�0 sur un espace de probabilité (
;F ;P) et

(Xt)t�0 un processus adapté à (Ft)t�0 ; le processus (Xt)t�0 est à variation �nie si P-presque

toutes les trajectoires t 7�! Xt (!) sont à variation �nie. Ou si la variation totale de (Xt)t�0

existe et est �ni, ie :

V[0;T ] (X) = sup
�n

pnX
i=1

���Xtni
�Xtni�1

��� < +1, p:s
�n =

�
tn1 ; t

n
2 ; :::; t

n
pn

�
une subdivision de [0; T ].

Dé�nition 1.2.15 : Un processus X est à variation bornée sur [0; T ] s�il est à variation

bornée trajectoire par trajectoire :

sup
�n

pnX
i=1

���Xtni
�Xtni�1

��� < +1, p:s
14



Chapitre 1. Généralités sur les processus stochastiques

Dé�nition 1.2.16 : Une suite aléatoire (Xn) est dite indépendante si la suite de tribus

engendrées (� (Xn)) est indépendante.

Dé�nition 1.2.17 : Deux suites aléatoires sont dites indépendantes si toutes sous-suites

�nies extraite sont indépendantes.

Dé�nition 1.2.18 : Un processus X = (Xt)t2R+ à valeur dans R est dit processus gaussien

si tout les combinaisons linéaires �nies de processus X = (Xt)t2R+ suivent une loi normal,

i.e.,8n � 1; t1 < ::: < tn 2 R+ ; 8�1; :::; �n 2 R :

�1X (t1) + :::�nX (tn) v N (�(t); K) :

� Par conséquent, le vecteur aléatoire X (t) = (X (t1) ; :::; X (tn))
t est gaussien, 8n � 1

t = (t1; :::; tn) : densité de probabilité est :

f (X (t)) =
1

(2�)
n
2

p
detK

exp

�
�1
2
(X (t)� � (t))tK�1 (X (t)� � (t))

�
;

tel que � (t) = (� (t1) ; :::; � (tn))
t où :

8><>: �i = E (X (ti)) avec i = 1; :::; n

K = �ij = Cov
�
Xti ; Xtj

�
avec i; j = 1; :::; n

1.2.2 Processus à accroissements indépendants stationnaires

Dé�nition 1.2.19 : Deux processus X et Y sont dit équivalentes s�ils ont la même loi

(égalité de toutes les lois �ni-dimensionnelles). On écrira X L
= Y:

Dé�nition 1.2.20 : Un processus X est dite à accroissements indépendants si on a :

a) X0 = 0; p:s,

15



Chapitre 1. Généralités sur les processus stochastiques

b) 8n � 1;8t1; :::; tn 2 R+; tel que : 0 < t1 < t2 < ::: < tn; les v.a

�
Xt1 ; Xt2 �Xt1 ; :::; Xtn �Xtn�1

�
sont indépendantes.

Dé�nition 1.2.21 : Un processus stochastique (Xt)t2R+ est un processus accroissements

indépendants stationnaires si : 8s; t 2 R+; tel que 0 � s < t; la variable aléatoire Xt �Xs a

la même loi que Xt�s. Autrement dit :

8h � 0 : Xt+h �Xs+h
L
= Xt�s:

(notation X L
= Y ssi X et Y ont la même loi).

Indépendance et stationnarité d�un processus

Dé�nition 1.2.22 : Un processus X est dite à accroissements indépendants si on a :

a) X0 = 0; P-p:s.

b) 8n � 1;8t1; :::; tn 2 R+; tel que : 0 < t1 < t2 < ::: < tn; les v.a
�
Xt1 ; Xt2 �Xt1 ; :::; Xtn �Xtn�1

�
sont indépendantes.

Dé�nition 1.2.23 : Un processus stochastique (Xt)t2R+ est un processus accroissements

indépendants stationnaires si : 8s; t 2 R+; tel que 0 � s < t; la variable aléatoire Xt �Xs a

la même loi que Xt�s. Autrement dit :

8h � 0 : Xt+h �Xs+h
L
= Xt�s:

Lemme 1.2.1 : Soit X = (Xt; t 2 R+) un processus à valeurs Rd tel que X0 = 0. Alors

Xt est un processus à accroissements indépendants (P:A:I) ssi pour tous s < t, Xt �Xs est

indépendant de �(Xu�u � s).

16



Chapitre 1. Généralités sur les processus stochastiques

Preuve.

)) Si Xt est un P.A.I. et si 0 = t0 < t1 < ::: < tn � s < t, Xt � Xs est indépendant de

(Xt1 ; Xt2�Xt1 ; :::; Xtn�Xtn�1) donc il est indépendant de (Xt1 ; :::; Xtn) et de �(Xu; u �

s):

() Si, 8 s < t, Xt �Xs est indépendant de �(Xu; u � s), on a pour 0 � t0 < t1 < ::: < tn

et fi 2 B(Rd),

E

 
nY
i=1

fi
�
Xti �Xti�1

�!
= E

�
fn
�
Xtn �Xtn�1

��
E

 
n�1Y
i=1

fi
�
Xti �Xti�1

�!

= :::

=
nY
i=1

E
�
fi
�
Xti �Xti�1

��
:

1.2.3 Martingale

On se donne un espace probabilité �ltré
�

;F ; (Ft)t2T ;P

�
:

Dé�nition 1.2.24 : Un processus (Xt; t 2 T) est une Ft -martingale si :

a) Xt est un processus adapté ;

b) E jXtj <1, pour tout t 2 T, ( le processus Xt est intégrable) ;

c) Pour tout s � t, E (Xt j Fs) = Xs:

Remarque 1.2.4 :

� Si on remplace (c) par : (c�) Pour tout s � t; E (Xt j Fs) � Xs, on dit que Xt est une

sur-martingale.

� Si on remplace (c) par : (c�) Pour tout s � t; E (Xt j Fs) � Xs, on dit que Xt est une

sous-martingale.

17



Chapitre 1. Généralités sur les processus stochastiques

Dé�nition 1.2.25 : Soit Y une variable aléatoire intégrable, alors :

(Xt)t2T = E (Y j Ft)

est une martingale.

Dé�nition 1.2.26 (Inégalité de Doob) : Soit (Xt)t2[0;T ] une (Ft)t2[0;T ]-martingale à trajec-

toies continues. Alors, pour tout p 2 ]1;1[ :

E

 
sup
t2[0;T ]

jXtjp
!
� p

p� 1E (jXtjp) :

Proposition 1.2.2 (Décomposition de Doob) : Soit (Xn)n2N une (Fn)n2N-sous martingale,

alors (Xn)n2N admet une décomposition unique sous la forme :

(Xn)n2N = (An)n2N + (Mn)n2N

où (Mn)n2N est une martingale et (An)n2N est processus croissant prévisible et intégrable.

Preuve. Soit (Xn)n2N une sous-martingale intgrable. On dé�nit :

8>><>>:
An+1 = An + E (Xn+1 �Xn j Fn) ; 8n 2 N

A0 = 0:

Par construction (An)n2N est processus croissant prévisible et intégrable et

(Mn)n2N = (Xn)� (An) ;

véri�e E (Mn+1 �Mn j Fn) = 0, 8n 2 N ( puisque An+1 est Fn-mesurable). La décomposition

est de plus unique car si (Xn)n2N = (An)n2N + (Mn)n2N = (A0n)n2N + (M
0
n)n2N, on a A0 =

A00 = 0 et

A0n+1 � A0n = (Xn+1 �Xn)� (Mn+1 �Mn) ; 8n 2 N;

18



Chapitre 1. Généralités sur les processus stochastiques

d�où ; en condition par Fn :

A0n+1 � A0n = E (Xn+1 j Fn)�Xn = An+1 � An; 8n 2 N;

d�où An = A0n, 8n 2 N puis Mn =M 0
n:

Proposition 1.2.3 :

i) Si (Xt)t2T est une (Ft)t2T- martingale alors :

E (Xt) = E (X0) ; 8t 2 T:

ii) Si (Xt)t2[0;T ] est une (Ft)t2[0;T ]-martingale alors le processus est complément déterminé

par sa valeur terminale car :

E (XT j Ft) = Xt ;8t 2 [0; T ] :

iii) Soit ((Xt) ; (Ft))
t2T
une martingale, ' une fonction convexe, tell que : E (j' (Xt)j) <1

, alors (' (Xt) ; (Ft))
t2T
est une sous-martingale.
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Chapitre 2

Mouvement Brownien (MB)

On introduit l�objet fondamental du mémoire, à savoir le mouvement Brownien, et

étudie ses propriétés élémentaires.

Historique.

C Brown aperçut dans le �uide situé à l�intérieur des grains de pollen (le mouvement Brow-

nien n�a pas été observé sur les grains de pollen eux-mêmes comme souvent mentionné),

de très petites particules agitées de mouvements apparemment chaotiques. Ceux-ci ne

pouvaient s�expliquer par des écoulements, ni par aucun autre phénomène physique

connu. Dans un premier temps, Brown les attribua donc à une activité vitale.

Fig. 2.1 �Robert Brown (1773-1858)

20



Chapitre 2. Mouvement Brownien

C Bachelier (1900) et Einstein (1905) ont quantitavement étudié ce mouvement irrégulier, et

c�est Wiener qui a établi en 1923 la modalisation mathématique du mouvement Brow-

nien.Paul Lévy (1939,1948) e¤ectué des études approfondies du mouvement Brownien

Le mouvement Brownien est en général noté (Wt; t � 0) en référence à Wiener ou

(Bt; t � 0) en référence à Brown.

2.1 Dé�nitions et propositions du mouvement Brow-

nien

Soit (
;F ;P) un espace de probabilitè et B = (B; t � 0) un processus stochastique.

Dé�nition 2.1.1 : On dit que B = (Bt; t � 0) est un mouvement Brownien (réel, nul en 0),

si les conditions suivantes sont satisfaites :

a) B0 = 0, p.s ;

b) Pour tout n � 1, et tous 0 < t1 � t2 � ::: � tn,

Btn �Btn�1 ; :::; Bt2 �Bt1 ; Bt1

sont indépendantes ;

c) Pour tous t � s � 0, Bt �Bs suit la loi gaussienne N (0; t� s) ;

d) Les trajectoires t 7! Bt sont continues p.s sur R+.

Remarque 2.1.1 : : Pour t � s � 0, on a :

1. Bt �Bs v Bt�s v N (0; t� s):

2. E [(Bt �Bs)] = 0 et E [(Bt �Bs)
2] = t� s:
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Chapitre 2. Mouvement Brownien

Graphique :

Fig. 2.2 �Mouvement Brownien

Proposition 2.1.1 : Si B = (Bt)t2R+ est un processus mouvement Brownien standard alors :

i) E (Bt) = 0:

ii) E
�
(Bt)

2� = t:

iii) Cov (Bt; Bs) = min(t; s) = s ^ t:

Preuve.

i) On montre que E (Bt) = 0; 8t 2 R+:

Fixons t 2 R+; on a Bt = B0 + (Bt �B0) : Alors :

E (Bt) = E (B0) + E (Bt �B0) ;

d�après les conditions (a) et (c), on a :

E (Bt) = 0:

ii) On montre que E (B2
t ) = t:
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Chapitre 2. Mouvement Brownien

Fixons t 2 R+; on a : B2
t = B2

0 + (Bt �B0)
2 + 2B0 (Bt �B0) : Alors :

E
�
B2
t

�
= E

�
B2
0) + E

�
(Bt �B0)

2�+ 2E(B0 (Bt �B0)
�
;

d�après d�après (b), on a :

E
�
B2
t

�
= E(B2

0) + E
�
(Bt �B0)

2�+ 2E (B0)E (Bt �B0) ;

d�après (a) et (c), on a : E
�
(Bt)

2� = t:

iii) On montre que Cov (Bt; Bs) = min(t; s) = s ^ t:

� Si s < t; on a :

E (BtBs) = E (BtBs +B2
s �B2

s )

= E (Bs (Bt �Bs) +B2
s )

= E (Bs (Bt �Bs)) + E (B2
s ) ;

d�après (a), (b) et (c), on trouve :

E (BtBs) = E(Bs)E (Bt �Bs) + E (B2
s )

= E (B2
s ) = s:

� Si t < s :

E (BtBs) = E (BtBs +B2
t �B2

t )

= E (Bt (Bs �Bt) +B2
t )

= E (Bt (Bs �Bt)) + E (B2
t ) ;

d�après (a), (b) et (c), on a :

E (BtBs) = E(Bt)E (Bs �Bt) + E (B2
t )

= E (B2
t ) = t:
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Alors :

Cov (Bt; Bs) = min(t; s) = s ^ t:

Proposition 2.1.2 : Les trois propriétés suivantes sont équivalentes :

i)

8><>: 1: (Bt; t � 0) est à accroissements indépenants,

2: 80 � s < t; Bt �Bs suit la loi normale N (0; t� s):

ii)

8><>: 1: 8t � 0; Bt suit la loi normale N (0; t);

2: 80 < s � t; Bt �Bs et Bs sont indépendants.

iii)

8><>: 1: (Bt)t�0 est un processus gaussien, centré,

2: 8s; t 2 R+; cov(Bt; Bs) = E[BtBs] = s ^ t:

Exemple 2.1.1 : Soit Z une variable aléatoire de loi normale centrée et réduite. Pour tout

t � 0, nous posons Xt =
p
tZ: Le processus stochastique X = fXt; t � 0g a des trajectoires

continues et 8t � 0; Xt est de loi N (0; t). Est-ce que X est un mouvement Brownien ?.

Justi�ez votre réponse.

Réponse : Non, puisque pour 0 � s � t <1 :

Var [Xt �Xs] = Var
�p
tZ �

p
sZ
�

=
�p

t�
p
s
�2Var [Z]

= t� 2
p
t
p
s+ s

6= t� s:

24



Chapitre 2. Mouvement Brownien

Exemple 2.1.2 (Construction d�un M.B par série de fourier) : Soit t 2 [0; �] ; on pose :

Bt =
8

�

1X
n=1

sin (nt)

n
"n;

où ("n) est une suite de variable aléatoire de loi N (0; 1) : Alors (Bt) est une variable aléatoire

gaussienne (car c�est une somme de variable aléatoires gassiennes indépendants).

E (Bt) =
8

�

1X
n=1

sin (nt)

n
E ("n) = 0;

et :

Var (Bt) = E (B2
t )

=
8

�

1X
n;m=1

sin (nt)

n

sin (mt)

n
E ("n"m)

=
8

�

1X
n=1

�
sin (nt)

n

�2
E
�
("n)

2�

=
8

�

1X
n=1

�
sin (nt)

n

�2
= t:

Alors Bt est un mouvement Brownien standard.

Proposition 2.1.3 : Soit B = (Bt; t � 0) un mouvement Brownien, les processus suivants

sont aussi des mouvement Brownien.

i) X = (�Bt) :

ii) X =

�
1

�
B�2t

�
pour tout � 6= 0:

iii) X = (BT �BT�t) ; pour tout t 2 [0; T ] et T > 0:

iv) X =

0@tB1
t

1A
t>0

; avec X0 = 0:

Preuve.

i) X = (�Bt; t � 0) est un mouvement Brownien car :
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a) X0 = �B0 = 0;

b) Soit Xtn �Xtn�1 = Btn�1 �Btn et que 80 � t0 < ::: < tn 2 R+; les variables aléatoires :

Bt1 �Bt0 ; Bt2 �Bt1 ; :::; Btn �Btn�1

sont indépendantes, alors : 80 � t0 < ::: < tn 2 R+ les variables alèatoires :

Bt0 �Bt1 ; Bt1 �Bt2 ; :::; Btn�1 �Btn

sont indépendantes, alors :

Xt1 �Xt0 ; Xt2 �Xt1 ; :::; Xtn �Xtn�1

sont indépendantes.

c) 8s; t > 0; tell que s < t, Xt �Xs = Bs �Bt v N (0; t� s) ;

d) La trajctoire t 7! Xt (!) = �Bt (!) est continue puisque t 7! Bt (!) est continue.

ii) X =
�
1
�
B�2t; t � 0

�
pour tout � 6= 0 est un mouvement Brownien car :

a) X0 =
1
�
B0 = 0;

b) Soit Xtn � Xtn�1 =
1
�

�
B�2tn �B�2tn�1

�
et que 80 � t0 < ::: < tn 2 R+; les variables

aléatoires :

Bt1 �Bt0 ; Bt2 �Bt1 ; :::; Btn �Btn�1

sont indépendantes, alors : 80 � �2t0 < ::: < �2tn 2 R+ les variables aléatoires :

1

�
(B�2t1 �B�2t0) ;

1

�
(B�2t2 �B�2t1) ; :::;

1

�

�
B�2tn �B�2tn�1

�
sont indépendantes, alors :

Xt1 �Xt0 ; Xt2 �Xt1 ; :::; Xtn �Xtn�1
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sont indépendantes.

c) 80 � s < t 2 R+, E (Xt �Xs) =
1

�
E (B�2t �B�2s) = 0 et

E
�
(Xt �Xs)

2� =
1

�2
E
�
(B�2t �B�2s)

2�
=
1

�2
(�2t� �2s)

= t� s;

alors :

Xt �Xs v N (0; t� s) :

d) La trajectoire t 7! Xt (!) =
1

�
B�2t (!) est continue puisque t 7! Bt (!) est continue.

iii) X = (BT �BT�t)t2[0;T ] ; pour tout t 2 [0; T ] et T > 0 est un mouvement Brownien car :

a) X0 = (BT �BT ) = 0;

b) Soit Xtn � Xtn�1 =
�
BT�tn�1 �BT�tn

�
et que 80 � t0 < ::: < tn 2 [0; T ] ; les variables

aléatoires :

Bt1 �Bt0 ; Bt2 �Bt1 ; :::; Btn �Btn�1

sont indépendantes, alors : 80 � T � tn < ::: < T � t0 2 [0; T ] les variables aléatoires :

�
BT�tn�1 �BT�tn

�
;
�
BT�tn�2 �BT�tn�1

�
; :::; (BT�t0 �BT�t1)

sont indépendantes, alors :

Xtn �Xtn�1 ; Xtn�1 �Xtn�2 ; :::; Xt1 �Xt0

sont indépendantes.
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c) 80 � s < t 2 [0; T ], E (Xt �Xs) = E (BT�s �BT�t) = E(BT�s)� E (BT�t) = 0 et

E
�
(Xt �Xs)

2� = E
�
(BT�s �BT�t)

2�
= ((T � s)� (T � t))

= t� s;

alors : Xt �Xs v N (0; t� s) :

d) La trajectoire t 7! Xt (!) = BT (!) � BT�t (!) est continue puisque t 7! Bt (!) est

continue.

iv) X =
�
tB 1

t

�
t>0

est un mouvement Brownen car :

a) X0 = 0;

b) Soit Xtn � Xtn�1 = tnB 1
tn

� tn�1B 1
tn�1

et que 80 � t0 < ::: < tn 2 R+; les variables

aléatoires :

Bt1 �Bt0 ; Bt2 �Bt1 ; :::; Btn �Btn�1

sont indépendantes, alors : 80 < 1

tn
< ::: <

1

t0
les variables aléatoires :

B 1
tn
�B 1

tn�1
; B 1

tn�1
�B 1

tn�2
; :::; B 1

t1

�B 1
t0

sont indépendantes, alors :

tnB 1
tn
� tn�1B 1

tn�1
; tn�1B 1

tn�1
� tn�2B 1

tn�2
; :::; t1B 1

t1

� t0B 1
t0

sont indépendantes, alors

Xt1 �Xt0 ; Xt2 �Xt1 ; :::; Xtn �Xtn�1

sont indépendantes.
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c) 8s; t > 0; tell que 0 < s < t, on a :

E (Xt �Xs) = E
�
tB 1

t
� sB 1

s

�
= tE

�
B 1

t

�
� sE

�
sB 1

s

�
= 0;

et

E
�
(Xt �Xs)

2� = t2E
��

B 1
t

�2�
+ s2E

��
B 1

s

�2�
� 2tsE

�
B 1

t
B 1

s

�
= t2 1

t
+ s2 1

s
� 2tsmin(1

t
; 1
s
)

= t+ s� 2ts1
t
= t� s;

alors : Xt �Xs v N (0; t� s) :

d) La trajctoire t 7! Xt (!) = tB 1
t
(!) est continue pou tout t > 0 puisque t 7! Bt (!) est

continue.

2.2 Propriétés du mouvement Brownien

2.2.1 Propriètès de mouvement Brownien comme martingale

Proposition 2.2.1 : Soit (Bt)t�0 un mouvement Brownien, alors :

i) Bt est une martingale.

ii) B2
t � t est une martingale.

iii) Pour tout réel �, exp
�
�Bt � �2

2
t
�
est une martingale.

Preuve. : On a :

i) Bt est un processus adapté et intégrable, comme il est centré et à accroissements indépen-

dants, alors :

E [(Bt �Bs) j Fs] = E [Bt �Bs] = 0:
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Et

E [(Bt �Bs) j Fs] = E [Bt j Fs]�Bs;

alors : E [Bt j Fs] = Bs: On en déduire le premier point.

ii) Pour démontrer le deuxième, remarquons que :

� Mesurabilité : Bt c�est un processus adapté et la fonction qui muni : Bt 7�! Bt
2 � t est

continu alors le processus (Bt2 � t) est adapté.

� Intégrabilité : 8t � 0 :

E [jBt2 � tj] � E [Bt2] + E jtj

= E [Bt2] + t = 2� t <1:

La dernière condition est :

E [(Bt2 �Bs
2) j Fs] = E [(Bt �Bs)

2 + 2Bs (Bt �Bs) j Fs]

= E [(Bt �Bs)
2 j Fs] + 2BsE[ (Bt �Bs) j Fs] ;

mais comme (Bt)t�0 est une martingale E [(Bt �Bs) j Fs] = 0; et donc :

E [(Bt2 �Bs
2) j Fs] = E [(Bt �Bs)

2 j Fs] :

La stationnarité et l�indépendance des accroissements du mouvement Brownien permettent

de plus d�a¢ rmer que : La dernière égalité est due au fait que Bt suit une loi gaussienne

centrée de variance t.

E [(Bt �Bs)
2 j Fs] = E [(Bt �Bs)

2]

= E [B2
t�s] = t� s:

iii) On démontrer le dernier point remarquons que :
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� Mésurabilité : Bt c�est un processus adapté et la fonction qui muni :

Bt 7�! exp

�
�Bt �

�2

2
t

�

est continu alors le processus
�
exp

�
�Bt �

�2

2
t

��
est adapté.

� Intégrabilité : 8t � 0

E
�����exp��Bt � �2

2
t

������ = E
�
exp

�
�Bt �

�2

2
t

��

=

Z
R

�
exp

�
�x� �2

2
t

�
1p
2�t

exp

�
�x2
2t

�
dx

�

=

Z
R

�
1p
2�t

exp

�
�x2 + (2t�x)� �2t2

2t

�
dx

�

=

Z
R

�
1p
2�t

exp

�
� (x� (�t)) 2

2t

��
dx = 1 <1:

Si g est une fonction gaussienne centré réduit, on a :

E [exp (�g)] =
Z
R

1p
2�
exp (�x) exp

�
�x2
2

�
dx

= exp

�
�2

2

�
:

De plus, si s < t;

E
�
exp

�
�Bt �

�2

2
t

�
j Fs

�
= exp

�
�Bs �

�2

2
t

�
E [exp (� (Bt �Bs)) j Fs] :
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car Xs est Fs-mesurable, et comme Bt �Bs est indépendante de Fs, on a :

E [exp (� (Bt �Bs)) j Fs] = E [exp (� (Bt �Bs))]

= E [exp (�Bt�s)]

= E
�
exp

�
�g
p
t� s

��
= exp

�
1

2
�2 (t� s)

�
:

Ce qui donne le résultat annoncé.

2.2.2 Propriétés des trajectoires du mouvement Brownien

Détaillons maintenant les propriétés des trajectoires d�un mouvement Brownien de di-

mension 1. On sait déjà qu�elles sont continues.

Proposition 2.2.2 : Si B est un mouvement Brownien, alors presque sûrement :

lim
t!+1

supBt = +1 et lim
t!+1

inf Bt = �1:

De plus, la vitesse de convergence est moins grande que celle de t :
Bt
t
�! 0, quand t �! +1.

Proposition 2.2.3 (Comportement à l�in�ni) : Si B est un mouvement Brownien, alors

presque sûrement

lim sup
t�!+1

Btp
t
= +1 et lim inf

t�!+1

Btp
t
= �1:

Preuve. On a :

P
��
lim sup

t

Btp
t
= +1

��
� P

��
lim sup

n

Bnp
n
= +1

��

= P

 \
M2N

�
lim sup

n

Btp
t
�M

�!
:
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Or

8M 2 N : P
��
lim sup

n

Bnp
n
�M

��
� lim sup

n
P (Bn �M

p
n) ;

et

P (Bn �M
p
n) = P (B1 �M) > 0:

D�autre part
�
lim sup

Bnp
n
�M

�
est un évènement de la tribu asymptotique des va (Bn �

Bn�1)n qui sont indépendantes donc a pour probabilité 0 ou 1, et vu ce qui précède cela ne

peut être que.

Proposition 2.2.4 : Presque sûrement, les propriétés suivantes sont véri�ées :

i) sup
t2[0;1]

Bt > 0:

ii) inf
t2[0;1]

Bt > 0:

iii) Il existe t 2 ]0; 1[ tel que Bt = 0:

Preuve.

C Les deux premiers points sont équivalents par symétrie L(B) = L(�B): S�ils sont faux,

ils le sont donc simultanément. Mais alors on aurait Bt = 0, cequi est absurde. Ils sont

donc vrais.

C Par continuité, le troisième est une conséquence du théorème des valeurs intermédaires et

des deux premiers points.

Proposition 2.2.5 : Pour tout " > 0 : Bt a un zéro ps sur ]0; "[:

Preuve. Le processus ~Bt =
B"tp
"
; t 2 [0; 1] est un mouvement Brownien pour lequel il existe

t0 2 ]0; 1[ tel que : ~Bt1 = 0, c�est à dire B ("t0) = 0: Le point t1 = "t0 2]0; "[ véri�e la

proposition.

On a une conséquence immédiate de ce résultat :
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Proposition 2.2.6 : Les trajectoires du mouvement Brownien ne sont ps pas dérivables.

Preuve. Par la propriété de translation, il su¢ t de montrer la non dérivabilité en 0, c�est à

dire montrer que :

lim
t�!0

Bt �B0
t� 0 = lim

t�!0

Bt
t
:

n�existe pas. Or par retournement du temps
Bt
t
= ~B 1

t
où ~B est encore un MB. Mais d�après

la proposition précédente :

lim
t!+1

sup ~Bs = +1 et lim
t!+1

inf ~Bs = �1;

avec s =
1

t
, ce qui montre que la limite cherchée n�existe pas.

Théorème 2.2.1 : Soit B = (B)t2R+ un mouvement Brownien, on a : Les trajectoires de B

continue en moyenne quadratique mais pas dérivable en moyenne quadratique.

Preuve.

1) On montre pour s! t; E
�
(Bt �Bs)

2�! 0: On a :

lim
s!t
E
�
(Bt �Bs)

2� = lim
s!t
(E (B2

t )� 2E (BtBs) + E (B2
s ))

= lim
s!t
(t� 2min(t; s) + s)

= lim
s!t
jt� sj = 0:

2) Pour la non-dérivabilité ; il su¢ t de développer laquantité :

lim
h!0

E

"�
Bt+h �Bh

h

�2#
= lim

h!0

�
1

h

�
= +1:
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2.3 Introduction auMB arithmètique, géométrique, vec-

toriel et fractionnaire

Mouvement Brownien arithmètique

Dé�nition 2.3.1 : Un processus (Xt; t 2 R+) est appelé mouvement Brownien avec dérive

� et variance �2 (arithmètique) si :

a) X0 = 0;

b) (Xt; t 2 R+) a des accroissement indépendants et stationnaires ;

c) Xt v N (�; �2t),t 2 R+:

Si B = (Bt)t2R+un mouvement Brownien standard, alors :

Xt = �t+ �Bt:

Proposition 2.3.1 : Soit (Xt; t 2 R+) mouvement Brownien arithmètique, alors :

E (Xt) = �t+ �E (Bt) = �t:

et

Var (Xt) = �2Var (Bt) = �2t

Mouvement Brownien géométrique

Soit
�

;F ; (Ft)t2R+ ;P

�
espace probabilité �ltré.

Dé�nition 2.3.2 : Un mouvement Brownien géométrique de paramètes (�; �) est un proces-

sus Y = (Yt)t2R+ tel que pour tout t 2 R+ :

Yt = Y0 exp

��
�� 1

2
�2
�
t+ �Bt

�
;

avec Y0 une varèable alèatoire F0-mesurable, B = (Bt)t2R+ un mouvement Brownien.
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Remarque 2.3.1 : Ce processus est appellé processus "log-normale :

ln(Yt) =

�
�� 1

2
�2
�
t+ �Bt + ln(Y0):

est la variable qui est à droite suit une loi normale.

Mouvement Brownien vectoriel

Dé�nition 2.3.3 : On appelle mouvement Brownien vectoriel standard, un processus à tra-

jectoires continues, à valeurs dans Rd,
�
Bt =

�
B1
t ; :::; B

d
t

�
; t � 0

�
tel que :

a) B0 = 0;

b) tout accroissement Bt � Bs où 0 � s < t, suit une loi gaussienne sur Rd centrée et de

matrice de covariance (t� s) Id.

c) Pour tout 0 � t0 < t1 < t2 < ::: < tn, les accroissements Bti+1�Bti, avec 0 � i � n, sont

indépendants.

Remarque 2.3.2 : Les processus des coordonnées (Bi
t; t � 0) ; i = 1; :::; d sont des mouve-

ments Browniens réels standard indépendants. Réciproquement, des mouvements Browniens

standard indépendants engendrent un mouvement Brownien vectoriel.

Mouvement Brownien Fractionnaire

Dé�nition 2.3.4 : Le mouvement Brownien fractionnaire BH
T est un gaussien centré de

covariance :

R (s; t) =
1

2

�
t2H + s2H � (t� s)2H

�
:

Remarque 2.3.3 : Si H =
1

2
on est dans le cas du mouvement Brownien classique.

Proposition 2.3.2 : Le mouvement Brownien fractionnaire BH
T est un processus à accrois-

sement stationaire.
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Preuve. Comme BH
T est un processus gaussien il su¢ t de veri�er que :

Cov
�
BH
t1
�BH

t0
; BH

s1
�BH

s0

�
= Cov

�
BH
h+t1

�BH
h+t0

; BH
h+s1

�BH
h+s0

�
;

tel que s0 < s1 < t0 < t1; par simmpli�cation on sa ramène au cas où il y a deux incrèments :

Cov
�
BH
t1
�BH

t0
; BH

s1
�BH

s0

�
= Cov

�
BH
t1
; BH

s1

�
� Cov

�
BH
t1
; BH

s0

�
� Cov

�
BH
t0
; BH

s1

�
+ Cov

�
BH
t0
; BH

s0

�

=
1

2

�
t2H1 + s2H1 � (t1 � s1)

2H
�
� 1

2

�
t2H1 + s2H0 � (t1 � s0)

2H
�

�1
2

�
t2H0 + s2H1 � (t0 � s1)

2H
�
+ 1

2

�
t2H0 + s2H0 � (t0 � s0)

2H
�
:

En simpli�ant chaque term on obtient :

Cov
�
BH
t1
�BH

t0
; BH

s1
�BH

s0

�
=
1

2

�
(t1 � s0)

2H � (t1 � s1)
2H + (t0 � s1)

2H + (t0 � s0)
2H
�

et :

Cov
�
BH
h+t1

�BH
h+t0

; BH
h+s1

�BH
h+s0

�
= Cov

�
BH
h+t1

; BH
h+s1

�
� Cov

�
BH
h+t1

; BH
h+s0

�
�Cov

�
BH
h+t0

; BH
h+s1

�
+ Cov

�
BH
h+t0

; BH
h+s0

�
=
1

2

�
(h+ t1)

2H + (h+ s1)
2H � (t1 � s1)

2H
�

�1
2

�
(h+ t1)

2H + (h+ s0)
2H � (t1 � s0)

2H
�

= �1
2

�
(h+ t0)

2H + (h+ s1)
2H � (t0 � s1)

2H
�

+
1

2

�
(h+ t0)

2H + (h+ s0)
2H � (t0 � s0)

2H
�
:

En simpli�ant chaque terme on obtient :

Cov(BH
h+t1

�BH
h+t0

; BH
h+s1

�BH
h+s0

) =
1

2

�
(t1 � s0)

2H � (t1 � s1)
2H + (t0 � s1)

2H + (t0 � s0)
2H
�
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Chapitre 2. Mouvement Brownien

Alour Le mouvement Brownien fractionnaire BH
T est un processus à accroissement stationaire.

Proposition 2.3.3 : Si (Xt) est un processus gaussien stationnaire et X0 = 0 tel que

Var (Xt) = t2H alors Xt est un mouvement Brownien fractionnaire de paramètrev H:

Preuve. On a :

Cov(Xt; Xs) = 1
2
(Var (Xt) + Var (Xs)� Var (Xt�s))

= 1
2

�
t2H + s2H � (t� s)2H

�
:
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Conclusion

Le mouvement Brownien est l�objet central du calcul des probabilités moderne. Il

intervient dans de très nombreux modèles en physique, chimie, biologie, sciences

économiques et mathématiques �nancières. Il est tout à la fois une martingale, un processus

gaussien, un processus à accroissements indépendants et un processus de Markov. Ces diverses

propriétés qui en font le processus stochastique par excellence.
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Annexe : Abréviations et Notations

Les di¤érentes abréviations et notations utilisées tout au long de ce mémoire sont expliquées

ci-dessous :

N;R : Ensemble des nombres naturelles réels respectivement.


 : Une ensemble fondamental.

p.s. : Presque sur.

inf; sup : inférieur, supérieur.

lim : Limite.

P-p.s : Presque sûrement pour la mesure de probabilité P:

PAIS : Processus accroissements indépendant stationnaires.

v.a. : Variable aléatoire.

X � N (0; t) : Variable X suit la loi normale centrée et de variance t.

E(X); V ar(X) : L�espèrence et variance de la variable alèatoire X.

Cov (X;Y ) : Covariance des variables alèatoire X et Y:

E(XjY ) : Espèrance conditionnelle X sachant Y:
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Résumé 

Dans ce mémoire, nous sommes intéressés à étudier le mouvement 

Brownien et  certains propriétés. Pour cela, ce travail est contenu de 

deux chapitres : Généralités sur les processus stochastiques et 

mouvement Brownien. 

Mots clés. Processus stochastique. Mouvement Brownien. Processus 

gaussien. Martingale. 

Abstract 

In this memory, we are interested in the study of Brownian motion and 

explain the properties. This work is composed of two chapters: 

Introduction to stochastic processes and Brownian motion. 

Key words. Stochastic process. Brownian motion. Gaussian process. 

Martingale. 

ملخصال  

 من العمل هذا يتكون. هاخصائص شرح و البراونية الحركة بدراسة مهتمون نحن ، عملنا في

  .البراونية والحركة العشوائية العمليات في مقدمة: فصلين

  الكلمات المفتاحية. العمليات العشوائية. الحركة البراونية. عملية غوس. مارتينغال 
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