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 :صملخ

 متحديد ميل غشوائي ذات رفيؼة مسطحة ضفيحة حولبؼاد غير قابل نلضغط ثنائي ال   نيوكم جريانيتضمن هذا امؼمل دراسة 

' امتي تحكم الجريان بطريقة Laplace-و كذا ثوزيع امسرػة ػلى سطح هذه انلوحة. تم حل مؼادلة 'لابلاس امتوقف هقطة موضع

سقاط امتشكيلي وكذلك مع هظرية 'هيس '. اظهرت Hess-امفروق المحدودة وتمت مقارهة امنتائج امؼددية مع امنتائج امتحليلية ملاإ

ػلاقة امنتائج ان الاسقاط امتشكيلي يتنبأ  بدقة بموضع هقطة امتوقف. الا ان ثوزيع امسرػة ػلى سطح انلوحة يمكن حسابه من 

 بس يطة تمت ضياغتها في هذا امؼمل. 

 هيس. ؛ هظريةسقاط امتشكيليرفيؼة و مائلة؛ ثوزيع امسرػة؛ هقطة امتوقف؛ الاإ  مسطحة ؛ ضفيحةنيوكمجريان :  مفتاحية كلمات

 

Résumé : 

Ce travail consiste à étudier l'écoulement potentiel incompressible bidimensionnel autour 

d'une plaque plane mince d'une inclinaison arbitraire afin de déterminer la position du 

point de stagnation et la distribution de la vitesse sur la surface de cette plaque. L'équation 

de Laplace régissant le problème a été résolue avec la méthode des différences finies et les 

résultats numériques ont été comparés avec les résultats analytiques de la transformation 

conforme et également de la théorie de Hess. Les résultats montrent que la transformation 

conforme prédit la position du point de stagnation avec précision. La distribution de la 

vitesse sur la surface de la plaque peut cependant être calculée à partir d'une corrélation 

simple établie dans ce travail. 

Mots clés : Ecoulement potentiel; Plaque plane mince inclinée; distribution de vitesse; 

point de stagnation; transformation conforme; théorie de Hess. 
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Abstract:  

This work consists in studying the two-dimensional incompressible potential flow around a 

thin flat plate of an arbitrary inclination in order to determine the position of the stagnation 

point and the velocity distribution on this plate's surface. The Laplace equation governing 

the problem was solved with the finite difference method and the numerical results were 

compared with the analytical results of the conformal mapping and also of the Hess theory. 

The results show that the conformal mapping predicts the position of the stagnation point 

accurately. The velocity distribution over the plate's surface can however be calculated 

from a simple correlation established in this work. Keywords: Potential flow; inclined thin 

flat plate; velocity distribution; stagnation point; conformal mapping; Hess theory. 
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1. Introduction générale  

 La mécanique des fluides est un outil essentiel pour l'ingénieur dans l'étude, la 

conception et le dimensionnement  des  systèmes  fluides  rencontrés  aussi  bien  dans  les  

écoulements  naturels que dans les procédés industriels. D’un point de vue pratique, le 

champ des applications mettant en jeu des écoulements fluides est très vaste. Il couvre des 

domaines très diversifiés qui s'étalent du domaine du vivant comme dans les applications 

médicales ou biologiques aux domaines industriels et environnementaux comme les 

applications dans l'aéronautique, l’énergétique, l'hydraulique, etc. [1]. 

 L'une des premières théories en mécanique des fluides est celle décrivant les 

écoulements irrotationnels d'un fluide parfait, homogène, incompressible, en présence de 

forces de volume conservatives, que l'on appelle écoulements potentiels. La description 

mathématique de cette classe d'écoulements se ramène à une équation aux dérivées 

partielles linéaire. Cette simplification permet d'avoir recours aux techniques analytiques 

développées pour résoudre l'équation de Laplace [2]. Mais contrairement à la connaissance 

établie que les corps rigides sont bien évidemment soumis à une force de résistance ou 

traînée non nulle lorsqu'ils se déplacent à vitesse constante dans un fluide réel, l'hypothèse 

d'écoulement potentiel nous amène à conclure que la traînée est nulle, résultat connu sous 

le nom de "paradoxe de d'Alembert" [2]. Le problème de l'écoulement potentiel 

incompressible autour d'un corps solide a longtemps été d'un intérêt pratique en mécanique 

des fluides en raison de l'accord surprenant entre cet écoulement simple et un écoulement 

réel à faible vitesse sans séparation de couche limite. Il pourrait donc être utilisé pour 

mener des études approximatives rapides afin d'établir la faisabilité d'une procédure de 

conception proposée. Pour des corps de forme générale, même le problème de l'écoulement 

potentiel n'est pas aussi facile et il faut recourir à des techniques numériques [3]; cependant 

l'effort numérique dans ce cas est largement réduit par rapport à l'écoulement réel 

(visqueux). 

   Objectif du sujet  

Dans ce travail, nous étudierons l'écoulement potentiel autour d’une plaque plane mince 

inclinée (qui peut être un panneau solaire, aile, toit de bâtiment, filtre fibreux, etc.) afin de 

déterminer la distribution de la vitesse de l'écoulement potentiel immédiatement sur la
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surface de cette plaque et également de déterminer la position du point de stagnation. Les 

résultats peuvent servir de conditions aux limites dans un écoulement de couche limite se 

développant sur cette plaque. A cause des singularités présentées dans les solutions 

analytiques de ce problème disponibles dans la littérature, nous choisissons dans ce travail 

la simulation numérique. 

 Organisation du mémoire  

 Pour atteindre l'objectif visé, nous avons organisé notre travail en trois chapitres : dans 

le premier on présente des généralités sur la mécanique des fluides, la théorie des 

écoulements potentiels, et aussi une recherche bibliographique sur les solutions analytiques 

du problème en question; le deuxième est réservé pour une description générale du 

problème et pour la simulation numérique; le dernier chapitre est dédié à la présentation 

des résultats de la simulation numérique et à leur interprétation;  finalement et à la lumière 

de ces résultats l'étude se termine par une conclusion générale. 
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I.1 Introduction  

 Dans ce chapitre nous allons présenter quelques définitions, propriétés et équations 

fondamentales de la mécanique des fluides. Conformément au thème de ce mémoire, nous 

allons donner une attention particulière aux écoulements potentiels bidimensionnels et à la 

théorie de Hess. 

I.2 Définitions  

I.2.1.Fluide idéal   

 Un fluide est dit parfait ou idéal si sa viscosité est négligeable donc c’est un fluide non-

visqueux. Lorsque ce fluide est en mouvement la résistance au mouvement ou les 

contraintes de frottement sont négligeables. Ces fluides peuvent être incompressible ou 

compressible lorsqu’ils sont en mouvement irrotationnel ils sont aussi appelés écoulement 

potentiels [4]. 

I.2.2. Ecoulement permanent et non permanent   

 La classe des écoulements permanents ou stationnaire est telle que toute fonction 

       du champ de l’écoulement vérifie en tout point la condition [5] : 

   
       

  
   

 Par contre, l’écoulement non permanent ou instationnaire, est celui dont les propriétés 

varient dans le temps. 

I.2.3. Fluides incompressible non-visqueux  

 C’est des fluides pour lesquels la viscosité est négligeable et la variation de la masse 

volumique est fiable (l’eau et les gaz à fiables vitesses). 

 Ces fluides lorsqu’ils sont en mouvement sont appelés écoulement potentiels. Ces 

fluides sont étudiés par l’hydrodynamique. 

- Ecoulement non-visqueux : c’est un écoulement d’un fluide de viscosité négligeable et 

pour lequel les contraintes de frottement sont nulles [4]. 
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I.2.4. Ecoulement bidimensionnel  

 Si un écoulement est considéré bidimensionnel, par exemple dans le plan      , alors le 

vecteur vitesse dans ce cas s’écrit :  ⃗ (      
      

) 

I.3 Equations de mouvement  

 La mécanique des fluides est un domaine généralement complexe régit par un ensemble 

d'équations non-linéaires, dont une solution analytique ne peut être existée que lorsqu'on 

prend en considération des hypothèses permettant de simplifier ces équations. 

I.3.1. Equation de continuité   

 L'équation de continuité décrit mathématiquement le principe de conservation de masse 

dans un volume occupé par un fluide en écoulement. Dans le cas général d’un écoulement 

compressible instationnaire, elle s’écrit sous la forme locale suivante : 

  

  
  

  

  
  

  

  
  

  

  
  (

  

  
 

  

  
 

  

  
)                                               (I.1) 

I.3.2. Equation de Navier-stokes [6]  

 L'équation de Navier-Stokes issue du principe fondamental de la dynamique (ou la 

seconde loi de Newton) qui décrit la conservation de quantité de mouvement : 

∑   
  ⃗⃗⃗

  
 

    ⃗⃗⃗ 

  
 

  ⃗⃗

   
                              (I.2) 

Cette équation s’exprime sous la forme locale : 

 
  ⃗⃗

  
  ( ⃗  ⃗⃗) ⃗    ⃗⃗   ⃗⃗ ̿    ⃗                           (I.3) 

 En considérant l'hypothèse d'un fluide newtonien dont le tenseur de contraintes de 

cisaillement (visqueuses) est lié au tenseur de déformation par une relation linéaire, avec la 

viscosité dynamique comme coefficient de proportionnalité, et aussi l'hypothèse de Stokes 

reliant la viscosité dynamique et la seconde viscosité, la projection sur les trois axes d'un 

repère cartésien de l'équation (I.3) donne : 

  

  
  

  

  
  

  

  
  

  

  
  

 

 
 
  

  
  (

   

    
   

    
   

   )  
 

 
         ⃗      

   

  
  

  

  
  

  

  
  

  

  
  

 

 
 
  

  
  (

   

    
   

    
   

   )  
 

 
         ⃗              (I.4) 
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  (

   

    
   

    
   

   )  
 

 
         ⃗        

I.4 Théorie des écoulements potentiels  

I.4.1. Définition   

 Un écoulement potentiel est une propriété intéressante d’un fluide parfait, c’est-à-dire le 

fluide est incompressible, sans viscosité et initialement irrotationnel [7]. Un écoulement 

irrotationnel est également appelé écoulement potentiel, lorsque le rotationnel de son 

champ de vitesse est égal au vecteur nul [8] : 

 ⃗⃗   ⃗  (
  

  
 

  

  
)  ⃗⃗                                  (I.5) 

On a alors existence d'un potentiel des vitesses   tel que : 

  
  

  
                       

  

  
                                                                                  (I.6) 

I.4.2. Circulation de vitesse [9]  

 La circulation élémentaire de vitesse le long d’un élément d’arc orienté   ⃗⃗⃗⃗⃗ vaut, par 

définition : 

    ⃗ ⃗⃗       ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗  ⃗⃗                                 (I.7) 

Avec:   ⃗⃗      ⃗     ⃗   𝑧 ⃗⃗ 

 La variation de la fonction est prise le long de l’élément de courbe, sous forme 

intégrale : 

    ∫  ⃗ ⃗⃗  
 

 
 ∫   

 

 
                                                           (I.8) 

 

Fig. I. 1.Circulation de la vectrice vitesse [9]. 

I.4.3. Fonction de courant [8]  

 Pour un écoulement incompressible rotationnel ou irrotationnel bidimensionnel, la 

fonction de courant   est définie dans le plan       par : 
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 ⃗   ⃗⃗   ⃗⃗                                       (I.9) 

Où  ⃗⃗ désigne le vecteur unitaire dans la direction d’invariance géométrique. Donc : 

  
  

  
                  

  

  
                                     (I.10) 

I.4.3.1. Equation d’une ligne de courant et lien avec le débit [10]  

 Dans un écoulement plan incompressible et bidimensionnel, on peut écrire la variation 

élémentaire de   et de   entre deux points sous la forme : 

   
  

  
   

  

  
                                        (I.11) 

   
  

  
   

  

  
                                             (I.12) 

 Dans la même ligne de courant         nous avons     , donc d’après (I.10) : 

  

  
   

  

  
                    

  

 
 

  

 
  

 De même, dans la même ligne équipotentielle         nous avons     , et donc 

d’après (I.11) : 

  

  
   

  

  
                    

  

 
  

  

 
                                                                      (I.13) 

 En écoulement incompressible le débit volumique entre ces deux lignes de courant  

(Fig. I.2) s’exprime simplement par la différence entre deux valeurs de la fonction de 

courant   : 

   ∫  ⃗ ⃗⃗  
 

 
                            (I.14) 

Avec :   ⃗⃗      ⃗     ⃗ 

 A partir de la relation (I.14), le débit volumique est donné par : 

   ∫   
 

 
                              (I.15) 



Chapitre. I Etat de l’art  

 

 
8 

 

Fig. I. 2. Débit volume entre deux lignes de courant [10]. 

 

I.4.4. Equations des écoulements potentiels  

 Dans le cas d'un écoulement potentiel, le problème peut être considérablement simplifié, 

en remplaçant par (I.5) dans l'équation de continuité, ou par (I.9) dans l'expression du 

rotationnel de vitesse, ce qui conduit à deux équations de Laplace (une pour le potentiel de 

vitesse   et l'autre pour la fonction de courant  ) : 

    
   

    
   

                                  (I.16) 

    
   

    
   

                              (I.17) 

 Le champ de vitesse peut être obtenu en résolvant seulement l'une de ces équations. 

I.4.5. Fonction potentiel complexe [10]  

Le potentiel complexe est défini comme étant une fonction de la variable complexe 

 𝑧      , telle que : 

  𝑧                                         (I.18) 

 Cette fonction est alors dérivable par rapport aux directions   ou    et on peut ainsi en 

déduire les conditions de Cauchy-Riemann : 

  

  
 

  

  
      

  

  
  

  

  
                        (I.19) 

Dont la vitesse complexe   𝑧  et définie par : 

  𝑧  
     

  
                                            (I.20) 
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I.4.5.1. Ecoulements élémentaires [11]  

Type d’écoulement Potentiel complexe Champs de vitesse       ,         

Uniforme   𝑧     𝑧      

         
  

  
 

         
  

  
 

      

       

Source-puits
1
   𝑧   

 

  
  𝑧 

   
 

   
 

     

  
 

  
    

  
 

  
𝜃 

Doublet-dipôle
2
   𝑧  

 

  

   

𝑧
 

    
 

    
    𝜃

    

    
 

        𝜃

    

  
 

  

           

     
 

  
 

  

           

      

Tourbillon vortex
3
   𝑧    

 

  
  𝑧 

     

   
 

   
 

  
 

  
𝜃 

   
 

  
    

Tableau I- 1 Ecoulements élémentaires. 

1   est le débit de la source;
 2

   est l’intensité du doublet; 3
   est la circulation du 

tourbillon. 

I.5 Ecoulement autour d’un corps rigide [8] 

I.5.1. Ecoulement autour d’un cylindre  

 Sans circulation : l’écoulement autour d’un cylindre est obtenu par la superposition d’un 

doublet plan et un écoulement uniforme avec     (voir Tableau I.1), donc le potentiel 

complexe s’écrit : 

  𝑧     𝑧  
 

   
                                                                       (I.21) 

 La fonction de courant et potentiel d’après (I.21) s'écrivent respectivement : 
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  (    
 

   
)    𝜃     (    

 

   
)    𝜃 

 Pour la condition aux limites     𝜃   , avec    est le rayon du cylindre, on aura : 

    𝜃    (  
  

 
)    𝜃       (  

  

 
)    𝜃                                    (I.22) 

Et le champ de vitesse est exprimé par : 

{
     𝜃  

  

  
 

 

 

  

  
   (  

  

  )    𝜃

     𝜃  
 

 

  

  
 

  

  
    (  

  

  )    𝜃
                                           (I.23) 

 Avec circulation : l’écoulement autour d’un cylindre est obtenu par la superposition un 

écoulement autour d'un cylindre sans circulation et le tourbillon d’intensité    (voir le 

Tableau I.1), donc le potentiel complexe s'écrit : 

  𝑧    (𝑧  
  

 
)   

 

  
  𝑧                                                      (I.24) 

 Où C’est une constante ajoutée pour vérifier la condition aux limites     𝜃   . La 

fonction de courant et le potentiel de vitesse d’après (I.22) : 

    𝜃       𝜃 (  
  

 
)  

 

  
  (

 

 
)      𝜃       𝜃 (  

  

 
)  

 

  
𝜃        (I.25) 

Le champ de vitesse est alors exprimé par :  

{
     𝜃  

  

  
 

 

 

  

  
      𝜃 (  

  

  )

     𝜃  
 

 

  

  
  

  

  
       𝜃 (  

  

  )  
 

   

                                                  (I.26) 

 

Fig. I. 3. Ecoulement autour d’un cylindre sans circulation et avec circulation   
          [11]. 
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I.5.2. Ecoulement autour d’un dièdre et coin [12]   

On Considère un écoulement plan modélisé par le potentiel complexe des vitesses : 

  𝑧   𝑧                                       Où m et n sont deux réels      
 

 
     

En coordonnées cylindrique :     𝑧       [   [     𝜃]      [     𝜃]]    

                                       

On a alors {
    𝜃          [     𝜃]

    𝜃          [     𝜃]
 

Le champ de vitesses s’obtenant par : 

 ⃗⃗ {
   

  

  
 

 

 

  

  
            [     𝜃]

   
 

 

  

  
  

  

  
             [     𝜃]

                     (I.27) 

Les lignes de courant passant par l’origine vérifient : 

    𝜃       

        [     𝜃]    {
   

   [     𝜃]    𝜃  
 

     
           

Si      𝜃     demi-droite       

Si      𝜃  
 

     
    demi-droite d’angle α avec       

Si      𝜃  
  

     
     demi-droite d’angle 2α avec       

Les lignes de courant pouvant être assimilées à des barrières infranchissables, celles 

passant par le point d’arrêt forment des «coins» : ce sont les coins d’arrêt. 

 

Fig. I. 4. Ecoulement un coin et autour d’un dièdre d’angle quelconque [12]. 
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I.6 Transformation conforme   

 L’idée est de générer, à partir d’une fonction potentiel complexe d’un écoulement 

connu, une autre fonction représentative d’un écoulement nouveau, en procédant par une 

transformation de coordonnées notée symboliquement z→ . Cette transformation doit 

avoir certaines propriétés; on parle alors de transformation ou représentation conforme [5]. 

I.6.1. Définition  

 La transformation est dite conforme puisqu’un petit triangle dans le plan   correspond à 

un triangle semblable dans le plan z [11]. Soit     𝑧  une fonction définie sur un 

domaine (d) du plan (x, y) auquel elle fait correspondre un domaine (D) du plan      . 

 

Fig. I. 5. Schéma de la correspondance entre domaines des plans z et Z [5]. 

 Telle qu’elle est schématisée à la figure (I.10), la représentation du domaine (d) en le 

domaine (D) sera dite conforme si et seulement si la fonction  (z) est : 

 Définie et continue dans (d). 

 Bijective. 

 Holomorphe et à dérivée non nulle dans tout le domaine (d). 

 Cet ensemble d’hypothèses assure l’existence d’une correspondance inverse de (D) sur 

(d), qui est holomorphe dans tout le domaine (D) [5]. 

I.6.2. Propriété d’une transformation conforme [11]  

 Nous considérons deux variables complexes        et 𝑧       et leurs 

plans complexes correspondants   et  . 

 Le développement d’une fonction     𝑧  en série de Taylor au voisinage d'un point 

𝑧  𝑧  où     𝑧      s’écrit : 

𝜁  𝜁 𝑧  

𝜂 

𝜉 
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         𝑧  𝑧  
  

  
|
    

 
      

 

  

   

   
|
    

  
      

 

  

   

   
|
    

  

    Pour les coordonnées polaires    et    dans les plans z et   respectivement, l’équation de 

   s’écrit sous la forme :                𝑧   

 Supposons qu’un écoulement est donné dans le plan z, défini par son potentiel 

complexe   𝑧 . Par la transformation  𝑧 , z est défini comme une fonction inverse de  , et 

nous pouvons écrire : 

  𝑧   (𝑧   )                              (I.28) 

     Où       la fonction potentielle complexe dans le plan  . Les lignes équipotentielles et 

les lignes de courant de l’écoulement original dans le plan 𝑧 sont transformées et prennent 

des formes différentes dans le plan  . Cela découle directement de l’équation (I.34) et de la  

définition (I.16) du potentiel   𝑧  : 

  𝑧                                                                                 (I.29) 

 La vitesse complexe dans le plan   est obtenue comme suit :  

         
  

  

  

  
 

    

     
                                                                                              (I.30) 

    La circulation complexe demeure invariable par la transformation : 

         ∫  
         ∫  

    

     

  

  
 𝑧                                                       (I.31)           

Où    représente, la transformée de la courbe fermée   .           

I.6.3. Les transformations de Joukovski  

 La transformation de Joukovski est l’une des transformations les plus importantes de la 

mécanique des fluides. Selon cette transformation et les solutions des écoulements 

potentiels élémentaires déjà vus précédemment, il est possible d’obtenir des solutions pour 

l'écoulement autour de l’ellipse et d’une famille d’ailerons. La transformation de Joukovski 

est définie par [13] : 

  𝑧  𝑧  
  

 
  𝑧                            (I.32) 

Où   nombre réel                                                                       

Posons 𝑧      ; pour le point-image dans le plan   on obtient : 
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                                                                                                       (I.33) 

Le point infini n’est pas changé par la transformation puisque  

      
  

 
                         𝑧  𝑧      

 Par conséquent l’écoulement à grande distance de l’origine est identique dans les deux 

plans. La transformation change un cercle centré à l’origine dans le plan 𝑧 en une ellipse 

dans le plan   (voir la Fig. I. 12). Soit donc un cercle donné par 𝑧     
  , selon (I.36) on 

obtient [11] :  

     
   

  

  
     (   

  

  
)    𝜃   (   

  

  
)    𝜃                                   (I.34) 

Après l’élimination de 𝜃 il résulte :  

    𝜃      𝜃    
  

(   
  

  
)
  

  

(   
  

  
)
    

Ce qui représente une ellipse dans le plan  . Les deux foyers sont situés sur l’axe   

en       [13]. 

 

 

Fig. I. 6. La transformation Joukovski d’un cercle centré [11]. 

 

I.7 Théorie de Hess  

   Dans l’article de Hess [3], il a présenté une nouvelle classe de solutions analytiques au 

problème de l’écoulement potentiel bidimensionnel. Il existe deux méthodes de solutions : 

direct et indirecte. Dans le premier cas, le corps est spécifié au départ puis le champ 

d’écoulement doit être calculé. On note que ce problème est résolu numériquement pour 

des corps arbitraires. Par contre, il existe des  solutions analytiques, pour peu de cas, 
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basées principalement sur la séparation des variables ou la transformation conforme. En ce 

qui concerne la solution indirecte, elle est basée sur l'utilisation des singularités 

d’écoulement, telles que les sources, les tourbillons et les dipôles. Chaque singularité 

donne naissance à un champ de vitesse qui satisfait les équations de base de l’écoulement 

potentiel sauf à la singularité elle-même. 

 Les solutions de la méthode indirecte sont basées sur la superposition des sources. On 

rappelle que cette méthode possède plusieurs points en commun avec la méthode introduite 

par Rankine (1871). La vitesse au point       associée à une source au point       

d’intensité   égale à 1 est donnée par : 

   (
 

  ) [             ]                       (I.35) 

Avec : 

                  

Où  ⃗ et   ⃗⃗⃗ sont  des vecteurs unitaires le long des axes x et y.  

 L’écoulement de Rankine le plus simple est obtenu à partir d’un écoulement uniforme 

de vitesse U parallèle à l’axe x.  

 

Fig. I. 7. Génération des solutions en utilisant une densité de sources 

 pour un corps partiel [3]. 

Le champ de vitesse est donnée par : 

  ( 
   

     )    
   

                                                                                                    (I.36) 

Où K est l’intensité de la source. On peut montrer que les cordonnées       sont liées 

l’une à l’autre par la formule : 
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   (

  

 
) 

Où h est l’épaisseur définie par :  

  
  

 
  

On exprime les champs de vitesse V par :   ∮        

Où   est la distribution de source liées au corps et s la longueur infinitésimale de l’arc. 

La condition de vitesse minimale nulle sur les frontières est : 

       ∮                                                                                                (I.37) 

Où p est le point      (c’est un point sur le corps), et q les point      , et  le vecteur n est 

la normale au point p. 

- Solution spécifique : nez-plat (Flat-nosed body)  

Dans ce cas, on suppose que le produit scalaire       . La solution générale est donnée 

par : {
        ,

 

 
*     (

   

 
)       (

   

 
)+   -

    *
    

  
   (

         

         )      +
 

Si                   [
    

 
   (

  
 

 

  
 

 

)      ] 

- Solution spécifique : arc circulaire concave (concave circular arc) 

Dans ce cas, on suppose que le produit scalaire        
 

 
 , avec : 

      𝜃 ⃗      ⃗  

   (
  

  ) [    𝜃        ⃗      𝜃        ⃗]  

      [      𝜃    ] 

On montre que la vitesse tangente est donnée par : 

  

 
 

 

 
*    𝜃     

        

   
+    .

   
 

 
    

 

 

   
 

 
    

 

 

/  (
 

 
  )                                          (I.38) 

Où    est définie par le produit scalaire de V avec       𝜃     𝜃 . 

- Solution spécifique : arc circulaire convexe (convex circuular arc) 
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Dans ce cas, on suppose que le produit scalaire      
 

 
. La vitesse tangentielle est donnée 

 
  

 
 

 

 
*    𝜃     

        

   
+    .

   
 

 
    

 

 

   
 

 
    

 

 

/  (
 

 
  )     𝜃                 

- Un cas spécial pour 𝜃   , on peut montrer que  est donnée par :      
 

  
*     

    

   
+ 

 La plus grande valeur de ’angle    qui donne un écoulement physique pour le cas 

symétrique 

       est définie par :        

           Donc                      .                                               (I.39) 

 

I.8 Vitesse potentielle tangente à une plaque plane inclinée [14]  

 L’expression du composant de vitesse local parallèle à la surface de la plaque       

face à l’écoulement entrant uniforme peut être dérivée de la transformation conforme  de la 

solution d’écoulement potentielle après un cylindre circulaire ou de la théorie de Hess 

comme :  

 

  
       (

 

 
)                                (I.40) 

 Relation entre la distribution de vitesse et l a transformation conforme : 

On peut montrer que ; 

 

  
 

             

    
                                                                                                          (I.41)  

On utilise les relations trigonométriques pour réécrire (I.41) sous la forme :  

 

  
          

    

    
  

Avec :  

    𝜃  
 

 
 et    𝜃   √  (

 

 
)
 

  

Donc, la forme finale de la distribution de vitesse s’écrit : 

 

  
          

 

 

 √  (
 

 
)
 
 

 

  
          √

(
 

 
)
 

  (
 

 
)
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Avec  (
 

 
) est la distribution sans dimension de la vitesse pour l’écoulement normal de la 

plaque plate     
 ⁄  . Elle est donnée par :   

 (
 

 
)  √

(
 

 
)
 

  (
 

 
)
                                                                                                               (I.42) 

 Vitesse de la théorie de Hess : 

La vitesse dans la théorie de Hess est donnée par : 

    *     
 

  
  (

     

     )     +      *     
 

 
  (

    ⁄

    ⁄
)     +  

On peut l’écrire sous la forme : 

 

  
      

 

 
  (

    ⁄

    ⁄
)      

Donc,  

 (
 

 
)  

 

 
  (

    ⁄

    ⁄
)                                                                                                       (I.43) 

I.9 Simulation numérique [15]  

 La simulation numérique est utilisée dans de nombreux domaines de recherche et 

développement : mécanique, mécanique des fluides, science des matériaux et science 

humaines. La simulation numérique désigne le procédé selon lequel on exécute des 

programmes sur des ordinateurs en vue de représenter un phénomène physique.  

 Les simulations numériques scientifiques reposent sur la mise en œuvre de modèles 

théoriques. Elles sont donc une adaptation aux moyens numérique des modèles 

mathématiques. Elles servent à étudier le fonctionnement et les propriétés d’un système et 

à en prédire l’évolution.      

I.9.1. Discrétisation des EDP (méthode de différences finies)  

 En mathématique, plus précisément en calcul différentiel, une équation aux dérivées 

partielles ou équation différentielle partielle (EDP) est une équation dont les solutions sont 

les fonctions inconnues vérifiant certaines condition concernant leurs dérivées partielles. 

C’est une équation mathématique contenant en plus de la variable dépendante (  dans les 

suivants) des variables indépendantes (          et une ou plusieurs dérivées partielles 

qu’on peut écrire sous la forme [16] :      
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 (        
  

  
 
  

  
 
   

    
   

     )                                                                               (I.44) 

 Pour passer d’un problème exact continu régit par une EDP au problème approché 

discret, il existe trois grandes familles des méthodes (différences finies, volumes finies et  

éléments finies) [17]. 

I.9.1.1. Méthode de différences finies  

 Le principe fondamental de cette méthode consiste appliquer au domaine d’étude un 

maillage en nœuds dont la finesse permet de donner une bonne approximation des contours 

du domaine. Ensuite, en appliquant le développement limite en série de Taylor de la 

fonction à déterminer dans chaque nœuds du maillage, ce qui permet d’obtenir un nombre 

d’équation algébrique égale au nombre des valeurs d’inconnues des grandeurs étudiées. 

 Cette méthode consiste à approximer les dérivées partielles d’une équation au moyen 

des développements se Taylor et ceci se déduit directement de la définition de la dérivée.  

Soit        une fonction continue et dérivable de classe   , alors la dérivée partielle 

première de   par rapport à   est calculée par la formule [18] : 

  
              

                

  
                                                                                 (I.45)                                                                      

Le développement de Taylor par rapport à   

                   
       

  
                           (I.46) 

Où       l’erreur.  

 Schémas aux différences finies  

 Le principe des schémas aux différences finies repose sur la formule de Taylor, 

permettant d’approcher les dérivées de la fonction inconnue par des (dérivées discrètes).   

 Si   est une fonction régulière de   et      est un pas d’espace (destiné à tendre vers 

0), on peut discrétiser de plusieurs manières différentes sa dérivée [19] : 

- Différence décentrée avant :   
        

               

  
 

- Différence décentrée arrière :   
        

               

  
                  (I.47) 

- Différence décentrée centrée :   
        

                 

   
 



Chapitre. I Etat de l’art  

 

 
20 

  La dérivée seconde   
   de        sera alors de la forme : 

   

    

 (       )  (     )

  
  

 (     )  (       )

  

  
  

                               

  
               (I.48) 

I.9.2. Méthodes itératives  

 Les méthodes itératives donnent en théorie la solution X d’un système linéaire après un    

nombre infini d’itération. A chaque pas, elles nécessitent le calcul du résidu du système 

[20].               

 Etant donné une matrice inversible A et un vecteur b, on souhaite calculer la solution du 

système linéaire : 

                                                                                                                                (I.49) 

     Les méthodes que nous allons décrire sont des cas particuliers de la méthode suivante : 

supposons que l’on puisse écrire la matrice inversible A sous la forme d’une 

décomposition :                                                                                          (I.50) 

Où M est une matrice inversible et ‘facile à inverser’ c’est-à-dire pratiquement diagonale 

ou triangulaire. On a donc les équivalences :  

                                                                              (I.51) 

     La dernière équation étant de la forme       , on lui associe la méthode itérative : 

                                                                                                        (I.52) 

     Il y’a deux formes de la méthode itérative  tell que :  

 Méthode de Jacobi et Gauss-Seidel. 

 Méthode de relaxation [21]. 
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II.1 Introduction  

  Dans ce chapitre on va décrire les différentes étapes de la simulation numérique qui 

nous permet éventuellement de déterminer le champ de vitesse d'un écoulement potentiel 

autour d'une plaque plane inclinée. On commence tout d'abord par la définition du modèle 

géométrique représentant le domaine physique sur lequel la solution numérique devra être 

effectuée, ainsi que les conditions aux limites associées. Par la suite, on définit quelques 

hypothèses permettant de simplifier le traitement mathématique du problème physique, et 

on écrit les équations régissant ce problème sous une forme générale, puis sous une forme 

adaptée à la géométrie du cas étudié. On procède ensuite à la construction du maillage du 

domaine physique, puis à la discrétisation du modèle mathématique en utilisant la méthode 

des différences finies. 

 

II.2 Description du problème et hypothèses  

  La théorie de la couche limite de Prandtl implique que dans les écoulements à un 

nombre élevé de Reynolds, la vitesse dans la couche limite varie rapidement de zéro 

directement sur une surface solide jusqu’à une valeur finie (ou une fonction de x, la 

coordonnée le long de cette surface) qui correspond à la solution asymptotique de 

l'écoulement non-visqueux      [11]. Cette dernière peut être obtenue en utilisant 

l'approximation d'écoulement potentiel bidimensionnel. 

Si nous considérons la couche limite qui se développe sur une plaque plane de largeur 

infinie alignée avec un écoulement parallèle et homogène. Ce dernier n'est pas perturbé par 

la présence de cette plaque, et donc la vitesse de l'écoulement extérieur non-visqueux est 

          et le gradient de pression le long de la plaque vaut 
   

  
   [22]. 

Pour ce travail, le domaine physique du problème est un espace bidimensionnelle dans 

lequel une plaque plane mince de longueur    (qui peut représenter un panneau solaire) est 

inclinée d'un angle   par rapport à un écoulement uniforme de vitesse    comme la Figure 

II.1 le montre (x, y est un repère cartésien qui tourne avec la plaque). La vitesse parallèle à 

la surface de la plaque (à y = 0) n’est plus constante car il apparaît un gradient de pression 

dans le calcul. Le but de notre travail est de déterminer la distribution de cette vitesse pour 

une inclinaison arbitraire, c'est-à-dire de trouver           . Cela va permettre à ceux 

qui sont intéressés par la théorie de la couche limite d'utiliser cette distribution comme 

condition aux limites afin de résoudre les équations de Prandtl. 
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Fig. II. 1. Modèle physique du problème. 

 

 Les hypothèses simplificatrices proposées pour résoudre ce problème sont les 

suivantes : 

1. L’écoulement est potentiel c’est-à-dire idéal et irrotationnel; 

2. L’écoulement est bidimensionnel permanent et incompressible; 

 

II.3  Modèle mathématique  

 Les hypothèses que nous avons mentionnées précédemment nous permet de déduire que 

le problème en question est régit par l'équation de Laplace dont la variable dépendante peut 

être le potentiel de vitesse   ou bien la fonction de courant  . Etant donné que la fonction 

de courant   est connue dans les limites du domaine physique (condition aux limites de 

type Dirichlet), on choisit cette fonction comme variable dépendante dans ce qui suit. Il est 

évident à partir de la figure II.1 que l'implémentation des conditions aux limites est plus 

facile si l'équation de Laplace est exprimée en coordonnées polaires, telle que : 

   

    
 

 

  

  
 

 

  

   

                                (II.1) 

 Loin de la plaque inclinée (soit à r tend vers l'infini), l'écoulement uniforme n'est pas 

perturbé par cette plaque, et par conséquent, on peut montrer que la fonction de courant 

dans ce cas peut s'exprimer par : 

        𝜃   pour         et     𝜃                                                  (II.2) 
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 Sur la plaque inclinée, on doit imposer la condition qui stipule que la surface de la 

plaque représente une ligne de courant de l'écoulement (c'est-à-dire   est égale à une 

constante arbitraire, soit 0), et donc : 

       pour           et   𝜃                                                      (II.3) 

       pour           et   𝜃                                                  (II.4) 

 Une fois les équations (II.1)-(II.4) sont résolues, la distribution de vitesse peut être 

facilement déduite à partir des équations de Cauchy-Riemann. Puisque nous ne sommes 

intéressés qu'à la vitesse tangentielle à la surface de la plaque    (puisque la vitesse 

normale est égale à zéro selon (II.3) et (II.4),     (  

  
)
      

  ), on aura : 

   (
 

 

  

  
)
      

                                                                           (II.5) 

 La condition aux limites (II.2) qui permet de calculer la fonction de courant à l'infini 

peut poser des problèmes lors de la résolution numérique du modèle mathématique puisque 

la solution numérique doit être déterminée dans un domaine fini. Pour résoudre ce 

problème, nous introduisons des nouvelles variables adimensionnelles dont celle associée à 

r transforme l'infini en zéro, telles que : 

  𝜃     
 

   
    

 

   
                                                                 (II.6) 

 Après la transformation des variables, l'équation de Laplace (II.1) et les conditions aux 

limites (II.2)-(II.4) deviennent respectivement : 

        
   

                
  

  
 

   

                                           (II.7) 

  
   

 
       pour         et                                                       (II.8) 

            pour   
 

 
       et                                                     (II.9) 

            pour   
 

 
       et                                               (II.10) 

Et l'équation (II.5) devient : 

  
  

 (
 

   

  

  
)
      

                                                                    (II.11) 

 Après avoir déterminé la fonction de courant, la vitesse tangentielle à la surface de la 

plaque face à l'écoulement uniforme peut être déduite à partir de l'équation (II.5), en notant 

que      et      , on obtient ainsi : 
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  (

 

   

  

  
)
      

 et  
 

 
  

   

 
                                                           (II.12) 

 Où le signe moins (plus) correspond à la première (deuxième) demi-longueur de la 

plaque. 

II.4 Formulation en différences finies  

 La méthode de différences finies consiste à approximer en un nombre fini de points 

(nœuds de maillage) les termes aux dérivées partielles parues dans l'équation (II.7)  en 

utilisant le développement en série de Taylor. 

II.4.1. Maillage 

 La spécification du maillage dépend de complexité de la géométrie. Si cette dernière est 

cylindrique, comme c’est le cas de notre problème, il est recommandé d’utiliser un 

maillage rectangulaire (Fig. II.2) dont :    ,     et            . Donc, les 

conditions aux limites (II.8)-(II.10) lues comme : 

         et        
    

  
        pour         

                             pour                                               (II.13) 

                                      pour          

 

 

 

 

 

 

 

 

      Fig. II.2.  Représentation géométrique du domaine numérique d’étude. 
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 La plaque inclinée est représentée dans le domaine de calcul avec les nœuds du maillage 

(carrés noirs) identifiés par                           et          

  ; alors que l'infini est représenté avec les nœuds (carrés blancs) identifiés par      

      . Les calculs ont été effectués pour        (ce qui correspond à    ⁄   ) et 

pour différents maillages uniforme de points     dans les directions       et de pas    

et    respectivement, jusqu’à ce que les résultats deviennent moins sensibles au 

raffinement du maillage. 

II.4.2. Approximation en différences finies  

 Afin de transformer l'équation aux dérivées partielles (II.7) en un système d'équations 

algébriques, nous utilisons l'approximation de la dérivée seconde pour le premier et le 

troisième terme, et l'approximation de différences centrées de la dérivée première pour le 

second terme de l'équation (II.7), tous en même nœud du maillage (i,j) : 

.        
   

   
/
   

   
 (    )

 
(
                   

   
) 

(            
  

  
)
   

   (    )(     ) (
             

   
) 

.
   

   
/
   

 (
                   

   
) 

En substituant ces expressions dans l'équation (II.7), et après réarrangement, elle peut 

s’écrire sous la forme suivante : 

 (.
  

  
  (    )/

 

  )     (.
  

  
  (    )/

 

 
   

   
  (    )(     ))       

 .(
  

  
        )

 

 
   

   
  (    )(     )/                                 (II.14) 

Les équations (II.12) s'expriment en différences finies comme suit : 

 

  
 {

  

    

           

  
                                        

  

 
 

    

  

 
  

    

           

  
                                        

  

 
  

    

  

                             (II.15) 
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 Le choix des schémas de différence avant et arrière dans (II.15) n'est pas arbitraire mais 

il est imposé par la surface de la plaque face à l’écoulement uniforme sur laquelle nous 

devons déterminer la distribution de vitesse. 

II.5  Algorithme de résolution  

 Afin d'obtenir la solution du système d'équations (II.13)-(II.14), il est commode 

d'utiliser l'une des méthodes itératives (Jacobi, Gauss-Seidel et SOR…) si ce système est 

de taille large. L'algorithme de résolution numérique utilisé dans notre simulation peut être 

résumé de la façon suivante :  

1. Déclaration des données et des conditions aux limites; 

2. Estimation initiale de la solution; 

3. Résolution de l’équation (II.14); 

4. Calcul de l’erreur   |    
      

   | |    
 |⁄  

5. Vérification de la convergence de l'algorithme             sinon répéter les étapes 

de 3 à 5; 

6. Détermination de la distribution de vitesse sur la plaque, l’équation (II.13). 
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III.1 Introduction  

  L’objectif de ce chapitre est de présenter les différents résultats obtenus et leurs 

interprétations. Ces résultats concernent essentiellement la distribution de la vitesse 

potentielle le long de la plaque plane et la position du point de stagnation. Tous ces 

résultats ont été obtenus à l’aide d’un programme de calcul itératif développé sous Matlab. 

Tout d'abord, on présente le contour des lignes de courant près de la plaque plane, et 

ensuite la distribution de la vitesse longitudinale adimensionnelle le long de la plaque pour 

différents angles d'incidence ainsi que l'emplacement du point de stagnation. 

 

III.2 Résultats et interprétation  

 Après avoir effectué une expérimentation numérique sur la sensibilité des résultats au 

raffinement de maillage, nous avons choisi le nombre de nœuds            . La 

solution du problème est présentée dans la figure III.1 pour différents angles d'incidence. Il 

est évident que la présence d'une plaque plane sans incidence (   ) dans ce genre 

d'écoulement n'affecte pas les lignes de courant qui demeurent parfaitement parallèles à 

celle-ci. En augmentant l'angle d'incidence les lignes de courant commencent à se déformer 

autour de la plaque, mais en s'éloignant d'elle, les lignes de courant ne subissent aucune 

déformation (pour plus de clarté, seule la région de l'écoulement près de la plaque est 

représentée dans la figure III.1). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 Fig. III. 1. Contour des lignes de courant pour angles d'incidence 0° et 15° de la plaque. 
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Fig. III. 3. Contour des lignes de courant pour angles d'incidence 60° et 75° de la plaque. 

 

 

 

Fig. III. 2. Contour des lignes de courant pour angles d'incidence 30° et 45° de la plaque. 
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  A partir des connaissances actuelles sur les écoulements autour des corps solides, nous 

pouvons affirmer que cette solution pourrait servir d'approximation pour l'écoulement en 

amont de la plaque. Cependant, en aval de la plaque, la réalité est complètement différente 

(apparition d'une région d'écoulement de recirculation immédiatement derrière la plaque 

causée par la viscosité, appelée phénomène de sillage). Etant donné que nous sommes 

intéressés à déterminer la répartition de la vitesse de l'écoulement sur la surface de la 

plaque faisant face à l'écoulement uniforme, la présente solution est jugée satisfaisante. 

  La figure III.2 montre la variation de la vitesse longitudinale adimensionnelle le long de 

la plaque plane pour un angle d'incidence de 0°, 30°, 60° et 90° respectivement. Pour un 

angle d'incidence nul, la vitesse est constante sur toute la longueur de la plaque (en réalité 

le point de stagnation se trouve au bord d'attaque). Plus l'angle d'incidence augmente, plus 

le point de stagnation est décalé vers le centre de la plaque, dont la vitesse est négative en 

amont et positive en aval de ce point selon le choix des axes (Figure II.1). On constate 

d'après cette figure que la distribution de la vitesse est quasi linéaire sur presque toute la 

longueur de la plaque sauf à proximité de ses bords où la vitesse augmente 

"exponentiellement" avec la distance. 

 

Fig. III. 4. Contour des lignes de courant pour angle d'incidence 90° de la plaque. 
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Fig. III. 5. Distribution de la vitesse pour différents angles d'incidence de la plaque. 
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Fig. III. 6. Distribution de la fonction f(x/a). 
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  Tel que prévu par la théorie, éqt. (I.40), les résultats numériques de cette étude montrent 

que la fonction  ( 

 
)  

 
  

     

    
 

 

  
( 

 
  
 
) est indépendante de l'angle d'incidence. La 

figure III.3 montre que cette fonction est impaire et qu'elle augmente presque linéairement 

pour    

 
    , puis elle augmente plus rapidement en se rapprochant du bord de fuite. 

Contrairement aux formules analytiques (I.42) et (I.43) qui donnent       , la solution 

numérique prédit une valeur plus réaliste de            . En se basant sur ces résultats 

numériques et en utilisant le logiciel OriginPro, la fonction  ( 

 
) peut être représentée avec 

une erreur relative inférieure à 5 % par la corrélation suivante : 

 ( 

 
)  

        ( 
 
)

   (      (       ( 
 
)))

                                                               (III.1) 

  La comparaison entre les résultats numériques et les solutions analytiques dans le 

tableau III.1 montre que l'équation (I.42) issue de la transformation conforme est en accord 

avec les résultats numériques sur la grande partie de la plaque sauf au voisinage du bord 

(qui correspond à      ); alors que l'équation (1.43) issue de la théorie de Hess est en 

désaccord avec les résultats numériques sur toute la longueur de la plaque. 

 

Tableau III. 1 : Comparaison de la solution numérique et les solutions analytiques de  ( 

 
) 

  Solution numérique Eqt. (I.42) Eqt. (I.43) 

0.5 6.1922     

0.6 0.8908 0.8944 0.5123 

0.7 0.4740 0.4743 0.2917 

0.8 0.2583 0.2582 0.1626 

0.9 0.1119 0.1118 0.0710 

1.0 0.0000 0.0000 0.0000 

  

 La détermination de la position du point de stagnation est également d'un grand intérêt; 

elle peut être exprimée en fonction de l'angle d'incidence en remplaçant par     dans 

l'équation (I.40), ce qui conduit aux expressions suivantes : 

   

 
   (

       

         
)

 
 
  (Transformation conforme)                                   (III.2) 



Chapitre. III  Résultat et discussion  
 

 

35 

   

 
   

         

                (Théorie de Hess)                                              (III.3) 

  Dans le tableau 2, nous présentons une comparaison entre les résultats numériques et les 

résultats obtenus à partir des relations (III.2) et (III.3) de la position du point de stagnation 

pour différents angles d'incidence. Comme c'était le cas pour la distribution de la vitesse, 

les résultats montrent un bon accord entre la simulation numérique et la relation (III.2) 

issue de la transformation conforme pour tout angle d'incidence; la relation (III.3) montre 

cependant un désaccord avec les autres résultats. 

 

Tableau III. 2 : Comparaison de la solution numérique et les solutions analytiques de 
   

 
 

  (deg) Solution numérique Eqt. (III.2) Eqt. (III.3) 

15 -0.9714 -0.9659 -1.0000 

30 -0.8688 -0.8660 -0.9914 

45 -0.7081 -0.7071 -0.9172 

60 -0.4999 -0.5000 -0.7196 

75 -0.2585 -0.2588 -0.3977 

90 0.0000 0.0000 0.0000 

 

III.3 Conclusion  

 La présente investigation, en termes de résultats présentés ci-dessus, est en faveur de la 

transformation conforme qui peut fournir de meilleures estimations pour l'emplacement du 

point de stagnation ainsi que la distribution de la vitesse potentielle sur la plaque plane sauf 

très près et sur ses bords. 
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Conclusion générale  

 Dans ce mémoire, on a étudié numériquement le problème d’un écoulement potentiel 

bidimensionnel de fluide incompressible autour d’une plaque plane mince de longueur 2a 

et inclinée d'un angle   par rapport à l'écoulement uniforme à l'infini (loin de la plaque). 

En résolvant l'équation de Laplace pour la fonction de courant dont il est plus facile 

d'imposer les conditions aux limites, le champ de vitesse est déduit à partir des équations 

de Cauchy-Riemann. En utilisant la méthode des différences finies et la méthode de Gauss-

Seidel, la solution est fournie dans 361×910 nœuds d'un maillage uniforme. 

 A travers cette étude nous avons pu établir des corrélations fiables qui vont permettre la 

détermination simple et rapide de la position du point de stagnation et la vitesse potentielle 

sur la surface de la plaque face à l'écoulement uniforme dans lequel est placée celle-ci. 

 La comparaison avec les résultats analytiques issus de la transformation conforme et de 

la théorie de Hess montre que les résultats numériques s'accordent très bien avec la 

première sauf aux bords de la plaque où cette théorie prédit une vitesse infinie; tandis que 

la théorie de Hess semble donner des prédictions erronées pour la vitesse aussi bien que 

pour la position du point de stagnation. 

 Si on s'intéresse à l'écoulement réel autour d'une plaque plane dont une mince couche 

limite visqueuse se développe sur sa surface et l'écoulement peut être considéré comme 

potentiel à l'extérieur d'elle, la vitesse au sein de la couche limite décroît de la valeur 

prédite par la corrélation proposée - dans ce travail - à zéro de façon à satisfaire la 

condition d'adhérence à la surface solide. 
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