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Résumeé

Le travail présenté dans ce mémoire a pour but d’étudier 1’effet de la température sur
endommagement des poutres stratifiées en utilisant un élément fini rectangulaire a quatre
neeuds avec 4 degreé de liberté par neeuds, basé sur la théorie classique.

Une série d'exemples a été testée sur I’effet des efforts des poutres isotropes et stratifiées,
les résultats obtenus et comparés a ceux disponibles analytiquement, ont montré la rapidité de
convergence et la bonne performance de I'élément.

Dans ce contexte, on va essayer de déterminer la température critique qui cause la rupture
de ces poutres. D’autre part, plusieurs paramétres, tels que la stratification des couches, seront

étudiés afin de déterminer leur influence sur la valeur de la température critique.

Mots clés : poutres stratifiées, endommagement, élément fini, théorie classique, température.
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Introduction générale

Introduction général

Le développement des technologies modernes exige que ’on utilise des matériaux
présentant des propriétés mécaniques élevées spécifique a leur emploi.

De nos jours les matériaux composites sont devenus incontournables et commencent peu a
peu a étre une alternative aux matériaux classiques, grace aux avantages qu’ils présentent. En
effet, leur résistance et leur rigidité spécifiques rendent leur utilisation prend de 1’ampleur
dans presque tous les domaines de construction et de I’industrie. Cependant ce type de
matériaux posséde des comportements tres complexes dus a leur hétérogéneité et leur
anisotropie prononce.

Problématique:

Grace a leurs rapports rigidité-poids et résistance-poids, les poutres en matériaux
composites stratifiés sont largement utilisées dans divers domaines de l’industrie et dans
certaines constructions civiles. En général, détermination la température critique.

L’analyse de I’endommagement de ces poutres est d'une grande importance car ce type de
structures est soumis généralement a des chargements thermiques conduisant a la rupture.

L’objectif :

L’objectif de ce travail est étudier numériquement 1’effet de la température sur
’endommagement des poutres en marteaux composite. En utilisant la méthode d'élément
finis basée sur la théorie générale de Tsai-Wu.

Organisation des chapitres:

Notre mémoire est divisé en quatre chapitres :

1) Dans le premier chapitre, on présente des Généralités sur les matériaux composites I'effet
de I’effet de la température sur I’endommagement des poutres stratifiées.

2) Dans le deuxiéme chapitre, on présente la loi de comportement mécanique et thermique
des poutres stratifiées.

3) Le troisieme chapitre, on présente I'Etude théorique sur les différents criteres
d’endommagement.

4) Le quatrieme chapitre, est consacré a la présentation de la formulation de 1’élément fini
utilise, suivi par la validation de 1’élément a partir solutions analytiques.
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GENERALITES SUR LES MATERIAUX COMPOSITES

I.1. INTRODUCTION:

Le matériau composite est un matériau constitué de deux matériaux constitutifs (renforts, et
matrice), ou plus ayant des propriétés physiques ou chimiques significativement différentes qui,
lorsqu'ils sont combinés, produisent un matériau présentant des caracteristiques différentes de celles
des composants individuels.

Le développement des nouvelles technologies a pousser ingénieurs et chercheurs a concevoir des
matériaux nouveaux de haute performance afin de remplacer les matériaux classiques.
Donc, pour palier la fragilité de quelque matériaux classiques et les poids éleves des autres les
chercheurs ont mis énormément d’efforts pour aboutir en fin a la création de nouveaux matériaux
présentant une bonne rigidité, une bonne résistance mécanique, une ténacité élevée, un bon
comportement a la fatigue et a la corrosion et surtout avec une grande légéreté pour permettre au
concepteur et designers des possibilités nouvelles d’associer des formes et des matériaux de plus en
plus performants.

L’utilisation des matériaux composites dans la réalisation des structures offre aux concepteurs des
possibilités nouvelles, car les composites structuraux ont de tres bons Rapports rigidité/densité et
résistance/densité [1].

1.2. Historique:
Historiquement, le bois était le premier matériau composite naturel utilise par ’homme (fibre de
cellulose).
e En suit est venu I’utilisation des torchis a base d’argile et de fibre végetal (9000-7000 AV J-
C), aprés les mongols les ont utilisé dans la fabrication d’arc en bois (&me) contre collé de
tendon (tension) et de corne (compression) (2000 AV J-C).

e En 1823 Charles Macintosh crée I'imperméable du caoutchouc sur coton, en suit est en 1892
Francois Hennebique dépose le brevet du béton arme.

e Mais les nouveaux matériaux composites ceux utilisé a nos jours n’ont vraiment été
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utilisés qu’apres 1930, lorsque, en Angleterre et aux Etats-Unis, les progrés réalisés sur

les adhésifs ont permis la réalisation de structures mécaniques complexes [2].

Apres cela les matériaux composite ont pris plus d’ampleur en 1942 1’US Rubber Company
invente le premier composite a fibre de verre (verre-epoxy),

En 1956 le toit de la Citroén DS fut fabrique par des matériaux composites,

En 1970 le moteur de la rolls royce RB211 (réacteurs d'avion) est fabrique a base de fibre de
carbone,

En 2009 la boeing 787 fut fabrique a 50% par des composites fessant ainsi d’important
économie de carburant [3].

I .3.Quelques définitions de base:

<

Homogeéne : mémes propriétés phasique en tout point du matériau.

Hétérogénéité : propriétés phasique différent (résine et fibres) d'un point a un autre.

Isotrope : méme propriété mécanique dans toutes les directions, (contrainte dans 1 direction =
contrainte dans 2 directions = contrainte dans n'importe quelle direction voire le Figure I.1.
Anisotropie : (contrainte d'isotrope) comportement différent selon la direction envisagée voire
le Figure I.1. .

Orthotrope: propriétés symétriques par rapport a 2 plans de symétrie voire le Figure 1.1.

Un matériau composite : (la plupart du temps Hétérogene et Anisotrope), voire le Figure 1.2.

planes of
: mechanical symmetry
Il
Isotrope. Anisotropie. Orthotrope.

Figure I1.1. Comparaison entre la déformation d'une plague isotrope et anisotrope et orthotrope

[4].
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Composite =

Protége le renfort ;
Transmet les efforts
meécaniques au renfort ;
Donne la forme voulue
au produit réalisé

Généralement en matiére plastique

Matrice +

(Thermoplastique / Thermodurcissable)

Renfort

Ossature (ou « squelette »)
assurant la tenue mécanique

Généralement sous
forme de fibres
(longues / courtes)

Figure 1.2 : Classification schématique des types de composite.

1.4. Les constituants d’un matériau composite :
Le matériau composite constituants de:

1.4.1 Le renfort : Les renforts contribuent a améliorer la résistance mécanique (résistance a la

1.3.

traction et rigidité des matériaux).2 type nature des fibres organiques ou inorganiques voire le Figure

Organiques Inorgamcgues
[ |
[ | [ |
Polyesters Aramides Minéranx Végétaux
, N -
H C i 1
Céramiques Métalliques Bois Coton
Papier
i Tute
I | |
Verre Carbone Baore
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Figure. 1.3 : Classification schématique des principaux matériaux de renfort.

1.4.2. Matrice:

La matrice permet de lier les fibres du renfort fibreux entre elles, ainsi que de répartir les efforts
(résistance a la compression ou a la flexion), voire le Figure .1.4.

Organiques Minérales
Thermodurcissable Thermoplastiques Elastomeres Céramiques Meétalliques
Borures Carbures Nitrures

Figure. 1.4:Classification schématique des principaux matériaux de matrice.

I .5.Avantages et les inconvénients des matériaux composites:

Légérete (poids).

en raison de ses propriétés mécaniques (rigidité élevée, bonne Résistance a la fatigue),
Augmentation dure de vie.
maintenance réduite.

e faible vieillissement sous I’action de I’humidité, de la chaleur, de la corrosion (sauf alu
carbone).

e insensibles aux produits chimiques sauf les décapants de peinture qui attaquent les

e Comme les graisses, huiles, liquides hydrauliques, peintures, solvants, pétrole .résines.
e Une bonne isolation électrique.

isolement thermique et phonique supérieur a celui des matériaux traditionnels.
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xI Codt important du passage matériau metallique a matériau composite, prenant en compte le
colt matériau (des constituants) et le colt associé au procédeé de fabrication.

Vieillissement sous 1’action de 1’eau et de la température.

xI Meéthodes de contrdle colteuses et compliquées.

Forte sensibilité aux singularités géométriques (de type trou, entaille...) constituant des
maillons faibles au sein de la structure.

Dispersion matériau plus importante que les matériaux métalliques induisant un surco(t des
campagnes de qualification matériau due aux nombres de répétitions d’essais imposées.

%I Sensibilit¢ a I’environnement des matrices organiques entrainant une perte de propriétés
mécaniques notables apres vieillissement thermique ou hydrique.

1.6. Indentification des matériaux composite : [5]

Les matériaux composites que I'on classe généralement en 3 familles en fonction de la nature de la
matrice.

1.6.1 Les composites a matrices organiques (CMO):

Qui constituent, de loin, les volumes les plus importants aujourd'hui a I'échelle industrielle.

1.6.2. les composites & matrices ceramiques (CMC):

Réserves aux applications de trés haute technicité et travaillant a haute température comme le spatial,
le nucléaire et le militaire, ainsi que le freinage (freins céramique).

1.6 .3 .les composites a matrices métalliques (CMM):

La matrice est un métal ductile. Ces composites supportent des températures plus élevées que le métal
de leur matrice.

1.7.les types des matériaux composites : [5]

On peut classer les matériaux composites en deux types :

1.7.1 Les matériaux composites a Grande diffusion (GD) :

Représentent 95% des composites utilisés. Ce sont en géner al des plastiques armés ou des plastiques
renforcés, le taux de renfort avoisinant 30%. Dans 90% des cas, I'anisotropie n'existe pas ou n'est pas
maitrisée car les renforts sont des fibres courtes. Les principaux constituants de bases sont les résines
polyesters (95% des résines thermodurcissables) avec des fibres de verre (+ de 99% des renforts

utilisés ). Renforts et matrices sont a des codts voisins.
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1.7.2. Les matériaux composites a haute performance (HP) : [6]

Les matériaux composites a hautes performances sont utilisés dans le domaine d’aéronautique ou le
besoin d’une grande performance déduite des hautes valeurs ajoutées.
Les renforts sont plut6t des fibres longues.
IIs sont orientés vers I'optimisation des caractéristiques mécaniques et thermiques tout en diminuant le
poids au maximum. Leurs co(ts sont tres élevé, ils sont réserves aux applications de pointe tel que
I'aéronautique et 'espace, 1'armement, le sport de haut niveau, etc... .
1.8.Classification des matériaux composites:
Il est possible de définir des classes de matériaux composites en se référant a la nature oua la forme

des constituants [7].

Matériaux composites a fibres.

-La form des renforts

Matériaux composites a particules.

-La nature des Matériaux composites a matrice organique.

matrices . , . . \ . T
La nature des matrices Matériaux composﬂes a matrice metalllque.

1.9.Composites structuraux:

1.9.1.Monocouche:

Qui représente 1’élément de base de la structure composite.

1.9.1.a) Fibres longues: (unidirectionnelles UD, réparties aléatoirement)

Parmi les fibres les plus utilisées dans I'industrie on a fibre de verre, fibre de carbone, fibre aramide

voir le Figure .1.5.
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(Sens transverse)
ftrTransverse)

O S s e OO0
/ Matrice
1

Figure 1.5:Composites renforcés de fibres longues.

1.9.1.b) Fibres courtes :

Elles sont a quelques centimétres, ou fractions des millimétres on distingue les feutres et les mats .Elles
sont coupées au moment de la fabrication du matériau composite .Elles peuvent étre utilisées telles
quelles ou bien tissés (trio type de fibre courtes). Voir le Figure .1.6.

0 0000
Sty
e
-
=N 0

00000
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QR)

004
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Q(}ﬂ

\@]e]
0

!

Flocons Composites Composite Particulaire. Composites de remplissage.

Figure .1.6: Composites renforcés de fibres courtes.

1.9.2. Stratifiés:

Les structures composites stratifiées sont constituées de couches successives de renforts

imprégnés de résines. Les couches sont également nommées plis. Les structures stratifiées réalisées a
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partir de matériaux composites sont constituées d’empilements de nappes unidirectionnelles ou

bidirectionnelles. Ces nappes sont formées de renforts en fibres

Longues liees par de la résine [7]. Cette opération permet de creer des plaques dont les
caractéristiques mécaniques, de rigidité et résistance, peuvent étre I'objet de la conception [8].

L’épaisseur d’une couche dépend de son grammage. L’épaisseur de chacune des couches est
généralement tres faible voir le Figure. 1.7.

stratifié

couches : S U R Tl

Figure. 1.7: Les constituants d'un composite stratifié.

1.9.3.Les structure sandwichs:

Selon Vincent [9], Un sandwich typique est représenté a la figure 1.6 est constitué :
v’ de deux peaux fines, (possédant de bonnes caractéristiques en traction).
v prenant une ame ou coeur en sandwich, (constituée d'un matériau ou d'une structure Iégére
possédant de bonnes propriétés en compression).
L'objectif d'un tel procédé est de constituer une structure permettant de concilier légeéreté et

rigidité.
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Geénéralement, le choix des matériaux est fait avec pour objectif initial d'avoir une masse minimale
en tenant compte ensuite des conditions d'utilisation (conditions thermiques, corrosion, prix, etc.).
Pour que les structures sandwiches jouent pleinement leur role, il est nécessaire de veiller a
avoir une solidarisation parfaite de I'ensemble &me-peaux, de maniere a répartir les efforts entre ame et
peaux. L'assemblage est réalisé par un collage a I'aide de résines compatibles avec les matériaux en

présence.

stratifiés

il N i) T
{IBHE LN
1 i 'l'll, l,;l‘, '

S stratifie

Figure .1. 8 : Matériaux sandwichent a &mes pleines [10].

1.9.3. a).Les peaux :(stratifiés)

Généralement de faibles épaisseurs, les peaux sont constituées de tout matériau pouvant étre obtenu
sous forme de couche. Elles peuvent étre les alliages d’aluminium, les plastiques renforcés par des
fibres, I’acier et les contreplaqués, bois, ou matériau composite.

Le choix de la nature et de la séquence des couches dependra de l'utilisation des matériaux composites.
Les peaux ont pour but de reprendre les efforts de flexion traduit par des contraintes normales (traction
Ou compression).
1.9.2 3.b).L’ame :(en mousse)

Le coeur remplit deux fonctions structurales:

[J Premierement, il s’oppose aux déformations perpendiculaires au plan des faces qu’il sépare.

1 Deuxiemement, il donne au sandwich la rigidité qui lui permet de résister aux forces de cisaillement
s’exercant dans les plans perpendiculaires aux faces, il se présente principalement sous quatre formes

comme illustré a la figure 1.7.
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dme ondulée
nid d'abeilles

Cceur en nid d’abeilles [10] Cceur ondulé [10].

Cceur plein [11]. Gaufré [11].

Figure 1.9: Différents Ceeurs

10
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% Désignation des structures stratifiées : [11]
Chaque couche est désignée par un nombre indiquant la valeur en degré de I’angle que fait la direction
des fibres avec 1’axe de référence x. Sur les figures 1.8(a) et 1.8(b), les couches sont représentées
décalées les unes par rapport aux autres. La structure stratifiée est décrite de bas en haut ;
e les couches sont nommeées successivement entre crochet en allant de la face inférieure a
e laface supérieure. Les couches successives sont separées par le symbole
comme I’exemple de la figure 1.8(a): [30/90/—45/0/45] ;
e les couches successives d’'un méme matériau et de méme orientation sont désignées par un

indice numérique, comme I’exemple de la figure 1.8(b) : [30/ 902/45/0/45] ;

300 90 -45° 0 45 0° 90 ' & 0 45
2 | 2
\ ! A ! ' A
' |
' ! \ ‘
/44447 RARARLESA ), '/ 1747/ RALAAAAA . J
4 ',
X (
. . (v) . o
désignation(s):|30/90,-45/0/ 45 désignatione®): [30/90,/45/0/45]

Figure 1.10 : Désignation d'un stratifie.

% Angles positifs et négatifs : [11]
Lorsque des couches sont orientées a des angles égaux en valeurs absolues, mais de signes opposes, les
signes (+) ou (-) sont utilisés. La convention pour les angles positifs ou négatifs dépend du systéeme
d'axes choisi : une inversion peut apparaitre suivant le choix effectué (figure 1.9).
Le choix de I’empilement et plus particulierement des orientations permettra d’avoir des stratifiés de

type :
Nous donnons ci-aprés quelques exemples de désignation de stratifiés.

11
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0 0 &

Figure 1.11: Convention de signe pour la désignation des stratifiés.

Le choix de I’empilement et plus particulicrement des orientations permettra d’avoir des

stratifies de type :
0°
0 30 0° 15 -
30 60 45 15
Stratifie: 30 60 © s s
45 0 15 —-45
45 15 15 © 15
15
Désignation: [ £45/ 30 /0] [45/0/—60,/30] [45,/-45,/0] [£ F £45/0]
[45/-45,/45,/-45/0]

% Stratifiés symétriques :

Un stratifié est symétrique si son plan moyen

alors que la moitié des couches successives.

Si le stratifié a un nombre pair de couches, la désignation débute sur une face pour finir au plan de

symétrie. Un indice S indique que le stratifié est symétrique. Si le stratifie comporte un nombre impair

est plan de symétrie. Sa désignation ne nécessite

de couches, la désignation est semblable a la précédente, la couche centrale étant surlignée [10].
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% Pourquoi la symétrie miroir:

Selon Daniel [12], Lors de la constitution de la piéce stratifiée, les plis successifs imprégnés de
résine sont drapes a température ambiante, puis places dans une étuve pour la polymérisation. Dans le
composite ainsi crée a chaud, la dilatation d’ensemble de la piéce d’origine thermique, s’effectue sans
qu’il y ait variation globale de sa forme par voilement ou gauchissement. Par contre lors du
refroidissement, les plis ont tendance a se contracter différemment suivant le sens des fibres ou suivant
le sens travers. Lorsque la symétrie miroir est réalisée, elle entraine la symétrie de ces contraintes, et
empéche ainsi ’apparition des déformations d’ensemble de la piéce : voilement ou gauchissement.
Séquence :

La répétition de séquences peut étre indiquée par un indice indiquant le nombre de fois ou une
séguence est successivement répétée [10].

Stratifiés hybrides :

Les stratifiés hybrides sont constitués de couches successives comportant des fibres de natures

différentes. Il sera alors nécessaire de les mentionner dans la

e 0"
45 457
20 ° a0 avec Vo verte, O carbone, K @ Kevla
o 0
“e0 43" 457 CR —
15 - 90 ° o0 o0 = 5°  C 00 K
45 45 %0 ° 60° 45" © o- X
0° 45 a5 0 307 20 < 3: . ::
oo [ 0o [ e C
45 © 15 © ENE ane -45°  C 457 W
45 45 45 607 45°  C s
N o0 0° 30 ° 0° v 0°  C
[O0 45,/ 0]g [00/ 45/ 0 Jg [(0/ 4579002 Je [(30 /6003 (90 745 /7 002] [ O/ 450 7 00c]s [ Oag /(45 90 g/ Oge |
Strathés syméiriques Séquences Stratifies hybrides

Intérét de ’orientation des fibres sur la déformation :

L’orientation de la fibre est choisie de fagon adaptable avec les directions d’efforts. Les fibres sont
disposées de sorte qu’elles résistent aux efforts de traction et de compression, figure (I.10). Pour
résister aussi a I’effet de cisaillement, on met deux fibres orthogonales de fagon a ce que I’une d’clle
supporte 1’effet de compression ou traction et ’autre 1’effet de cisaillement. En outre, il y a une
influence de la forme de renfort sur la déformation. En effet, la raideur obtenue avec un renfort tisse

sera moindre que celle que I’on observait en

13
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Superposant deux directionnels croisés a 90°. Cela est di a la courbure des fibres du fait de
I’opération de tissage, qui rend le pli tissé plus déformable que les unidirectionnels croisés Sous une

méme sollicitation [13] [14].

. v I ) v
o~ ' ) > —— A y_’
-
—
-
: s o
malnee <+ matrce
/7 - /T' -
»
-
\j \j l \j \j
La matice qui supporte Feffort de traction Les fibees qui supportent l'effoet de traction

Figure 1.12: L’influence de I’Orientation des fibres (Essai de traction).
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Chapitre Il :

Le comportement mécanique et thermique des
poutres stratifiées.

I1.1. Introduction :
Les technologies modernes ont besoin de matériaux qui allient a la fois une rigidité, une
résistance mécanique et une grande légereté. Pour atteindre cet objectif il faut nécessairement
utiliser un matériau composite, dans ce domaine, les matériaux composites a base de fibres
jouent un réle de plus en plus important dans les techniques avancées. Les propriétés
mécaniques des composites fibreux dépendent de la quantité, de la taille et surtout de
I’orientation des fibres. [11]

Les propriétés d'une poutre dépendent, en grande partie, de son épaisseur en fonction de

ses autres dimensions.

On appelle h I'épaisseur de la plaque ; le plan inférieur est donc le plan z = -h/2 et le plan

supérieur est le plan z = h/2.

Dans ce chapitre, nous allons procéder a 1’étude théorique en utilisant la théorie classique
des stratifiés pour exprimer les résultantes N;et les moments M en fonction des

déplacements de la poutre, lorsque cette derniére est constituée d’un matériau composite

stratifié.

Premiérement, nous allons écrire dans le repére global la loi de comportement d’un pli
composite afin de relier le champ des contraintes au champ des déformations.
Ensuite, les résultantes et les moments seront exprimés en tenant compte du comportement

mécanique des différents plis composites.

15



Chapitre 11 Comportement mécanique des poutres stratifiées

11 .2 .Loi de comportement des stratifies :

Les matériaux composites sont souvent schématisés par un milieu continu homogéne
équivalent anisotrope. L'étude de leur comportement consiste a passer des propriétés des
composantes et de la géometrie du composite. Cette étude comportera deux phases:

v I'étude du comportement mécanique de chaque pli,
v' I'étude du comportement globale du matériau constitué de plusieurs plis, et désigné
généralement par le comportement du stratifiés [15].

Historiquement, L'étude du comportement des plaques stratifiées composites est basée sur la
théorie des plaque stratifiés. Cette théorie utilise les mémes hypothéses que la théorie
générale des plaques qui sont, dans un schéma de premiers degrés, associées aux noms de
Reissner/Mindlin et de Kirchoff-Love. La théorie de Kirchoff-Love est historiquement l'une
des premiéres approches bidimensionnelles de la flexion des poutre élastiques. Elle est basée
sur I'hypothése de conservation des normales en négligeant ainsi le cisaillement transverse
[11].

11.2.1. Caractéristiques du mélange renfort-matrice:

Les principaux types de matériaux composites utilisés pour la fabrication de systemes
structuraux sont ceux formés par une phase discontinue, appelée renfort, insérée dans une
phase solide, appelée matrice. La distribution et I'interaction, physique et chimique, entre les

deux phases donne les propriétés mécaniques finales du matériau composite.

En général, les composites structuraux sont présentés sous la forme d'un empilage de

plusieurs plis, chacun présentant des fibres orientées selon une direction préférentielle.
L’ensemble matrice-fibres forme le pli, I’ensemble de plis orientées forme le stratifié [16].

Les propriétés mécaniques moyennes de chaque pli sont obtenues par la regle de mélange
[17]. Selon celle-ci, certaines propriétés du pli, telles que ses modules d'élasticité et sa
densité, sont obtenus grace a I’utilisation de la fraction volumique de fibres et de la matrice
[10] [18].

Pour cela, La premiére étape d'un calcul composite consiste a déterminer les
caractéristiqgues mécaniques du matériau en fonction de celles de ses composants. Dans la
plupart des cas, ces calculs se réduisent uniquement au calcul du module d*'Young. Il existe

divers modeles d'homogénéisations pour I'obtenir.

16
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D’aprés Paolo [19], Soit un matériau composite de repére d'orthotrope (1, 2, 3), I'axe 1
ou l'axe longitudinal étant disposé conventionnellement selon la direction des fibres,
Les directions normales aux fibres dans le plan de la couche sont appelées directions
transversales, Le composite est consideré comme étant isotrope transverse c'est-a—dire
qu'il est isotrope dans le plan normal a la direction 1. Le plan transverse est repéré par les
deux directions équivalentes 2 et 3.

Le cas qui nous intéresse ici est celui dune couche renforcée par des fibres
unidirectionnelles uniformément distribuées dans le corps de la couche (Voir figure 11.1).
Soit une cellule élémentaire de fraction volumique V = 1 constituée de fibres et de matrice

avec .

~: [@ @ o o @ @ @ @ o]

Figure 1.1 : Cellule élémentaire d’un composite unidirectionnel [11].

D . . .
V,, =—" : Fraction volumique de matrice
¥

C

19
V, =—": Fraction volumique de fibre

Ue

v=V, +V, =1 (2.1)

Nous nous proposons, par le biais du volume élémentaire representatif introduit auparavant,
de trouver les caractéristiques mécaniques homogénéisées d'une couche a renfort

unidirectionnel uniformément reparti.

Les hypothéses de calcul sont:

matrice isotrope, de module d'Young E,, et coefficient de Poisson v, ;

fibres isotropes, de module d"Young E; et coefficient de Poisson v ;

la fraction volumique des fibres est connue V, ;

le comportement est élastique linéaire ;
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» il y aune adhésion parfaite entre les fibres et la matrice.

L’objectif est de déterminer les constantes techniques homogénéisées de la couche

(E,,E,, G,,etv,,); a cause de la disposition réguliere des fibres, cette derniere a un

comportement macroscopique orthotrope.

Il .2.1.a Modules de Young longitudinale E, :
Le volume élémentaire représentatif est soumis a un état de sollicitation dans lequel

seulement o, n'est pas nulle, voir la (figure 11.2).

(s ]
o matric e !
e f——=
- fibre - 3
- fiitalnglmcd —-
- -

Figure 11.2 : Schéma simplifié¢ d’une traction longitudinale [20].

Le lien élastique linéaire implique :
o"=E,&", o, =E,s,', o, =Eg' (2.2)

L’hypothese d'adhérence parfaite a comme conséquence que la déformation est la méme
partout (en particulier, les sections droites restent planes): g = glf = gl' (2.3)
Ou l'indice (m) indique une quantité relative a la matrice, (f) a la fibre et (1)a la couche.

O-ll = 1‘91I = E1‘91f =Ee&"
L’équilibre impose la relation :

o) A=0,'A +0"A, =E s A +E"g"A,

= EifgllAf + ElmgllAn = 81I(E1f A + ElmAn) (2.4)

La loi de comportement de 1’unidirectionnelle s’écrit :

O-ll A= Elgll A
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E'A +E"A,

Donc Es A =2 (E'A+E"A)=E = A
A
avec Vf:U—f:—f et VvV, :1-Vf:i
o, A A
On obtient
E =E'V, +(1-V,)E" 25)

Relation trés bien vérifiée dans la direction des fibres. Cette derniére est la célébre loi des

mélanges, qui donne la valeur homogeénéisée du module d"Young en direction longitudinale

(celle des fibres). E, dépend linéairement deV, , a savoir de la quantité de fibres présentes.

Le modele utilisé pour trouver E, est un modéle de type parallele: matrice et fibres

travaillent en parallele, pour le champ de contraintes appliqué.

11.2.1.b Modules de Young transversal E,:

Dans ce cas, on applique une sollicitation dans laquelle seulement o, n'est pas nulle,

TTTTTT

matruce

voir (lafigure 11.3).

fibre

i

matrace

+ 3 + - -

A e —) )

Figure 11.3 : Schéma simplifi¢ d’une traction transversal [20].

L’¢équilibre du volume élémentaire représentatif implique que la contrainte est constante dans

une section droite. o, =c," =0, (2.6)

La compatibilité de la déformation implique :

Ve, =&,'V, +@-V,)s,"
f m

(o} (o2
=V, 224 (1-V,)

|

0, 2
m

E, E,

E,

= V
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1-Vi)
+ :

\
Donc - = — .
E, E' E,

2
— E2f Ezm
V.E,"+(1-V,)E,’'

(2.7)

2

La dépendance du module E, de V; n'est plus linéaire; en outre, la presence des fibres donne

une faible a E,: les fibres ne sont pas un renfort efficace pour la rigidité transversale.

Le modeéle utilisé est un modele de type série.

I1.2.1.c Coefficient de Poisson longitudinal v,,:

Comme pour E,, on applique un état de contrainte ou seulement o, n'est pas nulle.

f m |

Par définition: v, :—gif, V., :—%, Vi :—8—2, (2.8)
& & &

D’ailleurs, 'hypothése de 1'adhérence prescrit encore que : g§'=¢'=¢ (29

Comme E2pour la compatibilité, en moyenne, des déformations transversales impose encore

la relation :
| f m
Ve, =g, V, +(1-V,)e,
=& =ve 'V, +1-V,)v,&"
=v,e =v.g'V, +(1-V,)v, &"

finalement : v, =vV, +1-V;)v, (2.10)

11.2.1.d Module de cisaillement longitudinal G, :

Dans ce cas, on applique une sollicitation dans laquelle seule z n'est pas nulle, voir la

figure 11.4, ot on a mis en évidence méme la déformation correspondante

-~
T

- »

< | matrice | =

- fibre ! >

1
matrmce *
*
-— . . . -

Figure 11.4 : Schéma simplifié d’un essai de cisaillement longitudinal [20].
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L’équilibre du volume élémentaire représentatif implique que ce soit :
=" =1 (2.12)
Tandis que par le lien élastique on a :

=G ", v =Gg , 7'=GLe (2.12)

La compatibilité, en moyenne, de la déformation a cisaillement prescrit que ce soit :

|
T

m ! "
Ve, =&, V; +(1-V,)é, > G—fvf Yo (1-Vy)

Gme

=G, =
V.G, +(@1-V,)G,

(2.13)

11.2.2 Loi de Hooke généralisee [10] :

Les contraintes (o) et les deformations (&, ) sont associées au tenseur de rigidite C,

en utilisant la loi de Hooke dans le domaine de I'élasticité linéaire, et sont exprimées, en
notation indicielle, sous la forme:

0 =Ciéq (2.14)
Ou i,j,k,I prennent les valeurs 1,2,3. ¢, est le tenseur de déformations, o est le tenseur de

contraintes et C;,, est le tenseur d'élasticite (ou de rigidite).

Les composantes du tenseur des contraintes et des déformations peuvent étre réduites a six
composantes indépendantes a cause de sa symétrie. Ainsi, la notation tensorielle peut étre

contractée en utilisant la notation suivante :

011 0
O 0,
013 01 Oy o o
. 33 3
Le tenseur des contraintes : {G}= Oy Oy Oy —>{6}= = (2.15)
053 =03 Oy
031 O3 Ogp3
031 =013 O5
01, =0y o
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& &
&2 &
&1 & &3 . .
, . 33 3
Le tenseur des déformations : {8}= Ey €y &y —>{0}= = (2.16)
€33 =83 &
&31 &3 &3
&3 =83 &
E1p =&y &g

La loi de Hooke est réécrite en notation vectorielle en utilisant les formes contractées des

tenseurs de contraintes et de déformations selon 1’équation:

{o}=[Cle} 2.17)
-

1

FIGURE 115 :Composantes des vecteurs contraintes dans un systéme d‘axes (1,2,3) [10]
11.2.3 Différents Types des matériaux :

11.2.3.a Matériaux anisotropes:
Selon Nye [21], les matériaux anisotropes Sont des matériaux dont ses propriétés varient
selon une direction considérée mais ils ne présentent pas de plans de symétrie.

La loi de Hooke peut étre exprimée par:

Ojj :Cijkl 2 (2.18)
&= Sijkl Oy .

Ou Sy, est le tenseur de souplesse. Le tenseur de rigidité en a 81 coefficients de méme pour

le tenseur de souplesse, pour raison de la symétrie des contraintes o; et de déformatione¢,;,

il y a une reduction des coefficients a 36 parmi ces derniers, 21 sont indépendants.

0;=Cjusa e oy=o; |Cy=Cyy
=
0;=Ciucn € &y=& Ci=Cijic
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. . , . ﬁGij é’O’kl
Application du théoréme des travaux virtuels : ———=—"= < C;;=Cy;
Kl ij

La nouvelle forme du tenseur de raideur permet alors de lui associer une matrice carrée (6,6):

03 Ci Co GC3 Gy Cs Cp |[&
o, Coo Gz Cpp Gz Cpe || &
o C C C C &
3 _ 33 Cas G5 Gy |63 (2.19)
Oy Caup Cus Cyg || &4
Os sym Cis  Coe || &5
Og) | Ces | (€6
La forme inverse de 1’équation (2.19), est écrite sur la forme:
& St S12 Si3 Sy S5 S || 0%
& Sz Sz S Sz Sy ||02
& S S S S o
3| _ 33 34 35 36 3 (2.20)
&, Sas Sas Sas |04
s sym Ss5 Sse || Os
) | Se6 | T

11.2.3.b Matériaux orthotropes :

Selon Kollar et Springer [23], un milieu est dit orthotrope pour une propriété donnée si
cette propriété est invariante par changement de direction obtenue par symétrie relative a deux
plans orthogonaux. On remarque qu'alors la symétrie par rapport au troisieme plan
orthogonal est automatiquement acquise. Ce mode de comportement est relativement bien

réalisé pour les composites unidirectionnels.

Figure 11.6 : Représentation schématique d’un matériau orthotrope avec trois plans de

symeétrie.
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Donc, Le nombre des coefficients indépendants est réduit a 9.

0, i Cp, Cs3 O 0 0 ||&

o, C, Cyp O 0 0 |le,

o3 _ C;; O 0 0 ||& (2.21)
o, c, O 0 |le,

o sym Cc 0 |l&

Og) | Cos | (€6

Et la matrice de souplesse

& [su Ss2 S O 0 0 |[o

&, S,, S,; 0 0 0 ||o,

& | _ S5 O 0 0 ||o; (2.22)
&, Sy O 0 ||o,

&g sym S 0 ||og

) | Se6 |06

Les constantes de rigidité et de souplesse sont caractérisees par 9 coefficients indépendants :

* 3 modules d'élasticité longitudinal E,,E,,E; dans les directions de I'orthotrope.
* 3 modules de cisaillement G,,, G, G,;.

* Vi o (v, weet vy) est le coefficient de Poisson pour la déformation transversale dans la
direction j quand la contrainte est appliquée selon la direction i.

La matrice de souplesse étant symétrique, nous obtenons la relation suivante:

S = = Vi Vi e Ya . Y Vao. Vu Vo
Y ) E E E

i i
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S R T T T O |
E, E, E,
&, _Q i Va3 0 0 0 o,
El E2 E2
& s Y L9 0 0 ||o
] E, E, E3
£, 0 0 0 1 0 0 |lo, (2.23)
GZ3
0 0 0 0] 1 0
& -~ O,
5 (313 5
0 0 0 0 0 1
&g i G_12 | O
Les composantes de la matrice de rigidité du matériau, sont obtenues par inversion de la
matrice de souplesse S; :
1-v,v 1-v,v 1-v, v
11 = ElEZzASZ Cp = ElElesl Cos= ElEleZl Cis =Gy Css =Gys Ces = Gr2
C. = Vio = Vy3Vs _ Y137 V1oVas _ Y3 VaiVis
12 E,E.A ¥ EEA 2 EE,A
1—3 172 1=2

_ 1V —VadVa, —Vaiis — 2VaVaVis
EE,E,;

A

11.2.3.c Matériaux transversalement isotropes:

De la méme facon que dans le matériau orthotrope, le matériau transversalement
isotrope a trois plans de symétrie (Figure 11.5). Toutefois, un de ces plans est isotrope.

Le composite renforcé par fibres longues et uniformes est un exemple de matériau
transversalement isotrope.

N

— pla -
—d SOtropig

Figure 11.7 : Représentation schématique d’un matériau transversalement

isotrope.
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Celui-ci a des fibres alignées par rapport a la direction 1 du systéme de référence matériau
(Figure 11.6). Dans ce cas, le plan perpendiculaire au plan des fibres, plan (2,3), est dit
isotrope.

Les propriétés suivant les axes 2 et 3 sont identiques, donc:

_ C,,—C,;
2
Le nombre de coefficients indépendants se réduit a 5 coefficients.

C22 = C33 C12 = C13 C55 = Cee C44

o [y ¢ ¢ 0 0 0 (&
. Co Gy 0 0 |l&
o3| | Cas 0 0 ||l& (2.24)
o, C, O 0 |le,
o sym C: 0 |l&
Os) L Cos |6

Les constantes de rigidité sont liées aux modules d'élasticité (E,, E,,v,,, V,3etG,,).

11.2.3.d Matériaux isotropes:

L'hypothese d'isotropie impose que la loi de comportement soit indépendante du repere
choisi pour I'exprimer. En d'autre terme, le tenseur de raideur doit étre invariant pour tout
changement de base.

Donc, les propriétés physiques ou mécaniques sont identiques dans toutes les directions :

E=E,=BE3=E ; vj,=Vy=Viz=v et G,=6;,=0,;,=G

& 1 v, v 0 0 0 ] oy
El El El
& | 1 Ve 0 0 ||
El EZ EZ
& | Vs 2 0 0 ||
4B B & (2.25)
€a 0 0 0 Gi 0 o | '
23
% 0 0 0 0 Gi o ||
13
% o o 0 0 0 Gi | e
L 12
Avec: G = E
' 2(1+v)
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11.2.4 Relation contrainte-déformation plane :

Pour un matériau orthotrope, et dans le cas d'un état de contrainte plane, La relation

contrainte déformation peut étre donnée par [10] :

o, Q: Q. Qslla
O, = Q Qs [ &2 (2.26)
Ts sym Qss | 176

Les coefficients Q; sont appelés les constantes de rigidité réduites dans un état de contrainte

plane :

__ B
1-vvy

E E
le =Q21= VorEy VB, Q66 :Gl2 (2.27)

Q=2
22 =
1-vipvoy  1=vpvy

Q11 -7
1-viv
Les constantes de rigidité sont liées aux modules d'élasticitée (E,, E,,v,,€etG,,) , qui sont déja

déterminés a partir des essais de laboratoire tel que les essais de traction uni-axiale ou de

cisaillement pur.

11.2.5 Relation contrainte déformation pour une orientation des fibres :

Selon Berthelot [10], les stratifié sont ¢élaborés par I’empilement de couche successible
dont la direction des fibres et variable d'une couche a l'autre. Pour faire I'étude du
comportement élastique de tels stratifiés, il est nécessaire de prendre un systeme d'axe de
référence pour I’ensemble du stratifiée, et de rapporter le comportement élastique de chaque

couche a ce systéeme de référence.

Un pli composite unidirectionnel est classiquement assimilé a un matériau orthotrope dont

les axes principaux d’orthotrope sont définis a partir du repére local (0, X;, X,,X;) = (0, 1, 2,3).

En régle générale, I’axe (x,) est contenu dans le plan du pli et parallele aux fibres. L’axe

(x,) est lui aussi contenu dans le plan du pli mais perpendiculaire a la fibre. Enfin, I’axe (X;)

est perpendiculaire au plan du pli (voir figure 11.7). Il est question de caractériser les
propriétés élastique de la couche en les exprimant dans le systeme d'axes de référence (X, y, z)

du stratifié, la direction des fibres fait un angle (@) avec la direction x.
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3. -

Figure 11.8: Axes principaux et axes de référence d'une couche stratifiée [10].
Les matrices d'élasticité C et de souplesse S dans le systéme de référence sont obtenues en
appliquant aux matrices d'élasticité et de souplesse C et S les relations de changement de

base Suivantes:

cl=FrTclr] (2.28)

Et [s]=risTr] (2.29)

Avec T est la matrice de changement de base, donnée par :

s>  —2cs

[T]=]s* ¢  2cs (2.30)
cs —-cs c’-¢g°

Avec c=cosfd et s=sind

O-x O-1
Et o, t=[T] 10, (2.31)
Tyy Og

X gl
& (= [T] 1 &, (2.32)
1 1
EJ/XY 5712

Nous pouvons également montrer que les contraintes dans le repere (X, y, z) sont définies en

fonction des déformations par :
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GX gX
Oy 1= [Q] &y
Xy 7/xy

Oy Qu 912 916 &y
Oy (= Qy, 926 &y
Xy Sym Q66 7/xy

bl

La matrice de rigidité réduite hors axes est donnée par I’expression :

Q- [eIT]

avec
611 = Q11C4 + szS4 +2(Q, + 2Q66)52C2

Q,, = Q5% +Q,,c* +2(Q,, + 2Q,,)s%c?

Q., = (Qu; + Qy, — 4Qq6)57¢% +Qpp(s* +¢*)

Qoo = (Quy + Qy, — 2Q,, — 2Q,)s7C” + Qg (s +¢*)
Qus = (Q1; — Qi, — 2Qg5)5¢” — (Q, — Q, — 2Q46)s°C

Qze = (Qll - le - 2Q66)53C - (sz - Q12 - 2Q66)303

(2.33)

(2.34)

Il faut toutefois noter que Q,, et Q,, ne sont que des combinaisons linéaires des quatre

constantes élastiques de base. lls impliquent un couplage entre les contraintes normales

et les déformations en cisaillement, ainsi qu'un couplage entre les contraintes en cisaillement

et les déformations normales.

11.3 . Théories utilisées dans la formulation analytique de structures composites :

Différentes théories, utilisées pour I'approximation du déplacement et de la déformation,

ont été initialement utilisées pour la modélisation de structures métalliques (en matériau

isotrope), puis étendues a I'étude de structures composites (en matériau anisotrope, orthotrope

ou transversalement isotrope). Ces théories sont essentiellement divisées en deux catégories:

v' celles formulées tenant pour base la notion d’une seule couche équivalente, appelées

Théorie en Couche Equivalente Unique (Equivalent Single Layer Theory);

v celles formulées sur le concept de couches distinctes (discrétes), appelées Théorie

en Couches Equivalentes Discretes (Discrete Layer Theory), ou simplement Théorie
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Layerwise (Layerwise Theory).

La premiére catégorie inclue la Théorie Classique des Stratifiés (CLT) et d’autres.
D’autre part, la deuxiéme catégorie inclue la Théorie en Couches Indépendantes (TCI) et la
Théorie de Couches Dépendantes (TCD). On peut citer par exemple les publications de
Berthelot (2010) [10], de Reddy (1997) [23] et de Kollar et Springer (2003) [22] qui
présentent ces différentes théories.

Dans la section subséquente, nous allons procéder a 1’étude théorique en utilisant la

théorie classique des stratifiés.

11.4. Théorie classique des stratifies (CLT) :

La Theéorie Classique des Stratifiés est basée sur les hypotheses cinématiques de
Kirchhoff, employées pour I'étude de structures du type plaque, et sur les hypotheses

cinématiques de Kirchhoff-Love, utilisées pour I'étude de structures du type coques courbes.

D’aprés cette théorie, une ligne droite et perpendiculaire a la surface moyenne indéformée
de la structure (connue comme surface de référence ou surface neutre), reste droite et
perpendiculaire a la surface de référence, ne changeant pas sa forme dans la direction de
I'épaisseur, c'est-a-dire, elle reste inextensible dans cette direction, tel que représenté sur la
Fig. 11.8.

Selon Reddy [23], dans la théorie CLT les effets des déformations de cisaillements

transversaux (y,,,7,,) et la déformation normale transversale (¢,), ne sont pas considéres.

Les autres hypothéses adoptées pour la formulation de la théorie CLT, sont:

= Le stratifié est considéré comme une superposition de couches parfaitement liées,
(la liaison est supposée infinitésimale) afin d'éviter le délaminage,

= La déformation est supposer continue a travers I'épaisseur du stratifié afin d'empécher
le glissement d'un pli par rapport a un autre,

= Le stratifié se comporte comme une seule couche mais avec des caractéristiques
élastiques tres spéciales.

= Ladéformation transversale est nulle, (pas de variation de I'épaisseur).

= Les points situés sur une normale a la surface moyenne avant déformation restent sur
cette normale au cours de la déformation. Ceci revient a négliger I'effet de

cisaillement transverse.
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= Le matériau de chaque pli présente un comportement élastique ;

= Le stratifié est considéré mince, c'est-a-dire, que les plis de la structure sont
relativement minces par rapport aux dimensions planes (largeur et longueur) de la
structure ;

= Les déformations, les déplacements et les rotations sont petits.

0.\ : H\ H
ol o,
- . “
- .~1’-.1 _ b, KN
‘. ‘___,» > 4 - l.;
........... ¥ EE— :
T: o B' T 2 T: -y > g’ T N
H H
B B

g

v
i

Figure 11.9 : Schématisation des déformations dans le cas de la théorie classique des
stratifies (Figure adaptée de Berthelot (2010)).

Selon Reddy [23], le champ de déplacements de la théorie CLT est donné par 1’expression

suivante:
UO(X7 y) -7 M
u OX
U=<v =9V(XY)- ZM (2.35)
oy
w
Wy (X, Y)

En raison de I’hypothése de déplacements linéaires et tenant compte du fait que les
déformations de cisaillement transverse ne sont pas prises en compte, la précision de la
théorie CLT n'est adéquate que dans I'étude structures minces. Ainsi, selon CEN et al. [24],
I'erreur commis par son emploi augmente avec le ratio de |'épaisseur-largeur des structures

composite.
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11.4.1 Relation déformations-déplacements (Cinématique) :

Les relations déplacements-déformations suivantes sont établies aux niveaux des plis du
stratifié. Pour 1’obtention des relations entre les composantes des déplacements et des
déformations nous considérons dans ce mémoire que ces quantités sont petites et que 1’on
reste dans le domaine de I'élasticité linéaire. Ainsi, la relation entre les déformations et
déplacements est définie en fonctions des dérivées des déplacements (u ,v,w) par rapport

aux coordonneées (X, Y,Z2).

Donc, selon Reddy [23], ces relations sont exprimées sous la forme suivante :

_ou ou, _o%w, _ou v [au,  ov, o*w,
&= —=—r—1— Yy =t ==t —" -2
OX  OX OX oy Ox | oy OX oy
_ov v, _ow, _ou ow [ ow, ow,
&y ==Ll Ve= ot == t—=, |0 (2.36)
oy oy oy 0z ox | ox  OX '
{6‘2:%=0 yyZ:@_p@: _%+% =0
0z oz oy | oy oy
Le champ des déformations est bien la superposition :
e des déformations de membrane :
o,
5x0 OX
En=En(XY) = Eyo - K (2.37)
y O oy
Yo, v
oy oX

S’exprimant en fonction des déplacements (U,,V, ) des points situés dans le plan (o y z).

e des déformations en flexion et torsion :

0°W,
ox*
K, 2
& =1k(X,Y)=2K, p =12 Wo (2.38)

f y ayZ
ny )

9 oW,

OXoy

Ky, Kk, et k,, sont les courbures de la plague sollicitée en flexion.
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Finalement le champ des déformations s'écrit: & =&, T &5 (2.39)

A partir de I'équation (2.33) les contraintes dans une couche k, s'expriment par :

— = = 0
Oy Qu 912 916 &y Ky

Gk(M)zak(X’ Y, Z)= Oyr = sz 925 gyO +2Z K,
TXV Kk Sym QGB K }/xy0 ny
ou (M) =0, (X, ¥,2) = Q& (X, Y) + ZQ K(X, Y) (2.40)

o, (M) Représente la matrices de contrainte dans la couche k : h,_, <z <h, , la matrice

de rigidité réduiteQ, varie d'une couche a l'autre .il en résulte donc une discontinuité du

champ des contraintes dans les couches successives.

11.4.2. Expression des résultantes et des moments :

11.4.2.a Resultantes en membrane :
D’apres Berthelot [10], Les résultantes des forces qui agissent sur le stratifié peuvent étre

obtenus en intégrant les contraintes dans chaque couche a travers son épaisseur :

N

x hi2 | Ox N ohe | Ox
N(x,y)=1N, :I o, dz=ZI o, dz (241)
~h/2 k=L h,,
ny Ty Ty

Z’i: _f[akgm(x’ y) +2Q,x(x, y)]dz

-y/Q gﬂythﬁ+ibhﬂxwlmﬁ

k= hy hy1

N

_ {ZN:(hk _ hk_l)ék}gm(x, y)+ EZN_:(M - hzkl)ék}c(x, )

k=1

Soit, en définitive:

N(X, y) = Ajen (X y) +Byx(X,y) (2.42)
avec Aij :i [(_?ij] (he =) (2.43)
B, =250, (- (.42
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N, , N,et N, sont les résultantes par unité de longueur, respectivement des contraintes
normales (suivant x et suivant y) et de contrainte de cisaillement dans le plan (x y). Elles sont
schématisées sur la figure 11.9.

11.4.2.b Moment de flexion et de torsion :

Les moments de flexion et de torsion exercés sur un stratifié sont définis par :

Mx h/2 Oy NN X
M(X,y)=4M, = I o, Zj (2.45)
—h/ k=lh,
MXy 2 Ty Ty

M) =2 [[Que (% )+ 22Qux(x y)] o2

k=1 hia

[ui

i{ka ) | zdz}+Z{QkK(x 9 | dez}

k= hy1

|

Soit, en définitive:

hkl

N |~

k=1 k=1

Y (b —hzk_oc‘zk}m(x, y>+EZ(h3k —hsk-oc‘zk}dx, y)

M(X,y) = B;&, (X, y) + Dyx(X,y) (2.46)
avec i%[ ] (hzk — hzk—l) (2.47)
D, - >5[, ] (h% — h%.1) (2.48)

X

=1

M, et M, sont les moments de flexion et M, le moment de torsion. Ils sont schématisés sur

la figure 11.9.
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Efforts membranaires : N, N,, N, Moments de flexion : M, M, M,
3

Figure 11.10 : Schématisation des résultantes en membrane, des moments de

flexion et de torsion (Figure adaptée de Francois-Xavier [25]).

. 0 0 . .
Connaissant que &’ €y 2V Ky K, €t K, sont indépendants de z, les vecteurs forces et

moments résultant peuvent étre assemblés sous la forme :

N, _Ail A, As B, B, BlG_ &x [ ] h, —
N & 0 QI] ( k—l)
y A12 Azz Azs Blz Bzz Bze y k=1
N B B B 0 N
v o[ _ As A A 16 26 66 |) 7wy Z [Q”] (h% —h? 1) (2.49)
M, B, By, Bs D Dy, D K, k1 2
M y B, B,, By D, D,, Dy K, D i [Qu] (hsk R )
M, | Bis Bis Bsg Dig Dys Dy | Ky, 3

Sous cette écriture, I'analyse de la matrice de rigidité assemblée du stratifié (la matrice A,
B, D) permet de mettre en évidence certains comportements élastiques caractéristiques des
stratifiés:

v la matrice A correspond au comportement de membrane,
v la matrice D correspond au comportement de flexion,
v la matrice B correspond aux termes de couplage entre les phénomenes de membrane

et de flexion.

Dans le cas ou le stratifié est symétrique, le couplage membrane-flexion-torsion est nul
(B =0).

Les relations contraintes-déformations dans le systeme de coordonnees locale des

fibres d'un stratifié soumis a une variation de température, sont données par (Kaw )
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Oy Q: Q, O & &1 (2.50)
0,=|Qu Qp O S (™ ng
T12 0 0 Qe (712 0
Ou 1 et 2 désigne respectivement la direction longitudinale des fibres et la direction
transversale normale aux fibres dans le plan de la poutre &let €8 sont les
déformations d'origine thermique et qui sont données par :
8{ aq
el :AT{QZ} (2.51)
0 0

Avec a4 eta, sont respectivement le coefficient de dilatation thermique longitudinal
et transversal et AT la variation de température. Les composantes de la rigidité

Q;; sont données par:

E, E,

22

vy Ey _ vi,E,

Qu Q,=0Qy = Q66 =G, (252)

1-vivy 1-vivy 1-viva  1-vpvy,
Ou E; E,, Vi, et G;, sontles caractéristiques mécaniques d'une couche.
Les relations contraintes-déformations de la couche "k" dans le repére global du stratifié, sont

données par:

Ox §11 §12 §16 Ex xy (2.53)
Oyr = 921 922 926 &y - AT a,
Ty )y Qa1 Qs Qge WL )k Xy )«

Les efforts a mi- plan d'une poutre et les moments sont liés aux déformations et aux

courbures par les expressions suivantes:

N, A, A, Az By By, B 11¢ L;( N
N y Ay Ay Ay By, By By f|fu Ny
Ny | Aa A Ay By By By Yoo | _ AT N (2.54)
M X Bll 812 Bl3 D]_]_ D12 D13 KLX M X
M, By B By Dy Dy Dy Ky My
M Xy | Bsy Bg, By Dy Dy, Dy KLy M
ol (2.55)

W =lisy o1l [+
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Avec [A], [Blet [D] sont les rigidités extensionnelle, flexionnelle et de couplage

respectivement, celles-ci peuvent étre définies par :

h
e
A, = [[ol.dz
72 (2.56)
h
2 J—
B, = I[Q]kzdz
h
2
h
2 —
D, = J[Q]kzzdz
:
En notant par o;les contraintes dans le plan, on peut écrire:
h
2
Ny = J.haiidz (2.57)
2
h
2
M = jaijzdz
h
2
Les resultantes de force et de moment thermique sont définies par:
3 (2.58)
2r_ .
NT = J.[Q]K [AT {Oc}T }12
:
h
2 J—
MTi = J-[Q]K [AT {a}T ]ZdZ
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Chapitre Il :

Etude théorique sur les différents critéres

d’endommagement.

I11.1.Introduction :

Dans les deux ressources « Modélisation du comportement des composites . ’élasticité
anisotrope » et « Modélisation du comportement des composites : les poutres stratifiées»
consacrées a la modélisation du comportement des composites a fibres longues, nous avons
vu comment modéliser un comportement élastique anisotrope dans le cas d'un pli
unidirectionnel, puis comment calculer les contraintes et les déformations au sein d'un
stratifié réalisé en empilant de tels plis disposés selon des orientations différentes. Nous nous
intéressons maintenant a la prévision de la ruine d'un tel stratifié, c'est-a-dire que nous
cherchons a savoir si les sollicitations qui y sont appliquées sont susceptibles de le dégrader
au point de le rompre, de le déformer de facon permanente ou de lui faire perdre sa rigidité
[22].

Par mécanisme de rupture, il faut comprendre tout processus mécanique produisant au sein
d'un matériau une “discontinuité” locale de matiére appelle fissure. Il est usuel de parler
d'initiation de la rupture et de propagation de la rupture. L'initiation de la rupture peut étre
considérée comme la création de microfissures I'échelle microscopique (celle des

constituants) a partir d'un défaut, on parlera de microfissuration [23].
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I11.2.Mécanismes de rupture dans les matériaux composites:
111.2.1. Les divers mécanismes de rupture dans un composite unidirectionnel:

La rupture finale d'un composite unidirectionnel est le résultat de I'accumulation de divers
mécanismes elémentaires.
Généralement, un mécanisme n'est pas isolé, mais divers mécanismes coexistent. Ces
mécanismes se développent suivant la nature des matériaux et les conditions de sollicitations
mécaniques imposees.

Dans un matériau composite unidirectionnel soumis a des sollicitations mécaniques, la
rupture des fibres intervient lorsque la contrainte de traction b dans une fibre atteint la
contrainte a la rupture b,de la fibre (voire la figure 111.1).

+ La rupture de la fibre produit une concentration de contraintes au voisinage de la

rupture. La redistribution de ces contraintes, et par conséquent le processus de
rupture résultant, dépend principalement : de la contrainte a la rupture des fibres,
de la capacité de la matrice a absorber I'énergie libérée, des propriétés de

I'interface fibre-matrice, etc. [26].

e mpture
| — de fibre
8 v 1R

Figure 111.1: Rupture de fibre.

+  La fissuration de la matrice peut se produire, soit par fissuration transverse (figure

I11. 2.a) lorsque la contrainte en traction om dans la matrice atteint la contrainte a la rupture
om, de la matrice,

+ soit par fissuration longitudinale (figurelll.2.b) lorsque la contrainte de cisaillement
om dans la matrice atteint la contrainte en cisaillement a la rupture emu, généralement au

voisinage d'une fibre. Ce dernier mode de rupture, appelé “splitting” par les anglo-saxons, se
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produit lorsque la contrainte de décohésion est supérieure a la contrainte en cisaillement a la
rupture de la matrice : Z4 >0 my.

+ Dans le cas contraire ou Zy <omy, il se produit une rupture par décohésion de
I'interface fibre-matrice (figure 111.2.c).

La rupture finale d'un matériau composite unidirectionnel est le résultat de I'accumulation de
ces divers mécanismes élémentaires. L'initiation, puis la propagation de la rupture dépendent

des propriétés des fibres et de la matrice, de

rupture
longitudin
__ rupture -
- transverse
£
«& = LY —
N 'S 4 2 g v A W
e e e e — %
(a) Rupture transverse de la matrices. (b) Rupture longitudinale de la matrice.

decohésion

 — 00 ] i —

(C) Décohésion de I’interface fibre-matrice. (d) Rupture en cisaillement de la matrice.
4 Figure I11.2: Différents modes de rupture de la matrice associée a la rupture d'une
fibre [26].
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111.2.2. Rupture des stratifiés :

Dans le cas de stratifiés, aux mécanismes élémentaires décrits précédemment
(décohésion fibre-matrice, rupture longitudinale de la matrice, rupture transverse de la
matrice, rupture de fibres), s'ajoute (figure 111.8) un mécanisme de rupture entre les
couches, appelé rupture par délaminage.

Les mécanismes de rupture induits dépendent de la nature des constituants, de
I"architecture des couches et du mode de sollicitation mécanique imposé.

Par exemple, dans le cas d'un stratifié croisé soumis a une traction dans la direction 0° (figure
111.9), le premier phénoméne de rupture observeé est celui de la fissuration des couches
orientées a 90°.

+ Lorsque le chargement mécanique est augmenté, le nombre de fissures croit
jusqu’a atteindre un état de saturation de la fissuration. Les fissures transverses
créent en pointes de fissures, entre les couches orientées a 90° et a 0°, des
concentrations de contraintes qui conduisent a I’initiation puis a la propagation du
délaminage a I’interface entre les couches. Ce délaminage se développe ensuite
jusqu’a la rupture finale du stratifié par rupture des fibres et de la matrice dans
les couches & 0° [26]..

mapture longitundinale

de la matrice mphare transwverse de

la matrice

décohesion mpture de fibre

fibre-matrice e o,

délaminage

Figure 111.8: Mécanismes de rupture observés dans les stratifiés.

Figure 111.9: Stratifié croisé soumis a une traction dans la direction 0°.
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Dans le cas d'un stratifié croisé £45°, soumis a une traction longitudinale dans la direction 0°
(figure 111.10), on observe d'abord une rupture longitudinale dans les couches a £45°, suivie

d'un délaminage entre les couches.

ol

+ Figure 111.10: Stratifié croisé +45° soumis & une traction dans la direction 0° [26].

I11.3.Critéres en contraintes maximales:
111.3.1. Critéres dans les axes principaux:
Les critéres en contraintes maximales font intervenir :
o X Xc: les contraintes a la rupture suivant I'axe longitudinal respectivement en traction
et en compression,
o Yy Yc: les contraintes a la rupture suivant I'axe transversal respectivement en traction
et en compression,

+ S: la contrainte a la rupture en cisaillement dans le plan de la couche. L'axe
longitudinal et I'axe transversal sont pris suivant les axes des matéeriaux de la
couche (Figurelll.12). Les grandeurs a la rupture sont les valeurs positives des
contraintes & la rupture mesurées dans des essais de traction, compression ou
cisaillement. Dans le cas d'une couche soumise a un état de contraintes planes (o,
or, opr)dans les axes des matériaux, les criteres en contraintes maximales
stipulent que la résistance mécanique de la couche est atteinte lorsque l'une des
trois contraintes auxquelles la couche est soumise atteint la valeur de la contrainte
a la rupture correspondante. Les criteres de rupture s'écrivent ainsi sous la
forme[26] :
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- rupture

-— limite élastique

Y
Y

(@) (b)

Figure 111.11:Comportements fragile et “ductile” d'un matériau.

Figure 111.12:Contraintes dans les axes des matériaux d’une couche.

X' <o, <X
—y' <or<y (6)
—-S<or<S§

» Si les six inéquations sont Vérifiées, I'état de contraintes limite n'est pas atteint : la
rupture de la couche ne se produit pas.

» Si l'une quelconque des inéquations n'est plus Vérifiée, I'état limite est atteint : la
rupture

se produit suivant le mécanisme correspondant a la contrainte de I'inéquation non Vvérifiée.
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+ 111.3.2 .Ordres de grandeurs des contraintes a la rupture [26] :

+ Les valeurs des contraintes a la rupture sont déterminées dans des essais de traction,
de compression et de cisaillement. Dans la pratique, la mise en place de ces essais peut
conduire a des difficultés liées a la nature fortement anisotrope des matériaux, en
particulier ruptures prématurées des éprouvettes dans un mode différent de celui
souhaité.

4 D'autre part, I'essai de cisaillement est un essai complexe a mettre en ceuvre. D'autres
problemes sont liés aux modes de fabrication des éprouvettes.

» Finalement, les valeurs expérimentales fiables disponibles sont peu nombreuses, et le
probléme de la détermination des contraintes a la rupture reste ouvert. Nous donnons

quelques indications dans le cas des composites  unidirectionnels.

» Dans le cas ou lI'allongement a la rupture de la matrice est supérieur a celui des fibres
la contrainte a la rupture en traction longitudinale d'un composite unidirectionnel

suit la loi des mélanges (1), soit :

X¢ = OfyVf + (am)efu(l - vf) )
Avec pour des fractions usuelles de fibres :
Xy = Oy Vs (8

111.3.3 .Critéres de rupture en-dehors des axes des matériaux :

Dans le cas d'une rotation Gautour de la direction e (Figure 111.13), la relation entre les bases

(e1 & & Det(er ez, e ).

cosf sinf O
A=|-sinf cosf 0 9)
0 0 1
La matrice de changement de base inverse est :
cosf —sinf 0
A'=|sinf cosf O (10)
0 0 1

Dans le cas ou I'état des contraintes est exprimé dans des axes de référence (x, y, z), il est
nécessaire de se ramener aux axes des matériaux par une rotation d'angled. Les contraintes
exprimées dans les axes des matériaux s'écrivent :

T=ATA (11)
En combinant les relations (9), (10), (11) Soit :
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012 =

0’11 = 011 c0s?0 + 20,, sinfBcosBh + g,,sin?6 .

(0, — 071)sinB cos @ + 0;, (cos? O sin?6 ).

= 013 €0S 0 + 0,3 sin 6.

= 013

=0y,5in%0 —20,,sin6 cosO + og,, cos? B .
= —0y3sin6 + g,3co0s0,

— — ! ! —
013 » 032 = 0 23, 0 33 = 033

Figure 111.13:Rotation autour de la direction 3.

0 0 2sinfoosd |

cos* 4 sin® 6 0
sin® @ cos* 4 0 0 0 - 2sinfcosd
oo 0 1 0 0 0
0 0 0 cosd ~sind 0
0 0 0 sind cosd 0
| -sindcosd  sinfcosd 0 0 0 sin® 9 - cos 0|

0 = Oyy €05* 0 + 0y, sin®6 + 2 0y, sinfcosh,

Op = Oy Sin® 0 + 0y, cos?6 —2 oy, sinbcosb,

o1t = (0yy — Oxx) sin6 cos 6 + g,y (cos? 6 —sin? ),

X

Figure 111.13 :Couche rapportée a des axes de référence quelconques.

(12)

(13)

(14)
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Et les criteres (6) en contraintes maximales s'expriment suivant :
—X < Oyy c0s2 0 + 0y, sin®6 + 20, sinfcosh <x, ,

—Ye < Oxysin®6 40y, cos?6 —2 gy, sinbcosb <y, (15)

—s < (0yy — Oxx)sin@ cos 6 + o,y (cos? 6 —sin®6) < s;.
111.3.4 . Traction ou compression en-dehors des axes des matériaux :
Dans le cas d'une traction ou d'une compression en-dehors des axes des maté- riaux
(Figure 111.14), les contraintes (9) se réduisent a :
— 2
0] = Oy, C0S“ 0,

Or = Oy, Sin 0, (16)

O, = —0yx, Sinfcosé,

Et les criteres en contraintes maximales s'expriment suivant :
—X, < Oy COS20 <x;
—ye < Ogesin? <y, , (17)

—5 < 0xySinfcosO <s;.

Ce critere peut étre représenté graphiquement en tracant la valeur maximale o, de la
contrainte a,, de traction ou compression pour laquelle l'un des criteres est atteint, en
fonction de I'angle 6 entre la direction du chargement et les directions du matériau. Dans un

essai de traction, la contrainte de traction o, correspond a la plus petite des valeurs :

i \ e ) ,::> x

Figure 111.14 : Traction en-dehors des axes des matériaux.

Xt Yt S
o = o) = 0. = - 18
XU cos2 g’ XU " sin29,’ XU " sin6 cos 6’ ( )
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Et dans un essai de compression , la contrainte de compression oy, correspond aux petites
valeurs :
xC yC S
Oxu = 5 Oxu = T 55 Oxu = = o 19
U cos? 6 U sin2 g, " sin 6 cos @ (19)

+ 111.4 .Criteres en déformations maximales [26]:
111.4.1. Critére dans les axes des matériaux :

Les criteres en déformations maximales sont transposes des critéres en contraintes
maximales, les déformations étant bornées, au lieu des contraintes. Les criteres en
déformations font intervenir :

Xet (Xec) : la déformation a la rupture en traction (ou compression) suivant I'axe longitudinal,
Yet (Yec) : la déformation a la rupture en traction (ou compression) suivant I'axe transversal,

Se : la déformation a la rupture en cisaillement dans le plan de la couche.

La résistance mécanique est alors considérée comme étant atteinte, lorsque
I'une des déformations principales atteint la déformation a la rupture correspondante. Les
critéres en déformations maximales s'écrivent donc sous la forme :

—xe < & < X,
Ve <Er <Ye (20)
—=Se <yir <S¢ .

I11.4.2. Traction ou compression en-dehors des axes des matériaux :

Dans le cas d'une traction ou compression en-dehors des axes des matériaux (Figure 111.14),
les contraintes dans les axes sont données par la relation (11). Les déformations dans les axes
sont, dans le cas d'un schéma de contraintes planes :
€l 511 S12 O
] _ [ o0 ] (21)

glt 0 0 566

Soit, en associant les relations (11) et (16) :

g = (511 cos?0 + s, sin% 8 )oy,
g = (512 5in? 8 + 55, €0s% 0 )0y, (22)
YT = Seg SIN O cos O gy, .

Les constantes de souplesse Sij s'expriment en fonction des modules de I'ingé-

nieur, déterminés dans les axes des matériaux : EL, ET, v, 7, v, et GLT, suivant les
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1 VLT 1 —vULTI 1
— Sip = Syy = — Sp3 = ——, Sgg =— . 23
EL ) 12 Er ) 22 Er ) 23 Er ) 66 GLr ( )

S11 =

Relations (23) dans le cas de composites unidirectionnels et suivant les relations
(9), (13) et (20) dans le <cas de composites orthotropes. Les relations

(17), exprimant les déformations, sont alors transformées suivant :

1 .
& =4 (cos? 8 — v sin? B) o, ,
1.
& =5 (sin? 8 — vcos? B) o, , (24)
1 .
Yir =—-sinf cos 0 g, .
Gt

Les criteres en déformations maximales doivent conduire & des valeurs
identiques & celles trouvées avec le critere de contrainte maximale dans le cas

d'une traction (ou compression) longitudinale : 8 = 0° et dans le cas d'une traction

(ou compression) transversale : 8= 90°. Ceci implique que :

_ Xt _ Xc
X&‘t - E_L , Xec - E_L' (25)
YVt Xt

y&'t :ELF yec :E_Lﬂ
D'autre part, I'identité du critére de rupture en cisaillement dans les deux cas

conduita:

==, (26)

S, =
€ Grr

Il en résulte que les critéres en déformations maximales (15) peuvent étre récrits suivant :

-Xc XT
< Oy <

cos? 0-vy sin2 @ cos? -vy sin2 9 ’

-Y Y
C < Ox < T

(27)

sin2 8—v;;cos2 @ sin2 §—v;cos2 9 ’

=S S

Gxx

. A A < A A
sin @ cos 0 sin 8 cos 0

En comparant ces expressions aux expressions (12) obtenues dans le cas des critéres en
contraintes maximales, nous constatons que les deux criteres different simplement par
I'introduction dans les critéres en déformations maximales des termes fonctions des
coefficients de Poisson v, et vy,. Ces termes modifient assez peu dans la pratique les
résultats numériques. Les contraintes limites sont modifiées de la méme maniere. Dans un

essai de traction, la contrainte a la rupture a,,, correspond a la plus petite des valeurs :
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Xt

cos? 6 — v, sin” @
Yt
Oxu =5 -y (28)
sin” 6 — v;.cos* 6
S

O-x u

Opy = —————
U sinfcosh ’

Et dans un essai de compression, la détermination positive o,,, de la contrainte a la

rupture correspond a la plus petite des valeurs :

Oy = L
XU ™ cos2 §—v sin2 6’
Ve
Oy = — (29)
" sin2@ — v,cos20’
o = s
xu sinf cos @

Comme dans le cas des criteres en contraintes maximales, il est possible de tracer a,,€en

fonction de l'angle 6.

+ 111.5.Théorie générale de Tsai-Wu [26]:
111.5 .1 .Formulation :

Les criteres précédents suffisent généralement pour décrire les divers résultats
expérimentaux observés. Toutefois, une des facons d'améliorer la corrélation entre
résultats expérimentaux et théoriques est d'accroitre le nombre de parametres des
équations théoriques. Ce fait, associé a la possibilité de représenter les criteres de
rupture sous forme tensorielle, a conduit S.W. Tsai et EEM. Wu [20] a admettre
que la rupture d'un matériau anisotrope est atteinte lorsque I'égalité suivante est
vérifiée :

Fio;+ Fjoio;=1, i,j=12,.....6 (30)
Ou les constantes Fi et F ij sont les composantes de deux tenseurs respectivement
de rang 2 et de rang 4. La notation contractée usuelle est utilisée dans cette
relation pour les contraintes rapportées aux axes des matériaux :
01 =011 =0, ,02=03 =0r , 03= 033 =07/ ,

04 = 023=0p7’ ,05 = 01307 , Og = 012=0T-

L'équation (30) s'écrit sous forme développée suivant :
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Fio11= Fyo0,+ F303+ F,0,+ F505+ Fg o0

+ Fj 02 + 2F,; 01 0y + 2F,5 0y 03 + 2F,4 01 04 + 2F,5 0, 05 + 2F,¢ 0 0

+ Fyy0% + 2F,5 0, 03+2F,, 0, 04 + 2F,5 0, 05 + 2F,¢ 0, 0 (3D
+ F330% + 2F;, 03 04 + 2F35 03 05 + 2F3¢ 03 0¢

+ F,40% + 2F,5 04 05 + 2F,4 04 0

+ Fos02 + 2Fsq 05 0 +Fge08 = 1.

Les termes linéaires Fi prennent en compte la différence éventuelle du comportement du
matériau en traction et en compression. Les termes quadratiques Fij
définissent un ellipsoide dans I'espace des contraintes et tiennent compte des
interactions entre les contraintes o; et o;.

L'intérét de la formulation développée par Tsai-Wu réside dans :
1. l'invariance de la forme de la relation (30) (dans tout changement de base) ;
2. La transformation du critére suivant les lois de transformation des tenseurs o; , g;; ou Fi,
Fij;
3. Les propriétés de symétrie des tenseurs Fi, Fij similaires & celles des constantes d'élasticité.
111.5.2.Expression des constantes :
Nous nous intéressons, dans ce paragraphe, au cas d'un matériau composite orthotrope
soumis a un état de contraintes planes dans le plan (1, 2) = (L, T). La relation (31) s'écrit alors:
Fio,+ F,0,+ Fg04+ F110% + F5,0% + Fee0? + +2F 0,0, =1,
Ou (32)
Fio,+ F,or + Fgopp+ Fi102 + Fyp0% + Fegofr + 2F 15 0, 07 = 1,
Les parameétres Fi et Fij peuvent étre exprimés a l'aide des contraintes a la rupture,
mesurées dans divers essais.
Dans le cas dun essai de traction suivant la direction L, la contrainte a la

rupture Xtest telle que(Xt = o ) :

F1Xt + F11X'12~ = 1, (33)
Et dans un essai de compression :
F1XC + F11X62- = 1, (34)
De ces deux relations, nous tirons :
1 1
= n T o
(35)

50



Chapitre 111 : Etude théorique sur les différents critéres d’endommagement.

F 1
Par analogie, nous avons de méme :
pool_1
2 = YT Yc '
(36)
1
F22 - YrYe

Dans le cas d'un essai de cisaillement dans le plan (L, T) (Figure 111.16 a), la contrainte
a la rupture s;7 est telle que :
Fe Sir+Fes Sit =1 (37)

En inversant le sens des contraintes (Figure 111.16 b), la contrainte a la rupture  S;yest telle

que :
FeSr+Fes Sift =1 (38)
Ces deux relations conduisent a :
1 1
Fo =57 T 5
(39)
F _ 1
& T st s

La contrainte a la rupture étant indépendante du signe de la contrainte de cisaillement, nous

avons :
Sir=Sir=5Sur (40)
Il en résulte que dans le cas de matériaux orthotropes :
F, =0 (41)
1
Fee = - (42)
LT
e e
L I
. =

Figure 111.16:Essais de cisaillement.
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Il reste a déterminer le paramétre de couplage Fi12. Ce parametre peut étre déterminé
dans un essai biaxial, par exemple une traction biaxiale. Un tel essai est effectué en exercant
la méme contrainte dans les directions 1 et 2 du matériau. Les contraintes sont alors : o1 =
02 = o3 les autres contraintes étant nulles. Le critére (32) s'écrit

(F, + F,)o + (Fj1 + Fo, + 2F; + F5) 0% =1. (43)

D'ou I'expression du parameétre d'interaction :

Fip = # [1 B (XLT B Xic + Y_lT B Yic) o+ (XrlXc + YT1YC) 0-2]' (44)

La valeur de Fi12 correspond a la valeur o de la contrainte mesurée lors de la

rupture dans 1’essai de traction bi axiale.

Dans la pratique, le coefficient d'interaction Fi2 peut également étre déterminé
dans un essai de traction (ou compression) a 45° des axes du matériau orthotrope.
Dans ce cas, les contraintes dans les axes du matériau sont :

Ou a5 est la contrainte de traction exercée. Le critere (32) s'écrit dans ce cas :

045

0-1 :O-Z :O-6: 5

03 =0, =05 =0 (45)

Ou a,5 est la contrainte de traction exercee. Le critéere (32) s'écrit dans ce cas : D' ou

I'expression du parametre F12 obtenue dans cet essai :

2 O45 (1 1 1 1 o2 1 1 1
R =2 - (R -t i - ) - ()| (46)
O4s 2 \Xr Xc Yr Y¢ 4 \XcXr YrYc Sir

La valeur de F12 correspond a la valeur de o,smesurée lors de la rupture dans un

essai de traction a 45°.
+ 111.5..3Critére de Tsai-Wu en contraintes planes [27] :
En tenant compte des résultats précédents, le critere de Tsai-Wu (32), dans un
état de contraintes planes, s'écrit sous la forme :

1_1 11 of , of  Oir ops OtoL _
(XT Xc) o+ (YT Yc) O + Xc Xt + YrYc + S T2F7, XrXc L. (47)
En introduisant le coefficient de couplage F;,, exprimé suivant :

U SR P XrXe Tss XrXc , XrXc)ois

Fiz = 352 {1 [XC Xr + YrYe (YCYT)] > T (1 + YTYe + S2. ) 4 } ' (48)
Ou
. _ 2 _ _ XrX, 045 XrXc | XrXc\ois

Fiy =5 {1 [Xc— X +32ererp] % + (1 Py ) ¢ } , (49)

Ou o et g,5s0nt les contraintes a la rupture déterminées, respectivement, dans un essai bi axial
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et dans une traction a 45°. Bien souvent, le coefficient de couplage F;, est considéré comme
un coefficient empirique, ajusté en fonction des résultats expérimentaux. Dans le cas ou le

coefficient de couplage est pris égal a—% :

Fi=—+ (50)

oot (s v st it =1 &
Nous retrouvons le crittre de Hoffman (45) en contraintes  planes.
Si, de plus, les contraintes a la rupture en traction et en compression sont
identiques :

Xp=X.=X, Yr=Y. =Y, (52)
le critére (48) s'écrit :

2 2 2
Sur X2
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Chapitre IV :

Formulation Eléments Finis Et Programmation.

1V.1. Introduction :

La modélisation physique de systemes mécaniques résulte généralement des équations
différentielles partielles qui ne peuvent pas étre resolues analytiquement ou qui n’ont pas une
solution exacte, pour raisons de complexité du domaine discrétiseé du probléme ou des
conditions aux limites. Ainsi, une méthode numérique doit étre employée pour la solution
approximée du probléme physique. La Méthode des Eléments Finis (MEF) est souvent
considérée comme la méthode la plus appropriée pour des études de cette nature.

La méthode des éléments finis a été établie comme un outil trés performant pour la
résolution des systemes d'analyse des structures et les sciences d'ingénieur (mécanique des
solides et des fluides, thermique ...) permettent de décrire le comportement de systeme
physique grace a des équations aux dérivées partielles.

La méthode des éléments finis et I'une des méthodes les plus utilisées aujourd’hui pour

résoudre effectivement ces équations [23].

Dans ce chapitre, nous allons présenter la formulation d'un élément fini rectangulaire (R4)
destiné a modéliser des poutres stratifies, en utilisant le principe des Travaux virtuels, qui nous

permettra de trouver le vecteur force{f}et la matrice de rigidité globale[K].

Suite a cette formulation nous avons écrit un programme en langage FORTRAN qui sera utilisé
pour calculer les déplacements et les contraintes, ensuite nous allons procéder a la validation du

programme en comparant les résultats de celui-ci avec les résultats analytiques.

IVV.2.Historique :

Bien que I’appellation de la méthode des éléments finis soit nouvelle, le concept est ancien et a
été utilisé a chaque fois qu'une solution d'un probléme réel par une méthode approximative s'est
avérée indispensable. L'origine de la méthode remonte a l'aube du XX siécle ou une technique de

subdivision d'une structure complexe en un maillage régulier de poutre élastique était utilisée.

54



Chapitre IV : Formulation Eléments Finis Et Programmation.

Dans le temps la théorie des poutres élastiques était connue et utilisée pour approcher la solution
exacte des structures. Il a fallu attendre le début des années 1940 pour que le mathématicien Courant
suggere une approche similaire a celle de la M.E.F qui consiste a subdiviser la structure en maillage
triangulaire défini par une interpolation polynomiale. Comme il manquait les ordinateurs pour
effectuer les calculs, I'utilisation de cette méthode est restée trés restreinte. Une décennie apres, La
méthode des Eléments Finis est mise au point au début des années 50 chez Boeing (Seattle, USA,
calcul des structures d'aile d'avion); on y développe le premier élément fini, sa matrice de rigidité,
I'assemblage et la résolution par la méthode des déplacements (publié par Turner, Clough, Martin et
Topp en 1956). Quant aux bases théoriques générales, alliant I'analyse des structures en barres et
poutres avec celle des solides, elles sont étudiées de 1954 a 1960 (Argyris, Kelsey), certaines idées
apparurent auparavant, en particulier chez les mathématiciens pour résoudre divers problémes aux
limites, par exemple celui de la torsion de Saint-Venant en divisant la section en triangles, mais elles

restérent sans suite.

A partir de 1967, de nombreux livres sont publiés sur la méthode des éléments finis, signalons en
particulier ceux de Zienkiewicz, Gallagher, Rockey. La méthode des éléments finis est trés répandue

dans les industries, en particulier en construction aéronautique, aérospatiale, navale et nucléaire.

Dés 1970, la méthode envahit tous les domaines de I’ingénierie et des mathématiques appliquées.
Il faut ajouter que son essor est, des le début et jusqu’a aujourd’hui encore, indissociable de celui des

ordinateurs [24].
1V.3.L’élément utilisé :

L’¢élément utilisé est un élément rectangulaire de (24) degrés de liberté. La figure montre la

géométrie de I’¢lément utilise, les dimensions (a, et b) et 1’épaisseur (t).

Xa

T's 3]
{2 ‘
Ll 2

T J ¢

a 1

Figure 1V.1: élément plaque rectangulaire.
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1V.4. fonction de déplacements de I’élément :
L’¢élément posséde quatre (4) nceuds avec (6) degrés de libertés chacun, ces degré de liberté sont :

- Deux degrés de liberté dans le plans (x, y) qui sont (u, v).

2
. N . ) ow ow 0w
- Quatre degrés de liberté hors plans qui sont : (w, ox '3y’ ox ay)'

+« En membrane :

u(x,y) =a, +a, x + as yta, xy (1)
v(x,y) = as + ag x + a; ytagxy

En peut écrire ces équations sous forme matricielle :

(X1
az
as
{u(x,y)}_[ 1 x y xy 0 0 0 O]<a4>
v(ix,y)) L 0 0 0 O 1 x y xyl)as
Qe
ay
\ag/
u 10000000 ,
Noud (1) 1 (x=0,y=0) = {;,1}=[¢ 0 o 1 ¢ ¢ ol (@} i=18
u 1a000000 .
Noud (2): (x=a, y=0) = {,,/}=[) 0 0 ¢ 1 ¢ o o) (e} =18
u lab ab000O0 .
oty ({41 2,000 ] 15
u 10b000O0O
Noud (4) - (x=0, y=b) —> {vi}:[o 00010h o] lag}i=18
(U1
U1
U
v
{8tex1 = [Xlaxs {@idex1 = {@idax1 = [X]gxs {Omlex1 et {5} =1 ui >
V1
Uy
\ U,/

u(x,y)) [ 1 x y xy 0 0 0 0 1 e
{v(x,y)}_[ 00 0 O 1 x y xy [X]™" {673
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{u(x,y)}
v(x,y)
X y Xxy X xy xy
a b+ab+1 0 a ab 0 ab
= X y xy X Xy Xy
0 a b-l_ab-{_1 0 a ab 0 ab
N, 0O N, 0O N 0 N, 0
u(x,y) 1 2 3 4
{v(x,y)}= 0 NO N, O N, 0 N, |{6)
Calcule les déformations :
9 0
0 Oy
T 0 tuxy)
0 )
e(x, =< & = 0 - { }
{( y)} 9;)/ ay v(x,y)
Vay o 9
d, Oy
010 y0 00 O
{e(x,y)}=(0 00 0 00 1 XI{ai}*{S(x,y)}=[Q]{ai}
001x 001 vy
{e(x, )} = [QIIX]7' {65} = {e(x, y)} = [Bn {65}
alor :
[Brm]
y 1 vy y
a+ab 0 a ab 0 ab 0
0 1. = 0 * 0
= b ab ab ab
1 x 1+ X 1 vy X y
b ab a ab ab a ab ab ab




Chapitre IV : Formulation Eléments Finis Et Programmation.

- N, N, dN, N,
ox 0 . 0 = Y o 0
. aN, . N, ON; . . oN,
[Bm] = dy dy dy dy
N, N, AN, 0N, ON; 0N, 9N, N,
| Jy d0x Jdy Ox dy d0x dy 0x

Donc la matrice[B,,] relie les déformations membranaires avec les déplacements nodaux :

+ En flexion :
W(x, y)

C[ar+a, x4+ azy+ay x* + asxy + agy® + ax3 + agx’y + agxy? +ag0y3+ag,x3y?
Foy,x2y2 + ap3x ¥3 + aax3y? + asx?y3 + agex3y3

W(x,y) ={p(x y) } {a}"
avec
{a}" ={a; a; a3 a, as aga; ag ag a1g a1y A1z A1z Ayy A5 g6}
ey} ={1xy x*xy y? x* x?y xy* y° 2y x*y? xy°x°y?  x%y° x°y°}
L’¢lément plaque nécessite donc quatre degrés de liberté par nceud

(Wi Y
aWi
0x
{w} =4 awi % i=14
oy
azwi

\dy ny

Ce qu’explique I’introduction de la dérivée seconde par apporta x et y.
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( w(x,y)
ow(x,y)
dx
{ owlx,y) }
dy
%w(x,y)
\ dyxy J
i ox y 22 xy 2 2% 2% xy2 ¥3 3y 12y xy® x%y% 2%° 1%y
|01 02x y 0 3x% 2xy y* 0 3x%y 2xy* y3 3x%y? 2xy3 3x%y3 ()
o0 1 0 x 2y 0 x% 2xy 3y? x3 2x%y 3xy?2x3y 3x2y23x3y2|" "
0 00 0 1 0 0 2x 2y 0 3x?4xy 3y?6x%y 6y*x 9x2y?

Neeud (1) : (x,=0, y=0)

r W1
ow,
ox

AL
dy

02w,

\9y xy]

1
SO O
(=N e N}
O OO
(=N e NN}
(=N e NN}
(=N NN
(=N NN
(=N NN
(=N e NN}
(=N e NN
(=N e e e}
(=N e NN}
(=N e NN
(=N NN}

0
8 (o,},i=1,16
0

SO O

Neeud (2) : (x=a, y=0)

r W2
aWZ 1
ox

{ dwz 0

ady 0

62W2 0

\oy xy/
Neeud (3) @ (x=a, y=Db)

Q

{oc,),i=1,16

o O R Q
o, OO
o oN
Q
_Q OO
oo O O
©C O waga
N
oo oo
el eNele
oo oo
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NER

dw,

ox

{ Ows 1

dy

0%w;

\dy xy
1 a b a®? ab b* a® a?b ab? b® a3b a?b? ab® a®b? a?b® a®b3

_ | 0 1 0 2a b 0 3a* 2ab b* 0 3a®b 2ab* b* 3a*b* 2ab*® 3a’b? (o), i
0 0 1 0 a 2b 0 a? 2ab 3b? a® 2a?b 3ab?2a3b 3a?b? 3a3b? t
0 0O 0 01 0O 2a 2b 0 3a? 4ab 3b? 6a’b 6b%*a 9a’b?

=1,16

Neeud (4) : (x=0, y=b)

e 019001920001930000001I

ox 2 3

$%L=|o 100 b 0 00 5°0 0 05000 |55
|5 [ {00 10 0200003°0 00000 |

>w.) lo 00 010002 0 0 03°000]

{615}1@(1 = [Xli6x16{@i}16x1 = {“i}16x1:[X]_116x16 {6;}16><1

w(x,y)} = {pCe X158}
> witny) = (1-35+2%) (1—3Z—;+2Z—2)W1+<—x(§—1)2> (1-35+2%) 0. +
(=354 25)y (G-1) o+ (2 (1) )y (G-1) o
> wixy) = (32—2—22—2)(1—3Z—z+2i—z)wz+<—x(z—z—§)> (1‘3§+2§)9x2 +

(5-22)y (1) 00+ (-+(E-9)r(¢-1) 0

> Wit = (35 -25) (5 - 25w+ (—x(5-2)) (35 - 23) e+

(5-22)y (=D 0+ (x(5-9)y G- s
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> wix,y) = (1—32—2+22—2)(32’—2—2§)w4+<—x(§—1)2>(3§—z—2i—z)9,{4+

(354220 (2o (D

{W(x, y)} = [N1 NZ N3 N4 TR N13 N14_ N15 Nlﬁ]{(?fe} et
T
{67} ={W1 6x10y1 Oxyr oo oo e e Wy Oyg 634 Oryg }
e Relation cinématiques :

L’élément utilise est basé sur la théorie de Kirchhoff, alors les déplacements ans le plan et hors le

plans sont données par :

a
u(x,y,z) = —Z%
Ow
v(x,y,z) = —z2=
y

Les déformations sont données par :

oy 0w
Ex = a—x = — W = ka
0, 0w "
&y ay azy ZRy
2 Ou + O 2 0w k
£ = — — = 27— =7
Xy 0, Oy 0,0, Y
Avec k, , kyet k,, sontles courbures.
(%W [ 22 ] [ 22p&y)}
0%x | 02x | | 9%x
32w 92 _ 9%{p(x,y)} _
(G}=—1 55 ¢ = —[ 7% rp(x,y)m Hor} = —[ oy | X7
92w 92 0% {p(x,y)}
2 2 22—
k axay) axay axay

{ a6} = [Qawas[XTrdars {05}, = [B/], ., (67}
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Loi de comportement :
D’apres Berthelot les résultant des forces les moments de flexion et de torsion sur un stratifié

sont définis par :

N, Ay A, AgB, B, By ] & R [—] h _h

Ny A, Ap AgBy, By By o A= ; Qi k(N =fs)-

N,y _ As Az AsBer Bg, Bgg 7’Sy ou B. = ii[Q—] (h% —h%s). (4.10)
M, B, B, BiDy Dy, Dk, = Al

My B, By ByDi, Dy Dy k, D. — i[Q_] (h% —h3.1)-

M, | LB Ba BgDig Dy Dgg Ky Yotk

=15 olE)
M B DI\K
Détermination de la matrice de rigidité
L’¢énergie potentielle totale de déformation d’une plaque soumise a un chargement transversal
répartie a travers sa surface est donnée par :
T=u+v
La configuration d’équilibre est définie par la minimisation de 1’énergie potentielle totale qui
signifie I’annulation de sa premiére variation.
om=0u+6V=0

Travail virtuels des efforts :

(90 {[Ba1"[A11By] + (B " [B1[Bf] + [Bf] [B) [Bnl + [Bf] (D] [Bf] } {8}dis
On pose

(€] = {[Bul[AI[Bn] + [Bu]"[BI[B;] + [Bf] (B [Bu] + [Bf] (D1 [Bf] }ds
La matrice [K€] pute étre écrite sous la forme :
(K] =[kf] + [k3]+[k3] + [K£]
Avec :
[k£] =[B,]T[A][B,,] : Matrice de rigidité élémentaire membranaire.
(k5] :[Bm]T[B][Bf] : Matrice de rigidité élémentaire de couplage membrane-flexion
[k£] :[Bf]T[B] [B,,] : Matrice de rigidité élémentaire de couplage flexion- membrane
[k¢] = [B;]" [D] [By]: Matrice de rigidité élémentaire de flexionnelle.

Le travail virtuel s’écrite.
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Su = {86} [K°]{8}
- [K*€] est la matrice de rigidité élémentaire ; la matrice de rigidité globale de la
structure s’obtient par assemblage des matrice de rigidité élémentaire.
e Travail virtuels des forces extérieures
Soit [058] e vecteur des déplacements virtuel, alors le travail des forces appliquées a
év = {86} {f°}
En équilibre, les travaux virtuels égaux, alors on aura :
ou = 6v
{06} [K°]{6} = {a6}" {f*}
Ce qui permet ‘obtient I’équation d’équilibre suivante :
[KH{oHf*}
Apres assemblage , on obtient 1’équation d’équilibre globale
[kc]{66H/c}
Ou [kg] est la matrice de rigidité globale, {&;}est le vecteur déplacement globale et

{f¢Jest le vecteur force global .

IV.5. Les étapes a suivre afin de calculer la charge de rupture :

1-calculer les valeurs e la matrice de rigidité réduite [Q] pour chaque pli, a I’aide e ses

quatre modules élastiques E;, E,, E,, V1, etG;,.

2-trouve les valeurs de la matrice rigidité réduite transformée [Q] pour chaque pli, en
utilisant la matrice calculée a I’étape 1 et I’angle du pli.
3-Avoir I’épaisseur t; , de chaque pli, trouver les coordonnées de la surface supérieure et

inférieure h;, i=1...., n, de chaque pli en utilisant 1’équation suivant :

=3,
k=1
L’emplacement du plan médian est h/2, a partir de la surface supérieure ou inférieure du
stratifié. La coordonnée z e chaque surface de pli k (supérieure et inférieure) est donné par:
lLplil:

hy = —% (Surface supérieure).

h, = —% + t, (Surface inférieure).
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2.plik: (k=2,3,...,n-2, n-1)

k=1
hy_q1 =— g + >t (Surface supérieure).
-1

k=1
hy =— 2 + ) t (Surface supérieure).
-1

3.plin:

h ;.
hy_q = 5~ (Surface supérieure).

k=1
h, =— 2 + >t (Surface supérieure).
1

] 1 KD
h,| § 2
h,( ¢ 3 h/2
h 1
2 h,
i b — I Mid-plane
] hx t, : k
ksl hiZ gz
h,_,
oy o i I

Figure 1V.2: L’emplacement des plis dans un stratifié [2].

Considérons un stratifie composé den couches comme illustré a la figure 2.chaque couche a

une épaisseur t;. Donc, I’épaisseur totale de ce stratifié < h’ est:

.
k=1

4. utilisez les matrices de rigidité transformée de 1’étape 2 et I’emplacement de chaque couche, de
I’étape 3, pour trouver les trois matrices de rigidité [A], [B] et [D].

5. Remplacer les valeurs de la matrice de rigidité trouvée a 1’étape 4 et les force et les moments

(=15 ol{%)

6. Résolvez les six équations simulation pour trouver les déformations et les courbures du plan

appliqués dans 1’équation suivant :

moyen.
7. Maintenant que I’emplacement de chaque couche est connu, trouver les déformations globale dans

chaque couche en utilisant 1’équation suivant :
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&x 899 kx
0

Ey ¢ = Ey +z ky
0

Vay Eyx kxy

8. Pour trouver les contraintes globales, utilisez la relation contrainte —déformation:

Oy &y
{Uy } = [Q] { &y }
Txy Yxy

9. Pour trouver les déformations locales, utilisez 1’équation de transformation suivant:

81 gx
)/12/2 ny/z
10. Pour trouver les contraintes locales, utilisez 1’équation de transformation suivant:

01 Oy
)
T12 Txy

D’aprés avoir les contraintes locales dans chaque couche, nous pouvons utiliser 1’un des
critéres de rupture afin de calculer la charge admissible. Dans ce travail nous allons utiliser le

critére de Tsai-Wu.
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1VV.6. Validation de I’élément :

Dans cette partie, nous allons étudier I’efficacité de 1’élément proposée et montrer qu’il est

efficace pour étudier plus tard le comportement a la rupture des poutres stratifiées.

Dans ce travail, nous allons comparer les résultats du déplacement obtenues utilisant le
programme avec les résultats obtenus analytiquement. En ce qui concerne les résultats analytiques,

on a fait appel a des logiciels de calcul, pour faciliter les taches.

Figure 1V.3: Géométrie de la poutre.

IV.6.1. Poutre isotrope encastrée a coté et libre a I’autre:

La premiére structure est une poutre isotrope encastrée a coté et libre a 1’autre, chargée par une
charge concentrée (p) a l’extrémité libre, avec une stratification symétrique [0/F45/90]; (8

couches) dont les dimensions et les propriétés mécaniques sont regroupées au (tableau 1V.1).
p=100 N

1

b=20

L=100

Figure 1V.4: Poutre isotrope encastrée a coté et libre a I’autre.

Tableau IV.1 : Propriétés géométriques et mécaniques de la premiére poutre test.

40 1 0.6 025 | 20 100 1 8

hi : est I’épaisseur de chaque couche.
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Chapitre IV : Formulation Eléments Finis Et Programmation.

Les valeurs du déplacement sont calculées theoriquement par la relation suivante :

pl°
w =
3Eeql
12 . 3 e . .
avec: Egq = Gpr. D3i; =0.905370588x 10~ (I’inverse du premier terme de la matrice de
11
rigidité [D]).
Tableau 1V.2 : Déplacement maximum pour une poutre isotrope.
Maillage Déplacement w Erreur(%)
4*2 -0.15315E+04 0.3904
6*2 -0.15364E+04 0.0651
8*4 -0.15390E+04 0.1301
10*4 -0.15400E+04 0.1952
Déplacement analytique -0.1537E+04

Pour différents maillages, la convergence du déplacement obtenu est regroupée dans le tableau (1V-2)

et tracée sous forme de graphe (figure 1V.4).

1541

1540
1539
1538

=)
E’ 1537 B ;,/ O—
Y 1536
i) / =@=Présent élément
& 1535
© / == Analytique

1534 /

1533 /

1532

¢
1531
0 10 20 30 40 50

Nombre d’éléments

Figure IV.4 : Convergence du déplacement pour une poutre isotrope encastrée a

coté et libre a ’autre.

D’apres les résultats donnés par 1’étude analytique du déplacement et les résultats obtenus par notre

élément, on peut constater que les résultats sont proches.
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Chapitre IV : Formulation Eléments Finis Et Programmation.

IV.6.2. Poutre composite stratifiée sous une charge thermique:

Dans cet exemple, on considére une poutre stratifiée croisé symétrique constitué (figure 1V.5) de 3
couches unidirectionnelles de 1 mm d’épaisseur et simplement appuyée 2 cotés, avec une

stratification [0/90/0].

1 mm

. - )
2 - ) 0° ( I lmm |/A=3mm
\

-—

Figure IV .5: Poutre composite stratifiée [0/90/0].

Les dimensions géométriques et les propriétés mécaniques de cette poutre sont regroupées au
(tableau 1V.3).

Tableau 1V.3 : Propriétés géométriques et mécaniques de la deuxieme poutre test.

EL ET GLT ULT b h a; ar

45 10 4.5 031 | 20 3 5% 107 20 x 107°

La polymérisation du stratifié a été effectuée a une tempeérature de 120 °C. Nous voulons
déterminer les contraintes résiduelles a la température d’utilisation de 20 °C. Rapportées aux axes des

matériaux des couches, les constantes de rigidité des couches sont:
Q;; =45982GPa , Q;, =3.168GPa,Q.s=0

QZZ = 10,218 GPa ) Q26 = O y Q66 = 4'5 GPa .

Les matrices de rigidité des couches s’expriment alors suivant :

Qll QIZ 0 QZZ Q12 0
Qo(’:[le Q2 O ], QgOOZ[le Qi1 O ] (4.9)
0 0 Qs 0 0 Qes

La relation (4.11) permet d’exprimer les déformations d’origine thermique

dans la couche a 0° :

Exx cos?0 sin%0 £
&y|=| sin?*0 cos?0 [s* ] (4.10)
Yxy 2sin@ cos® —2sind cosfl %2
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Chapitre IV : Formulation Eléments Finis Et Programmation.

*

Exx 10
* a
gy| = [0 1] [ o] AT,
* T
Yxyl,, 10 O
soit:
Exx a, AT
Eyy = | arAT|.
y}y 0° 0
De méme, pour les couches a 90°:
Exx a, AT
Eyy = aTAT].
y}y 90° 0
hi
(Ny , My) = Z (Q{lg;*tx + Q:’sz;y + Q16y;y)k(1' z)dz
k=1 Rp-1

* * h ! * ! * ! *
(N ,My) = Yk=1 fhkk_l(anxx + Q228yy + Q26ny)k(1rz)dz

n
hy
(Niy Miy) = D" | (Qhetin + Qhetsy + Qiatiy), (L)

k=1" -1

Les résultantes d’origine thermique, déduites des relations (4.14), s’écrivent :
i} h
Ny = [(Q11 + 2Qq2)a; + (2Qz2 + Qi2)ar] §AT,

Ny = [(Qz2 + 2Qq2)ar + (2Qq1 + Qq2)a;] SAT,
Ny, = 0 (Résultant de Q6 = Q26=0 et y%,=0).
Les moments sont nuls du fait de la symétrie du stratifié:
M;=M; =Mz, =0
L’application numérique conduit a:

Ni=733,7AT , N; =806,7AT , (AT = 1).

(4.11)

(4.12)

(4.13)

(4.14)

(4.15)
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Chapitre IV : Formulation Eléments Finis Et Programmation.

Pour un maillage de 10x4, les déplacements obtenus sont regroupés dans le tableau (1V-4).

Tableau 1V.4 : Comparaison des efforts obtenus numériquement et analytiguement.

Maillage 10*4 Effort N} Effort N Erreur(%)
Présent élément 733,7 806,7 0
Analytique 733,7 806,7 0

D’aprés les résultats donnés par 1’étude théorique des efforts et les résultats obtenus par notre
élément, on peut constater que les résultats sont identiques. Ces résultats montrent la performance de

I’élément utilisé.

IV.6.3. Poutre stratifiée simplement appui a coté et libre a I’autre chargée par une charge de

traction.

La quatriéme structure test est une poutre composite stratifiée avec quatre couches, chargée
par une charge membranaire N,=100 N/mm, dont les dimensions et les propriétés mécaniques sont

regroupées au (tableau V.1). L’épaisseur de chaque couche est 1 mm.

N=100

— 1000 =

Fige IV. 6 : Poutre composite simplement appui a coté et libre a 1’autre chargé par une charge de
traction.

Tableau 1V.5 : Propriétés géométriques et mécaniques de la poutre test.

E, E, G,, vy, N, L h b L’orientation
(MPa)  (MPa) (MPa) (N/mm) (mm) (mm)  (mm) des fibres
141000 9340 4500 0.35 100 1000 4 100 [0/90]s

X, Y X Y S

c c

(MPa) (MPa) (MPa) (MPa) (MPa)

1500 180 1000 240 150
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Dans cet exemple, notre poutre soumise a une charge de traction varie de 100 & 3500 N/mm.

Tableau IV.6: Variation du coefficient de rupture dans chaque couche — la charge appliquée est 100.

Charge Rupture ?
Couche Coeff de
rupture Oui Non

100 TOP1 3357.2163 X

BOT1 3357.2163 X

TOP2 5678.898 X

BOT2 5678.898 X

TOP3 5678.898 X

BOT3 5678.898 X

TOP4 3357.2163 X

BOT4 3357.2163 X

a a, LTH Failure Criteria RF in Failure Type

0,459 0,01 0,0 Tsaiu 3357,216 Failure
0,459 0,01 0,0 Tsaiu 3357,216 Failure
-0,01 0,031 -0,0 Tsailiu 5678,899 Failure
-0,01 0,031 -0,0 Tsailiu 5678,899 Failure
0,01 0,031 -0,0 TsaiWu 5678,899 Failure
0,01 0,031 -0,0 TsaiWu 5678,899 Failure
0,459 0,01 0,0 TsaiWu 3357,216 Failure
0,459 0,01 0,0 TsaiWu 3357,216 Failure

Tableau IV.7 : Variation du coefficient de rupture dans chaque couche — la charge appliquée est

3500.
Charge Couche Coeff de Rupture ?
rupture
Oui Non
3500 TOP1 0.959 X
BOT1 0.959 X
TOP2 1.623 X
BOT2 1.633 X
TOP3 1.623 X
BOT3 1.623 X
TOP4 0.959 X
BOT4 0.959 X
= s Tl Failure Criteria RF_ . Failure Type
164942, 732 33,387 0,0 Tsaiviu 0,959 Failure
164942, 732 33,387 0,0 Tsaiviu 0,959 Failure
-33,387 107,268 -0,0 Tsaiviu 1,623 Failure
-33,387 107,268 -0,0 Tsaiviu 1,623 Failure
-33,38 7| 107,268 -0,0 TsaiViu 1,623 Failure
-33,387| 107,268 -0,0 Tsaiviu 1,623 Failure
1542, 732 33,387 0,0 Tsaiviu 0,953 Failure
1542, 732 33,387 0,0 Tsaiviu 0,953 Failure
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D’aprés les tableaux, on peut observer que :

- Lacharge de rupture est 3500 N/mm, pour une plaque composite [0/90]s et le déplacement
correspondant est 11.56802.

- Les couches endommagées sont les couches numéro 1 et 4.

- Les résultats numériques obtenus en utilisant notre élément sont identiques aux ceux obtenus

analytiquement en utilisant un logiciel pour les calculs analytiques.

IV.6.4.Poutre stratifiée simplement appui a coté et libre a I’autre chargée par une charge
meécanique et thermique:

La derniére poutre que nous présentons ici, est analogue a celle étudiée a la section précedente, ce
que veut dire que les propriétés mécaniques et geométriques sont celles présentées au (tableau 1V.5).
Mais dans ce cas, la poutre soumise & une variation de température. A travers ce test, nous souhaitons
analyser I’influence de la variation de la température sur les mécanismes de rupture. Dans cet
exemple, notre poutre soumise a une variation de température varie de 100 a 790. La poutre est aussi
chargée par une charge de traction Ny=100 N/mm.

Les coefficients de dilatation sont : 0;=1.0*10°, 0,=3.5*10"

Pour une variation de température AT = 100

Tableau 1V.8: Variation du coefficient de rupture dans chaque couche — la variation de température
appliquée est 100.

Charge Variation Couche Coefficient Rupture ?
mécanique thermique de rupture
Oui Non

100 100 TOP1 7.819 X
BOT1 7.819 X

TOP2 7.835 X

BOT2 7.835 X

TOP3 7.835 X

BOT3 7.835 X

TOP4 7.819 X

BOT4 7.819 X
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Pour une variation de température AT = 790

Tableau 1.9 : Variation du coefficient de rupture dans chaque couche — la variation de
température appliquée est 790.

Charge Variation thermique Couche Coeff de Rupture ?
mécanique rupture

Oui

Z
o
S

100 790

X!

X | X

X

X
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Formulation Eléments Finis Et Programmation.

Pour une variation de température AT = 500

Tableau IV.10 : Variation du coefficient de rupture dans chaque couche — la variation de
température appliquée est 500

Charge mécanique Variation thermique Couche Coeff de rupture Rupture ?
Oui Non
100 500 TOP1 1.565 X
BOT1 1.565 X
TOP2 1.5658 X
BOT2 1.5658 X
TOP3 1.5658 X
BOT3 1.5658 X
TOP4 1.565 X
BOT4 1.565 X
T o, LT Failure Criteria RF in Failure Type
235,35 -225,471 -0,0 Teaiviu 0,991 Failure
225,95 -225,471 -0,0 TeaivWu 0,991 Failure
225,471 -225,45 0,0 TsaitWu 0,991 Failure
235,471 -225,45 0,0 TsaitWu 0,991 Failure
235,471 -235,45 0,0 TsaitWu 0,991 Failure
235,471 235,45 0,0 TeaitWu 0,991 Failure
235,35 225,471 -0,0 TsaitWu 0,991 Failure

D’apres les tableaux, on peut observer que :

La variation de température causée la rupture est 790, pour une poutre composite [0/90]s.

Toutes les couches de la poutre ont été endommagé a la fois, par contre pour une poutre

soumise uniquement a une charge de traction, que les couches 1 et 4 ont été endommagé.
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Conclusion générale

CONCLUSION GENERALE

L’objectif du présent travail est d’étudier numériquement I'effet de la température sur

L’endommagement des poutres stratifiées.

L’élément utilisé est un élément fini rectangulaire a 4 nceuds. Chaque nceud possede 4 degrés
de liberté. Utilisant la théorie Classique des Stratifiés. Dans ce contexte, on va essayer de
déterminer la température critique qui cause la rupture de ces poutres. D’autre part,

plusieurs parametres, tels que I'orientation des fibres et la stratification des couches, seront

étudiés afin de déterminer leur influence sur la valeur de la température critique. Dans le

cas des poutres isotropes, on a constaté que le programme donne des bons résultats qui

convergent mieux vers la solution analytique pour différents maillages.

Les résultats ont montré que la présence d'ouverture dans certaines conditions d'appuis change
la valeur de fréquence fondamentale des plaques dans tout les parameétres étudiés.

Cette étude a permet de tirer les remarques suivantes :
A partir de cette analyse des remarques sont obtenus :

D’apres les tableaux, on peut observer que :

- La charge de rupture est 3500 N/mm, pour une plaque composite [0/90]; et le
déplacement correspondant est 11.56802.

- Les couches endommageées sont les couches numéro 1 et 4.

- Les résultats numériques obtenus en utilisant notre élément sont identiques aux ceux
obtenus analytiqguement en utilisant un logiciel pour les calculs analytiques.

- La variation de température causee la rupture est 790, pour une poutre composite
[0/90]s.

- Toutes les couches de la poutre ont été endommagé a la fois, par contre pour une
poutre soumise uniguement a une charge de traction, que les couches 1 et 4 ont été

endommage.
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