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RESUME

La conception des plagues composites stratifies nécessite généralement une bonne
compréhension et une modélisation adéquate de I'endommagement jusqu’a la rupture.
L’objectif principal de ce travail est de déterminer numériquement, en utilisant un éléement
fini rectangulaire, le comportement a la rupture en flexion des plaques stratifiees. Dans la
présente investigation, on va utiliser le critere de rupture de « Tsai-Wu » afin de déterminer la

charge ultime qui peut supporter ces plaques et aussi les sites d’endommagement.

D’autre part, plusieurs parametres, tels que I'orientation des fibres, la stratification des
couches et les types de supports ‘conditions aux limites’, seront étudiés afin de déterminer

leur influence sur le comportement a la rupture de ces structures.

Mots Clés : Plaques composite stratifiées, Endommagement, Elément fini, Flexion, Tsai-Wu.



ABSTRACT

The design of laminated composite plates requires generally a good understanding and
an adequate modeling of damage. The main objective of this work is to determine
numerically, by using a rectangular finite element, the failure behavior of laminated
composite plates under bending loading. In the present investigation, we will use ‘Tsai-Wu’
failure criteria in order to determine the ultimate load that can be carried by these plates and
also the damage locations. On the other hand, several parameters, such as fiber orientations,
stacking sequence and boundary conditions, will be studied in order to determine their effect

on the failure behavior of these structures.

KEY WORDS: Laminate plates, Damage, Finite element, Bending, Tsai-Wu
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Introduction Général

De nos jours les matériaux composites sont devenus incontournables et commencent peu a
peu a étre une alternative aux matériaux classiques, grice aux avantages qu’ils présentent. En
effet, leur résistance et leur rigidité spécifiques rendent leur utilisation prend de I'ampleur
dans presque tous les domaines de construction et de I'industric. Cependant ce type de
matériaux posseéde des comportements trées complexes dus a leur hétérogénéité et leur

anisotropie prononcé.
Problématique :

Un matériau composite est I’assemblage d'au moins deux matériaux non miscibles et de
nature différente la plupart du temps les matériaux composite est Hétérogene et Anisotrope.
L’un des avantages principaux des matériaux composites, on site par exemple « orientation
des fibres». Ce dernier permettre d’augmenter les propriétés mécaniques de la structure au

méme temps cette caractéristique peut créer des problemes qui conduit a I’endommagement.

La conception des plagues composites stratifiées nécessite généralement une bonne

compréhension et une modélisation adéquate de I'endommagement jusqu’a la rupture.
L’objectif :

L’objectif du présent travail est d’étudier numériquement, en utilisant la méthode des
éléments finis, le comportement a la rupture en flexion des plaques stratifiées. Dans la
présente investigation, on va utiliser I'un des critéres de rupture disponible dans la littérature
afin de déterminer la charge ultime et les sites d’endommagement. D’autre part, plusieurs
paramétres, tels que l'orientation des fibres, la stratification des couches et les conditions aux

limites, seront étudies afin de déterminer leur influence sur le comportement a la rupture de

ces structures.

Organisation des chapitres :

Notre travail est divise en cing chapitres :

% Le premier chapitre a pour but de présenter une bibliographie qui comporte des
genéralités sur les matériaux composites ainsi que des spécificités sur les plaques

stratifiées.



% Dans le deuxieme chapitre, nous allons présenter une étude théorique générale sur le
comportement mecanique des plaques stratifiees. Nous allons aussi presenter la
relation fondamentale qui décrit la loi du comportement d’une plaque stratifiée.

% Le troisieme chapitre a comme but de présenter les différents criteres
d’endommagement disponible dans la littérature afin d’analyser le comportement a la
rupture des plaques composite stratifiées.

X/
X4

% Le quatrieme chapitre comportera une formulation mathématique dans laquelle on
utilisera un élément de type plaque ainsi qu’un algorithme présentant les différents
étapes de programmation de cet élément. Cet élément fini sera ensuite validé par une

comparaison avec des resultats analytiques.

*
°e

Dans le dernier chapitre, on va analyser et exploiter les résultats donnés par

I'élément en changeant les différents parametres du matériau étudie.

Enfin une conclusion sur les principaux aspects abordés dans cette étude.
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Chapitre | : Généralités sur les matériaux composites

Chapitre | : Genéralités sur les materiaux
composites

1.1 Introduction

La technologie moderne essaie & plusieurs fois de concevoir aux matériaux de
construction une bonne rigidité, une haute résistance mécanique, une ténacité élevée et une
grande légére. Dans ce méme contexte l'ingénieur désire, dans un grand nombre de situation,
concevoir des structures présentant un rapport performance /masse, le plus élevé possible.
Pour atteindre ces performances, il recherche toujours des matériaux ayant des
caractéristiques spécifiques élevées .Les matériaux répondant a ce critere tels que le verre
le carbone, le bore ....sont trés fragiles, un petit défaut suffit pour amorcer la rupture totale de
la structure.

Pour pouvoir réaliser des structures suffisamment tolérantes aux dommages, il est
nécessaire d'utiliser des matériaux renforcés par des fibres qui sont liées entre elles par une
résine .Aucun matériau classique ne permet de combmer ces caractéristiques d’ ou la
nécessite de ['utilisation des matériaux composites, les matériaux sandwichs et les matériaux
Intelligents.

1.2 Historique

Historiquement, le concept de renforcement a base de fibre, est trés ancien ; il a été utilisé

par les Egyptiens dans la construction, par I'introduction de la paille dans de I’argile.

—
| —



Chapitre | : Généralités sur les matériaux composites

En 1942, le premier bateau a base de fibres de verre a wu le jour, et les plastiques
renforcés ont fait leur apparition dans les applications aéronautiques et les composants
électriques. Les fibres de carbone et de bore a haute résistance étaient introduites au début des
années 60, et ont été utilisées dans les composites a haute performances en 1968. Quant aux
composites a matrices métalliques, tels que le bore/aluminium, ils ont été introduits dans les
années 70. Par la suite, il y a eu le développement des fibres de Kevlar (aramide) en 1973. A
la fin des années 70, les applications des matériaux composites ont pris des plus d’ampleur, et
ont touché les constructions aéronautique et automobile, les équipements sportifs et 1'industrie

biomédicale.

Les années 80 par contre ont été marquées par une augmentation spectaculaire de
I'utilisation des fibres a haute performances. Actuellement, Paccent est mis sur le
développement des composites destinés aux applications a hautes températures, tels que les

composites a matrice métallique, a matrice céramique et carbone/carbone [1].
.3 Qu’est-ce que c’est qu’un matériau composite ?

Un composite est un matériau hétérogene, forme d'au moins deux matériaux
Non miscibles (mais ayant une forte capacité d’adhésion) de nature différente .Ces matériaux
sont disposés selon une organisation géométrique, qui confere au composite des propriétés

supérieures a celles des constituants pris séparément [2].

Un matériaux composite est constitué d'une matrice et d'un renfort, constitué de fibres.
Lorsque le matériau composite est non endommagé, les renforts et la matrice sont
parfaitement liés et il ne peut pas y avoir ni glissement ni séparation entre les différentes
phases, .Les renforts se présentent sous forme de fibres continues ou discontinues. Le réle du
renfort est d’assurer la fonction de résistance mécanique aux efforts, La matrice assure
quant a elle la cohésion entre les renforts de maniéere a répartir les sollicitations
mécaniques. L’arrangement des fibres, leur orientation permettent de renforcer les propriétés

mécaniques de la structure [3].

1.4 Définitions de base :

v" Homogene : mémes propriétés physiques en tout point du matériau.
v Hétérogéne : propriétés physiques differentes d’un point & un autre

v Isotrope : mémes propriétés mécaniques dans toutes les directions.

—
| —



Chapitre | : Généralités sur les matériaux composites

v Orthotrope : propriétés mécaniques Symétriques par rapport a 2 plans de
symétrie.

v Anisotrope : lanisotropie est la propriété d'étre dépendant de la direction.
Quelque. chose d'anisotrope pourra présenter différentes caractéristiques selon

son orientation.

Un matériau composite est la plupart du temps Hétérogene et Anisotrope [4].

1.5 Avantages et lesinconvenients des matériaux composites :

Les avantages des matériaux composites se presenter en :

v’ Possibilité¢ de dimensionner les structures « au juste besoin » avec des propriétés
élevées uniqguement dans les axes de chargement.

v Possibilité de fabriquer des matériaux avec des propriétés particulieres (coefficient de
Poisson négatif, dilatation quasi-nulle...).

v’ Possibilité de réaliser des structures de formes complexes réduisant ainsi les codts
d’assemblages.

v" Importantes rigidités et résistances spécifiques afin de concevoir des structures hautes
performances tout en réalisant des gains de masse par rapport aux solutions
métalliques précédentes.

v Faible sensibilité a la fatigue.

v Faible sensibilité¢ ala corrosion [5].

Toutefois, un certain nombre de désavantages sont associés aux matériaux composites :
v" e coltt de fabrication est supérieur a celui des matériaux traditionnels.
v' les matériaux composites présentent une forte sensibilité aux singularités
géométriques (de type trou, entaille...) constituant des maillons faibles au sein de la
structure.

Néanmoins, les avantages des matériaux composites rendent son utilisation rentable, de par
I'augmentation de la vie de la structure [6].

1.6 Eléments constituants d’un matériau composite :

D’aprés Berthelot (2010), un matériau composite plastique : association de deux
constituants est indiquée sur la Figure (I-1) suivante :

—
| —
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Matrice

Figure (I-1) : Représentation schématique d'un matériau composite [1].

> Le renfort :

rigidité). Souvent de nature filamentaire. La classification

de

des types

couramment rencontrés est indiquée sur la Figure (I-2).

Organiques .r'l |  Inorganiques
‘ Polyesters I | Aramides | I\.l[lneraux{ ﬁ
| Céramiques ] ‘ Métalliques Bms Coton
*\.\H Papier
Verre | Carbone ‘ | Bore | Jute

Figure (1-2) : Classification schématique des principaux matériaux de renfort [2].

D'un point de vue géométrique, on peut distinguer trois grands types de renforts :

Les particules (Figure.3. c).

Les fibres longues (Figure.3. a) ;

Les fibres courtes (Figure.3. b)

armature, squelette, il assure la tenue mécanique (résistance a la traction et
renforts

Z - Matrice Renfort
:/}"‘l/i{ \ l

I
‘/ “ 0.0 -
| L — .:)o.:}.'o
—_— .... O L]

—_— e — o.o’ 0.. (@]
—_— ‘0 2 %o
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(@) (b) (©)
Figure (1-3): Les structures géométriques des composites [3].

e Fibres de verre :

La forme massive de verre est faite une trés grande fragilité, attribuée & une sensibilité Elevée
a la fissuration. Par contre, élaboré sous forme de fibres de faibles diametres (quelques)
dizaines de micrometres), le verre perd ce -caractere et possede alors de bonnes
Caractéristiques mécaniques. Ces produits peu colteux, associés a des procédés assez simples
d'élaboration, conferent aux fibres de wverre un excellent rapport performances/prix, qui les

place de loin au premier rang des renforts utilisés actuellement dans les matériaux
composites.[7]

> La matrice :

lie les fibres renforts, répartie les efforts (résistance a la compression ou a la flexion), assure
la protection chimique. Par définition, c'est un polymére ou une résine organique. La Figure

(1-4) présente la Classification schématique des principaux matériaux de matrice.

—  Thermodurcissable

Organique

—  Thermoplastique
Matrice =—
— Céramique

b Minérale

—  Métllique

Figure (I-4) : Classification schématique des principaux matériaux de matrice [4].

» Ces deux constituants principaux recoivent des additifs ou charges qui sont des  produits
peuvent étre incorporées a la résine pour lui conférer des caractéristiques particulieres ou

en réduire le codt.

1.7 Classification des matériaux composites :

Différentes classifications des matériaux composites sont rencontrées dans la littérature
scientifique. Ces matériaux peuvent étre classés selon (1) la morphologie des agents de
renforcement (les fibres ou particules) ou selon (2) ses composantes structurelles (les plis

stratifiés). La deuxieme classification subdivise les composites en composites structuraux,

—
| —
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qui & leur tour, sont subdivisés en composites sandwichs et composites stratifiés [8] .
Voir Figure (1-5)

Composites
Renforcés par des parlicules Renforcas par des fibres Structuraux
Grosses Ranforcemant Fibres Fibres Stratifiés sandiwchs
particules par dispersion  continues discontinues
(alignées) (courtes)
Fibres Fibres origntées
alignees aléatoirement

Figure (I-5) : Classification schématique des types de composites [5].
Dans ce qui suit ce chapitre en s’intéressera particuliérement au composite structuraux c’est-a

dire les stratifies et les sandwiches.

1.8 Les Composites structuraux :

En général, un composite structural est constitué d’un matériau homogeéne et d’un matériau
composite. Ses propriétés dépendent de celles de ses constituants et de leur géométrie. Les
composites stratifies et les structures sandwiches sont les composites structuraux les plus

courants [6] .

1.8.1 Les Composites sandwiches :

Les sandwiches sont des composites structuraux. lls sont congus pour étre des poutres ou des
panneaux légers ayant des rigidités et résistance relativement élevés. Une structure sandwiche
est obtenue a partir de deux peaux ou revétements, Réalisées dans un matériau ayant de tres
bonnes caractéristiques, collées sur une ame Réalisée avec un matériau trés léger et ayant des
faibles caractéristiques mécaniques. L'objet d'un tel procédé et de constituer une structure

permettant de concilier légéreté et Rigidité [6]. (Voir Figure 1-6)
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«—— Peaau

Co0lhe
< Ame
} Interface

................................

Figure (1-6) : Un sandwich typique [6].
1.8.2 Lescomposites stratifies :

Dans cette section, nous allons discuter les différentes classes des composites stratifiés.
1.8.2.1 Les monocouches :

Les monocouches ou plis, représentent I'élément de base de la structure composite. ~ Comme
il est indiqué sur les Figures (I-7) et (1-8). Les differents types de monocouches sont
caractérisés par la disposition ou la forme du renfort : a fibres longues (unidirectionnelles UD,

réparties aléatoirement), a fibres tissées ou a fibres courtes.

Sens transversal

Sens longitudinal

Figure (1-7) : Pli a renforcement unidirectionnel [7].

(Sens transverse)
triransverse)

Matrice

(Sens long)
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Figure (1-8) : Schématisation d’une monocouche [8].

Les caractéristigues mécaniques de rigidité et résistance des couches normalement utilisées
rendent en fait impossible [utilisation de couches simples principalement a cause de:
e une trop forte anisotropie de la réponse élastique, au moins pour les couches a renfort
unidirectionnel.
e une trop faible rigidité ou résistance en direction transversale

e une trop petite épaisseur, ce qui rend d'un coté la rigidité [9] [4] .

1.8.2.2 Les stratifiées :

Les structures composites stratifiées sont constituées de couches successives de renforts
imprégneés de résines. Les couches sont également nommées plis. Les structures stratifiées
réalisées a partr de matériaux composites sont constituées d’empilements de nappes
unidirectionnelles ou bidirectionnelles. Ces nappes sont formées de renforts en fibres longues

lices par de la résine.

Le role du renfort est d’assurer la fonction de résistance mécanique aux efforts. La
résine assure quant a elle la cohésion entre les renforts de maniére a répartir les sollicitations
mécaniques. Les pieces structurelles sont réalisées par empilement de nappes en optimisant
les directions des renforts en fonction des charges qu’elles doivent subir.

Les matériaux composites sont modélisés a une échelle intermédiaire entre I’échelle
Microscopique  associée aux constituants de base du composite (le renfort et la matrice) et
Péchelle macroscopique liée a la structure. A cette échelle, appelée méso—échelle, une
structure stratifiée est schématisée par un empilement de monocouches homogenes dans
I'épaisseur et d’interfaces iter—lammaires. La couche et I'interface sont les deux entités
appelées méso—constituants, comme illustré sur la Figure (1-9), qui forme les bases des
modeles dédiés a I’étude des structures stratifiées.

L’mterface mter laminaire est une entit¢ surfacique assurant le transfert des
déplacements et des Contraintes normales d’une couche a une autre. En élasticité, les
couches sont parfaitement liées et I'interface ne joue aucun role particulier. L’¢étude des
composites jusqu'a la phase ultime de la rupture montrera lutiit¢ d’employer un modéle
d’interface pour simuler les phénomeénes de délaminage (séparation progressive des couches)

[2].

—
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e ———,
s I,
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Figure (1-9) : Modéle de base des stratifiés [9].

Désignation des structures stratifiées :

#+ chaque couche est désignée par un nombre indiquant la valeur en degré de langle que
fait la direction des fibres avec I'axe de référence x. Sur les Figures (I-10) (a) et (I-10)
(b), les couches sont représentées décalées les unes par rapport aux autres. La structure
stratifiée est décrite de bas en haut ;

%+ les couches sont nommées successivement entre crochet en allant de la face inférieure
a la face supérieure. Les couches successives sont séparées par le symbole
«/» Comme I'exemple de la figure (1.10) (a) : [30/90/—45/0/45] ;

#+ les couches successives d’un méme matériau et de méme orientation sont désignées

par un indice numérique, comme I'exemple de la figure (1.10) (b) : [30/90,/45/0/45] ;

30°  90° —45° 0° 45° 30° 90°  90° 45° 0° 45°
1L 111
7k | N7/
| . AanE— X
()

désignation(a):[30/90 /-45/0/45] désignatione): [30/90,/45/0/45]

Figure (1-10) : Désignation d'un stratifié [2].
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+ Angles positifs et négatifs :

Lorsque des couches sont orientees a des angles égaux en valeurs absolues, mais de
signes opposés, les signes + ou — sont utilisés. La convention pour les angles positifs ou
négatifs dépend du systeme d'axes choisi : une inversion peut apparaitre suivant le choix
effectué Figure (I-11).

Nous donnons ci-apres quelques exemples de désignation de stratifiés.

30°  90° 45° 0° @ -45° 30°  90° 45 0° 45°

AN

///

Figure (I-11) : Convention de signe pour la désignation des stratifiés [2].

0°
0° 30° 0° _45°
30° —-60° —45° 45°
Stratifié: —30° —60° —450 45 ©
—45° 0° 45° —45°
45 @ 45 °© 45 0° —45¢°
45 ¢©

Désignation: [ 45/ $30 /0] [45/0/-605/30] [455/-45,/0 ] [= 7 =45/0]

[45/-455/45,/-45/0]

Le choix de Tl'empilement et plus particulierement des orientations permettra d’avoir des

stratifiés de type :
+ Stratifiés symétriques :

Un stratifié est symétrique si son plan moyen est plan de symétrie. Sa désignation ne

necessite alors que la moitié des couches successives.

Si le stratifié a un nombre pair de couches, la désignation débute sur une face pour finir au

plan de symétrie. Un indice S indique que le stratifié est symétrique.

10
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Si le stratifié comporte un nombre impair de couches, la désignation est semblable a la
précédente, la couche centrale étant surlignée [2].

+ Pourquoi la symétrie miroir :

Lors de la constitution de la piece stratifiee, les plis successifs imprégnés de résine
sont drapés a température ambiante, puis placés dans une étuve pour la polymérisation. Dans
le composite ainsi crée a chaud, la dilatation d’ensemble de la piece d’origine thermique,
s’effectue sans qu’il y ait variation globale de sa forme par voilement ou gauchissement. Par
contre lors du refroidissement, les plis ont tendance a se contracter differemment suivant le
sens des fibres ou suivant le sens travers. Lorsque la symétrie miroir est réalisee, elle entraine
la symétric de ces contraintes, et empéche ainsi I'apparition des déformations d’ensemble de

la piéce : voilement ou gauchissement [1].
+ Séquence :

La répétition de séquences peut étre indiquée par un indice indiquant le nombre de fois

ou une séquence est successivement répétée [2].
+ Stratifiés hybrides :

Les stratifiés hybrides sont constitués de couches successives comportant des fibres de

natures differentes. Il sera alors nécessaire de les mentionner dans la désignation [2].

0 o 0 ©
45°© 45°
90 © 90 ° avec V :verre, C : carbone, K : Kevlar
0 o
0° - .
90 ° - 45° 45° 0° v 0° K
450 90 °© 90 © 90 °© 45° C — 0 %
el o _ o ©
45° 5 90 °© 60 ° s C T3 v
45° 5 30° 90° C -
0° 45 : 90° v
0° 0° 0° 60 ° 90° C
4; o] 45 ° 90 o 30 © *45 °© C 45 @ v\"
15° 45° 150 60° 45° C 0° C
%0° 90 ° 0° 30° 0° Vv 0° C

[90/45,/0]s [90/45,/ 0 s [(0/45/90) Js [(30/60)3 (90/45/0),] [0y/+45¢/90¢]s [0sc/(45/ %)S\' /0ax¢ ]

Stratifiés symétriques Séquences Stratifiés hybrides

11
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+ Intérét de Porientation des fibres sur la déformation :

L’orientation de la fibre est choisie de fagon adaptable avec les directions d’efforts.
Les fibres sont disposées de sorte qu’elles résistent aux efforts de traction et de compression,
figure (1.6). Pour résister aussi a l'effet de cisaillement, on met deux fibres orthogonales de
facon a ce que I'ne d’elle supporte I'effet de compression ou traction et 'autre Ieffet de
cisaillement. En outre, il y a une influence de la forme de renfort sur la déformation. En effet,
la raideur obtenue avec un renfort tissé sera moindre que celle que I'on observait en
superposant deux directionnels croisés a 90°. Cela est di a la courbure des fibres du fait de
I'opération de tissage, qui rend le pli tissé plus déformable que les unidirectionnels croisés

sous une méme sollicitation [10] [11].

- -
-]
—»
-
matrice - ] matrice
- — -
fibre ~_ < fibre
—
-]
La matice qui supporte l'effort de traction Les fibres qui supportent 1'effort de traction

Figure (1-12) : L’influence de I’orientation des fibres [2].

12
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Chapitre 1I: Comportement mécanique des
plaques stratifiees.

I1.1  Introduction :

Les technologies modernes ont besoin de matériaux qui allient a la fois une rigidité, une
résistance mécanique, une tenacité élevée et une grande légereté. Pour atteindre cet objectif il
faut nécessairement utiliser un matériau composite, dans ce domaine, les matériaux
composites a base de fibres jouent un rble de plus en plus important dans les techniques

avanceées.

Les propriétés mécaniques des composites fibreux dépendent de la quantité, de la taille et
surtout de lorientation des fibres. Le comportement mécanique d’un matériau composite
varie fortement avec lorientation des fibres. Pour obtenir une résistance élevée, i faut
orienter les fibres  parallelement a la direction des contraintes les plus élevées. Dans le cas
des mateériaux composites, I’élaboration du matériau et la fabrication du composant sont dans
un grand nombre de cas simultanés et indissociables. Un premier type de structures réalisables
a laide d’un matériau composite est constitu¢ par les plaques ou de coques stratifices .Dans

une plaque sollicitée en flexion, ce sont les couches externes qui sont les plus sollicitées [12] .

Les plaques sont des structures trés utilisées dans l'industrie aérospatial, le génie civil et dans
des constructions courantes (ponts, toits de batiments,...). Tous ces domaines sont stratégiques
et économiquement trés importants. C'est pour cette raison que les plagues ont fait l'objet de

trés grand nombre de travaux depuis plus d'un siecle.

Nous allons présenter ici une bibliographie générale non détaillée concernant l'étude du

comportement des plagues isotropes et composites.

16
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1.2 Définition d’une plaque :

Une plaque est un solide défini par une surface de référence plane (plan x y) et par
une épaisseur (notée h (x, y)) petite par rapport aux autres dimensions (longueur et largeur
(Figure I1.1)). Elle peut étre constituée d’un matériau homogeéne ou peut étre obtenue par

I'empilement de différentes couches de matériaux orthotropes [13] .

Les propriétés d'une plaque dépendent, en grande partie, de son épaisseur en

fonction de ses autres dimensions. nous distinguerons deux sortes de plaques :

v" les plagues minces,

v les plagques épaisses.

Y

Figure (11-1) : Description d’une plaque [13].

On appelle h I'épaisseur de la plague ; le plan inférieur estdonc le plan z=-h/2 etle plan

supérieur est le plan z = h/2.

Il existe plusieurs théories utilisées pour décrire le comportement mécanique des Matériaux
multicouches. On peut citer la théorie classique de la plaque stratifiée (CLPT), la Théorie de
déformation de cisaillement du premier ordre (FSDT), les theories de déformation de
cisaillement d’ordre supérieur (HSDT), la théorie d’élasticit¢ a trois dimensions qui est Assez

précise pour les plaques anisotropes [14].

17
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Dans ce chapitre, nous allons procéder a I'étude théorique en utilisant La théorie des

plaques minces, ou la théorie classique des stratifies pour exprimer les résultantes N et les
moments M; en fonction des déplacements de la plaque, lorsque cette derniere est constituée

d’un matériau composite stratifi¢.

Premi¢rement, nous allons écrire dans le repére global la loi de comportement dun plhi
composite afin de relier le champ des contraintes au champ des déformations, Ensuite les
résultantes et les moments seront exprimes en tenant compte du comportement mécanique des
différents plis composites.

11.3 Loi de comportement des stratifies:

Les matériaux composites sont souvent schématisés par un milieu continu homogéne
équivalent anisotrope. L'étude de leur comportement consiste a passer des propriétés des

composantes et de la géométrie du composite. Cette etude comportera deux phases :

v létude du comportement mécanique de chaque pli,
v’ l'étude du comportement globale du matériau constitué de plusieurs plis, et désigné

genéralement par le comportement du stratifiés [3].

Historiquement, L'étude du comportement des plaques stratifiées composites est basée sur la
théorie des stratifiés. Cette théorie utilise les mémes hypotheses que la théorie générale des
plaques qui sont, dans un schéma de premiers degrés, associées aux noms de
Reissner/Mindlin et de Kirchoff-Love. La théorie de Kirchoff-Love est historiguement l'une
des premiéres approches bidimensionnelles de la flexion des plaques élastiques. Elle est basee

sur I'hypothese de conservation des normales en négligeant ainsi le cisaillement transverse.

11.3.1 Caractéristiques du mélange renfort-matrice :

Les principaux types de matériaux composites utilisés pour la fabrication de systéemes
structuraux sont ceux formés par une phase discontinue, appelée renfort, insérée dans une
phase solide, appelée matrice. La distribution et linteraction, physique et chimique, entre les

deux phases donne les propriétés mécaniques finales du matériau composite.

En général, les composites structuraux sont présentés sous la forme d'un empilage de
plusieurs plis, chacun présentant des fibres orientées selon une direction préférentielle.

L’ensemble matrice-fibres forme le pli, 'ensemble de plis orientées forme le stratifie [15].

18
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Les propriétés mécaniques moyennes de chaque pli sont obtenues par la regle de mélange
[8]. Selon celle-ci, certaines propriétés du pli, telles que ses modules d'élasticité et sa densité,

sont obtenus grace a I'utilisation de la fraction volumique de fibres et de la matrice [2, 16].

Pour cela, La premiere étape d'un calcul composite consiste a déterminer les caractéristiques
mécaniques du matériau en fonction de celles de ses composants. Dans la plupart des cas, ces
calculs se réduisent uniquement au calcul du module d'Young. Il existe divers modéles

d’homogeénéisations pour l'obtenir.

D’aprés Paolo [13], Soit un matériau composite de repere d'orthotrope (1, 2, 3), laxe 1
ou laxe longitudinal étant disposé conventionnellement selon la direction des fibres, Les
directions normales aux fiores dans le plan de la couche sont appelées directions
transversales, Le composite est considéré comme étant isotrope transverse c'est-a—dire qu'il
est isotrope dans le plan normal a la direction 1. Le plan transverse est repéré par les deux
directions équivalentes 2 et 3.

Le cas qui nous intéresse ici est celui d'une couche renforcée par des fibres
unidirectionnelles uniformément distribuées dans le corps de la couche (Voir Figure 11.2).
Soit une cellule élémentaire de fraction volumique V = 1 constituée de fibres et de matrice

avec .

d#.
W

Figure (11-2) : Cellule élémentaire d’un composite unidirectionnel [14].

v ) . .
V., =—" : Fraction volumique de matrice
UC

L
V, = —: Fraction volumique de fibre
1)

c

V=V, +V, =1 (2.1)
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Nous nous proposons, par le biais du volume élémentaire représentatif introduit
auparavant, de trouver les caractéristiques mécaniques homogénéisées d'une couche a renfort

unidirectionnel uniformément reparti.

Les hypothéses de calcul sont :

matrice isotrope, de module d'YoungE,, et coefficient de Poisson v, ;

fibres isotropes, de module d'YoungE; et coefficient de Poisson v, ;

la fraction volumique des fibres est connue V, ;

le comportement est élastique linéaire ;

il y aune adhésion parfaite entre les fibres et la matrice.

L’objectif est de déterminer les constantes techniques homogénéisées de la couche (E,,E,,

G, etv;,); a cause de la disposition réguliere des fibres, cette derniére a un comportement

macroscopique orthotrope.

11.3.1.1 Modules de Young longitudinale E;:
Le volume élémentaire représentatif est soumis a un état de sollicitation dans lequel seulement

o, nest pas nulle, voir la (Figure 11.3).

2

matrix

-~ — | A +A=A,

fibre = = o

matrix

Figure (11-3) : Schéma simplifi¢ d’une traction longitudinale [2].

Le lien élastique linéaire implique :
O-lm = Emglm' O-lf = Efglf ) O-ll = E1<91I (2-2)
L’hypothese d'adhérence parfaite a comme conséquence que la déformation est la méme

partout (en particulier, les sections droites restent planes): g" = glf = 81| (2.3

20

—
| —



Chapitre Il : Comportement mécanique des plaques stratifiées
Ou lindice (m) indique une quantité relative a la matrice, (f) ala fibre et (1)a la couche.
Ull = Elgll = Elglf = Elglm

L’équilibre impose la relation :

o, A =0, A +0"A, =E s A +E"5"A,

=E's/A +E"e/A, =5/ (B A +EA) @4
La loi de comportement de I'unidirectionnelle s’écrit :
O'llpﬁ =E1€1IA|
E'A +E"
Donc E& A=s(E'A+E"A)=E =—— Zﬁ 1An
A

avec szu—fz—f et vmzl-vf:i

v, A A
On obtient

E = Elfo +(1-V,)E" (2.5)

Relation trés bien vérifit¢e dans la direction des fibres. Cette derniére est la célebre loi des

mélanges, qui donne la valeur homogénéisée du module d"Young en direction longitudinale

(celle des fibres). E, Dépend linéairement deV, , a savoir de la quantité de fibres présentes.

Le modele utilisé pour trouver E, est un modéle de type parallele: matrice et fibres

travaillent en parallele, pour le champ de contraintes appliqué.

11.3.1.2 Modules de Young transversal E,:

Dans ce cas, on applique une sollicitation dans laquelle seulement o, n'est pas nulle,

voir (la Figure 11.4).
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e
L}
[

A tAFA,

matrice

bre matrice

Figure (11-4) : Schéma simplifi¢é d’une traction transversale [2].
L’équilibre du volume élémentaire représentatif implique que la contrainte est constante dans

une section droite. o, =0, =0, (2.6)

La compatibilité¢ de la déformation implique :

Ve, =&,'V, +(1-V,)e,"

| f m
(o2 O O
=  vZov, Zia-v,)2e
E2 2 E2
V 1-V
Donc —=—L +( mf)
E, E, E,
_ ng Ezm
©VE"+(1-V))E,’
.7)

La dépendance du module E, de Vv, n'est plus linéaire ; en outre, la présence des fibres donne

une faiblea E,: les fibres ne sont pas un renfort efficace pour la rigidité transversale.

Le modele utilisé est un modéle de type serie.

11.3.1.3 Coefficient de Poisson longitudinal vy, :

Comme pour E;, on applique un état de contrainte ou seulement o, n'est pas nulle.

P & & £

Par définition: v, =—-%, v, =—"2, y,=—"% (2.8)
81 81 81

D’ailleurs, I'hypothése de l'adhérence prescrit encore que : &§"=¢g'=¢  (2.9)
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Comme E:2 pour la compatibilité, en moyenne, des déformations transversales impose encore
la relation :

Ve, =¢,'V, +(1-V,)s,"

=g, =v,e V, +A-V, v, &"

=v,e =v,e 'V, +A-V, v, &"

finalement : v, =v.V, +@-V,)v, (2.10)

11.3.1.4 Module de cisaillement longitudinal G,,:
Dans ce cas, on applique une sollicitation dans laquelle seule z n'est pas nulle, voir la figure
(11.5), ou onamis en évidence méme la déformation correspondante

2

§

— —  —  —  —  —

matrice matrix

1 ALtAFA,
. fibre . R / fibre / 0
matrice / matrix /

-— — -— -— - -

Figure (11-5) : Schéma simplifi¢ d’un essai de cisaillement longitudinal [2].

L’¢équilibre du volume élémentaire représentatif implique que ce soit :

| m f

T =1"=1 (2.11)
Tandis que par le lien élastique ona:
=G, &", 7' =G,g', ' =Gpg, (2.12)
La compatibilité, en moyenne, de la déformation a cisaillement prescrit que ce soit :
| f m
m T T T
Ve, =&,'V, +(1-V,)s, = o- G—fvf +G—m(1—vf)
G,G
=G, = o (2.13)
V.G, +(1-V,)G,
( ]
L 2 )
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11.3.2 Loi de Hooke généralisée :
Les contraintes (o) et les deformations (&,,) sont associées au tenseur de rigidit¢ C,,,
en utilisant la loi de Hooke dans le domaine de I'élasticité linéaire, et sont exprimées, en

notation indicielle, sous la forme :
Oy = Cijklgkl (2.14)

1

Ou ij,k,I prennent les valeurs 1,2,3. ¢, est le tenseur de déformations, o est le  tenseur
de contraintes et C,, est le tenseur d'élasticité (ou de rigidite).
Les composantes du tenseur des contraintes et des déformations peuvent étre réduites a six

composantes indépendantes a cause de sa symétrie. Ainsi, la notation tensorielle peut étre

contractée en utilisant la notation suivante :

Oy 0
Oy 0,
011 Op O3
; O3 O3
Le tenseur des contraintes : {0}= Oy Oy Oy —>{0}= = (2.15)
O3 =03 Oy
03 O3 Oz
03 =013 O5
01y =0y O%
& &
€ &
&y & &3 . .
, . 3 3
Le tenseur des déformations : {g}= Eyn &y &y —>{0}: = (2.16)
Exn =&y &,
€31 &3 &3
&3 =¢p3 &
Ep=E&n &g

La loi de Hooke est réécrite en notation vectorielle en utilisant les formes contractées des

tenseurs de contraintes et de déformations selon I'équation:
lo}=[Clle} (2.17)

11.3.3 Différents Types des matériaux :

Dans cette section, nous allons présenter les differents types des matériaux concernant leurs
comportements mécaniques.
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11.3.3.1 Matériaux anisotropes :

les matériaux anisotropes sont des matériaux dont ses propriétés varient selon une
direction considérée mais ils ne présentent pas de plans de symétrie [17].
La loi de Hooke peut étre exprimée par :

{Uij =Cija €

2.18
&= SO (2.18)

OUu Sy, est le tenseur de souplesse. Le tenseur de rigidité en a 81 coefficients de méme
pour le tenseur de souplesse, pour raison de la symétrie des contraintes oy et de déformation
&, 'y aune réduction des coefficients a 36 parmi ces derniers, 21 sont indépendants.

0;=Cijaéu €t Uij:O'ji:> Cia=Cii
03 =Cijaéa e &4=8 Cija=Cij

. . PR . aO-ij 50'k|
Application du théoreme des travaux virtuels : ——=—= < Cy,,=Cy;

El é’gij

La nouvelle forme du tenseur de raideur permet alors de lui associer une matrice carrée (6,6):

o] [y € G Gy G5 Gy |[&

0, Cp G Gy C  Cy ||&;

Os( | Csz Cyy Gy Oy || & (2.19)
Oy Cu Cps Cy ||&4

Os sym Css Gy || €5

os) | Ces |16

La forme inverse de I’équation (2.19), est écrite sur la forme:

& Su S Sz Sy S5 S [|Od

&, Spp Sz Su S Sy ||0:

3| _ Sz3 Sz Sz Sz ||O3 (2.20)
&, Sas Sas Sss ||O4

s sym Sss Ss || O

€ L Ses | T
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11.3.3.2 Matériaux orthotropes :

Un milieu est dit orthotrope pour une propriété donnée si cette propriété est invariante par
changement de direction obtenue par symétrie relative a deux plans orthogonaux. On
remarque qualors la symétrie par rapport au troisieme plan orthogonal est automatiquement
acquise. Ce mode de comportement est relativement bien réalisé pour les composites

unidirectionnels [18].

Figure (I11-6) : Représentation sché matique d’un matériau orthotrope

avec trois plans de symétrie [18].

Donc, Le nombre des coefficients indépendants est reduit a 9.

o [ew € ¢ 0 0 0 (e
o, Cp, Cy O 0 0 |l
o3| | C; O 0 0 ||& (2.21)
o, c, O 0 ||&,
o sym C: 0 ||&
os) | Cos | (€6
Et la matrice de souplesse
&) [su s Ss O 0 0 |[o
&, S, S,3 0 0 0 ||o,
& | _ S O 0 0 ||oy (2.22)
&y S O 0 ||o,
Es sym Ss 0 ||og
&) | Ses | (T
(=)
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Les constantes de rigidité et de souplesse sont caractérisées par 9 coefficients indépendants :

* 3 modules délasticité longitudinal E;,E,,E, dans les directions de l'orthotrope.

* 3 modules de cisaillementG,,,G,,, G,;.

* vy o (v vsetyy) est le coefficient de Poisson pour la déformation transversale dans la
direction jquand la contrainte est appliquée selon la direction i.

La matrice de souplesse étant symétrique, nous obtenons la relation suivante :

—— i) k)

S =S = Yi_Yi_ Ju Yo Y Vao . Vs Ve
1 | -
: ) E. EJ- E, E E, E E, E

a1 [ 1 _Vip Vis 0 0 0 1| o1
E E, E,
P Vie 1 Vas 0 0 0 o,
E, E, E,
P s Y = 0 0 |lo
: E, E, E, :
5 2.23)
£, 0 0 0 1 0 0 o, (
Gy
0 0 0 0 L 0
Ex Gil3 Os
0 0 0 0 0 1
Ee G, of

Les composantes de la matrice de rigidité du matériau, sont obtenues par inversion de la

matrice de souplesse S;; :

_1-vyv, _1-vvy _1-vpvy

11 E.E,A 22 E.EA Cy = m Cu =Gy Css =Gypg Ces = Gp
C.. = Y12 "VasVs C.. = Y13 " V1oVas _ Vo3 = VoiVis
12 E,E.A ¥ EEA #  EEA

_ 1oV —VaaVe, —VaVis — 2V VeV
E.E,E,

A

11.3.3.3 Matériaux transversalement isotropes :

De la méme facon que dans le matériau orthotrope, le matériau transversalement isotrope
a trois plans de symétrie (Figure 11.6). Toutefois, un de ces plans est isotrope. Le composite

renforcé par fibres longues et uniformes est un exemple de matériau transversalement isotrope
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3

[2].

Figure (I1-7) : Représentation sché matique d’un matériau transversalement

Isotrope [19].

Celui-ci a des fibres alignées par rapport a la direction 1 du systeme de référence matériau
(Figure 11.7). Dans ce cas, le plan perpendiculaire au plan des fibres, plan (2,3), est dit
isotrope.
Les propriétés suivant les axes 2 et 3 sont identiques, donc :
— Cp =Gy

2
Le nombre de coefficients indépendants se réduit a 5 coefficients.

sz = C33 C12 = C13 Css = Cee C44

0y Cu G Oy 0 0 |l&
. Co  Cp 0 0 ||&
o3| | Ci; O 0 0 ||& (2.24)
o, Cy O 0 |le,
o sym C; 0 |l&
os) | Ces | (€6

Les constantes de rigidité sont liées aux modules d'élasticité (E,, E,,v,,, v,3etG),).

11.3.3.4 Matériaux isotropes :

L'hypothese d’isotropie impose que la loi de comportement soit indépendante du repere
choisi pour lexprimer. En d'autre terme, le tenseur de raideur doit étre invariant pour tout
changement de base [2].

Donc, les propriétés mecaniques sont identiques dans toutes les directions :

Ei=E,=E;=E ; vp=vyu=vy=vet G,=G;=G,;=C
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& i i VY _Vis 0 0 0 | O,

El El El
&, vie 1 Vas 0 0 0 o,

El E2 E2
& | s Y 2 g 0 0 ||°s

4 B B K . (2.25)
€a 0 0 0 — 0 L
G23
% 0 0 0 o L o ||
G;

&, O,
0 0 0 0 0 0 Gi 6
L 12 |

E
Avec: G =———
21+v)

11.3.4 Relation contrainte-déformation plane :

Pour un matériau orthotrope, et dans le cas d'un état de contrainte plane, La relation contrainte

déformation peut étre donnée par [2] :

oz} Q: Qo Qull&
Oy (= Q. Qx 1& (2.26)
T sym Qss | 176

Les coefficients Q;sont appelés les constantes de rigidité réduites dans un état de contrainte

plane :

__ B
1-vvy

E,

1-vvy

E E
Q,=Q,=—a" - Y= Q. =G, 2.27)

1-vpvy 1-vpvy

Qll Q22

Les constantes de rigidité sont liées aux modules d'élasticité (E,,E,, v,,etG;,) , qui sont déja

déterminés a partir des essais de laboratoire tel que les essais de traction uni-axiale ou de

cisaillement pur.

11.3.5 Relation contrainte déformation pour une orientation des fibres :

Selon Berthelot, les stratifi¢ sont ¢laborés par I'empilement de couche successible dont la
direction des fibres et variable d'une couche a lautre. Pour faire l'étude du comportement

élastiqgue de tels stratifiés, il est nécessaire de prendre un systeme d'axe de référence pour
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Iensemble du stratifi¢e, et de rapporter le comportement élastique de chaque couche a ce

systeme de reférence.

Un pli composite unidirectionnel est classiquement assimilé & un matériau orthotrope
dont les axes principaux d’orthotropie sont définis a partir du repére local (0, X, X,,X;) = (0, 1,
2,3). En régle générale, l'axe (X,)est contenu dans le plan du pli et parallele aux fibres.
L’axe (x,) est lui aussi contenu dans le plan du pli mais perpendiculaire a la fibre. Enfin,
laxe (X,)est perpendiculaire au plan du pli (voir Figure 11.8). Il est question de caractériser

les propriétés élastique de la couche en les exprimant dans le systeme d'axes de référence (X,

y, z) du stratifié, la direction des fibres fait un angle (&) avec la direction x.

Figure (11-8) : Axes principaux etaxes de référence d'une couche stratifiée [20].

Les matrices d'élasticité C et de souplesse S dans le systeme de référence sont obtenues en
appliguant aux matrices d'élasticité et de souplesse C et S les relations de changement de

base Suivantes :

Cl=FT el (2.28)
et [s|=[TT[s]r] (2.29)

Avec T est la matrice de changement de base, donnée par :

¢ s* —2cs

[T]=]s* ¢*  2cs (2.30)
cs —cs c2-s?

Avec c=cosfd et s=sind
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o, oz}
Et o,r=[T] {0, (2.31)
Txy 06
De méme pour les déformations, nous obtenons :
gx gl
2.32
& (= [T] 1 & (2.32)
1 1
Ej/xy 57 12

Nous pouvons egalement montrer que les contraintes dans le repere (x, y, z) sont définies en
fonction des déformations par :

O-X gX
Oy (= [Q] &y
Tyy Vxy

Oy (_211 §12 §16 &y
Oy (= Qyz 926 &y (2.33)
z-xy Sym Q66 yxy

La matrice de rigidit¢ réduite hors axes est donnée par I'expression :

Q- T*[Qlr]

avec

611 = Q11C4 + Q2234 +2(Q, + 2Q66)SZC2
622 = QllS4 + Q22C'4 + 2(Q12 + ZQGG)SZCZ
(_312 =(Qu+Qyp - 4Q66)32C2 +Qy, (34 + C4) (2.34)

Qes = (Qy +Qy —2Q,, — 2Qq)5%C% + Qg (s* +7)

Qe =(Qu — Qi — 2Q66)SCS —(Qr—Q, - 2Q66)S3C
(_326 =(Q;—-Qp - ZQee)SBC —(Qr—Qp, - 2Q66)5C3

Il faut toutefois noter que Q,; et Q,, ne sont que des combinaisons lindaires des quatre

constantes élastiques de base. lls impliquent un couplage entre les contraintes normales
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et les déformations en cisaillement, ainsi qu'un couplage entre les contraintes en cisaillement

et les déformations normales.

I1.4 Théories utilisées dans la formulation analytique des structures
composites :

Différentes théories, utilisées pour l'approximation du déplacement et de la déformation,
ont été initialement utilisées pour la modélisation de structures métalliques (en matériau
isotrope), puis étendues a Il'étude de structures composites (en matériau anisotrope, orthotrope

ou transversalement isotrope). Ces théories sont essentiellement divisées en deux catégories :

v celles formulées tenant pour base la notion d’une seule couche équivalente.

v’ celles formulées sur le concept de couches distinctes (discretes).
La premiere catégorie inclue la théorie classique des stratifiés ou ‘Classical Laminate
Theory’ (CLT).
Dans la section subséquente, nous allons procéder a Iétude théorique en utilisant : la théorie

classique des stratifiés.

I1.5 Théorie classique des stratifies (CLT) :

La CLT est basée sur les hypothéses cinématiques de Kirchhoff, employées pour I'étude
de structures du type plaque, et sur les hypotheéses cinématiques de Kirchhoff-Love, utilisées

pour l'étude de structures du type coques courbes.

D’aprés cette théorie, une ligne droite et perpendiculaire a la surface moyenne indéformée de
la  structure (connue comme surface de référence ou surface neutre), reste droite et
perpendiculaire a la surface de référence, ne changeant pas sa forme dans la direction de

I'épaisseur, c'est-a-dire, elle reste inextensible dans cette direction.

Selon Reddy [19] , dans la théorie CLT les effets des déformations de cisaillements

transversaux (7,,,7,,) et la déformation normale transversale (&,), ne sont pas considéres.

Les autres hypothéses adoptées pour la formulation de la théorie CLT, sont :

> Le stratifie est considéré comme une superposition de couches parfaitement liées,

(la liaison est supposée infinitésimale) afin d'éviter le délaminage,
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» La déformation est supposer continue a travers l'épaisseur du stratifié afin d'empécher
le glissement d'un pli par rapport a un autre,
» Le stratifie se comporte comme une seule couche mais avec des caractéristiques
élastiques trés spéciales.
» La déformation transversale est nulle, (pas de variation de I'épaisseur).
> Les points situés sur une normale a la surface moyenne avant déformation restent sur
cette normale au cours de la déformation. Ceci revient a négliger l'effet de cisaillement
transverse.
» Le matériau de chaque pli présente un comportement élastique ;
> Le stratifié est considéré mince, c'est-a-dire, que les plis de la structure sont
relativement minces par rapport aux dimensions planes (largeur et longueur) de la
structure ;
> Les déformations, les déplacements et les rotations sont petits.
Selon Reddy [19] , le champ de déplacements de la théorie CLT est donné par I’expression
suivante:

oW, (X, Y)
OX

aVVO(X’ y) 2.35
B (2.35)

Uo(X, y) -2
u

U=<v =v(Xy) -2
w

W, (X, Y)

En raison de Thypothése de déplacements linéaires et tenant compte du fait que les
déformations de cisaillement transverse ne sont pas prises en compte, la précision de la
théorie CLT n’est adéquate que dans l'étude structures minces. Ainsi, selon CEN et al. [25],
lerreur commis par son emploi augmente avec le ratio de I'épaisseur-largeur des structures

composites.

11.5.1 Relation déformations-déplace ments (Cinématique) :

Les relations déplacements-déformations suivantes sont établies aux niveaux des plis du
stratifié. Pour l'obtention des relations entre les composantes des déplacements et des
déformations nous considérons dans ce mémoire que ces quantités sont petites et que I'on
reste dans le domaine de [élasticité linéaire. Ainsi, la relation entre les déformations et
déplacements est définie en fonctions des dérivées des déplacements (u ,v,w) par rapport

aux coordonnées (x,y,z). Donc, selon Reddy [19], ces relations sont exprimées sous la forme

suivante :
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_ou ou, _otw, _ou v fau, ov, oW,
& = —=——1—" Y=t =t |- 22—
oX  OX OX oy ox | oy OX oy
_ov oy, _o%w, _ou ow [ ow, ow,
gy__:__Z 2 Ve = —t—=|——= t—— =0 (236)
oy oy oy 0z OX | Ox OX
gzz%zo ?/YZ:@_Fa_W: _%4_% =0
z oz oy | oy oy
Le champ des déformations est bien la superposition :
e des déformations de membrane :
o,
5x0 OX
ngEm(Xay): gyO = % (237)
) oy
R T
oy OX

S’exprimant en fonction des déplacements (U,,V,) des points situés dans le plan (o y 2).

e des déformations en flexion et torsion :

R
ox’
K, az
g =2k(X,Y) =2y K, =12 V\ZIO (2.38)
oy
ny )
0w,
Oxoy

K., ket i, sont les courbures de la plaque sollicitee en fiexion.

Finalement le champ des déformations s'écrit : & =&y, + & (2.39)
A partir de I'équation (2.33) les contraintes dans une couche k, s'expriment par :

= = = 0
Oy Qu 912 916 &y Ky

o (M)=0,(X,y,2) =10, = Qz Qu g, r+2{ K,
Txy K Sym QGG K 7xy0 ny
ol o, (M) =0, (%, Y,2) =Q.&,, (X Y) + 2Q (X, y) (2.40)
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o, (M)Représente la matrice de contrainte dans la couche k: h,_,<z<h,, la matrice de

rigidité réduite Q, varie d'une couche a lautre. Il en résulte donc une discontinuit¢ du champ
des contraintes dans les couches successives.

11.5.2 Expression des résultantes et des moments :

11.5.2.1 Résultantesen membrane :

D’aprés Berthelot [2], Les résultantes des forces qui agissent sur le stratifié peuvent étre

obtenus en intégrant les contraintes dans chaque couche a travers son épaisseur :

X hi/2 X NN Oy
N Y ={N, = [ {o,pdz=>" [0, dz (2.41)
_ k=1
ny h/2 Txy s Txy

Z'i: _f[ng (X, y) + 2Q x (X, y)]dz

1

Q,&,(xY) jdz]+Z[QkK(x y) J'zdz}

{ZN:(W -h)Q, }e (x, yHLZ(th —~h 1)Qk}<(x y)

k=1 k=1

Soit, en définitive:

N(X, y) = Aje, (X, ¥) +Byx (X, y) (2.42)

avec A, =Z[<3i,-] (h —h,) 243)
k=1

= kz_;é ,,] (h*« —h*1) (2.44)

N, ,Nyet N, sont les résultantes par unité de longueur, respectivement des contraintes

normales (suivant x et suivant y) et de contrainte de cisaillement dans le plan (x y). Elles sont
schématisées sur la figure (11.9).
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Figure (11-9) : Résultantes en membrane des actions exercées
sur un elément de stratifié [2].

11.5.2.2 Moment de flexion et de torsion :

Les moments de flexion et de torsion exercés sur un stratifié¢ sont définis par :

Mx h/2 Gx N hy Gx
M(x y)={M, :j o, zdz:Zj o, 2z (2.45)
Mxy -h/2 7, k=lh,, 7,
NERUT _
MxY) =Y [[2Quen(x )+ 22Qux(x.y)] dz
k=lh,

Mz

{Qka 0 | zdz}z{qu ) _[zzdz}

H

l—l 7\—
N -

Z(hzk - hzk-1)6k}8m(x, y) +|:§Z(h3k - h3k—l)6k :|K(X, y)

k=1

Soit, en définitive:

(2.46)

M (X, y) = B;&, (X, ¥) + Dyx(X,y)
avec = i%[ ] (h% —h%1) (2.47)
D, i%[ ] (h% — h%1) (2.48)
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M, et M sont les moments de flexion et M, le moment de torsion. Ils sont schématisés sur

la Figure (11.10).

X

Figure (11-10) : Schématisation des moments de flexion etde torsion [2].

Connaissant quegxo,gyo,;/xyo,zcx,zcy et x, sont indépendants de z, les vecteurs forces et

moments résultant peuvent étre assemblés sous la forme :

N, A, A, A; B, B, B,]|% N
N 1 2 6 11 12 16 Lo Aﬁj _ Z[Qu] (h —h_.)
y A12 Azz Aze BlZ Bzz Bze y k=1 k
Mol | A A A B B Bl g oS ig, i —he)  (249)
M X Bll BlZ BlG D11 D12 D16 K, k1 2 k
M y Blz Bzz st D12 D22 Dze K, Dij - il[@u ] (hsk . hskil)
M Xy L Ble Bze Bse D16 Dze Dee 1K, =3 k

Sous cette écriture, l'analyse de la matrice de rigidité assemblée du stratifié (la matrice ABD)
permet de mettre en évidence certains comportements élastiques caractéristiques des
stratifiés :

v la matrice A correspond au comportement de membrane,

v la matrice D correspond au comportement de flexion,

v la matrice B correspond aux termes de couplage entre les phénoménes de membrane et

de flexion.

Ainsi, si B n'est pas nul, un effort de traction dans le plan moyen entraine une flexion du
stratifie. Toutefois d'autres couplages existent a [lintérieur méme des comportements de

membrane et de plaque :
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* Les termes A etA, correspondent aux couplages plans entre traction et cisaillement.
* Les termes Dy et D, quantifient les couplages entre flexion et torsion de la plaque stratifiée.

Le plus souvent ces couplages constituent une difficulté supplémentaire de la conception

composite.

11.6 Influence de I’empilement des couches :
11.6.1 Couche isotrope :

Dans le cas d'une plague en matériau homogene isotrope, le comportement élastique est
décrit par le module d'Young E etle coefficient de Poissonv .

Les résultantes en membrane (N,,N,, N, ) dépendent uniquement des déformations en
membrane (&,.°,¢,°,7,°) et les moments de flexion et torsion (M,,M ,M ) dépendent

uniquement des courbures du plan moyen (x,,x,, «,,). Dans le cas d'une plaque isotrope, il

n'existe donc pas de couplage membrane-flexion/torsion.

11.6.2 Couche orthotrope rapportée a ses axes principaux :
Berthelot (2010) considére que pour une couche orthotrope, d'épaisseur h, dont les axes
du matériau sont confondus avec les axes de référence de la plaque (axes de reférence des

contraintes et déformations exercées sur la plaque), la matrice de rigidité réduite s'écrit :

Qll Q12 O
[Q]=[Q; Q, © (2.50)
0 0 Q,

D'ou I'expression des coefficients de rigidité du stratifi¢ :

h3
A =Gy 1= Qi 5 (2.51)
As=As=0 B; =0 Dig =Dy =0

Comme dans le cas d'un matériau isotrope, les résultantes en membrane ne dépendent que des

déformations de membrane et les moments ne dépendent que des courbures.

11.6.3 Couche orthotrope non rapportée a ses axes :
Dans le cas ou les axes du matériau de la couche orthotrope ne coincident pas avec les

axes de référence des contraintes, la matrice de rigidite réduite s'écrit :

38

—
| —



Chapitre Il : Comportement mécanique des plaques stratifiées

- §11 §12 §16
[Q]: 912 922 926 (2.52)
Qi Qs Qe

Ou les coefficients Q, hors axes sont définis en fonction des coefficients Q; dans les axes du

matériau. Les coefficients de rigidité de la plaque s'expriment alors suivant :

_ — ht
Aij B Qijh Dij B E (2.53)
A16=A26:0 Bij=0 D16=D26=o

Nous constatons a nouveau labsence de couplage membrane-flexion/torsion.
Toutefois, contrairement au cas d'une plaque isotrope ou d'une plaque orthotrope dont les axes

principaux coincident avec les axes de référence de la plaque, nous observons que les

0

, » ainsi que de la

résultantes normales N,, N dépendent des déformations axialesgx0 ete
déformation en cisaillement yxyO. Il existe donc dans ce cas un couplage traction-cisaillement.
De la méme maniere, les composantes des moments dépendent toutes des courbures en

flexionx,,«,, et de la courbure en torsionx,, . Il existe donc également un couplage flexion-

v
torsion.
11.6.4 Stratifiés symétriques :
11.6.4.1 Cas genéral :
Selon Berthelot (2010), Un stratifié est symétrique si le plan moyen est plan de symétrie.
Deux couches symétriques ont :
- la méme matrice de rigidité réduite [Gij ]k,
- la méme épaisseurh, ,
Il en résulte que les coefficients B, de la matrice de rigidit¢ du stratifié sont nuls. L'équation

constitutive est de la forme générale :
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_ _ 0
Nl TA, A, A, 0O 0 0 &
Ny | |A, A, A, 0 0 0|
N 0
ol A16 Aza Aee 0 0 0 Vxy (2.54)
M, 0 0 0 D, D, Dg P
My 0 0 0 D, D, Dy ,
M, | L 0 0 0 D Dy Dy Ky

On remarque qu’il n'existe pas de couplage membrane-flexion dans le cas des stratifies
symétriques. Il en résulte que le comportement des stratifiés symétriques est plus simple a
analyser que celui des stratifiés présentant un couplage membrane-flexion/torsion. En ouitre,
les stratifiés symétrigues ne présentent pas une tendance au gauchissement due aux
déformations (contractions) induites lors du refroidissement consécutif au processus de mise
en ceuvre des matériaux. Les stratifiés symétriques sont donc largement utilis€és, & moins que
des conditions spécifiques nécessitent un stratifié non symétrique.

11.6.4.2 Stratifiés symétriques dont les axes des matériaux de toutes les couches

coincident avec les axes du stratifié (symétrie miroir) :

La matrice de rigidité réduite de chaque couche est dans ce cas de la forme :

QS Q) 0
[Q]k = Qzlk szk 0 (2.55)
0 0 Qg

Ou les coefficients de rigidité réduite s'expriment en fonction des modules de lingénieur de
chaque couche.

Les coefficients de rigidité du stratifié s'expriment donc suivant :

. s k _ N1k s
A; —;Qij h, A _Zngij 0 (2.56)
A16:A26:O Bij:O D16:D26:O

D'ou l'équation constitutive du stratifié :

_ _ 0
Nl TA, A, 0 0 0 0]
Nyl /A, A, 0 0 0 o
Ny [ |0 0 Ag 0 0 0 |}° (2.57)
M, 0 0 0 D, D, 0|,
M, 0 0 0 D, D, 0]
M, [0 0 0 0 0 D]
Xy
( ]
L % )
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Outre que labsence de couplage membrane flexion/torsion, il y a également absences de
couplages en traction- cisaillement et en torsion-flexion.
Dans le cas de la symétrie mirorr des couches d’un matériau composite stratifi,

les caractéristiques élastiques équivalentes sont :

_AA-A AR A
= hA,, e hA,
ny:i Vyx:h ny:h
A Ay h
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Chapitre 111: Etude théorique sur les
différents critéres d’endommagement.

I11.1 Introduction :

Les critéres de rupture ont pour objectifs de permettre au concepteur d'avoir une évaluation de
la résistance mécanique des stratifiéss. D'une maniere générale, la résistance mécanique d'un
matériau correspond a une dégradation irréversible : soit a la rupture réelle du matériau
(Figure 1l1l1.1.a), soit a la limite du domaine élastique (Figure Il11.1.b). Dans le cas des
matériaux composites, la limite du domaine élastique est généralement liée a l'apparition de la
microfissuration : micro ruptures dans la matrice, ruptures de fibres, decohésion fibres-
matrice, etc. Une fois initiées, ces microfissures restent généralement localisées, ne modifiant

que tres progressivement la rigidite du matériau.

D’aprés Les criteres de rupture d’une couche d'un stratifié on a des critéres en contraintes
maximales et des criteres en déformations maximales, des critéres interactifs, souvent appelés

criteres énergétiques

Dans ce chapitre on s’intéresse beaucoup plus sur les microfissures basé sur «First Ply

Failure Theory ».

I11.2 Criteresde rupture [20]:

Parmi ces criteres, le critere de la contrainte maximale (ou sa forme duale, le critere de la
déformation maximale) est le critere le plus simple et celui qui reste le plus utilisé dans les
bureaux d’études. On considére que le matériau casse dés qu'une des composantes du tenseur
des contraintes (ou des déformations) dépasse une valeur seuil. Le critere de la contrainte

maximale est découplé. En effet, bien qu’il informe sur le mode de rupture du matériau, il ne
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tient pas compte des interactions entre les differentes composantes du tenseur des contraintes.

Ainsi, pour des chargements multiaxiaux, il surestime généralement la contrainte a rupture.

I11.2.1 Critéres en contraintes maximales [2]:

111.2.1.1 Critéresdans les axes principaux :

Les criteres en contraintes maximales font intervenir :

Xt,Xc sont les contraintes a la rupture suivant l'axe longitudinal respectivement en traction et
en compression. Yt,Yc sont les contraintes a la rupture suivant [laxe transversal
respectivement en traction et en compression. S est la contrainte a la rupture en cisaillement

dans le plan de la couche.

L'axe longitudinal et l'axe transversal sont pris suivant les axes des matériaux de la couche
(Figure 111.2). Les grandeurs a la rupture sont les valeurs positives des contraintes a la rupture

mesurées dans des essais de traction, compression ou cisaillement.

Dans le cas d'une couche soumise a un état de contraintes planes (o, oT, aL7) dans les axes
des matériaux, les criteres en contraintes maximales stipulent que la résistance mécanique de
la couche est atteinte lorsque lune des trois contraintes auxquelles la couche est soumise

atteint la valeur de la contrainte a la rupture correspondante.

Les critéres de rupture s'écrivent ainsi sous la forme :

-— Pt

- - limite

Figure (111-1) : Comportements ‘fragile’ et ‘ductile’ d'un matériau [2].

43

—
| —



Chapitre Ill : Etude théorique sur les différents critéres d’endommagement

Figure (111-2) : Contraintes dans les axes des matériaux d’une couche

2].

—Xc< o, <Xt

Si les six inéquations sont érifiées, I'état de contraintes limite n'est pas atteint : la rupture de
la couche ne se produit pas. Si lune quelconque des inéquations n'est plus Vérifiée, I'état

limite est atteint : la rupture se produit suivant le mécanisme correspondant a la contrainte de
linéguation non Vérifiée.

111.2.1.2 Critéres de rupture en-dehors des axes des matériaux :

Dans le cas ou l'état des contraintes est exprimé dans des axes de référence (X, y, z) (figure
[11.3), il est nécessaire de se ramener aux axes des matériaux par une rotation d'angle 6. Les
contraintes exprimées dans les axes des matériaux s'écrivent d'apres (2.69) :

0, = 0,, cos’0+0,,sin’0+ 20,,sin O cos 6.
or = 0,,sin*6 +a,,cos’0 — 20, sin 6 cos 6. (3.2)

oy =(0,, — 0,,)sin O cos 6 + g,,(cos” 6 — sin” 9).

Figure (111-3) : Couche rapportée a des axes de référence
guelconques [2].
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et les critéeres (3.1) en contraintes maximales s'expriment suivant :

~Xc < 6,, cos’0 + a,,sin*0 + 20, sin 6 cos 6 < Xt

~Yc <o, sin*6 +0,,cos* 0 —20,,sinfcos O <Yt (3.3)
~-§ < (6,,— 0,,)sinf cos 0+ a,,(cos? 0 — sin* ) < S

111.2.1.3 Traction ou compression en-dehors des axes des matériaux :

Dans le cas d'une traction ou d'une compression en-dehors des axes des matériaux (Figure

[11.4) : les contraintes (3.2) se réduisent a:

o, = 0,,€0s%0
or = 0, sin*0 (3.4)

o,y =—0,,Sin0 cos O
et les critéres en contraintes maximales s'expriment suivant :
—Xc < 0,, cos?0 < Xt
—Yc< o, sin* 0 <Yt (3.5)
-§S<-o0,,sinBcosO <SS

Ce critere peut étre représenté graphiquement en tragant la valeur maximale
o,, de la contrainte o,, de traction ou compression pour laquelle T'un des criteres est atteint,
en fonction de l'angle 6 entre la direction du chargement et les directions du matériau.

Dans un essai de traction, la contrainte de traction a,,, correspond a la plus petite des valeurs :

Figure (111-4) : Traction en-dehors des axes des materiaux [2].
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X, X, s
g = () = g = 3.6
XU cos2g ' Xu - sinZg ! XU sin @ cos 0 ( )

et dans un essai de compression, la contrainte de compression o, correspond a la plus petite

des valeurs :
— XC J— XC — S
Ou = cos29 '’ Oxu = sin2g ' Osu = sin 6 cos 6 (37)

La valeur o, étant alors la détermination positive de la contrainte.

111.2.2 Critéres en déformations maximales [2]:

111.2.2.1 Critere dans les axes des matériaux :

Les criteres en déformations maximales sont transposés des criteres en contraintes maximales,
les déformations étant bornées, au lieu des contraintes. Les criteres en déformations font

intervenir :

Xe, (Xe, ) : la déformation a la rupture en traction (ou compression) suivant laxe
longitudinal. Ye, (Ye. ) : la déformation & la rupture en traction (ou compression) suivant

l'axe transversal. Se :la déformation a la rupture en cisaillement dans le plan de la couche.

La résistance mécanique est alors considéree comme étant atteinte, lorsque lune des
déformations principales atteint la deformation a la rupture correspondante. Les critéres en

déformations maximales s'écrivent donc sous la forme :

—X &g <g < Xeg,

—Ye, < & <Yeg (3.8)

c

—Se<y.r <S¢

111.2.3 Critéres interactifs [2, 20]:

Les criteres en contraintes maximales et en déformations maximales ne per- mettent pas de
rendre compte de lensemble des résultats expérimentaux. D'autre part, ces criteres excluent
l'existence d'interactions entre les contraintes ou déformations dans les axes des matériaux :
les mécanismes de rupture longitudinale, transversale ou en cisaillement sont supposés se

produire indépendamment.
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Des criteres interactifs ont alors été recherchés en étendant aux matériaux orthotropes le
critere de Von Mises, utilisé pour les matériaux isotropes. Le critere de Von Mises est relié a
I'énergie de déformation emmagasinée par unité de volume du matériau déformé. C'est la
raison pour laquelle ces criteres interactifs sont parfois appelés criteres énergétiques.
Toutefois, dans le cas de matériaux orthotropes, ces critéres ne sont plus reliés exclusivement
a Iénergie de déformation.

111.2.3.1 Critére de Hoffman :

Une généralisation du critere de Hill, tenant compte de la différence du comportement des
matériaux en traction et en compression, a été formulée par O. Hoffman [19]. Le critere de

Hoffman admet que la rupture du matériau se produit lorsque l'égalité suivante est vérifiée :

Les constantes C1 a C9 sont caractéristiques du matériau et reliées aux contraintes a la rupture

du matériau par les relations :

1 1 1 1 1
2\v, Y, Z,Z., XX, 2

1/ 1 1 1 1 1 1 1
= A+t -1) ¢=L-L ¢-1_1 (3.20)
2\X,X, VY,Y, Z,Z, X, X, Y, Y.
1 1 1 1 1
Co=,—7.0C,=3 Cg = Co =3
zZ, Z Sy S $hur

Dans le cas d'un état de contraintes planes dans le plan (L, T), le critere de Hoffman se réduit

a:

%, o’y opor + X=X, + Y.-v, + o _ 1 311
XX, Y,Y. XX xx, 0L yy, 0172 = & (3.11)
t*c ttc t*c crt c't LT

111.2.3.2 Théorie générale de Tsai-Wu :

111.2.3.2.1 Formulation :

Les criteres précédents suffisent généralement pour décrire les divers résultats expérimentaux
observés. Toutefois, une des facons d'améliorer la corrélation entre résultats expérimentaux et
théoriques est d'accroitre le nombre de paramétres des équations théoriques. Ce fait, associé a

la possibilité de représenter les criteres de rupture sous forme tensorielle, a conduit S.W. Tsai
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et EM. Wu [20] a admettre que la rupture d'un matériau anisotrope est atteinte lorsque

l'égalité suivante est Vérifiee :

Fio;+F 00;,=1, ij=12....6 (3.12)

ou les constantes Fi et F jj sont les composantes de deux tenseurs respectivement de rang 2 et
de rang 4. La notation contractée usuelle est utilisée dans cette relation pour les contraintes

rapportées aux axes des matériaux :
0,=0411 =0, 0 =03, =07 03 =033 = Oy (3.13)
04=033 =0rr,, O05=013 =07 0g =013 =0y
L'éguation (3.12) s'écrit sous forme développée suivant :
F,o,+ F,0,+F;0;+F,0,+ F;0;+F,0
+F,,6,°42F,,6,6, +2F,36,03%2F,,06,0,+ 2F 0,05+ 2F,,0,0.+ (3.14)
+F3,0,°+2F 530,03+2F,0,0,+2F;50,05+2F 40,0
+F3303°+2F3,030,+2F350505+2F 35030,
+F440,°+2F50,05+2F ;50,0
+F5505°+2F 5050,
+Fe06°

Les termes linéaires F; prennent en compte la différence éventuelle du comportement du
matériau en traction et en compression. Les termes quadratiquesF;; définissent un ellipsoide
dans lespace des contraintes et tiennent compte des interactions entre les

contraintes o; et ;.
L'intérét de la formulation développée par Tsai-Wu réside dans :
+ [linvariance de la forme de la relation (3.12) dans tout changement de base ;

+ la transformation du critére suivant les lois de transformation des tenseurs
0;,0;; OuF,0; et F
Les proprietés de symétrie des tenseurs F;o; et F;; similaires a celles des constantes

d'élasticité.
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111.2.3.2.2Expression des constantes :

Nous nous intéressons, dans ce paragraphe, au cas d'un matériau composite orthotrope soumis
a un état de contraintes planes dans le plan (1, 2) = (L, T). La relation (3.14) s'écrit alors :

F,0, + F,0,tF;6,+F;,0,%+F,,06,%+F,,0,% +2F;,0,06, = 1

Les parametres F; F;; et peuvent étre exprimés a laide des contraintes a la rupture, mesurées

dans divers essais.

Dans le cas d'un essai de traction suivant la direction L, la contrainte a la rupture Xt est telle

que :
F.X,+F; X, =1 (3.16)
et dans un essai de compression :
F, X, +F;;X.*=1 (3.17)

De ces deux relations, nous tirons :

ﬂ—%—% (3.18)
F, = XtLX (3.19)
Par analogie, nous avons de méme :
Fr=y—y (3.20)
F,, = Y:Yc (3.21)

Dans le cas d'un essai de cisaillement dans le plan (L, T) (Figure 111.3.a)

la contrainte & la rupture S*,, esttelle que :
FeS* .+ FegS*2,, =1 (3.22)

En inversant le sens des contraintes (figure 12.31b), la contrainte a la ¢
LT

rupture S, esttelle que :

FeS™ir+ FgeS7% 1 =1 (3.23)
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Ces deux relations conduisent a :

-1 _ 1
Fe= Stur STur (3:24)

Fo= —— (3.25)

CStSTor
La contrainte a la rupture étant indépendante du signe de la contrainte de cisaillement, nous
avons :

S+LT =S8 =Sir (3.26)

Il en résulte que dans le cas de matériaux orthotropes :

Fe=0 (3.27)
1
Fo= 52 (3.28)
LT
T T
L I
(a) (L)

Figure (I11-5) : Essais de cisaillement [2].

Il reste a déterminer le paramétre de couplageF,,. Ce parametre peut étre déterminé dans un
essai bi axial, par exemple une traction bi axiale. Un tel essai est effectué en exercant la méme

contrainte dans les directions 1 et 2 du matériau. Les contraintes sont alors : 0, = 0, = ¢
les autres contraintes étant nulles. Le critere (3.15) s'écrit :

(Fy+Fy) o+ (Fy i+ Fy+2Fy) 0% =1 (3.29)
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D'ou l'expression du parametre d'interaction :
-1 g (L_1_1_1 LI )
Fy; = 202 [1 (Xt Xc vt )6 + (XtXc + Yth) o ] (3.30)

La valeur F,, de correspond & la valeur o de la contrainte mesurée lors de la rupture dans
I'essai de traction bi axiale

Dans la pratique, le coefficient d'interaction F12 peut également étre déterminé dans un essai
de traction (ou compression) a 45° des axes du matériau orthotrope. Dans ce cas, les

contraintes dans les axes du matériau sont :

6,=0,=0,="5 ¢,=0,=05=0. (3.31)

Ou o, estla contrainte de traction exercee. Le critere (3.15) s'écrit dans ce cas :

D'ou lexpression du parametre Fi2 obtenue dans cet essai :
1 1 1 1 1 1 1 1
Fp= i fi-s(ioL Ly se(d ot 1Y) 3.32)
2045 2 \Xt Xc Yt Yc 4 \XtXc YtYc S°r

La valeur de F12 correspond a la valeur de o,5 mesurée lors de la rupture dans un essai de

traction a 45°.

111.2.3.2.3 Critére de Tsai-Wu en contraintes planes :
En tenant compte des résultats précédents, le critere de Tsai-Wu (3.15) dans un état de

contraintes planes, s'écrit sous la forme :

(=)ot (=) o+ 4 SIS Fyy S =1 (3.39)
Xt Xc vt Yc XX, YY,s% X, Xc

En introduisant le coefficient de couplage F;,” exprimé suivant :

Fip' = {1-[X. - X,

o +(1+75¢) o) (3.34)

Fr' == {1-[Xo - X+ 35 r - v)]% + (147 yc+szn)"145} (3.35)

ou o et g, sont les contraintes a la rupture déterminées, respectivement, dans un essai bi axial
et dans une traction a 45°. Bien souvent, le coefficient de couplage F*,, est considéeré comme

un coefficient empirique, ajusté en fonction  des resultats expérimentaux. Dans le cas ou le
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coefficient de couplage est pris égal a _71 ;
le critere de Tsai-Wu en contraintes planes s'écrit :

2 2 2

1 1 1 1 ) c“r , 0% Op O _

e [ +(———)a L I T 0L 0T o 3.37
(Xt Xc) L7 \ye ve) T xx. vy, s%; X, Xc (3:37)

Nous retrouvons le critere de Hoffman (3.11) en contraintes planes. Si, de plus, les contraintes

a la rupture en traction et en compression sont identigues

Xt=Xc=X (3.38)
Yt=Yc=Y (3.39)
Le critere (3.37) s'écrit :
o \2, (or\% , (o 2 G107_
() (7)) 5= 40
[ =)
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Chapitre IV: Formulation éléments finis et
programmation.

1V.1 Introduction :

En pratique, la forme et les conditions d’appuis d’une structure  rencontrées dans la
majorit¢ des probléemes sont souvent complexe. En générale, on dit qu’une structure est
complexe si toute solution analytique de celle-ci est impossible ou est obtenue apres des
calculs délicats. Cette définition s’applique exactement aux structures en plaques composites.
L’utilisation des méthodes numériques de résolution comme par exemple différences finies a

comme difficulté majeure, la représentation des conditions aux limites.

Seule la méthode des éléments finis est  susceptible de résoudre sans grande difficulté les

problemes de plague composite de forme d’appuis et de mise en charge quelconques.

L’analyse du comportement des plaques est du plus haut intérét pour les ingénieurs en
génie civi, puisque les dalles constituent I'essentiel de la structure des batiments (radier,
plancher, toiture...). Donc la mise au point d’un élément fini qui traite parfaitement le
comportement d’une plaque composite est, pendant longtemps, un défi lancé aux chercheurs

et continue aujourd’hui a susciter beaucoup d’intérét [21, 22].

Dans ce chapitre, nous allons présenter la formulation d'un élément fini . Suite a cette
formulation nous avons écrit un programme en langage FORTRANT77 qui sera utilisé pour

calculer les déplacements et les contraintes.
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1V.2 Historique sur la méthode des éléments finis :

Le mathématicien courant décrivait une solution polynomiale par morceaux pour le
probleme de la torsion. Son travail ne fut pas remarqué par les ingénieurs et la procédure était
impossible a I'époque en raison du manque d'ordinateurs. Dans les années 1950, le travail
dans lindustrie aéronautique a introduit la méthode MEF aux ingénieurs en exercice. Un
article classigue décrivait le travail de la MEF qui était motivé par le besoin d'analyser les
ailes delta, qui sont trop courtes pour que la théorie des faisceaux soit fiable. Le nom
«éléement fini» a été inventé en 1960. En 1963, la validité mathématique de la méthode MEF a
été reconnue et la méthode a été étendue de ses débuts structurels pour inclure le transfert de
chaleur, l'écoulement des eaux souterraines, les champs magnétiques et d'autres zones. De
grands logiciels MEF d’utilisation générale ont commencé a apparaire dans les années 1970.
A la fin des années 1980, le logiciel était disponible sur micro-ordinateurs, avec des
graphiques en couleur et des préprocesseurs et post-processeurs. Vers le milieu des
années1990, environ 40 000 articles et livres sur la méthode MEF et ses applications avaient

été publiés [23].

IV.3 Avantages et inconvénients de la méthode des éléments finis :

De toutes les méthodes permettant de résoudre de maniére approximative un probleme aux
limites (séries, différences finies, ...), la méthode des éléments finis présente de tels avantages
quelle est la plus utilisée (parfois méme exagerément), sauf cas particuliers.

Ces avantages sont essentiellement les suivants :

» La puissance de la méthode des élements finis réside essentiellement dans sa
généralité et sa souplesse.

> Elle peut étre applicable a une variété de problemes physiques. La géométrie du
domaine peut étre quelconque, les forces et les conditions aux limites peuvent étre
aussi de nature quelconque.

» Le maillage peut combiner autant de types d'éléments que l'on souhaite.

> Et toute cette généralité est contenue dans un programme unique qu'on peut faire
tourner sur un ordinateur (sélection du type de probleme, de la géométrie, du type
d'élément, des chargements et des conditions aux limites).

La méthode des éléments finis a néanmoins quelques inconvénients.

» Elle donne un résultat numérique particulier pour un probleme spécifique.
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> Elle ne fournit aucune forme de solution susceptible de permettre une étude analytique
de l'effet d'un changement de parametre par exemple.

» Un ordinateur, un programme fiable et une utilisation intelligente sont nécessaires.

> Les programmes genéraux de calcul doivent étre fortement documentés.

> L'expérience et un grand sens de lingénieur sont indispensables a la définition d'un
bon modeéle.

» La plupart des problemes comportent un grand nombre de données et une foule de

résultats qu'on doit dépouiller avec méthode pour une compréhension optimale

IV.4 Type des élémentsfinis:

On peut classer, les différents types d'éléments finis suivant leur géométrie comme suit :

v' Les éléments unidimensionnels (1D) : Sont utilisés de facon individuelle ou associée a
des plagues pour modélises les raidisseurs. Exemple : barre, poutre rectiligne ou courbe.

v' Les éléments bidimensionnels (2D) : Elasticité plane : (déformation ou contrainte plane).
Exemple : plaque en flexion, coques courbes, de forme triangulaire ou quadrangulaire.

v Les éléments tridimensionnels (3D) : élément de volume, ou coques épaisses.

v’ Les éléments axisymétriques : qui constituent une classe bien particuliére : tores a

section triangulaire ou quadrangulaire, coques conique [24].

IV.5 Elément utilisé:
L’¢lément utilisé est un élément rectangulaire de (24) degrés de liberté. La figure montre la

géométrie de I'élément utilisé, les dimensions (a et b) et I’épaisseur (t).

Xe

Figure (IV-1) : Elément plaque rectangulaire [1].
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IV.5.1 Fonction de déplacements de I’élément :

L’¢lément possédé quatre (4) nceuds avec (6) degrés de libertés chacun, ces degrés de liberté

sont :

v Deux degrés de libertés dans le plan (x, y) qui sont (u.v.).

p . . . ow ow d*w
v . -
Quatre degrés de libertes hors plan qui sont : (w, 2% ox ' oxy

).
«» En membrane :
ux y) = (a; + a,x +azy + a,xy)

V(X Y) = (as + agx + a,y + agxy)
On peut écrire ces équations sous forme matricielle :

(%1
a;
as
{u(x,y)}:[l x y xy 0 00 0 <a4>
v(igy)) 10 0 0 0 1 x y xy 25
6
a;
\ag/
o ooy U121 0 0 0 0 0 0 O .
Noeud(l).(x-O,y—O).{Ul}—[O 0 00 100 0]{ai},|—1,8
u 1 a 0 0 0 0 0 O
Noeud(z):(x:a,y:O):{vzz}:[O 0 00 1 a0 0]{al} =18
v—n ey JU31_[1 a b ab 0 0 O O .
Noeud(3).(x-a,y—b).{L;3}—[O R (A S E:
rem o ax. (U1 0O b 0O O O O O .
Noeud(4).(X—O,y—b).{v4}—[O 000 10k 0]{ai},l—1,8

et  {6°,}) =4

{u(x,y)}_ 1 x y xy 0 0
v (xy) 0 0 0 0 1 x

(4.1)

4.2)

(4.3)
(4.4)
(4.5)

(4.6)
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{u(x,y)}:
v (x,y)
_X_ Y X 0 r_xy 0o X o 2%
a b ab a ab ab b ab {5e}
0 —Z-24Z41 0 Z-Z =z 0 -2
b b a ab ab b ab

u(x,y)}_[Nl 0O N, O N, O N, O .
{v aySlo N, 0 N, 0 N, 0 n,]Om (4.7)
Calcul les déformations :
a
e | ox 0]| x.7)
et 2ty
{S (X;Y)} Oyy | 6y| v (x’y)
€ xy li 9
dy 0x
0 1.0y 0000
fex,m}i=10 0 0 0 0 0 1 x|{a;}— {exy)}=[0l{a;}
001 x 010y
{e ,y)}= [QIX{6° ) = [B,){6°,} (4.8)
alors :
1.y 1_Y e _X
a+ab 0 a ab 0 ab 0 ab 0 —I
- 1, x _x x* 1_x
[B,]=| 0 St 0 =~ 0 = 0 = ab| (4.9)
_l_|_i i,y _x 1 _y x y 1_x _LJ
b ab a ab ab a ab ab ab b ab ab
(0N, oN; 9Ny ON,
ax 0 dax 0 dax 0 ax 0 —I
_ Ny (23 Ny N,
[B,5| 0 Z- 0 = 0 = 0 = I (4.10)
9N, 9N, 9N, ON; ON; ON; ON, ON,
Loy 0x ay ax dy ax ay ax J
Donc la matrice [B,,] relie la déformation membrane avec les déplacements nodaux.

*
A X4

En flexion :

wix,y} = [a; + a,x + a3y + @, x% + agxy + agy? + a,x3 + agxly + agxy® + a,,y°

wix,y} = {p(x, ) {a}"

avec .

T _
{a} ={ay a; a5 ay a5 ag a; ag ag @y Ay @y, Ay @y Ag Ay )

e, }={1xy x* xy y* x> x*y xy* y>x3y x*y* xy® x3y* x%y?

+a X3y + a,x?y? + appxy + a3yt 4 asx?y? 4+ ag x3y3]

L’¢lément plaque nécessite donc quatre degrés de liberté par nceud.

—
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{Wi} =

- W -
ow;
ox
ow;
9y
3%w;

Lox 0y

i

Ce qui explique I'introduction de la dérivée seconde par rapport a X ety.

w(x,y)]
ow(x,y)
dx
ow(x,y)
dy
62w(x,y)
L Jx0dy -

Xy
1 0
0 1
0 0

Neeud (1)
wy
| 9wa
ady |}_

dx
Lo
92
k635‘:3V)11}

==

S O O
S O - O
o = OO

o O OO
_ o OO
o O OO

Neeud (2) : (x=a ,y=0)

S OO R
O O Q
O R OT

o = OO

a’? ab

2a b
0 a
0 1

a’ 0
2a 0
0 a
0 1
b*> a3
0 3a?
2b 0
0 0

o OO o

xzy xyz y3 x3y xzyz xy3 x3y2 x2y3
2xy y* 0 3x%y 2xy* y3® 3x%y? 2xy3
x% 2xy 3y* x* 2x?%y 3xy* 2x3%y 3x?%y?
2x 2y 0 3x* 4xy 3y? 6x%y 6xy?
0o 0 0 0 o0 0 0 o0 o0oO0

0O 0 0 0 0 0 0 O0 O00o0 .
00000000 o0 ofhFLE
0o 0 0 0 o0 0 0 O0 o0 o0

a® 0O 0 O 0 0 0 0 0 O

3¢ 0 0 0 0 0 0 0 0 O .

-}, =1,6

0 @ 00 a 00 0 0 o

0 2a 0 0 3a¢2 0 0 0 0 O
a’b ab?> b® a®b a*b? ab® a®b? a*b?
2ab  b? 0 3a’b 2ab* b® 3a*b? 2ab?
a’> 2ab 3b%> a® 2a*b 3ab? 2a3b 3a?*b?
2a  2b 0 3a®> 4ab 3b* 6a’b 6ab?

([ =]

x3y3 'I
3X2y3

l{e.
3x3y?| 8
9x2y2J

a’h?
3a®b3
3a3b?
9a? b?

{(li}
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Neeud (4) ( x=0,y=b)

|(ax\|10b00b2000b3000000

{ }010019000192 00 0 b* 0 0 0|leyigg
ay 0 01 00 2000 O 3200 0 0 0 Of 7 ™
Ikan000010002b0003b2000

0x0y

{5ef}16xl = [X]16x16{®i}16x1 — {a}16x1 = [X]_116><16 6% mh6x1

wl,y)} = {pley) Y X1 {6 ¢}
 w, () = (1—3—+ 2—) (1-3 —+ 2—) w, + (—x(§—1)2)(1—3 L+
2z—Z)ex1+(1—3;‘—22+2z—z)y(%_1)29y1+(—x(§—1)2y (%—1)2 -
o) = (35 -25) 1-3 L2l w, + <—x(§—§—§)>(1—3ﬁ+
25)00 + (352 5)y G- 020+ (x5 -2) )y (317" 0
Lo y) = B5-25) BL 2wy + <—x(z—z—§)>(3 Y220+
(BE+25)y G- 6.+ x(5-Dy (5= b

£ w () =(1-3% +2—) 3 ——2b3) W4+(_x(§_1)2)(3 v _

zy)0x4+(1_32_224_22—2))/(2/—2—%)93,4-{-(—36(3—1))}7( _) Xy4

wl,y)}=I[N, N, Ny N, Ny Ny Nig Nyg ]{6ef}
et
{Se f}T: {Wl exl ey1 eXyl . . Wy ex4 ey exy4—}

¢ Relation cinématiques :
L’¢élément utilisé est basé sur la théorie de Kirchhoff, alors les déplacements dans le plan et

hors le plan sont données par :

0
u( x,y,z) = —Z%
d
v(xy,z)——z%
( |
L *® )
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w(x,y,z) = w(x,y)
Les déformations sont données par :

ou _ _d*w_ 7k
x ox 92%x x
v 2%w
£ = zk

y=@=_2%_ y

ou Jov a%w

26,y = Wﬁ =—-2z oxa, = zk,,,
Avec k, , k, etk,, sont les courbures.
HEE o)
e =| 55 1= 3 fenn o 252 lu- (o)
23] 1255 o)

tk(x,y)} = [Q]3><16[X_1]16><16{5ef}16x1 = [Bf]3xl6{5ef}
e Loi de comportement :

D’apres Berthelot, les résultantes des forces, les moments de flexion et de torsion exercés sur

un stratifie sont définis par :

Ne | TA, A, A, B, B, B, N
N 1 2 6 11 12 16 Lo A‘j _ Z[Q ] (h —h )

y A12 Azz A26 BlZ Bzz Bze y k=1
N, B B B 0 N

v _ As As As By 26 66 || Vxy _ Zl[ ] (h% —h?s)
M, Bu B, Bs Dy Dy, Dy K, k=1 2
M, B, By By Dy, Dy Dy y D, ZN:E[G. ] (h% —h%.1)
M, |Be By Bgg Dig Dy Dg | " 3

e Détermination de la matrice de rigidité :
L’énergie potentielle totale de déformation d’une plaque soumise a un chargement
transversale répartie a travers sa surface est donnee par :
Mm=u+Vv’
La configuration d’équilibre est définie par la minimisation de I’énergie potentielle totale qui
signifie 'annulation de sa premi¢re variation.

8[[= SU+6V=0
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e Travail virtuels des efforts :

f ] (08)" {[B,1"[Al[B,] + [B,,]"[B1[B,] + [B;]"[BI[B,] + [B,]" [DI[B;] }{6}ds
On pose
[Ke] = f f (08} {[B,,]"[Al[B,] + [B,,]"[B1[B;] + [B;]"[BI[B,] + [B,]"[DI[B,] } ds

La matrice [K¢] peut-étre écrite sous la forme :
[Ke] = [Ke1] + [Kez]+[Ke3]+[Ke4]

avec :
[K¢,] = [B,,]"[A][B,,] : Matrice de rigidité élémentaire membranaire.
[K¢,] = [B,,]"[B] [Bf] : Matrice de rigidité élémentaire de couplage membrane-flexion.

[Ke,]= [Bf]T[B][Bm] : Matrice de rigidité élémentaire de couplage flexion-membrane.

[ke,] = [B;] [B][B,] Matrice de rigidité élémentaire flexionnelle.
Le travail virtuel s’écrit :
6U = {95} [K°]{6}
[K€] Est la matrice de rigidité élémentaire ;la matrice de rigidit¢ globale de la structure
s’obtient par assemblage des matrices de rigidité élémentaires.
e Travail virtuels des forces extérieures
Soit {06} le vecteur des déplacements virtuel, alors le travail des forces appliquées a
I'élément est donné par :
sV ={as}"{f°}
En équilibre, les travaux virtuels sont égaux, alors on aura :
6U = &V
{06} [K°1{s} = {05}7{f°}
Ce qui permet d’obtenir I'équation d’équilibre suivante :
[Ke1{6}={f*}
Aprés assemblage, on obtient I'équation d’équilibre globale :
[Kc1{663 = {fe}
Ou [K,]est la matrice de rigidité globale, {6} est le vecteur déplacement global et {f,} est le

vecteur de force global.
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IV.6 Les étapes a suivre afin de calculer la charge ultime :
1. calculer les valeurs de la matrice de rigidité réduite [Q] pour chaque pli, a 'aide de ses
quatre modules elastiques E; E, v,, etG,,.
2. Trouver les valeurs de la matrice de rigidité réduite transformée [Q] pour chaque pli,
En utilisant la matrice calculée aI’étape 1 et 'angle du pli.
3. avoir I'épaisseur,t, de chaque pli, trouver les coordonnees de la surface supérieure et
inferieurh;, = 1.. ., n, de chaque pli en utilisant I’équation suivante :

h=2k_1tk
L’emplacement du plan médian est /2, & partir de la surface supérieure ou inférieure du
stratifiée. La coordonnée z de chaque surface de pli k (supérieure et inférieure) est donné par :

1. Plil:
h -
hy = — E(surf ace supérieure)

h,= — §+t1 (surface inférieure)

2. Plik:(k=23,...,n-2,n1)
h,_, =—h/2+ X¥1t (surface supérieure).
h,_, =—h/2+ X¥ t (surface inférieure).

3. Plin:

h

hpy =3ty (Surface supérieure).

hy, = S(Surface inférieure).

Considérons un stratifié composé de n couches comme illustré a la figure (IV.2) chaque

couche a une epaisseur t,. Donc, I'épaisseur totale de ce stratifié ‘h’ est :

—\yn
h - z:k—l tk
] 1 KN
h,| £ 2
h,| 4 3 hi2
h 3
2
hy
T Mid-plane
hi Py k-1
L B T, 3 k
kel hiz gz
h,_,
h g - . -

Figure (IV-2) :L’emplacement des plis dans un stratifié¢ [2].
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4. Utiliser les matrices de rigidit¢ transformée de I'étape 2 et I'emplacement de chaque
couche de Iétape 3, pour trouver les trois matrices de rigidité[A], [Blet [D]
5. Remplacer les valeurs de la matrice de rigidit¢ trouvées a I'étape 4 et les forces et

moments appliqués dans I'équation suivante :
(=15 o6

6. résolvez les six équations simultanées pour trouver les deformations et les courbures
du plan moyen.
7. Maimtenant que I'emplacement de chaque couche est connu, trouver les déformations
globale dans chaque couche en utilisant I’équation suivante :
&) (& ke
{Ey} ={e ++2z{k,
V;?y Ky

8. Pour trouver les contraintes globales, utilisez la relation contrainte-déformation :

o, g,
{Jy =[Q] {gy }
T Yy

xy
9. Pour trouver les déformations locales, utilisez I’équation de transformation suivante :

31 Ex
y12/2 ny/z

10. Pour trouver les contraintes locales, utilisez I’équation de transformation suivante :
0, 0y
T12 Txy

D’aprés avoir les contraintes locales dans chaque couche, nous pouvons utiliser I'un des

criteres de rupture afin de calculer la charge admissible. Dans ce travail nous allons utiliser le

critere de Tsai-Wu.

IV.7 Validation d’élément fini dans 1'analyse des plaques :
Dans cette section, nous allons tester lefficacité de notre élément rectangulaire a quatre

nceuds, dans I'étude du comportement mécanique des plaques stratifiées.
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La validation ce tiendra par la convergence des résultats des déplacements numériques
obtenus par notre élément aux ceux obtenus analytiguement et par d’autres modéles

d’ééments finis disponibles dans la littérature.

z Yy
A —
Ih
/h
I T X
| L= >

Figure (IV-3) : Géométrie de la plaque.
IV.7.1 Plague isotrope simplement appuyée (SSSS) :

La premiére structure test est une plaque carrée, chargée par une charge répartie de 1 MPa,

dont les dimensions et les propriétés mécaniques sont regroupées au (tableau 1V.1) :

Tableau (IV-1) : Propriétés géométriques et mécaniques de la premiére plaque test.

_ 0.3 4.2 100 1

La solution analytigue du déplacement est donnée par T. Pour différents maillages, la

convergence du déplacement obtenu est regroupée dans le tableau (IV-II) et tracée sous

forme de graphe (figure 1V.4).

Tableau (IV-11) : Déplacement obtenus pour une plaque isotrope.

2*2 0.688*10°
4*4 1.042*10*
6*6 4.993*10*
8*8 1.664*10°
10*10 4.062*10°
Déplacement analytique 4.062*10°
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-
=
w
=
)
3
Q.

S
Q

60
NOMBRE D'ELEMENT

Déplacement numérique Déplacement Analytique

Figure (IV-4) : Convergence du déplacement pour une plaque isotrope.

D’aprés les résultats donnés par I'étude analytique du déplacement et les résultats obtenus par

notre élément, on peut constater que les résultats sont pratiquement identiques.

IV.7.2 Plaque composite monocouche simplement appuyé (SSSS):

La deuxieme structure test est une plaque composite stratifiees, simplement appuyé
(SSSS) chargée par une charge répartie de 1 MPa. Le nombre des couches dans cette plaque
est 6 couches. Les dimensions et les propriétés mécaniques de cette plaque sont regroupées au
(tableau 1V.3) :

Tableau (IV-111) : Propriétés géométriques et mécaniques de la deuxieme plaque test.

46 10 46 025 100 (0,/90)

Pour differents maillages, la convergence du déplacement obtenu est regroupée dans le

tableau (I\V-1V) et tracée sous forme de graphe (figure IV.5).
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Tableau (IV-1V) : Déplacement maximum pour la plague composite.

2*2 1.8427
4%4 2.947*10*
6*6 1.461*10°
8*8 4.611*10°
10*10 1.128*10°
Déplacement analytique 1.122 *10°

[
=
[*)
=
o
3
[=5

S
o

60
NOMBRE D'ELEMENT

Déplacement numérique : Déplacement Analytique

Figure (IV-5) : Convergence du déplacement pour une plague composite monocouche
avec une orientation (0,/90), .

D’apres les résultats donnés par I'étude analytique du déplacement et les résultats obtenus par
notre, on peut observer que notre élément converge par une maniere trés rapide vers le résultat

obtenus analytiquement et qui montre la performance de I'élément utilisé.
IV.7.3 Plagues isotrope etcomposite avec différentes conditions aux limites (SSSS) et
(EEEE)

Dans la prochaine section, nous étudierons deux plaques isotrope et composite dont les

conditions aux limites sont les suivantes :

- (SSSS) Simplement appuyée dans les quatre cotés.

- (EEEE) Encastrée dans les quatre cotés.
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Nous utilisons des plaques isotropes et composites avec différentes conditions aux limites
pour ainsi voir leurs influences sur les résultats obtenus.
Les dimensions et les propriétés mécaniques de ces plaques sont regroupées aux (tableaux

IV.V et IV.]). Les plaques sont chargées par une charge répartie de 1 MPa.

Tableau (IV-V) : Propriétés géométriques et mécaniques de la plaque isotrope.

100

0.3 80796.23

210000

Tableau (IV-VI) : Propriétés géométriques et mécaniques de la plaque composite.

46 1 0.6 025 100 (0.333/0.166/0.166/0.333) (05/90),

Pour un maillage de 10x10, les déplacements obtenus sont regroupés dans les tableaux (V-
VIl et IV-VIII).

Tableau (IV-VII) : Déplacements obtenus pour la plague isotrope.

(SSSS) (EEEE)
Présent élément 21.125 6.582
Déplace ment analytique 21.125 6.581

Tableau (IV-VII) : Déplacement obtenus pour la plague composite.

(SSSS) (EEEE)
Présent élément 4.323*10° 8.681*10*
Déplacement analytique 4.323*10° 8.683*10*

Dans les présents tableaux, on remarque que les déplacements obtenus en utilisant des plagques
encastrées sont supérieurs a ceux obtenus pour les plaques simplement appuyées. A travers
des comparaisons, on observe que notre élément donne des résultats pratiquement identiques
aux ceux obtenus analytiquement, et le maillage n’a pas nécessairement besoin d’étre trés
raffiné.
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Chapitre V: Etude Paramétrique

Apres avoir validé I'élément R4 et s’étre assuré du bon fonctionnement de notre programme,
nous allons maintenant exploiter ce dernier pour analyser numériquement Iinfluence de
stratification des couches sur la charge de rupture.

Afin d’évaluer Teffet de I'orientation des fibres sur la charge de rupture, on propose de
procéder a une étude paramétriqgue, qui a comme objectif de déterminer I'influience de
Iorientation des fibres et de la stratification des couches sur la valeur maximale de la charge
de rupture et les zones des points d’endommagement.

V.1 Cas 1: Plaque stratifiée encastrée [0/90]s :
La structure test est une plaque composite stratifiee encastrée (EEEE). Le nombre des couches
dans cette plaque est 4 couches. Les dimensions et les propriétés mécaniques de cette plaque

sont regroupées au (tableau V.1) :

Tableau (V-1 ): Propriétés géométriques et mécaniques de la plaque stratifiée.

E, E, G, vy, aetb h (mm)
(MPa) = (MPa) | (MPa) (mm)

141000 9340 4500 0.35 100 (0.333/0.166/0.166/0.333)
Xt Yt Xc Yc S
(MPa) (MPa) (MPa) | (MPa) | (MPa)
1500 180 1000 240 150

Dans cet exemple, notre plaque soumise a une charge uniformément répartie varie de 0.1 a
0.25 MPa. A travers ce test, nous souhaitons de déterminer la charge maximale qui peut cette
plague supportée. D’une autre part, nous voulons déterminer les points d’endommagement, la
couche endommagée et les mécanismes de rupture pour chaque configuration de stratification.

Pour un maillage de 10x10, les résultats obtenus sont regroupés dans les tableaux (V-II, V-
11 et V-1V).
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Chapitre V : Etude Paramétrique

- Pour une charge 0.1 MPa:

Tableau (V-11) : Déplacement et contraintes pour une plague composite [0/90]s chargée

de 0.1 MPa.
charge | Fléche neeud | Coeff Contrainte Rupture ?
0.1 2.373 | | | | | |
BOTL | 56 | 8280 | 9388 | | 22704 | | | 578 | | x
| | | | | | |
BOT2 T 1939.8 3.369x 1072 9.628x 4.022x x
1072 107°
 BOT3 | 56 | 3132 | | 34229 | | 7838 | 898 | | | x
Qil_—l_gil_l_g
- Pour une charge 0.2 MPa:
Tableau (V-111 ): Déplacement et contraintes pour une plague composite [0/90]s chargée
de 0.2 MPa.
Charge | Fléche Contrainte Rupture ?
Couche
0.2 4.746

%6 | |
BOTL | 56 | 4129 | 17322 | | 4534 | | | 1146 | | x |

BOT2 T 1939.8 3.369%x 10~ 9.628x 4.022x X
M O el I < I S I R
BN I S R

1069.293
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Chapitre V : Etude Paramétrique

- Pour une charge 0.25 MPa:

Tableau (V-1V) : Déplacement et contraintes pour une plague composite [0/90]s chargee
de 0.25 MPa.

Charge | Fléche Contrainte Rupture ?
Couche

0.25 5,933

% | | |
B R T e T e e e e

BOT2 1939.8 3.369% 1072 9.628x 4.022x | 3.369x
1072 1072 1072

BOT3 | 56 | 1253 | | 855575 | | 19740 | 2228 | | | x |
| Topa | 6 247 | 0 | 48797 | 0 [ 10269 [ 1485 | 00 | [ x |
BOT4 6 | 8.024x 1336.980 30.997 | 4.466 x

107!

Failure Load Index

1
0.8
0.6
0.4
0.2
0

0 20 40 60 80 100

x direction

Les mécanismes de rupture obtenus numérique ment etanalytiquement pour une
plaque composite [0/90]s.

y direction

D’apres les tableaux, on peut observer que :

- Lacharge de rupture est 0.25 MPa, pour une plaque composite [0/90]s et le
déplacement correspondant est 5.933.

- La couche endommagée est la couche numéro 4.

- Lasurface endommagée est la surface inférieure (surface de traction).

70

—
| —



Chapitre V : Etude Paramétrique

V.2 Cas 2 : Plague stratifiée encastrée [90],:

- Pour une charge 0.1 MPa:

Tableau (V-V) : Déplacement et contraintes pour une plaque composite [90]4 chargée de

0.1 MPa.

Charge | Fleche

Couche

0.1 2356

Contrainte

Rupture ?

- Pour une charge 0.2 MPa:

Tableau (V-VI) : Déplacement etcontraintes pour une plague composite [90]4 chargée

de 0.2 MPa.

Charge | Fleche

Couche

0.2 4.713

Neeud

Coeff

Contrainte

Rupture ?

10_

BOT4

1.521

56.357

L N O 0 I L N B
RCS e

161.022 6.680 X

——
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Chapitre V : Etude Paramétrique

- Pour une charge 0.225:

Tableau (V-VII) : Déplacement et contraintes pour une plaque composite [90]4 chargée

Charge

Fléche Contrainte Rupture ?

0.225

5.302

|
n———--

el K N = I
1078

BOTS | 56 | 2701 | | 34289 | | 8146 | | 1209 | | x |
TOP4 56 2701 awzs B I

BOT4 56 9.025x 1185.856 26.499 3.821 X
1071

de 0.225 MPa.

Failure Load Index

1
0.8
0.6
0.4
0.2
0
20 40 60 80 100

x direction

y direction

40

20

0

Les mécanismes de rupture obtenus numérique ment etanalytiquement pour une plague
composite [90]a.

D’aprées les tableaux, on peut observer que :

- Lacharge de rupture est 0.225 MPa, pour une plaque composite [90]4 et le
déplacement correspondant est 5.302.

- La couche endommagée est la couche numéro 4.

- Lasurface endommagée est la surface inférieure (surface de traction).

- D’aprés les deux figures, on peut voir clairement leffet de la stratification des
couches. Si on change lorientation des couches, les zones et les mécanismes de
ruptures seront changes.
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Chapitre V : Etude Paramétrique

V.3 Cas 3 : plaque stratifiee simplement appuis [0/90]; :

- Pour une charge 0.1 MPa:

Tableau (V-VIII) : Déplacement et contraintes pour une plague composite [0/90]s
chargée de 0.1 MPa.

Charge | Fléche Couche Neeud Contrainte Rupture ?
0.1 10,985
BOT2 1939.85 | 3.369x 9.628x 4.022x
1072 1072 107°
BOT4 61 2.163 | 766.788 55.265 5.020 X
- Pour une charge 0.2 MPa:
Tableau (V-1X) : Déplacement et contraintes pour une plague composite [0/90]s chargée
de 0.2 MPa.
Charge | Fleche Couche Neeud Contrainte Rupture ?
0.2 21,97

B R R

BOT2 1939.8 & 369>< 9. 628>< 4. 022><
10_ 10_ 1077

——————

.~ BOT4 | 61 - 1.0829 1532 12 110 49 1004 ><
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Chapitre V : Etude Paramétrique

Failure Load Index

100 1
80 0.8
60 0.6
40 0.4
20 0.2

0 0
0 20 40 60 80 100

x direction

y direction

Les mécanismes de rupture obtenus numérique ment etanalytiquement pour une plaque
composite [0/90]s

D’apres les tableaux, on peut observer que :

- La charge de rupture est 0.2 MPa, pour une plaque composite [0/90]s et le
déplacement correspondant est 21.97.

- La couche endommagée est la couche numéro 1.

- La surface endommagée est la surface supérieure.

V.4 Cas 4 : Plaque stratifiée simplement appuis [90], :

- Pour une charge 0.1:

Tableau (V-X) : Déplacement et contraintes pour une plaque composite [90]4 chargée de
0.1 MPa.

Charge | Fleche Contrainte Rupture ?

0.1 11.576

BOT1

186.398
1071 1078

BOT3 61 6.172 269.00 18.40 1.55%




Chapitre V : Etude Paramétrique

- Pour une charge 0.2:

Tableau (V-XI) : Déplacement et contraintes pour une plaque composite [90]4 chargée
de 0.2 MPa.

Charge Fléche contrainte

0.2 23,35 ‘

S

BOT2 186 398 3 507x 1.002 4 186x
107t 1078

_BOTS | 61 | 3065 | 54168 | | 812 | 815 | |
| \I \I | | | | |
61 3.065 . b .

Failure Load Index

1
0.8
0.6
0.4
0.2
0

0 20 40 60 80 100

x direction

y direction

Les mécanismes de rupture obtenus numérique ment etanalytiquement pour une plague
composite [90]a4.

D’aprés les tableaux, on peut observer que :

- Lacharge de rupture est 0.2 MPa, pour une plague composite [90]4 et le déplacement
correspondant est 23.35.

- La couche endommagée estla couche numéro 1.

- Lasurface endommagée est la surface supérieure.

- D’aprés les deux figures, on peut voir clairement que pour une plaque simplement
appuyée, la stratification des couches n’a pas une influence sur les zones et les
mécanismes de rupture.
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Conclusion générale

Dans ce travail une analyse numérique a été présentée afin de déterminer, le comportement a
la rupture en flexion des plaques stratifiées. En utilisant un élement fini basée le critere de
rupture de « Tsai-Wu ».

Cette ¢étude concerne la validation de I’élément rectangulaire a quatre nceuds. Avec six degrée
de liberté, pour analyse le comportement mécanique des plaques isotropes et stratifiées a la
rupture en flexion. Les résultats obtenus seront comparés avec les resultats des solutions
analytiques et d’autre modéle d’¢lément fini disponible dans la littérature. A travers des
comparaisons, on observe que notre élément donne des résultats pratiqguement identiques aux
ceux obtenus analytiquement, et le maillage n’a pas nécessairement besoin d’étre trés raffiné.
Cette ¢tude a permet de montrer la rapidit¢ de convergence et la stabilit¢ de I'élément utilisé.
Une étude paramétrique a été considérée sur le comportement a la rupture en flexion des
plaques stratifiées, I'étude qui consiste a varier différent paramétres, tels que I'orientation des
fibres, la stratification des couches et les types de supports, conditions aux limites, pour voir

I'influence de celle-ci.

Les résultats ont montré que leffet de la stratification des couches sur la charge de rupture
dans certaines conditions d'appuis.

A partir de cette analyse des remarques sont obtenus :

> Les déplacements obtenus en utilisant des plaques encastrées sont supérieurs a ceux
obtenus pour les plaques simplement appuyées.

» On peut voir clarement leffet de la stratification des couches. Si on change
I'orientation des couches, les zones et les mécanismes de ruptures seront changés.

» Pour une plague simplement appuyée, la stratification des couches n’a pas une

influence sur les zones et les mécanismes de rupture.
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