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Résumé

Les matériaux composites se développent aujourd’hui pratiquement dans tous les
domaines et sont a ’origine de formidables challenges dans diverses réalisations de hautes
technologies. L’amélioration de I’efficacité et de la fiabilité de la conception telle que les
poutres stratifiées nécessite une compréhension approfondie et une modélisation fidéle de
I’endommagement jusqu’a rupture de ces structures. L'objectif de ce travail est d'étudier
numériquement le comportement de rupture des poutres stratifiées minces en utilisant la

méthode des éléments finis.

Un élément fini rectangulaire qui a été, précédemment, développé est étendu vers
I'éstude du comportement de rupture des poutres stratifiées minces. Basé sur la théorie
classique des stratifiées, I'elément contient quatre nceuds avec vingt-six degrés de liberté. La
validation de I'élément a montré que ce dernier présente une bonne précision et rapidité de
convergence. De plus, une étude paramétrique sur la rupture des poutres stratifiées soumise a
la flexion est présentée. Dans cette étude, plusieurs paramétres ont été pris en considération,
tel que, le type de stratification, les conditions aux limites et la charge statique appliqué. Il n’a
été conclu que la rupture des plaques stratifiées minces peut-étre significativement affectée

par les paramétres considéres.

Mots clés : matériaux composites, Poutres stratifiées, endommagement, éléments finis.
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Abstract :

Composite materials are now developing in virtually all fields and are the source of
formidable challenges in various high-tech achievements. Improving the efficiency and
reliability of design such as laminated beams requires a thorough understanding and faithful
modeling of the damage to failure of these structures. The objective of this work is to
numerically study the fracture behavior of thin laminated beams using the finite element

method.

A rectangular finite element which was previously developed is extended to the study
of the failure behavior of thin laminated beams. Based on classical laminate theory, the
element contains four nodes with twenty-six degrees of freedom. The validation of the
element showed that the latter presents a good precision and speed of convergence. In
addition, a parametric study on the failure of laminated beams subjected to bending is
presented. In this study, several parameters were taken into consideration, such as, the type of
lamination, the boundary conditions and the applied static load. It was concluded that the

failure of thin laminated plates can be significantly affected by the parameters considered.

Keywords : composite materials, Laminated beams, damage, finite elements.
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L’orientation des couches : est de 0° pour la 1% et 4 °™ couche et 90°
pour la 2 °™ et la 3°™ couche.

L’orientation des couches : est de 90° pour les quatre couches ‘
L’orientation des couches : est de 0° pour la 1% ,4 ™ 5 “™ et 8 ™
couche et 90° pour la 2 “™ et la 7°™ couche, et 45°pour la 3 “™ et la
6°™ couche.

L’orientation des couches : est de 0° pour la 3er et
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[Introduction Générale]

Introduction générale

Un matériau composite est constitué de différentes phases nommeées renforts et matrice.
Lorsque le matériau composite est non endommagé, les renforts et la matrice sont
parfaitement liés et il ne peut pas y avoir ni glissement ni séparation entre les différentes
phases. Les renforts se présentent sous forme de fibres continues ou discontinues. Le réle du
renfort est d’assurer la fonction de résistance mécanique aux efforts. La matrice assure quant a
elle la cohésion entre les renforts de maniére a répartir les sollicitations mécaniques.
L’arrangement des fibres, leur orientation permettent de renforcer les propriétés mécaniques

de la structure.

Nous étudions plus particuliérement les stratifies & fibres long de verre et & matrice
époxyde qui son placent de loin au premier rang utilisés actuellement dans la construction de
structures composites. Les bonnes propriétés mecaniques spécifiques de ces matériaux
permettent en effet un allégement des structures, particulierement recherché dans les

constructions civiles.
Problématique :

Les composites a fibres de verre renforcant une matrice époxy, ont connu de
nombreuses applications ces dernieres années, notamment dans le domaine de genie civil.
L’amélioration de D’efficacité et de la fiabilit¢ de la conception des poutres stratifiées
nécessite une compréhension approfondie et une modélisation fidele de 1’endommagement
jusqu’a rupture de ces structures. Cette étude est essentiellement consacrée a la détermination
de I’effet de la stratification des couches sur les mécanismes de rupture des poutres stratifiées

soumises & des charges statiques.

Dans ce travail, notre contribution est une étude numérique de I’effet de la

stratification des couches sur les mécanismes de rupture des poutres stratifiées.
Objectif :

Le but de notre travail est de determiner numeriquement la charge ultime qui cause la
rupture des poutres en composite sous une charge statique en utilisant la méthode des
éléments finis, et avoir une image claire sur I’effet de 1’orientation des fibres sur les modes de

rupture de ces poutres.
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Ce mémoire se diviser on cing chapitres :

Le premier chapitre présenter une bibliographie qui comporte des généralités sur les

matériaux composites

Le deuxieme chapitre consiste a une présentation sur le comportement mécanique

des stratifiees composites, ou on présente les principaux types des matériaux composites.

Le troisitme chapitre présente une étude théorique sur les différents critéres
d’endommagement et les divers mécanismes des ruptures ainsi que les différentes théories des

poutres stratifiés.

Le quatrieme chapitre est consacré une formulation en élément fini dans, laquelle on
utilisera un élément membranaire flexionnelle, ainsi qu’une programmation avec le langage
FORTRAN, le programme sera ensuite validé par comparaison avec les résultats analytiques.
Et on va analyser et exploiter les résultats donnés par le programme, 1’exploitation de ce

dernier se fera par variation de différents paramétres du matériau étudié.

Le dernier chapitre consiste a une étude paramétrique sur des poutres stratifies pour
voir une image claire de I’effet de la stratification des couches sur les mécanismes de rupture

des poutres stratifiées minces.

Finalement, notre mémoire sera achevé par une conclusion génerale.
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1.1 Introduction :

Les matériaux composites sont des matériaux a tres hautes performances mécaniques,
qui peuvent étre faconnés a volonté au gré du concepteur, de maniére a obtenir les propriétés
souhaitées en faisant un choix approprié des constituants. Ainsi, la possibilité de faconner a la
carte les matériaux composites modifie considérablement 1’approche conventionnelle du

dimensionnement des structures habituellement utilisée pour les matériaux traditionnels [3].

Actuellement le besoin industriel a pousser les ingénieurs et les chercheurs dans le
monde entier a remplacer les matériaux classiques par des matériaux nouveaux capables de
résister a des conditions extrémes [2]. Les matériaux composites se développent aujourd’hui
dans pratiquement tous les domaines et sont a 1’origine de formidables challenges dans

diverses réalisations de hautes technologies [3].
1.2 Historique

Le bois fut le premier matériau composite naturel utilisé, ensuite le torchis a été utilisé
en construction pour ses propriétés d'isolation et de colt (Figure 1). Parmi les premiers
composites fabriques par I'nomme on trouve aussi les arcs Mongols (2000 ans av. J. -C.). Leur
ame en bois était contrecollée de tendon au dos et de corne sur sa face interne. Les sabres
japonais respectant les traditions sont aussi un exemple de matériaux composites

particuliérement ancien (Figure 2).

Les forgerons nippons procédaient au pliage et au martelement du métal jusqu'a
obtenir une sorte de pate feuilletée pouvant étre composée de plus de 4 000 couches. Le
procédé de pliage était utilisé pour maitriser exactement I'uniformité de I'acier mais aussi sa
composition en carbone tout en conférant a la lame ses propriétés de résistance et de

souplesse.

Fig.1.1: Le torchis (mélange de terre et de paille) [23]. Fig. 1.2 : sabres japonais [24].
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Au 20éme siécle, les composites modernes ont été utilisés dans les années 1930 lorsque
les résines renforcées par des fibres de verre. Les bateaux et les avions ont été construits a

partir de ces composites de verre, communément appelé fibre de verre.

Depuis les années 1970, I'application de composites a considérablement augmenté en raison
du développement de nouvelles fibres telles que le carbone, le bore et les aramides, ainsi que

de nouveaux systemes composites comportant des matrices en métaux et en céramique [4].
1.3 Définition générale des composites :

La norme AFNOR NF T50-100 définit un matériau composite comme étant un produit
solide comportant au moins deux phases physiques distinctes, composées d’un matériau de
liaison et d’un matériau sous forme granulée, fibreuse ou lamellaire [1]. Un matériau
composite est constitué de différentes phases nommées « renforts » et « matrice ». Chacun
des deux constituants jouant un réle particulier dans la tenue mécanique du matériau. La
matrice assure quant a elle la cohésion entre les renforts de maniére a recevoir toutes les

sollicitations et répartir les efforts dans tout le matériau et de protéger le renfort [2].
Renfort

—) e — Matrice
0 (-} (]
= (),
Fig. 1.3 : Matériau composite

1.4 Définitions de base :

Homogene : méme propriétés physiques en tout point du matériau,
Hétérogeéne : en 2 points différents, propriétés physiques différentes,

Isotrope : méme propriétés mécaniques dans toutes les directions,

YV V V V

Anisotrope : les propriétés mécaniques sont différentes selon les différentes

directions.
1.5 Constituants d'un matériau composite :

D’apres Berthelot [3], un matériau composite : association de deux constituants :

1.5.1 1e renfort : armature, squelette, il assure la tenue mécanique (résistance a la traction et
rigidité). Souvent de nature filamentaire. Les diverses formes et origines de renforts sont

présentés dans la figure 1.5. Dans cette étude on utilise les fibres de verre comme renfort.
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4+ Les Fibres de verre:

Le verre possede une trés bonne résistance a la rupture dépassant méme celle de certains
métaux. Cependant, le verre est un matériau trés fragile du fait de sa forte sensibilité aux
microfissures. Cette fragilité diminue lorsque le verre est sous forme de fibre puisque les
microfissures sont moins nombreuses, ce qui lui confére de bonnes performances. Elles
constituent le renfort essentiel des composites de grande diffusion. Elle est obtenue a partir de
sable (silice) et d'additifs (alumine, carbonate de chaux, magnésie, oxyde de bore). On

distingue quatre types de fibres :

Tableau I. 1 : caractéristiques générales des fibres de verre [3].

Type Caractéristiques géncrales
E a usage général; bonnes propriétés électriques
D hautes propriétés di€¢lectriques
A haute teneur en alcali
C bonne résistance chimique
R, S haute résistance mécanique

Fig. 4 : Fibre de verre.

! | 1 |

[ Artificiels ] [ Végétaux ] [ Céramiques} [ Métalliques ]

Polyesters

Aramides ]

Fig.1.05 : Principaux matériaux de renfort [5].
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1.5.2 La matrice :

Lie les fibres renforts, répartie les efforts (résistance a la compression ou a la flexion),
assure la protection chimique. Par définition, c'est un polymere ou une résine organique. Les
différentes familles de matrice sont présentées dans la figure 1.6. Dans cette étude on utilise

I’époxyde comme matrice.

v/ Ces deux constituants principaux recoivent des additifs ou charges qui sont des
produits peuvent étre incorporées a la résine pour lui conférer des caractéristiques
particuliéres ou en réduire le colt.

+ Epoxydes:

Résines plus performantes sur le plan mécanique et retrait plus faible que les résines
polyesters. Souvent utilisées pour des stratifiés a tolérances serrées. Joue également un réle
important dans la construction de pieces pour l'industrie aéronautique ou le rapport
résistance/poids est un critere essentiel. Les conditions de travail doivent étre controlées, les

proportions doivent étre

Respectées scrupuleusement. Elles résultent de la polyaddition de I'épichlorhydrine sur un
polyalcool et constitue la résine type des composites hautes performances HP. On distingue

deux classes de résines en fonction :
- Du durcissement a chaud ou a froid ;

- De la tenue en température (120-130°C, ou 180-200°C) [7].

I 1 1
Thermodurcissable] {Thermop]astique] ‘Elastomére]

Minérales

Céramique} [Métallique]

Borure

Carbure

Nitrure

Fig. 1.6 : Les différentes familles de matrice [5].
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1.6 Classification des matériaux composite
Les composites peuvent étre classés suivant la forme et la nature des composants :
1.6.1 Les matériaux composites suivant la forme

v" Les fibres longues (longueur comparable aux dimensions de la piéce),
v" Les fibres courtes (i.e. de longueur faible devant les dimensions de la piece).

(a) (b)

Fig. 7 : (a) Fibres longues, (b) Fibres courtes [25].
1.6.2 Classification suivant la nature des constituants :
On distingue habituellement trois familles :
-Les composites a matrice organique (CMO),
-Les composites a matrice minérale (CMM),
-Les composites & matrice métallique (CMM).
1.7 Architecture des matériaux composites :

D’apres Berthelot [3], L'ensemble des procédés de mise en ceuvre montre la prépondérance

d'une conception des piéces en matériaux composites :

e Par surface : plaques, coques,

e Par stratification de couches successives.

Ce concept justifie l'importance qui sera donnée par la suite a I'étude des matériaux
composites considérés sous la forme de plaques ou de coques, constituées de couches
différentes (ou non). Les coques peuvent étre modélisées comme un ensemble de plaques, et

leur étude déduite de I'étude des plaques.
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L'objet de ce paragraphe est de dégager I'architecture genérale des matériaux composites.
A. Sandwiche :

Un sandwich typique est représenté a la figure 07 est constitué :

— de deux peaux fines,

— prenant une &me ou cceur en sandwich.

— Ces différentes couches sont liées, par exemple par un joint de colle,

— mais nous désignerons par interface la «zone» de liaison entre peaux et ame

Peaux

Coeur

e
.=
-
_’.‘—'\___'\.)'_)

Fig. 8 : Un sandwich typique.

B. Les monocouches :

Les monocouches comme il est indiqué sur la (Figure 08) representent I'élément de
base de la structure composite, les différents types de monocouches sont caractérisés par la

disposition du renfort dans la matrice, fibres unidirectionnelles, fibres tissées et fibres courtes

[6].

Fig.1.9 : Pli & renforcement unidirectionnel [2].
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C. Stratifiés :

Un stratifié est constitué d'un empilement de monocouches ayant chacune une
orientation propre par rapport a un référentiel commun aux couches (Figure 9), et désigné
comme le repére des axes de symétrie du matériau .Selon la disposition des couches par

rapport au plan moyen, on distingue les stratifiés symétriques et antisymétriques.

: m : ;j stratifié
/// matrice plis unidirectionnel b
+ e
fibres // // /
y O O &

échelle micro échelle méso échelle macro

Fig.1.10 : Constitution d'un stratifié [26].
1.8 Mise en ceuvre des matériaux composites :

Le mélange (renfort / résine) ne devient un véritable matériau composite résistant
qu'au terme de derniere phase de fabrication. Il existe différentes techniques de mise en ceuvre
mais la plus utilisée est par moulage, les procédés de formage par moulage varient en fonction
de la nature des piéces, de I'importance des séries et du prix de revient. Nous retiendrons le
formage par moulage des composites a renfort fibreux et a matrice résineuse. Les principales

étapes de fabrication sont illustrees dans la (Figure 11).

I Imprégnation ( mélange ) I

|

Mise en place du meélange sur l'outillage I

l

| Compactage |

-
| Polymérisation ]

l

l Démoulage ]
!

Fig. I. 11 : Etapes de mise en forme des composites par moulage.
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1.9 les avantages et inconvénients des matériaux composites :
1.9 .1 les avantages :

v’ Caractéristiques mécaniques trés élevées (résistance mécanique).
Les matériaux composites sont recyclables.

Grande durabilité.

La légereté.

Faible densité (et donc facilité de transport, manutention, pose).
Economies d’énergie lors de 1’exploitation.

Grande capacité d’absorption de chocs.

A N N N N

Faible dilatation.
1.9 .2 les inconvénients :

Cependant, il est bien connu que, un certain nombre de désavantages sont associés aux
ces matériaux composites comme par exemple, le colt de fabrication est généralement

supérieur a celui des matériaux traditionnels.

Le fait que, en raison de leur développement récent, les techniques des composites ne
sont bien connues que des spécialistes, malgré des formations existent, ainsi que des ouvrages
techniques. La difficulté de réparation, bien qu’il existe des possibilités, par stratification ou
par collage. La tenue a la chaleur des composites est trés inférieure a celle des métaux, limitée
le plus souvent autour de 100 C° (sauf a utiliser des résines tres spéciales telles que PEEK ou

polyamides, qui résistent a 250 C° environ).

En addition, les composites présentent un probléme majeur appelé le délaminage, On
peut définir ce probleme comme la séparation entre les couches due a la forte anisotropie

entre ces couches.
1.10. Recyclage des matériaux composites
Les matériaux composites sont-ils recyclables ?

En théorie, la réponse est simple. C'est oui. Car il sera toujours possible de leur imaginer de

nouveaux usages, mais en pratique il y a des problémes :

e Des problémes techniques
» Ces matériaux sont complexes par nature (résines TP ou TD, fibres, charges),

» Les thermodurcissables ne sont ni fusibles ni solubles,
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> Des propriétes mécaniques optimales doivent étre conservées (non dégradation des
fibres, architecture du renfort).
e Des problemes Economiques
» Les volumes des composites sont relativement faibles (par rapport aux plastiques,
aciers), ce qui peut limiter I’intérét pergu pour leur récupération en fin de vie,

> Les gisements sont dispersés rendant la collecte complexe et colteuse.
1.10.2 Procédés de recyclage :

Le recyclage des matériaux composites possede un double intérét, a la fois
environnemental et économique. 1l permet en effet de réduire les besoins en matiére premiere,
ainsi que la consommation énergétique lors de la transformation des matériaux. Cela entraine

de ce fait une diminution de I’impact écologique comme des couts.
1.10.2.1Procédé mécanique :
A) Déchiquetage :

Une operation de réduction de taille de déchets préalable a tout type de valorisation. La taille
des déchets en morceaux de 50 & 100 mm.

B) Broyage

» Broyage primaire : (dimension caractéristique 1 a 10 mm),

» Broyage secondaire : (particules micronisées de moins de 50 um).
C) Tamisage :

Les fractions tamisees les plus fines sont des poudres et contiennent une proportion de
charges et de polymeres plus élevée que dans le composites d'origine. Les fractions tamisées

les plus grossiéres ont tendance a étre de nature plut6t fibreuse,
D) Technologie adaptée aux composites fibres de verre (cimentrie)

e Valorisation de la matiére : La partie minérale entre dans la composition du ciment
(Fibres pour anti-fissuration, Charges pour apport matiere premiére de substitution).
e Valorisation énergeétique : La partie organique (résine) apporte du pouvoir calorifique

qui permet d’alimenter le four.
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1.10.2.2 Procedé thermique :

Dans ces procédés, le déchet composite subit une action thermique a haute température
(généralement 400 a 750°C) qui produit une dégradation de la résine et une séparation des

constituants.

Pour la fraction organique, on obtient selon les conditions des résidus solides ou

gazeux qui peuvent étre utilisés comme combustibles (valorisation énergétique).

Les fibres peuvent étre récupérées a I’issue du procédé pour étre réintroduit dans des

plastiques ou composites.
IVV.11) Conclusion :

Ce chapitre a tout d’abord passé en revue le contexte genéral sur les matériaux
composites : Constituants et classification d'un matériau composite, Architecture et mise en
ceuvre des matériaux composites. Ensuite, le recyclage des matériaux composites. D’aprés
cette synthése, Les matériaux composites sont des matériaux Iégers a tres hautes performances
mécaniques, qui peuvent étre remplacé les matériaux classiques pour résister les conditions
extrémes. Dans cette étude on utilise un matériau composite qui constitue d’un renfort (verre)

et d’une matrice (époxyde).
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1.1 Introduction :

L'utilisation des stratifiées composites a connu un grand développement durant ces
derniéres années, ou les recherches a améliorer la qualité de la matiére face & une certaine
utilisation (légéreté, rigidité a un effort, etc.).Les stratifiées composites est utilisées comme

élément structural est souvent soumise a differents types de sollicitation.

Dans ce chapitre, nous allons procéder a I’étude théorique des Matériau composite et
les caractéristiques du mélange renfort-matrice. Premierement nous allons présenter ici une
bibliographie générale concernant I'étude du comportement mécanique des stratifiées

composites.
I1.2 Loi de comportement des stratifies :

Les matériaux composites sont souvent schématisés par un milieu continu homogéne
équivalent anisotrope. L'étude de leur comportement consiste a passer des propriétés des

composantes et de la géométrie du composite. Cette étude comportera deux phases :

v’ I'étude du comportement mécanique de chaque pli,

v I'étude du comportement globale du matériau constitué de plusieurs plis, et désigné
géneralement par le comportement du stratifiés [10].
11.2.1 Caractéristiques du mélange renfort-matrice :

Les principaux types de matériaux composites utilisés pour la fabrication de systémes
structuraux sont ceux formeés par une phase discontinue, appelée renfort, insérée dans une
phase solide, appelée matrice. La distribution et I'interaction, physique et chimique, entre les
deux phases donne les propriétés mécaniques finales du matériau composite. En général, les
composites structuraux sont présentés sous la forme d'un empilage de plusieurs plis, chacun
présentant des fibres orientées selon une direction préférentielle. L’ensemble matrice-fibres

forme le pli, I’ensemble de plis orientées forme le stratifié¢ [11].

La premiere étape d'un calcul composite consiste a déterminer les caractéristiques
mécaniques du matériau en fonction de celles de ses composants. Pour caractérisé un matériau
on va calculer deux parameétres le Module d’Young E et Coefficient de Poisson v. La
détermination des modules d’élasticité d’un composite unidirectionnel consiste a rechercher

les expressions de ces modules en fonction des modules d’¢lasticité de la matrice et des fibres

3
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(Em, Ep), fraction volumique de la matrice et de fibres (V,Vm), les coefficients de Poisson

(om, o).

D’aprés Paolo [13], Soit un matériau composite de repére d’orthotrope (1, 2, 3), I'axe 1
ou l'axe longitudinal étant disposé conventionnellement selon la direction des fibres, Les
directions normales aux fibres dans le plan de la couche sont appelées directions
transversales, Le composite est considéré comme étant isotrope transverse c'est-a—dire qu'il
est isotrope dans le plan normal a la direction 1. Le plan transverse est repéré par les deux
directions équivalentes 2 et 3. Le cas qui nous intéresse ici est celui d'une couche renforcée
par des fibres unidirectionnelles uniformément distribuées dans le corps de la couche (Voir
figure 11.1).

Soit une cellule élémentaire de fraction volumique V = 1 constituée de fibres et de matrice

avec .

[« @ @ @ @ @ @ #]
Q

=
e

Fig. 11.1 : Cellule élémentaire d’un composite unidirectionnel [3].

L, : . .
V,, =—" : Fraction volumique de matrice
v

C

v
V, =—L: Fraction volumique de fibre

U,

V=V +V, =1 (I1.1)

Nous nous proposons, par le biais du volume élémentaire représentatif introduit auparavant,
de trouver les caractéristiques mécaniques homogénéisées d'une couche a renfort

unidirectionnel uniformément reparti.

Les hypothéses de calcul sont :

» matrice isotrope, de module d'Young E,, et coefficient de Poisson v,,;

o
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fibres isotropes, de module d"Young E; et coefficient de Poisson v, ;

la fraction volumique des fibres est connue V; ;

= le comportement est élastique linéaire ;

il y a adhésion parfaite entre fibres et matrice.

L’objectif est de déterminer les constantes techniques homogénéisées de la couche (E,, E,,

G,,etv,,); a cause de la disposition réguliére des fibres, cette derniere a un comportement

macroscopique orthotrope.
11 2.2 Modules de Young longitudinale E,:

L’hypothese simplificatrice est de supposer une déformation uniforme dans la fibre et
dans la matrice [12].Le module d’Young longitudinal est déterminé dans un essai de traction
longitudinal. Le volume élémentaire représentatif est soumis a un état de sollicitation dans

lequel seulement o, n'est pas nulle, voir la (figure 11.2).

Tz
-— ——
matrix
- — | Am+Af=A,
- - ) O
e £ —
matrix
—g—  —

Fig.11.2 : Schéma simplifié¢ d’une traction longitudinale [3].

Le lien élastique linéaire implique :
o"=E.¢&", o =E,s', o, =Ezg (1.2)
L’hypothése d'adhérence parfaite a comme conséquence que la deéformation est la méme

partout (en particulier, les sections droites restent planes) :

&' =¢ =g (11.3)

Ou Il'indice (m) indique une quantité relative a la matrice, (f) a la fibre et (I) a la couche.
| | f
o, =E& =Eg =Eg"

L’¢équilibre impose la relation :
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O-llA :O-lfAf +O-1mAn = ElfglfAf + ElmglmAn

=E's/A +E"5 /A, =5/ (E'A +E"A) (1.4)
La loi de comportement de I’unidirectionnelle s’écrit :
Gll A = E1‘91IA|
f m
A+
A
avec Vf:U—fz—f et vm:1-vf:ﬁ
0. A A
On obtient
E,=E'V, +{1-V))E" (11.5)

Relation trés bien vérifiée dans la direction des fibres. Cette derniére est la célébre loi des

mélanges, qui donne la valeur homogénéisée du module d"Young en direction longitudinale
(celle des fibres). E, Dépend linéairement deV;, , a savoir de la quantité de fibres présentes.
Le modele utilisé pour trouver E, est un modele de type paralléle : matrice et fibres

travaillent en paralléle, pour le champ de contraintes appliqué.

112.3. Modules de Young transversal E,:
Dans ce cas, on applique une sollicitation dans laguelle seulement o, n'est pas nulle, voir ( la

fig. 11.3).

3
= "\ ‘ A ‘
- T

A, +A=A
[ matrice m

matrice ~
E = ; ‘ fibre
fibre [ matrice
[ - T T T
me=u ' ' ' '

-
-
-
-

-

Fig.11.3 : Schéma simplifié d’une traction transversale [3].

L’¢équilibre du volume élémentaire représentatif implique que la contrainte est constante dans

une section droite. o' = ,™ = o, " (11.6)
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La compatibilité de la déformation implique :

Ve, =¢,'V, +(1-V,)&,"

| f m
O O O
~ vZoy %2 aq_y,)%
E2 f Ezf ( f)Ezm
1-V
Donc 1 +( 2

Vf
E2 Ezf E2m
— E2f E2m
V,E,"+(1-V,)E,’

(I1.7)

2

La dépendance du module E, deV, n'est plus linéaire ; en outre, la présence des fibres donne

une faible a E,: les fibres ne sont pas un renfort efficace pour la rigidité transversale.

Le modeéle utilisé est un modele de type série.

11.2.4.Coefficient de Poisson longitudinal v,,:
Comme pour E,, on applique un état de contrainte ou seulement o, n'est pas nulle.

Par définition :
vp=—Z, y,=—"2, y,=-"% (11.8) D’ailleurs,

I'nypothese de I'adhérence prescrit encore que:glm:glf :gl' (II.9)CommeEzpourla

compatibilite, en moyenne, des déformations transversales impose encore la relation :
Ve, =¢&,'V, +(1-V,)&,"

=g ' =v,g'V, +1-V, v, &"

=v,e =v,g'V, +A-V, v, &"

finalement : Vi, =V V +(Q-V;)v, (1.10)

11.2.5.Module de cisaillement longitudinal G,,:

Dans ce cas, on applique une sollicitation dans laquelle seule 7 n'est pas nulle, voir la

figure 11.4, ou on a mis en évidence méme la déformation correspondante

3
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t matrice / matrix

| 1 / 4 A tAFA,
. fibre . > / fibre / 0

i matrice ‘ £ matrix

/

Fig. 11.4 : Schéma simplifié d’un essai de cisaillement longitudinal [3].

L’équilibre du volume élémentaire représentatif implique que ce soit :
Tandis que par le lien élastique on a :

La compatibilité, en moyenne, de la déformation a cisaillement prescrit que ce soit :

|
T

m ! 7"
Ve, =&V, +(1-V,)é, =& =G—fvf +5 A=V

m

G Gme
= =
2 V.G, +(1-V,)G,

(11.11)

11.2.6.Loi de Hooke généralisée:

Les contraintes (o;) et les déformations (&) sont associées au tenseur de rigidité
Cj en utilisant la loi de Hooke dans le domaine de I'élasticité linéaire, et sont exprimees, en
notation indicielle, sous la forme :
0, =Cuéy (1.12)
Ou i,j,kI prennent les valeurs 1,2,3. ¢, est le tenseur de déformations, o; est le tenseur de
contraintes et C;, est le tenseur d'élasticité(ou de rigidite).

Les composantes du tenseur des contraintes et des déformations peuvent étre réduites a six
composantes indépendantes a cause de sa symétrie. Ainsi, la notation tensorielle peut étre

contractée en utilisant la notation suivante :
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O O
0> 0,
O3 O Og3 o o
. . 33 3
Le tenseur des contraintes : {o}=| 5, 0, 0, | {of={ ° = (11.13)
0,3 =03 O,
O3 O3 O3z
031 =013 Oy
01, =0y Oy
€11 &
c c c €2 &
, _ 11 €12 &3 - &
Le tenseur des déformations : {6} =| & &, & | 1e)= = (11.14)
Er3 = &3 &y
€31 &3 £33
€31 = €13 &y
E1p =&y &g

La loi de Hooke est réécrite en notation vectorielle en utilisant les formes contractées des

tenseurs de contraintes et de déformations selon 1’équation :

{o}=I[CcRe} (11.15)
11.3.Différents types des matériaux :
11.3.1Matériaux anisotropes :

Selon Nye [22], les matériaux anisotropes Sont des matériaux dont ses propriétés
varient selon une direction considérée mais ils ne présentent pas de plans de symétrie. La loi

de Hooke peut étre exprimée par :

{Gi':Cijklgkl (11.16)

&= Sijkl Oy

Ou Sy est le tenseur de souplesse. Le tenseur de rigidité en a 81 coefficients de méme pour le

tenseur de souplesse, pour raison de la symétrie des contraintes o, et de déformationg,, il y a

une réduction des coefficients a 36 parmi ces derniers, 21 sont indépendants.
{O'ij :Cijkl & et oy=0; N {CijkI:Cjikl

0;=Cijuca €t &y=¢y Cija=Cin
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a0, _ doy

Application du théoréme des travaux virtuels : < Cy=Cyy  (11.17)

Jgy O

La nouvelle forme du tenseur de raideur permet alors de lui associer une matrice carrée (6,6) :

o C:1 GCp Gz Gy Cs G ||&
o Co, C3 Cyy  Cy Cy ||E
O3 _| Caz Gy G35 Gy |[ &3 (11.18)
Oy Cas Css Cus || 4
O5 sym Css  Cs6 [|€5
os) | Ces | (%6
La forme inverse de 1’équation (2.19), est écrite sur la forme :
&1 Si1 Si2 Si3 Sia Si5 Si6 || O1
&2 Sz2 Sz Saa S5 Sy || O2
& _ Ss3 Saa Sgs Sz | O3 (11.19)
&y S4a S4s5 Sis || Oa
&5 sym Sss Ss6 || Os
Ee i Ses |06

11.3.2 Matériau orthotrope

Un matériau orthotrope posséde trois plans de symétrie, perpendiculaires deux a deux.
Il est a noter que I'existence de deux plans de symétrie perpendiculaires implique I'existence
du troisieme : la forme de la matrice de rigidité est donc obtenue en ajoutant au matériau
monoclinique un plan de symétrie perpendiculaire au précédent. L'invariance de la matrice
dans un changement de base effectué par symétrie par rapport a ce deuxiéme plan conduit a

une matrice de rigidité de la forme :

Fig. I1.5Représentation schématique d’un matériau orthotrope avec trois plans de symétrie [3].
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La matrice de souplesse a la méme forme. Le nombre de constantes d'élasticité indépendantes

est ramené a 9 [4].

ol [ & ¢ 0 0 0 |fg

0, Cp2  Cyg 0 0 |l&,

o3 _ Ci; O 0 0 ||& (11.20)
o, Cy O 0 |l&,

o, sym C; 0 [l&

o) | Cos (6

Et la matrice de souplesse

& [ Sy S, Sy 0 0 0 | 0

&, S,, S,s O 0 0 ||o,

& _ S, O 0 0 ||o, (11.21)
&y Sy O 0 ||lo,

& sym S 0 ||o;

) | Se6 | T6

Les constantes de rigidite et de souplesse sont caractérisées par 9 coefficients indépendants :

* 3 modules d'élasticité longitudinal E,, E,, E;dans les directions de I'orthotrope.
* 3 modules de cisaillement G,,,G,;, G,; .

* v o (v weetny) est le coefficient de Poisson pour la déformation transversale dans la

direction j quand la contrainte est appliquée selon la direction i.

La matrice de souplesse étant symétrique, nous obtenons la relation suivante :

S.. = S j— ﬁ:ﬁ —_— ; —2 == ; 49 9%
j ji E, E,— = E E E

j
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al 1w, v 0 0 0 1|
El El El
£, vip 1V 0 0 0 o,
E1 EZ E2
e, Yo Yo Ei o o0 0 |e
_| 1 2 3 1
&, 0 0 0 —_— 0 0 o, (11.22)
GZS
1
2 0 0 0 0 & O |l
0 0 0 0 0 L
&g G12 Og

Les composantes de la matrice de rigidité du matériau, sont obtenues par inversion de la

matrice de souplesse S;; :

_1-vyavs _1l-vivy _1l-vipvy -G C.. -G C.. -G
11 = 22 = 33 = 44 = O3 55 — J13 66 — 12
EEA E.E.A EEA
=) 1B =)
_ V1o = Vo3Va _ Vi3 = VioVa3 C.. = Vo3 —VoiVis
12 = 13 = 23 =
E.E.A E,E,A E,E,A

_ 1oV = Vo, —Vais — 2VyVaoVis
E,E,E;

A

(11.23)

11.3.3.Matériaux transversalement isotropes :

Le matériau se comporte donc comme un materiau orthotrope posseédant de plus un

axe de révolution. Le matériau est alors appelé matériau orthotrope de révolution ou isotrope

transverse. Il en résulte qu’un changement de base effectué par rotation quelconque autour de

cet axe doit laisser inchangée la matrice de rigidité (ou souplesse) [4].

Fig. 11.6 : Représentation schématique d’un matériau transversalement isotrope [3].
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Celui-ci a des fibres alignées par rapport a la direction 1 du systeme de référence matériau
(Figure 11.6). Dans ce cas, le plan perpendiculaire au plan des fibres, plan (11,3), est dit

isotrope.

Les propriétés suivant les axes 2 et 3 sont identiques, donc :
— Co—Css
2
Le nombre de coefficients indépendants se réduit a 5 coefficients.

sz = C33 ClZ = C13 C55 = Cee C44

1 Ci  Cp  Cpg 0 0 |l&
o, Co Gy 0 0 ||&
o3| | C; 0 0 0 |lg (11.24)
o, cy O 0 |l&,
o sym C: 0 ||&
Os) | Cos | €6

Les constantes de rigidité sont liées aux modules d'élasticité (E,, E,,v;,, v,3etG),).

11.3.4.Matériau isotrope

Un mateériau est isotrope si ses propriéteés sont indépendantes du choix des axes de
référence. Il n’existe alors pas de direction privilégiée, et la matrice de rigidité (ou souplesse)
doit étre invariante dans tout changement de bases orthonormées. Le nombre de constantes

d’¢élasticité indépendantes est donc réduit a 2, et conduit a la matrice de rigidité [4].
Donc, les propriétés physiques ou mécaniques sont identiques dans toutes les directions :

E=E,=E;=E ; v,=vy=v=v et G,=G;=G,=6

al | L e M o o g |[[&
El El El
&, vip 1 Va3 0 0 0 o,
El E2 E2
E| | _Ns Vs L 0 0 IR
45 &5 & (11.25)
&a 0 0 o X o I '
GZS
&s i (o8

®
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E

Avec: G=——
Y 20+v )

11.3.5.Relation contrainte-déformation plane :

Pour un materiau orthotrope, et dans le cas d'un état de contrainte plane, La relation

contrainte déformation peut étre donnée par [3] :

oz} Qu Q Qsll&
O, = Qn Qs [1& (11.26)
Ts sym Qss | 76

Les coefficients Q; sont appelés les constantes de rigidite réduites dans un état de contrainte

plane :

E E v, E v,E
Q= b Q= Q,=Q, = A= 22 Q=G (1.27)

1-vipvy 1-vvy 1-vipvyy  1=vpvy

Les constantes de rigidité sont liées aux modules d'élasticité (E,, E,,v,,etG,,), qui sont déja

détermineés a partir des essais de laboratoire tel que les essais de traction uni-axiale ou de

cisaillement pur.
11.3.6 Relation contrainte déformation pour une orientation des fibres :

Selon Berthelot [3], les stratifi¢ sont élaborés par I’empilement de couche successible
dont la direction des fibres et variable d'une couche a l'autre. Pour faire I'étude du
comportement élastique de tels stratifiés, il est nécessaire de prendre un systeme d'axe de
référence pour ’ensemble du stratifiée, et de rapporter le comportement élastique de chaque

couche a ce systeme de référence.

Un pli composite unidirectionnel est classiqguement assimilé a un matériau orthotrope

dont les axes principaux d’orthotrope sont définis a partir du repére local (0, X;, X,,X;)= (0, 1,
2,3). En régle générale, I’axe (X,) est contenu dans le plan du pli et paralléle aux fibres. L’axe
(x,) est lui aussi contenu dans le plan du pli mais perpendiculaire a la fibre. Enfin, I’axe (X;)

est perpendiculaire au plan du pli (voir figure 11.7). 1l est question de caractériser les
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propriétés élastique de la couche en les exprimant dans le systeme d'axes de référence (X, Y, z)

du stratifié, la direction des fibres fait un angle (&) avec la direction x [2].

Fig. 11.7 : Axes principaux et axes de référence d'une couche stratifiée [3]

Les matrices d'élasticité C et de souplesse S dans le systeme de référence sont obtenues en
appliquant aux matrices d'élasticité et de souplesse C et S les relations de changement de

base Suivantes :

cl=T'cr]@.28) (11.28)

et [S|=[TYsTr] (11.29)

Avec T est la matrice de changement de base, donnée par :

c2 s2  —2cs

[Tl=|s* ¢ 2cs (11.30)
cs —cs c?-—¢g?

Avec Cc=cosfd et s=sinéd

O-X
Et o,r=[T] {0, (11.31)
Tyy

De méme pour les déformations, nous obtenons :
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gx ‘91

g, b=[T] | & (11.32)
1 1
EJ/XV 5712

Nous pouvons également montrer que les contraintes dans le repere (X, y, z) sont définies en

fonction des déformations par :

O-X 8)(
Oy (= [Q] &y
z-xy e Xy

O-x 611 §12 §16 gx
o = Q,, 926 £, (11.33)
Z-xy Sym Q66 7/ Xy

La matrice de rigidité réduite hors axes est donnée par I’expression :

Q= [rT*QIT]

avec

Qll = Q11C4 + (222S4 + 2((212 + ZQGG)SZCZ

Q,, =Q,;5" +Q,,c* +2(Q,, + 2Q,,)s’c?

Q,, = (Q, +Q,, —4Q,,)s%c? + Q,(s* +¢*) (11.34)
Qoo = (Qu +Q,, — 2Q, — 2Q)s°C” + Qge(s* +*)

Qus = (Q; — Qi — 2Q5)5¢° — (Q, — Q, — 2Q46)s%C

626 =(Q, Q- 2Q66)33C —(Qp—Qp, - 2Qee)503

Il faut toutefois noter que Q,, et Q,, ne sont que des combinaisons linaires des

quatre constantes élastiques de base. Ils impliquent un couplage entre les contraintes normales
et les déformations en cisaillement, ainsi qu'un couplage entre les contraintes en cisaillement

et les deformations normales [2].

11.3 Théories utilisées dans la formulation analytique des structures composites :
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Differentes théories, utilisées pour I'approximation du déplacement et de la déformation,
ont été initialement utilisées pour la modélisation de structures metalliques (en matériau
isotrope) puis étendues a I'étude de structures composites (en matériau anisotrope, orthotrope

ou transversalement isotrope) . Ces théories sont essentiellement divisées en deux catégories :

> celles formulées tenant pour base la notion d’une seule couche équivalente, appelées
Théorie en Couche Equivalente Unique.
> celles formulées sur le concept de couches distinctes (discrétes), appelées Théorie en

Couches Equivalentes Discretes, ou Simplement Théorie Layerwise [2].
11.3. les théories des Comportement mécanique des stratifient :

Il existe plusieurs théories utilisées pour décrire le comportement mécanique des
matériaux multicouches. On peut citer la théorie classique de la plaque stratifiée (CLPT), la
théorie de déformation de cisaillement du premier ordre (FSDT), les théories de déformation
de cisaillement d’ordre supérieur (HSDT), la théorie d’élasticité a trois dimensions qui est
assez précise pour les plaques anisotropes [14]. Dans notre travail en utilisent la théorie

classique des stratifiés.

11.4 Théorie classique des stratifies (CLT) :

Basée sur I'hypothése de Kirchhoff, et qui néglige les déformations de cisaillement
transverse et suppose que la normale au feuillet moyen reste normale apres déformation [15].
D’aprés cette théorie, une ligne droite et perpendiculaire a la surface moyenne indéformée de
la structure (connue comme surface de référence ou surface neutre), reste droite et
perpendiculaire a la surface de référence, ne changeant pas sa forme dans la direction de
I'épaisseur, c'est-a-dire, elle reste inextensible dans cette direction, tel que représenté sur la
Figll.8 [2].
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Fig. 11.8 : Schématisation des déformations dans le cas de la théorie classique des

Stratifies [3]

Selon Reddy [18], dans la théorie CLT, les effets des déformations de cisaillements

transversaux (y xz -y yz ) et la déformation normale transversale (€ z ), ne sont pas

considérés.

Les autres hypotheses adoptées pour la formulation de la théorie CLT, sont :

v

v

v
v

Le stratifié est considéré comme une superposition de couches parfaitement liées, (la
liaison est supposée infinitésimale) afin d'éviter le délaminage,

La déformation est supposer continue a travers I'épaisseur du stratifié afin d'empécher le
glissement d'un pli par rapport a un autre,

Le stratifié se comporte comme une seule couche mince mais avec des caractéristiques
élastiques tres spéciales,

La déformation transversale est nulle, (pas de variation de I'épaisseur),

Les points situés sur une normale a la surface moyenne avant déformation restent sur
cette normale au cours de la déformation. Ceci revient a négliger I'effet de cisaillement
transverse,

Le matériau de chaque pli,

Présente un comportement élastique,

Les déformations, les déplacements et les rotations sont petits.

Selon Reddy [18], le champ de déplacements de la théorie CLT est donné par I’expression

Suivante :

E



[Chapitre 11 : Comportement Mécanique Des Plagues Composites Stratifiées]

oWy (x,Y)
. Ug(X,y)—2 ™
oW, (X, Y)
U={v =iy, (x y)-z 202 11.35
\\;V Vo(X,y)—2 Y (11.35)
Wo (X, Y)

Uo et Vo : sont les déplacements membranaires de la feuille moyenne,
Wy : est le déplacement hors plan de la feuille moyenne de la plaque.

En raison de I’hypothése de déplacements linéaires et tenant compte du fait que les
déformations de cisaillement transverse ne sont pas prises en compte, la précision de la
théorie CLT n'est adéquate que dans I'étude structures minces. Ainsi, selon CEN et al. [18],
I'erreur commis par son emploi augmente avec le ratio de I'épaisseur-largeur des structures

composites [2].
I1.5.1Relation Cinématique (déplacements- déformations) :

Les relations déplacements-déformations suivantes sont établies aux niveaux des plis
du stratifié¢. Pour 1’obtention des relations entre les composantes des déplacements et des
déformations nous considérons dans ce mémoire que ces quantités sont petites et que 1’on
reste dans le domaine de I'élasticité linéaire. Ainsi, la relation entre les déformations et
déplacements est définie en fonctions des dérivées des déplacements (U ,v,w) par rapport

aux coordonnées (X,Y,Z)[2]. Donc, selon Reddy [18], ces relations sont exprimées sous la

forme suivante :

_ou_du, o'w, _ou v _|odu, ov, o°w,
g =—=—""L-71-—"- Vg = —+—=| >+ 27—
X ox | ox o x| oy ox oy
OV _ Ny O u L ow [ ow o |,
&y = ay - ay ayz Vxe oz ox - X ax = (”36)
&, 8;/_ 0 7/)/2 av_i_ﬂv_{_% %j|:0
z oz oy ay oy

Le champ des déformations est bien la superposition :

e des déformations de membrane :
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Uy
EXO 6X
ov,
En=cn(X,y) =18 =1 =2 (11.37)
yyo oy
YO v
oy X

S’exprimant en fonction des déplacements (U, , V, ) des points situés dans le plan (o y z).

e des déformations en flexion et torsion :

0w,
ox?
" o%w,
e =1k(X,y) =23 K, t =24 —=" (11.38)

f y 8y2
ny 62

-2 WO

26

K, Kk, et x,, sont les courbures de la plaque sollicitée en flexion.

Finalement le champ des déformations s'écrit: &€ =&, + &5 (11.39)

A partir de I'équation (2.33) les contraintes dans une couche k, s'expriment par :

~ ~ ~ 0
O-x Qll 912 916 8x Kx

Oy (M ) =0y (X, Y, Z) =10y = sz 926 5y0 +Z K,
z-xy K Sym Q66 K 7/ ><y0 ny
ou 6, (M) =0, (X, Y,2) =Q&, (X, ¥) + 2Q,x(X, y) (11.40)

o, (M)Représente la matrices de contrainte dans la couche k: h_, <z<h,, la matrice de

rigidité réduite Q, varie d'une couche a l'autre .il en résulte donc une discontinuité du champ

des contraintes dans les couches successives.

11.5.2Expression des résultantes et des moments :

11.5.2.a Résultantes en membrane :
D’aprés Berthelot [3], Les résultantes des forces qui agissent sur le stratifié peuvent

étre obtenus en intégrant les contraintes dans chaque couche a travers son épaisseur :
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Nx hi/2 O-x N hy Gx
N(x,y)=1N, =I o, dz:Zf o, dz=
ny e Tyy e (%
N Dy
> [(_Dkgm(x,y)ﬂﬁkk(x,y)]dz (11.41)
k=Lh,
Z{ka (x,y) IdZ:l+Z|:QkK(X y) J.zdz}
= hy-1 he1

{i(hk —hkl)ék}gm(x, y){%i(hzk - hzk_l)ék}c(x, y)

k=1

Soit, en définitive :

N(X, y) = Ajen (X y) +Byx(X, y) (11.42)
avec A =Z[(_Qij] (h. —h._,) (11.43)
B, = Z%[(_?u] (hk —h%c1) (11.44)

=1 k

N, ,N, et N, sont les résultantes par unité de longueur, respectivement des contraintes

normales (suivant x et suivant y) et de contrainte de cisaillement dans le plan (x y). Elles sont

schématisées sur la figure 11.9.

11.5.2.b Moment de flexion et de torsion :

Les moments de flexion et de torsion exercés sur un stratifié sont définis par :

M hi/2 O-x N Dy Gx
M(x y)={M, :I o, zdz:ZJ o, 2z (11.45)
M -h/2 7, k=lh, , 7,
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N

MO y) =Y. f 20,20 (x )+ 22Q,x(x,y)] 2

k=lh,_

=i{le ) [ zdz}Z{QkK(x ) | dez}

k= 4 Py

LN

(hzk — hzk—l)ék :|€m (x,y)+ [% Z_:(hSk — hgk—1)6k }K(X, y)

Soit, en définitive :

M (X, y) = B;&, (X, y) + Dyx(X,y) (11.46)
avec = i%[ “] (h*« —h*c1) (11.47)
D, =3:2[0,] (- (.49

=1

M. et M sont les moments de flexion et M, le moment de torsion. lls sont schématisés sur

la figure 11.9.

Efforts membranaires : N,, N_‘,. 1\"_‘3, Moments de flexion : M., 1\/1", M, -

Fig.11.9 : Schématisation des résultantes en membrane, des moments de flexion et de torsion
[19].

. 0 0 0
Connaissant quee, &, ,7,, .k, k et K, sont indépendants de z, les vecteurs forces et

moments résultant peuvent étre assemblés sous la forme :
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Nel [Ar A: As By By By ||% s
N v ce ez tell T A= ] (e —h )
y A, A, Ag By, By By y k=1 k
Nx B B 0 N .
y [ _ As As As Bis 26 56 )7 Loy B, = ZE[QU] (h% —h%1) (11.49)
M, B, B, Bes Dy D, Dg K, k1 2 k
M B, B, By D, D,, D N 17—
y y Blz Bzz Bze D12 D22 Dze K, D, = Zg[Qu] (3 — %)
w| LPwe P Bes Yie Moo 66 k=1 k

Ky

Sous cette écriture, lI'analyse de la matrice de rigidité assemblée du stratifié (la matrice
ABD) permet de mettre en évidence certains comportements élastiques caractéristiques des
stratifiés :

v lamatrice A correspond au comportement de membrane,

v lamatrice D correspond au comportement de flexion,

v la matrice B correspond aux termes de couplage entre les phénoménes de membrane

et de flexion.
Ainsi, si B n'est pas nul, un effort de traction dans le plan moyen entraine une flexion du
stratifie. Toutefois d'autres couplages existent a l'intérieur méme des comportements de

membrane et de plaque :

* Les termes A et A, correspondent aux couplages plans entre traction et cisaillement.

* Les termes Dzet D, quantifient les couplages entre flexion et torsion de la plaque

stratifiee. Le plus souvent ces couplages constituent une difficulté supplémentaire de la

conception composite.

11.6 Influence de ’empilement des couches :

11.6.1 Couche isotrope :
Dans le cas d'une plaque en matériau homogene isotrope, le comportement élastique

est décrit par le module d'Young E et le coefficient de Poissonv.

Les résultantes en membrane (N,,N,,N, ) dépendent uniquement des déformations en
membrane (&,° ,gyo,yxyo) et les moments de flexion et torsion (M,,M ,M, ) dépendent
uniquement des courbures du plan moyen («,, x,, &, ). Dans le cas d'une plague isotrope, il

n'existe donc pas de couplage membrane-flexion/torsion.

11.6.2 Couche orthotrope rapportée a ses axes principaux :
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Berthelot [3] considére que pour une couche orthotrope, d'épaisseur h, dont les axes
du matériau sont confondus avec les axes de référence de la plaque (axes de référence des

contraintes et déformations exercées sur la plaque), la matrice de rigidité réduite s'écrit :

Qll QlZ O
Ql=|Q, Q, © (11.50)
0 0 Q.

D'ou I’expression des coefficients de rigidité du stratifié :

A =Gy i =Qi; (11.51)
A.Le:Azezo Bij:O D16:D26:0
Comme dans le cas d'un matériau isotrope, les résultantes en membrane ne dépendent que des

déformations de membrane et les moments ne dépendent que des courbures.

11.6.3 Couche orthotrope non rapportée a ses axes :
Dans le cas ou les axes du matériau de la couche orthotrope ne coincident pas avec les

axes de reférence des contraintes, la matrice de rigidité reduite s'écrit :

- §ll §12 §16
[Q]: 912 922 926 (| |52)
Q16 QZG Q66

Ou les coefficients 6” hors axes sont définis en fonction des coefficients Q; dans les axes du

matériau. Les coefficients de rigidité de la plague s'expriment alors suivant :

A =Q;h Dy=Qi 5 (11.53)

A16:A26:0 B; =0 D16:D26:O

Il

Nous constatons a nouveau l'absence de couplage membrane-flexion/torsion.
Toutefois, contrairement au cas d'une plaque isotrope ou d'une plaque orthotrope dont les axes

principaux coincident avec les axes de référence de la plague, nous observons que les

0

, » ainsi que de la

3

résultantes normalesN,, N, dépendent des déformations axiales e,’ ete

déformation en cisaillementyxy‘). Il existe donc dans ce cas un couplage traction-cisaillement.
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De la méme maniére, les composantes des moments dépendent toutes des courbures en

flexionk,,x,, et de la courbure en torsionx,, . Il existe donc également un couplage

flexion-torsion.

11.6.4 Stratifiés symétriques :

Selon BERTHELOT [3], Un stratifié est symétrique si le plan moyen est plan de
symeétrie.
Deux couches symétriques ont :
- laméme matrice de rigidité réduite [C_)ij Jk ,
- laméme épaisseur h, ,
Il en résulte que les coefficients By de la matrice de rigidité du stratifié sont nuls. L'équation

constitutive est de la forme générale :

NX _An A12 A16 0 0 0 | 5x0
NY A, Ay Ay 0 0 0 |4y
0
No | _|As As As 0 0 0]y (11.54)
M, 0 O 0 Dy D, Dgllg
|\/|y 0 0 0 D, Dy Dy y
Mxy L 0 0 0 D16 D26 D66_ ny

On remarque qu’il n'existe pas de couplage membrane-flexion dans le cas des stratifiés
symétriques. Il en résulte que le comportement des stratifiés symétriques est plus simple a
analyser que celui des stratifiés présentant un couplage membrane-flexion/torsion. En outre,
les stratifiés symétriques ne présentent pas une tendance au gauchissement due aux
déformations (contractions) induites lors du refroidissement consécutif au processus de mise
en ceuvre des matériaux. Les stratifiés symétriques sont donc largement utilisés, a moins que

des conditions spécifiques nécessitent un stratifié non symétrique [2].
11.7) Conclusion :

Dans ce chapitre, on a presenté 1’étude théorique des Matériau composite et les

caractéristiques du mélange renfort-matrice et les théories (théorie classique des stratifie basé

3
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sur le critere de Kirchhoff) qui nous allons utiliser dans notre travail sous forme des relations

et des formules.

j



Chapitre 111 :

Etude Théorique Sur Les Différents

Criteres D’endommagement.
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111.1 Introduction

Par mécanisme de rupture, il faut comprendre tout processus mécanique produisant au
sein d'un matériau une “discontinuité” locale de matic¢re appelée fissure. Il est usuel de parler
d'initiation de la rupture et de propagation de la rupture. L'initiation de la rupture peut étre
considérée comme la création de microfissures a I'echelle microscopique (celle des
constituants) a partir d'un défaut. On parlera de microfissuration. La propagation de la rupture
est le résultat de la création de nouvelles surfaces de rupture a I'échelle macroscopique
(plusieurs fois celle des constituants), a partir des microfissures existantes. On parlera
également de macro fissuration. Dans le cas des matériaux composites, l'initiation de la
rupture se produit généralement bien avant I'observation d'un changement du comportement

macroscopique [3].
111.2 Propriétés de la rupture :
111.2.1 Divers mécanismes de rupture dans un composite unidirectionnel

La rupture finale d'un composite unidirectionnel est le résultat de I'accumulation de

divers mécanismes élémentaires :

X/
%

la rupture des fibres,
¢+ la rupture transverse de la matrice,
¢ larupture longitudinale de la matrice,
«» la rupture de l'interface fibre-matrice.
A. la rupture des fibres
Dans un matériau composite unidirectionnel soumis a des sollicitations mécaniques, la
rupture des fibres intervient lorsque la contrainte de traction dans une fibre o atteint la

contrainte a la rupture de la fibre o, [3].
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rupture

o5 =0 :
Rt de fibre

Fig. I11. 1 : Rupture de fibre [3].
B.la rupture transverse de la matrice :

Lorsque la contrainte en traction dans la matrice atteint la contrainte a la rupture de la matrice

[3].

rupture
transverse

Fig. I11. 2 : Rupture transverse de la matrice [3].

C. la rupture longitudinale de la matrice
Lorsque la contrainte de cisaillement dans la matrice atteint la contrainte en cisaillement a la

rupture [3].
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rupture
longitudinale

Fig. I11. 3 : Rupture longitudinale de la matrice [3].

D. L’interface fibre-matrice
Au voisinage d'une fibre la rupture de la matrice se produit lorsque la contrainte de
décohésion est supérieure a la contrainte en cisaillement a la rupture de la matrice. Dans le cas

contraire, il se produit une rupture par decohésion de I'interface fibre-matrice [3].

T T

Tm =74 : décohésion

4

Fig. I11. 4 : Décohésion fibre-matrice [3].
111.3 Critéres en contraintes maximales
111.3.1 Critéres dans les axes principaux :

Les criteres en contraintes maximales font intervenir :

Xt, Xc : les contraintes a la rupture suivant I'axe longitudinal respectivement en traction et en
compression,

Yt, Yc : les contraintes a la rupture suivant I'axe transversal respectivement en traction et en
compression,

S : la contrainte a la rupture en cisaillement dans le plan de la couche.

ﬂ
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L'axe longitudinal et I'axe transversal sont pris suivant les axes des matériaux de la
couche (figure 111.05). Les grandeurs a la rupture sont les valeurs positives des contraintes a la
rupture mesurées dans des essais de traction, compression ou cisaillement.
Dans le cas d'une couche soumise & un état de contraintes planes (oL, T, oLT) dans les axes
des matériaux, les criteres en contraintes maximales stipulent que la résistance mécanique de
la couche est atteinte lorsque l'une des trois contraintes auxquelles la couche est soumise
atteint la valeur de la contrainte a la rupture correspondante. Les critéres de rupture s'écrivent

ainsi sous la forme :

<— rupture

~— limite élastique

(@) (b)

FIG. l11. 5 : Comportements fragile et “ductile” d'un matériau [3].

FIG. l11. 6 : Contraintes dans les axes des matériaux d’une couche[3].
Xc<o < Xt; (11.1)
-Xc<o< Xy (1.2)
-Xc<ou< Xt. (11.3)

Si les six inéquations sont verifiées, I'état de contraintes limite n'est pas atteint : la rupture de

la couche ne se produit pas. Si l'une quelconque des inéquations n'est plus vérifiée, I'état

m
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limite est atteint : la rupture se produit suivant le mécanisme correspondant a la contrainte de

I'inéquation non verifiée.

I11.4. Criteres de rupture en-dehors des axes des matériaux

Dans le cas ou l'état des contraintes est exprimé dans des axes de référence (X,
y, z) (Fig.l111.06), il est nécessaire de se ramener aux axes des matériaux par une
rotation d'angle 6. Les contraintes exprimées dans les axes des matériaux

s'écrivent comme sulit :

0] = Oy €05°0 + 0y, Sin®0 + 2 0y, cos sin 6,
Ot = Oyy Sin®0 + 0y, c0s°0 + 2 0, cos sin 6, (111.4)

o1 = (0yy Oy )sinb cosb + oy, (cos? — sin®6),

Fig.111.07 : Couche rapportée a des axes de référence quelconques [3].
et les contraintes maximales s'expriment suivant :
—X: < Oyy c0S*0 + 0y, 5in*0 + 2 0, cos sin O < Xr,
—Y, < Oyy SiN*0 + 0y, c05%0 + 2 0,y cossin @ < Y, (111.5)

—S < (0yy Oxx)sind cosl + oy, (cos*0 —sin*6 ) < S,

m
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I11.5 Traction ou compression en-dehors des axes des matériaux

Dans le cas d'une traction ou d'une compression en-dehors des axes des mate-riaux

(Fig.111.07), les contraintes se réduisent a :

0, = 0y,,C05%0

O; = 0,,Sin%0 (111.6)

Ot = —Oyxyx Sin cosO

et les critéres en contraintes maximales s'expriment suivant :
Xc < 04,c08%0 < Xp

Yo < 0y Sin?0 < Yp (11.7)

S < —0yy Sincosf < S

Ce critere peut étre représenté graphiquement en tracant la valeur maximale
oXu de la contrainte oxx de traction ou compression pour laquelle I'un des critéres
est atteint, en fonction de langle © entre la direction du chargement et les

directions du matériau.

Dans un essai de traction, la contrainte de traction oxu correspond a la plus petite des valeurs :

< —

Fig.111.07 :Traction en-dehors des axes des matériaux [3].

Xt Y S

Oy = Oy = Opy =——, (I11.8
xu cos?6 ’ xu sin?6 "’ xu sin @ coso ’ ( )

et dans un essai de compression, la contrainte de compression o(xu )correspond a la plus

petite des valeurs :

m
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Xc Ye S
Oyy = —— Oyy = Opyy = ———— 1.9
xu cos?0 ’ xu sin?6 "’ xu sin @ cos6 ’ ( )

La valeur oxu étant alors la détermination positive de la contrainte.

111.6 Critéres en déformations maximales

111.6.1 Critére dans les axes des matériaux

Les criteres en déformations maximales sont transposés des criteres en contraintes
maximales. Les déformations étant bornées, au lieu des contraintes. Les criteres en

déformations font intervenir :

Xet (Xec) : la déformation a la rupture en traction (ou compression) suivant I'axe longitudinal,
Yet (Yec) : la déformation a la rupture en traction (ou compression) suivant I'axe transversal,
Se : la déformation a la rupture en cisaillement dans le plan de la couche.

La résistance mécanique est alors considérée comme étant atteinte, lorsque l'une des
déformations principales atteint la déformation a la rupture correspondante. Les critéres en

déformations maximales s'écrivent donc sous la forme :

_ch < gl < th,
—Y.. <et <Yy o (11.10)

_Se < Vit < Ss
111.6.2 Criteres interactifs :

Les critéres en contraintes maximales et en déformations maximales ne permettent pas de
rendre compte de I'ensemble des résultats expérimentaux. D'autre part, ces critéres excluent
I'existence d'interactions entre les contraintes ou déformations dans les axes des matériaux :
les mécanismes de rupture longitudinale, transversale ou en cisaillement sont supposés se

produire indépendamment [3].

Des critéres interactifs ont alors été recherchés en étendant aux matériaux orthotropes
le critere de Von Mises, utilisé pour les matériaux isotropes. Le critére de Von Mises est relié
a I'énergie de déformation emmagasinee par unité de volume du matériau déformé. C'est la

raison pour laquelle ces critéres interactifs sont parfois appelés critéres energétiques.

m
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Toutefois, dans le cas de matériaux orthotropes, ces criteres ne sont plus reliés

exclusivement a I'énergie de déformation [3].

111.6.2.1 Théorie générale de Tsai-Wu
I11. 6.2.1.1 Formulation

Les criteres précédents suffisent généralement pour décrire les divers résultats
expérimentaux observés. Toutefois, une des fagons d'améliorer la corrélation entre
résultats expérimentaux et théoriques est d'accroitre le nombre de parametres des
équations théoriques. Ce fait, associé a la possibilit¢ de représenter les criteres de
rupture sous forme tensorielle, a conduit S.W. Tsai et EIM. Wu [20] a admettre
que la rupture d'un matériau anisotrope est atteinte lorsque I'égalité suivante est

vérifiée [3] :
Fio-i + FijUin = 1, i, j:1,2,..., 6,

Ou les constantes Fi et Fij sont les composantes de deux tenseurs respectivement
de rang 2 et de rang 4. La notation contractée usuelle est utilisée dans cette

relation pour les contraintes rapportées aux axes des matériaux :
01y =011 = 0y, 02 = 022 =0¢ 03 = 033 = Oy,
, 04 = 023 = Ottr, 05 =013 = 0w O = 012 = Oy,
L’équation s’écrit sous forme développée suivant :
Fi01 + F,0, + F303 + Fy04 + F505 + Fg04
+F10% + 2F;,0,0, + 2F,30,03+2F;,0,04 + 2F;50,05+2F, ;0,05
+Fyy02 + 2F530,03 + 2F,,0,04,+2F,50,05 + 2F,,0,04
+F330% + 2F34,0504 + 2F350305+2F;40506
+Fy,02 + 2F;50,05 + 2F,40405

+F55O'52 + 2F56O-50-6
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Les termes linéaires Fi prennent en compte la différence éventuelle du comportement
du matériau en traction et en compression. Les termes quadratiques Fij définissent un
ellipsoide dans l'espace des contraintes et tiennent compte des interactions entre les
contraintes oi et oj. L'intérét de la formulation développée par Tsai-Wu réside dans :

1) l'invariance de la forme de la relation (111.11) dans tout changement de base,

2) la transformation du critére suivant les lois de transformation des tenseurs oi, cij ou Fi, Fij,
3) les propriétés de symétrie des tenseurs Fi, Fij similaires a celles des constantes d'élasticite.
I11. 6.2.1.2 Expression des constantes :

Nous nous intéressons, dans ce paragraphe, au cas d'un matériau composite orthotrope

soumis & un état de contraintes planes dans le plan (1, 2) = (L, T). La relation s'écrit alors :
Fy0, + F,0, + Fe0g + F110% + Fy50% 4+ Fgg0°%¢ + 2F 50,0, = 1, (111.12)
Ou:
Fi0;, + Fo0, + Fs0p + F110%, + Fyp0°+Fge0? + 2F;50000 = 1, (111.13)

Les parametres Fi et Fij peuvent étre exprimés a l'aide des contraintes a la rupture, mesurées

dans divers essais.

Dans le cas d'un essai de traction suivant la direction L, la contrainte a la rupture Xt est telle

que :
Fi X+ F X% =1 (11.14)
et dans un essai de compression :
Fi X, +F,X%. =1 (111.15)
De ces deux relations, nous tirons :
F1=Xit—Xic, (111.16)

ﬁ
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1

Par analogie, nous avons de méme :

&=Z—Z, UHB)
. 1
22 — YtYC .

Dans le cas d'un essai de cisaillement dans le plan (L, T) (figure 12.31a), la contrainte a la

rupture SL+T est telle que :
FeSit + FeeSit% = 1. (111.19)

En inversant le sens des contraintes (figure 12.31b), la contrainte a la rupture SL-T est telle

que :
F6Sl_t + Fﬁﬁsl_tz = 1. (I”ZO)
Ces deux relations conduisent a :
1 1 1
F6_&_$_&_$’ F66_ﬁ . (|“21)

La contrainte a la rupture étant indépendante du signe de la contrainte de cisaillement, nous

avons :
Slt: Sl_t = Slt (”I.ZZ)

Il en résulte que dans le cas de matériaux orthotropes :

Fe=0
Fes = = (111.23)
it
2! 7
/ L )L

"N '%//

Fig. 111.08 : Essais de cisaillement [3].

m
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Il reste a déterminer le parametre de couplage F12. Ce paramétre peut étre
déterminé dans un essai bi-axial, par exemple une traction bi-axiale. Un tel essai est
effectué en exercant la méme contrainte dans les directions 1 et 2 du matériau. Les

contraintes sont alors : o1 = 6, =o, les autres contraintes étant nulles. Le critére s'écrit :
(Fl + Fz)O- + (Fll + FZZ + 2F12)02 = 1 (|“24)

D'ou I'expression du parameétre d'interaction :

Fo=—1-(z-=+2-2)o+(=+=) 07 (111.25)

Xt X Y% Y XtXe YiYe

La valeur de F12 correspond a la valeur o de la contrainte mesurée lors de la

rupture dans 1’essai de traction biaxiale.

Dans la pratique, le coefficient d'interaction Fi, peut également étre déterminé
dans un essai de traction (ou compression) a 45° des axes du matériau orthotrope.
Dans ce cas, les contraintes dans les axes du matériau sont :

045
0—1 = 02 = 0-6 = 7
03=04 =05=0 (111.26)

Ol oy5 est la contrainte de traction exercée. Le critére s'écrit dans ce cas :

D'ou I'expression du parameétre F1, obtenue dans cet essai :

_2fj_es(i_1 1 1) _@s( 1 1 1
Fz =g [1 2 (xt x Ty, YC) 4 (thc+ytyc+slzt)] (11.27)

La valeur de Fy, correspond a la valeur de 45 mesurée lors de la rupture dans un essai de

traction a 45°.
I11.6.2.1.3 Critére de Tsai-Wu en contraintes planes

En tenant compte des résultats précédents, le critere de Tsai-W,, dans un état de

contraintes planes, s'écrit sous la forme :

2 2 2
o o o o] ot
l +_t+%+2F1*2+__—1
XeXe WYe Sk Xt Xc

1 1 1 1
G —xotG—Poet
(111.28)

En introduisant le coefficient de couplage F; *, exprimé suivant :
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" Xc—-X Xc-X,
Fi, = {1 - [Xc - % + 5= = (Ve - Yt)]a+(1+ 4 o2} (111.29)
Ou
2 —Xc Xe—Xe | XeXc\ 02
Fiz —7{1— [Xc - %+ v (Yo = Yt)]ﬁ+(1+ e %} (111.30)

Ou o et o45 sont les contraintes a la rupture déterminées, respectivement, dans un
essai bi axial et dans une traction a 45°. Bien souvent, le coefficient de couplage
Fi," est considéré comme un coefficient empirique, ajusté en fonction des

résultats expérimentaux.

N .. .y N 1
Dans le cas ou le coefficient de couplage est pris égal a — 5

L1
F12 - 2’
(111.31)

Le critére de Tsai-Wu (12.65) en contraintes planes s'écrit :

1_1 1 My 4 ob L9 % @10
G xRt ottt =1, (11.32)

Yi¥e  SA XeXc
111.7 Conclusion :

Dans ce chapitre nous avons présenté les définitions sur les déférents mécanismes et
les critéres de rupture. Dans ces critéres de rupture, il y a deux familles des théories : la
théorie non interactive qui ne permet pas de rendre compte de I'ensemble des résultats
expérimentaux. D'autre part, exclut I'existence d'interactions entre les contraintes ou
déformations dans les axes des matériaux et la théorie interactive qui tient en compte
I’interaction entre les contraintes et les déformations (Théorie générale de Tsai-Wu). Dans
cette étude nous allons utiliser la théorie interactive. Les mécanismes de rupture sont étudiés

numériquement dans le chapitre suivant.
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1V.1 Introduction :

La modelisation de systemes meécaniques résulte généralement des équations
différentielles partielles qui ne peuvent pas étre résolues analytiquement ou qui n’ont pas une
solution exacte, pour raisons de complexité du domaine discrétisé du probleme ou des
conditions aux limites. Ainsi, une méthode numérique doit étre employée pour la solution
approximée du probléme physique. La Méthode des Eléments Finis (MEF) est souvent
considérée comme la méthode la plus appropriée pour des études de cette nature [20].

Seule la méthode des éléments finis est susceptible de résoudre sans grande difficulté les

problémes de plaque composite de forme d’appuis et de mise en charge quelconques [3].

La méthode des éléments finis a été établie comme un outil trées performant pour la
résolution des systémes d'analyse des structures et les sciences d'ingénieur (mécanique des
solides et des fluides, thermique ...) permettent de décrire le comportement de systéme

physique grace a des équations aux derivées partielles.

Dans ce chapitre, nous allons présenter la formulation d'un élément fini membranaire
et flexionnelle destiné a modéliser des poutres stratifies travaillant uniqguement dans leur plan,
en utilisant le principe des Travaux virtuels, qui nous permettra de trouver le vecteur force
{f} et la matrice de rigidité globale [K].

Suite a cette formulation nous avons écrit un programme en langage FORTRANT77 qui
sera utilisé pour calculer les déplacements et les contraintes, ensuite nous allons procéder a la

validation du programme en comparant les résultats de celui-ci avec les résultats analytiques.
IV.2 Avantages et inconvénients de la méthode des éléments finis :
Les avantages de la MEF par rapport aux autres méthodes numériques sont :

v' La puissance de la méthode des éléments finis réside essentiellement dans sa
généralité et sa souplesse ;

v Elle peut étre applicable a une variété de problémes physiques. La géométrie du
domaine peut étre quelconque, les forces et les conditions aux limites peuvent étre
aussi de nature quelconque ;

v Le maillage peut combiner autant de types d'éléments que I'on souhaite ;

v Toute cette généralité est contenue dans un programme unique qu'on peut faire tourner
sur un ordinateur (sélection du type de probleme, de la géométrie, du type d'élément,

des chargements et des conditions aux limites) [21].
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1V.3 Elément utilisé :

L’¢lément utilisé€ c’est un élément rectangulaire de (24) degré de liberté. La figure IV 01

montre la géométrie de 1’¢lément utilisée, les dimensions (a et b) et I’épaisseur (t).

o

Figure IV 01 : Element fini rectangulaire d'élasticité plane : (a) géomeétrie et axes ; (b)

nceuds et degrés de liberté
IV.4 Fonctions de déplacements de I’élément :
L’élément possede (4) nceuds avec (6) degrés de libertés chacun, ces degrés de liberté sont :

e Deux degré de liberté dans le plan (x,y) qui sont (u et v)

. . . . ) ow ow d*w
e Quatre degrés de libertés hors plan qui sont : (w, 3% '3y ' 3%dy

).

» En membrane :

uXy) :a; + ax + azy + azxy

V(X)) a5+ agx + azy + agxy (Iv.01)
On peut écrire ces équations sous forme matricielle :
(%1

az
as

u(xy) L x yay 0 00 0]<a4>
0 0 0
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o |5

e e Uy_1 .0 00 0 00 0y, 4.
Noeud(l)—(x—O,y—O)—>{v1}—[0 0 00 1 00 olle)i=18
fuen e Uny_ 1 a 00 0 00 0y, 4.
Noeud(2)—(x—a,y—0)—>{v2}—[0 0 00 1 a0 olladi=e
o Uy_r1 a bab 0 00 0,  ._
Noeud(3)—(x—a,y—b)—>{v3}—[0 0 00 1 ab ap)l@di=18
e e Uy _ 1 0 b0 0 00 0, y:_
Naud @)= =0,y=b) > {,'} =10 0 0 0 1 o p o @ i=L8
(U1
U;
Uus
u
{62 3ex1= [X]axs {@;}ax1 ={a; Yax1= [X]gng {6 ex1 = {643=4 vj > (IV.02)
()
U3
\ U,/
u(xy)| 1 x yxy 0 00 O Af ce
{V(X,y)}_[o 000 1 xy xyl K0
{u(x,y)}
v (xy)
Xy xy x Xy xy y xy
_| a b-l_ab_i_1 0 a ab 0 ab 0 b ab 0
Xy Xy X xy xy y
0 a b+ab-l_1 0 a ab 0 ab 0 b
u(xy)| N O N, O Nz O N, O .
{V(X,y)}_[ 0 Nl 0 NZ 0 N3 0 N4] {(Sm} (IV-03)
Calcul des déformations :
3
£y %, (%)
o . (u(x
- {0 5 0]
) o 2 VOV
dy 0x
010y 0000
{e(x,y)}=[0 0 00 0 0 1 x]{a;} = {e(xy)}=[Ql{a;}
0 0 1x 0 160 y
{e(x, )} = [QIX]" {65} =
[Bm] {67} (1v.04)

ab
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alors :
S L ¥ _Y 9
I[ a + ab 0 a ab 0 ab 0 ab —I
1 x X X 1 x
[Bnldf 0 -yt O s 0 o 0 -
l 1, x 1. x 1y x oy 1_x _y J
b ab a ab ab a ab ab ab b ab ab
dN, dN, ON3 0N,
ax 0 dx 0 ox 0 ax 0 }
_ 0N, dN, ON3 0N,
B.= 0 5 0 S 0 = 0 (1V.05)
ON, Ny 0N, 9Ny ON; 9Ny ONi 0N
dy dx dy ox dy dx dy ox

Donc la matrice [B,,,] Relie les déformations membranaire avec les déplacements nodaux.
» En flexion :

W(X,Y)=[a; + azx + azy + asx? + asxy + agy? + a;x3 + agx?y + agxy? +

a0y’ + X’y + apx®y? + axy® + apax’y? + asx’y? + agex’]

W(x.y)={p(x, y)} {a}' (1V.06)
Avec

{a}T=(a1a2a3a4 a5 Qg A7 Qg A9 A1g A1y A1z A3 A1g Ags Agg )

o, }={1,x,y,x%,xy,y% x3, 2%y, xy%, y3,x3y, x*y?%, xy3,x3y2, x% y3,x3y3} (IV.07)
L’¢lément plaque nécessite donc quatre degrés de liberté par nceud

ax
Wi:! owi & i=1,4 (Iv.08)

ay
lazwiJ
0xdy

Ce qui explique I’introduction de la dérivée seconde par rapport a x ety
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(w(x, Y)

ow(x,y)

0x

oway) ¢ =

oy

*w(xy)

\ 9xdy /

1 x y x xy y2 x* xy x? y* xy xy? x°
01 0 2x y 0 3x2 2xy y2 0 3x2y 2xy2 y°
0 01 0 x 2y 0 x2 2xy 3y2 x° 2x2y 3xy2
000 0 1 0 0 2x 2y 0 3x 4xy 3y
x{a;} ,i=1,16

Neeud (1) : (x=0, y=0) —

Wi

owy, 1 1100 000O0O0O0CO0O0OO0O0CO0OQO
ox 01 000O0O0OO0OO0OO0OO0OO0OO0OO0OO0OO
%: {ai}!
dy 00100O0O0OO0OO0OO0OO0OO0OO0OO0OO0OO
62W1)0000100000000000
dxdy

(IV.09)

Neeud (2) : (x=a, y=0) —

W
(%\1a0a200a300000000
x| ]0102 003 000 0 0000
ay 001 0 a0 0 @ 00 aa 0000
w2 10 00 0 1 0 0 2a 00 32 00 0 O
dxdy

3x2 y2

x2y3 x3y3
2xy®  3x2y?
2x°y  3x2y2 3x’y2
6x2y  6xy? 9x2y?

x3y2

i=1,16

{a;}, i=1,16(1V.10)

O O O o




Chapitre 1V : Formulation EIément Fini et Programmation.

o O o -
o 2

x {a;}, (IV.11)

Nceud (4) : (x=0, y=b) —

Wy

awy 1 0b 0O0DbB O0OO0UO0O Db 00 0 O0O0TO

0x 2 3

aw, \= 01 00Db 0 O0O0@WD O 00 b O0O0DO fa;}, =116 (IV.12)
I dy | 0O 01 00 2 0O0O O 33 00O 0 0O00O0

62W4) 0O 000O1 O OOOZ2 0O O0O0OMI33mO0OO0OO0

dxdy
{6f hexa = [X] 16x16 {@ih16:0 = {@;}= [X]1x16 {6f 1611 (IV.13)
wlx,y)} =
{p(x, MIX1~{67} (IV.14)

> wi o) = (1-35425) (1-3% 422wy + (—x (E- 1) Ha - 3% +

2290, (1- 3%+ 222) y& = %6, + (—x (= 1) & - D6,y

> wi @y = (35-25)(1-35 +2%)wy + (—x(5-Ipa-3%

y3 x? x3 y X x y
2.3)0x2 (3 —t2 ;) y(G— 1%y, + (—x (; - ;))3’(; — 1)%0yy,

- s o) = (35 -25) (35 + 25w + (x (=56 - 2500 (35

3 2 R "
25) ¥ G = Py + (= (5= )G = D6

. x? x3 y? y3 x y?
> wi (o) =(1-35+25) (35 + 25w, + (—x (5 - 1) )GBL - 2b3)9x4(
2 3 2 2 2
35425 ) y& -0+ (—x (3= 1) W =),y

{W(x,y)}= [Nl,Nz,N3,N4. P .N13_N14.N15.N16.]{5]f}6t

b a2 ab b2 a® a% ab2 b® ah a2 ab® a%? ad® a%’
0 2a b 0 3a2 2ab2 b2 0 3a2h 2ab> b® 3a2 2ab’® 3ax°
1 0 a 20 0 a2 2ab 202 a® 2a% 3ab? 2a’h 3ab? 3a’h?
00 0 1 0 O 22 2b 0 3a? 4ab 03b2 6azb 6ab 9ab?
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IV.5 Relation cinématiques :

L’élément utilisé est basé sur la théorie de Kirchhoff, alors les déplacements dans le plan et

hors le plan sont données par :

ux,vy,z)=-z %’
V(X Y,2)=-2 %’
w (X,y,2) = W (X.y)

Les déformations sont données par :

_0u _ Zazw — sk
XTox a2x X
ov 02w
g, = = 2T = 4k
Y oy 92y y
ou v 2%w
26, =—+ —=—2z =zk
XY 9 + ady ax oy xy

Avec ky, Ky et Ky, sont les courbures.

[x17{57)

{k(x, )} = [Q]3><16[X]I61x16{6/§}16x1
(Iv.17)

IV.6 Loi de comportement :

{pCe, X 65 )=

(oo (2 ow

J o ¥ J 0x L x
k(o= w b= - T b | OW
{ (.X' }’)} I dy | I a;z I ayz
*w 2 02w
\255,) \25:05) " oxoy |

(IV.15)

(IV.16)

o{p(x, y)}
OX?2
a2{p(x.y)}

,2{p(x.y)}
OXoy

D’apres Berthelot, les résultantes des forces, les moments de flexion et de torsion exercés sur

un stratifié sont définis par :
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N
N, Ay A, As By By Byl 2 A ZZ[Qij | (h =h_y)
N, Ay Ay, Ag By By By &) k=l k
N -
< Ny - Ar A As Bs By By ) Yy [ Ou B; :ZE Qij] (h% —h2.)
Iltllx By B, Bes A Ay Agl|] k2 a2 Tk
y B, B B k9 N 17—
M,,) 2 Bn B Ay Ayp Ay Lkgl J Dij: Z§ _Qij L (hks _ hl?—l)
L Bs: B By A A Aee_ xy K=1
N A Bl
=[5 16 (V18

IVV.7 Détermination de la matrice de rigidité :

L’¢énergie potentielle totale de déformation d’une plaque soumise a un chargement transversal

répartie a travers sa surface est donnée par :
Mn=u+Vv" (IvV.19)

La configuration d’équilibre est définie par la minimisation de 1’énergie potentielle totale qui

signifie I’annulation de sa premiére variation.
ol=o0U+oV" (Iv.20)

+ Travail virtuels des efforts :
J[{08} {[Bml" [Al[Bunl+ [Bnl'[BI[BA+[BA'[B] [Bml+ [BA'[D] [B}{s}ds
(Iv.21)

On pose

[K]=JJ{[(Bm]" [Al[Bn]+ [Br] [BI[Br+[B'[B] [Bml+ [Bf'[D] [Brl}
La matrice [k°] peut étre écrite sous la forme :
[KI=[k:] + [k3] + [kS] + [k£]

(IV.22)

Avec :
[k¢]= [Bm]" [Al[Bwm] : matrice de rigidité élémentaire membranaire,
[k$] =[Bm]'[B][B{] : matrice de rigidité élémentaire de couplage membrane-flexion,
[k$] =[B{]'[B] [Bm] : matrice de rigidité élémentaire de couplage flexion- membrane,
[k$] =[Bs]"[D] [B{] : matrice de rigidité élémentaire flexionnelle.

Le travail virtuel s’écrit :
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SU={08} "[K°] {5} (1V.23)

[ke] est la matrice de rigidité élémentaire, la matrice de rigidité globale de la structure

s’obtient par assemblage des matrices de rigidité elémentaires.

+ Travail virtuel de forces extérieures
Soit {0d}1e vecteur des déplacements virtuels , alors le travail des forces appliquées a

I’élément est donné par :

SV={05} {f} (1V.24)
En équilibre, les travaux virtuels sont égaux, alors on aura :

oU= oV
{03} "[ke] {8}={08} '{f} (IV.25)

Ce qui permet d’obtenir 1’équation d’équilibre suivante
[k]1{8}={f’} (1V.26)
Aprés assemblage, on obtient I’équation d’équation d’équilibre globale

[ke]{6c}= {fc} (IV.27)
Ou [kg]est la matrice de rigidité global, {5g}est le vecteur déplacement global {f}est

le vecteur force global .

1VV.8 Les étapes a suivre afin de calculer la charge de rupture :

1. Calculer les valeurs de la matrice de rigidité réduite [Q] pour chaque pli a I’aide de

ses quatre modules élastiques E; E, vi,et Gy,
2. Trouver les valeurs de la matrice de rigidité réduite transformée [Q] pour chaque pli,

en utilisant la matrice calculée a 1’étape 1 et ’angle du pli.
3. Avoir I’épaisseurt;, de chaque pli, trouver les coordonnées de la surface supérieure et

inférieureh;, i=1...,n, de chaque pli en utilisant I’équation suivante :
n
h= Z e
—1

L’emplacement de plan médian est h/2 , a partir de la surface supérieure ou inférieure du

stratifie, la coordonnee z de chaque surface de pli k (supérieure et inférieure) est donné par :
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1.Plil:

hy = —g (Surface supérieure).
h, = —g + t; (Surface inférieure).
2. Plik: (k=2,3,..,, n-2, n-1)

h k—1 , -
hi_q = -5t Y51 t (Surface supérieure).
hy = —% + %71t (Surface inférieure).

3.Plin:
h,_1= g— t, (Surface supérieure).

h, = g (Surface inférieure).

[ ] 1 KR
hu 'Y
h| 4 3 h/2
h 1
3 h,
b I Mid-plane
l k=1 k1
L by ¥ : k
ksl hi2 ¥z
hl'l.'-l
fuy - i .

Fig.1V.2 : L’emplacement des plis dans un stratifié.

Considérons un stratifié composé de n couches comme illustré a la figure 1V.3.Chaque couche
a une épaisseur t,.donc, I’épaisseur totale de ce stratifié ‘h’ est :

h=3" . t, (IV.28)

4. Utiliser les matrices de rigidité transformée cette 1’étape 2 et I’emplacement de
chaque couche, de I’étape 3, pour trouver les trois matrices de rigidité [A], [B] et [D].

5. Remplacer les valeurs de la matrice dr rigidité trouvées a 1’étape 4 et les forces et
moments appliqués dans I’équation suivante :

{1\1\/;} - [g g] {gko} (1V.29)

6. Résolvez les six équations simultanées pour trouver les déformations et les courbures
du plan moyen.

7. Maintenant que I’emplacement de chaque couche est connu, trouver les déformations
globale dans chaque couche en utilisant 1’équation suivante :
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Ex &y Ky
{ &y }: 339 +z{k, (Iv.30)
Yxy V;?y kxy

8. Pour trouver les contraintes globales, utilisez la relation contrainte-deformation :
O-X Ux
{Gyl=[Q]{0y} (IV.31)
Txy ny
9. Pour trouver les déformations locales, utilisez 1’équation de transformation suivante :

& £y
{ & }:[T]—l £y (IV.32)
Y12/2 V;?y /2
10. Pour trouver les contraintes locales, utilisez 1’équation de transformation suivante :
01 Ox
{02} = [T]_l{ay} (Iv.33)
T12 Txy

D’aprés avoir les contraintes locales dans chaque couche, nous pouvons utiliser 1I’'un des
criteres de rupture afin de calculer la charge admissible. Dans ce travail nous allons utiliser le

critere de Tsai-Wu.

1V.9 Validation de I’élément :

Dans cette section, nous allons mettre en ceuvre 1’extension de 1’élément proposée (R4) et
montrer qu’il est efficace pour étudier plus tard le comportement & la rupture des poutres
stratifiées. Les poutres qui ont été choisies pour cette validité sont des poutres isotropes et des

poutres stratifiées.

1VV.9.1 Poutre isotrope encastrée a coté et libre a ’autre :
La premiére poutre test est une poutre isotrope encastrée a une extrémité et libre a ’autre.
La poutre est chargée par une charge concentrée comme montre la Fig. 1V.4. Les dimensions

géomeétriques et les propriétés mecaniques de cette poutre sont regroupées au (tableau 1V.1).

Z

YOI
=

r 3

Fig.1V.03 : Poutre isotrope encastrée a coté et libre a I’autre.
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Tableau IV.1 : Propriétés geométriques et mecaniques de la premiere poutre test.
E (MPa) L G (MPa) L (mm) b (mm) h (mm) P (N)
210000 0.3 80769.23 1000 200 120 2000

Les valeurs maximales du déplacement sont calculées théoriquement par la relation suivante :

_ql3
3.E.I

(IV.34)

Nous allons maintenant comparer cette derniére avec les résultats donnés par notre élément
dans le (tableau 1V.2), afin d’assurer que le programme donne des résultats compatibles avec
les résultats théoriques.

Tableau IV.2 : Déplacement maximum pour la poutre isotrope.

Maillage Le présent Erreur (%)
élément
10*4 0.1099 2.984E-3
Déplacement théorique 0.11023

Si on compare les résultats obtenus en utilisant de notre élément avec les résultats
analytiques, on constate que les résultats sont pratiquement identiques avec une erreur de
2.98x107,

1VV.9.2 Poutre composite stratifiée simplement appuie :

La deuxiéme structure test est une poutre composite stratifiée simplement appuie,
chargée par une charge concentrée qg=100 N. I’épaisseur de chaque couche est 2 mm. Les
dimensions et les propriétés mécaniques de la deuxieme poutre sont regroupées au (tableau
IV.3).

==

Fig.1V.4 : Poutre composite simplement appui.

A
v
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Tableau IV.3 : Propriétés geométriques et mécaniques de la deuxiéme poutre test.

E, E, G,, vy, q L b h L’orientation
(MPa)  (MPa)  (MPa) (N) (mm) (mm) (mm) des fibres
1237 85% 4157  0.25 100 1000 200 12 [90,/0]s

Les valeurs maximales du déplacement théorique sont calculées par la relation suivante :

q.13
() Ee— (IVv.35)
48 .Eeq.l

Avec Ee=12 / (D13 h®)

Pour différents maillages, la convergence du déplacement obtenu est regroupée dans le

tableau (1V.4) et tracée sous forme d’une courbe (figure 1V.4).

Tableau 1V.4 : Déplacements pour différentes configuration de maillage

Le présent
Maillage Element Erreur (%)

4*2 0.56671F-3 5.114E-4
8*4 0.566765-3 4.2325-4
10%4 0.566775-3 4.056%-4
12*6 0.566785-3 3.8805-4
14*8 0.566795-3 3.7035-4
Déplacement théorique 0.567%-3

LA FELCHE
0,000567
0,0005668
00005666
00005664

0,0005662

-
=
(]
E
(]
o

L.}
o

@

(=]

0,000566
0,0005658

0,0005656
04 et D2 08 et D4 10 et 04 12 et 06 14 et 08

Le maillage

Fig. V.5 : Convergence du déplacement pour une poutre composite simplement appui
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D’apres les résultats donnés par la formule analytique du déplacement et les résultats
obtenus par notre €lément, on peut observer que notre élément converge par une maniere tres
rapide vers le résultat obtenus analytiquement et qui montre la performance de 1’élément
utilisé.

V1.9.3 Poutre composite stratifie encastré sur deux cotés :

La troisieme structure test est une poutre composite stratifiée encastrée sur les deux
cotés, chargée par une charge flexionnelle g=100 N, dont les dimensions et les propriétés

mécaniques sont regroupées au (tableau I1V.5).

q
« | /
N e ——— /Ih
J - _ .

L

A
v

Fig.1V.6 : Poutre composite stratifiée encastrée sur les deux cotés.

Tableau IV.5 : Propriétés géométriques et mécaniques de la troisieme poutre test.
E, E, G, v, Y L b h L’orientation
(MPA) (MPA) (MPA) (N/mM) - ymy  (mm)  (mm)  des fibres

39000 8600 3800 0.28 100 1000 200 4 [0/90/45/0]s

Les valeurs maximales du déplacement théorique sont calculées par la relation suivante :

px(1/2)°
3x EeqxIx 13

(IV.36)

Pour un maillage de 10x4, les déplacements obtenus sont regroupeés dans le tableau (1V-6).
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Tableau IV.6 : Déplacement maximal pour la poutre stratifiée.

Le présent
Maillage élément Erreur (%)
10*4 17.649 0.0101
Déplacement théorique 17.83

D’aprés le tableau IV.6, on remarque que les résultats de notre modelisation sont trés
proches au résultat obtenu analytiquement. Ces résultats montrent la performance de

I’élément utilisé.
V1.10 Conclusion :

Le présent chapitre a été consacré a la validation de la précision de I'élément fini par le
biais de plusieurs tests analytiques. A travers les résultats trouvés, on a vu que I'élément
présente une bonne précision ainsi qu'une bonne rapidité de convergence. Nous avons vu que
I’élément R4 est capable d’analyser correctement les déplacements des poutres isotropes et les
poutres composites, et qui montre qu’il est efficace pour étudier plus tard le comportement a

la rupture des poutres composites stratifiées.
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V.1 introduction

Apres avoir validé I’élément R4 et s’étre assuré du bon fonctionnement de notre
programme, nous allons maintenant exploiter ce dernier pour analyser numeériquement

I’influence de stratification des couches sur la charge de rupture.

Afin d’évaluer I’effet de I’orientation des fibres sur la charge de rupture, on propose
de procéder a une étude paramétrique, qui a comme objectif de déterminer I’influence de
I’orientation des fibres et de la stratification des couches sur la valeur maximale de la charge

de rupture et les zones des points d’endommagement.

V.2 Poutre stratifiée simplement appui a coté et libre a I’autre chargée par une charge
de traction.

La quatrieme structure test est une poutre composite stratifiée avec quatre couches,
chargée par une charge membranaire N,=100, dont les dimensions et les propriétés

mécaniques sont regroupées au (tableau V.1). L’épaisseur de chaque couche est 1 mm.

% =
/ — b
> —

&
<

v

Fig.V.1 : Poutre composite simplement appui a coté et libre a ’autre chargé par une charge de
traction.

Tableau V.1 : Propriétés géométriques et méecaniques de la quatrieme poutre test.

E, E, G, UL, N, L h b L’orientation
(MPa)  (MPa) (MPa) (N/mm) (mm) (mm)  (mm) des fibres
141000 9340 4500 0.35 100 1000 4 100 [0/90]s

X, Y, X, Y. S

(MPa) (MPa) (MPa) (MPa) (MPa)

1500 180 1000 240 150

Dans cet exemple, notre poutre soumise a une charge de traction varie de 100 a 3500 N/mm.

e ]
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Tableau V.2 : Variation du coefficient de rupture dans chaque couche — la charge appliquée

est 100.
charge Déplacement Rupture ?
Couche Coeff de
rupture .
Oui Non

100 0.33051*107 TOP1 3357.2163 X

BOT1 3357.2163 X

TOP2 5678.898 X

BOT2 5678.898 X

TOP3 5678.898 X

BOT3 5678.898 X

TOP4 3357.2163 X

BOT4 3357.2163 X

7 o e Failure Criteria RF in Failure Type
0,469 0,01 0,0 Tsaiwu 3357,215 Failure
0,469 0,01 0,0 TeaiWu 3357,216 Failure
-0,01 0,031 -0,0 TsaiWu 5678,899 Failure
-0,01 0,031 -0,0 TsaiWu 567,839 Failure
-0,01 0,031 -0,0 TeaiWu 56783,839 Failure
-0,01 0,031 -0,0 TsaiWu 5678,899 Failure
0,469 0,01 0,0 TsaiWu 3357,216 Failure
0,469 0,01 0,0 Tsaiu 3357,216 Failure

Tableau V.3 : Variation du coefficient de rupture dans chaque couche — la charge appliquée

est 3500.
Charge Déplacement Couche Coeff de Rupture ?
rupture
Oui Non
3500 1.156802*10" TOP1 0.959 x
BOT1 0.959 X
TOP2 1.623 X
BOT2 1.633 X
TOP3 1.623 X
BOT3 1.623 X
TOP4 0.959 X
ROT4 L) x
9 Tl Failure Criteria RF in Failure Type
1542,732 33,387 0,0 TsaiWu 0,959 Failure
1542,732 33,387 0,0 TsaiWu 0,959 Failure
-33,387 107,268 -0,0 TsaiWu 1,623 Failure
-33,387 107,268 -0,0 TsaiWu 1,623 Failure
-33,387 107,268 -0,0 TsaiWu 1,623 Failure
-33,387 107,268 -0,0 TsaiWu 1,623 Failure
1542,732 33,387 0,0 TsaiWu 0,959 Failure
1542,732 33,387 0,0 TsaiWu 0,959 Failure

o
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D’aprées les tableaux, on peut observer que :

e La charge de rupture est 3500 N/mm, pour une plaque composite [0/90]; et le
déplacement correspondant est 11.56802.

e Les couches endommageées sont les couches numéro 1 et 4.

e Les résultats numériques obtenus en utilisant notre élément sont identiques aux ceux

obtenus analytiquement en utilisant un logiciel pour les calculs analytiques.

V.3 Poutre composite stratifie encastré sur deux cotes :

La structure test est une poutre composite stratifiée encastrée sur les deux cotés. Le
nombre des couches dans cette poutre est 4 couches (voir Fig.V2). L’épaisseur de chaque
couche est 0.5 mm. Les dimensions et les propriétés mécaniques sont regroupées au
(tableauV .4).

<+«—— 2

s 4
N '. CO— '. s " /Ih
\ [ ° hd /

L

A
N

Fig.V.2 : Poutre composite stratifiée encastrée sur les deux cotés.

Tableau V.4 : Propriétés geométriques et mécaniques de la cinquiéme poutre test.

E, E, G, Uy, L h b L’orientation
(MPa)  (MPa) (MPa) (mm)  (mm) (mm) des fibres
141000 9340 4500 0.35 1000 2 100 [0/90]s

X, Y, X, Y, S

(MPa) (MPa) (MPa) (MPa) (MPa)
1500 180 1000 240 150

Dans cet exemple, notre poutre soumise a une charge concentrée varie de 100 a 550 N. A
travers ce test, nous souhaitons de déterminer la charge maximale qui peut cette poutre
supportée. D une autre part, nous voulons déterminer les points d’endommagement, la couche

endommageée et les mecanismes de rupture pour chaque configuration de stratification.

)
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Pour un maillage de 10*4, les résultats obtenus sont regroupés dans les tableaux (V-5 et V-

6).

e Pour une charge g=100 N.

Tableau V.5 : Variation du coefficient de rupture dans chaque couche — la charge appliquée

est 100 N.
Charge Déplacement Coeff. de Rupture ?
Couche rupture Oui Non

100 62.407 TOP1 4.970 X
BOT1 9.941 X

TOP2 23.452 X

BOT2 1*10" X

TOP3 1*10" X

BOT3 26.127 X

TOP4 9.967 X

BOT4 4.983 X

Tableau V.6 : Variation du coefficient de rupture dans chaque couche — la charge appliquée

Charge

550

Pour une charge g=550 N

Déplacement

343.24

est 550 N.
Couche Coeff. de Rupture ?
ruptu re Oui Non

TOP1 0.904 X
BOT1 1.808 X
TOP2 4.264 X
BOT2 1*10%° X
TOP3 1*10%° X
BOT3 4.635 X
TOP4 1.812 X
BOT4 0.906 X
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Failure Load Index

100 1
=
i)
g 50
=

0

0 200 400 600 800 1000
x direction
e A

BCx: CC
BCy: FF

Ma. Terms: 10
Result Type: Failure (red)
Layer number: 1

Pasition in Layer: upper
Minimurn: 0,889
Maximum: 176,315

X

Fig.V.3 : Les mécanismes de rupture de la premiére couche (surface supérieure)
obtenus numériquement et analytiqguement pour une poutre composite [0/90]s.

Failure Load Index
100 1

50

y direction

0
0

Plate Deformation
Length: 1000,0

Width: 100,0 ‘
BCx: CC

BCy: FF

No. Terms: 10

Result Type: Failure {red)
Layer number: 4

Position in Layer: lower
Minimurn: 0,99

LeS Maximum; 142,41

mécanismes de rupture de la derniére couche (surface inférieure) obtenus numériquement et

analytiquement pour une poutre composite [0/90]s.

D’apres les tableaux et les figures, on peut observer que :
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e La charge de rupture est 550 N, pour une poutre composite [0/90]; et le déplacement
correspondant est 343.24.

e Les couches endommageées sont les couches numéro 1 et 4.

e Les surfaces endommagées sont la surface supérieure pour la couche 1 et la surface

inférieure pour la couche numéro 4 (les zones de traction).
V.4 Poutre stratifiée encastrée [90]4:

La derniere poutre que nous présentons ici, est analogue a celle étudiée a la section
précédente, ce que veut dire que les propriétés mécaniques et géométriques sont celles
présentées au (tableau V.4). Mais dans ce cas, ’orientation de toutes les fibres est 90°. A
travers ce test, nous souhaitons analyser I’influence de la stratification des couches sur les
charges et les mécanismes de rupture. Dans cet exemple, notre poutre soumise a une charge

concentrée varie de 50 a 110 N.
e Pour une charge g=50 N.

Tableau V.7 : Variation du coefficient de rupture dans chaque couche — la charge appliquée

est 50 N.
Charge Déplacement Couche Coeff. de Rupture ?
rupture
Oui Non

50 417.47 TOP1 1.9267 X
BOT1 3.8535 X

TOP2 3.8535 X

BOT2 1.0%10% X

TOP3 1.0%10% X

BOT3 3.9548 X

TOP4 3.9548 X

BOT4 1.977 X
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e Pour une charge g=110 N.
Tableau IV.8 : Variation du coefficient de rupture dans chaque couche — la charge

appliquée est 110 N.

Charge Déplacement Couche Coeff. de Rupture ?
rupture Oui Non
110 918.43 TOP1 \ 8.758*107 x
BOT1 1.751 X
TOP2 \ 1.751 X
BOT2 1.0*10% X
TOP3 \ 1.0*10™ x
BOT3 1.797 X
TOP4 \ 1.797 X
BOT4 9.036*10" X

Failure Load Index

100 1
—
=
8 50
=
- 0
0 200 400 600 800 1000
x direction
1000 4

BC x: CC

BC y: FF

Mo, Terms: 10
Result Type: Failure {red)
Laver number: 1

Position in Layer: upper
Minimurn: 0,95
Maximum: 89,496

Fig.V.5 : Les mécanismes de rupture de la premiére couche (surface supérieure)

obtenus numériquement et analytiquement pour une poutre composite [90]..
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Failure Load Index

100 1
-
S
8 50 0.5
=
~ 0 0

0 200 400 600 800 1000
x direction
Vo 1000 I

BCx: CC
BCy: FF

Mo, Terms: 10
Result Type: Failure (red)
Layer number: 4

Position in Laver: lower
Minimum: 0,893
Maximum: 119,012

Fig.V.6 : Les mécanismes de rupture de la derniére couche (surface inférieure) obtenus

numériquement et analytiqguement pour une poutre composite [90],.

D’apres les tableaux et les figures, on peut observer que :

e La charge de rupture est 110 N, pour une poutre composite [90], et le déplacement
correspondant est 918.43.

e Les couches endommagées sont les couches numéro 1 et 4.

e Les surfaces endommagées sont la surface supérieure pour la couche 1 et la surface

inférieure pour la couche numéro 4.

D’apres les deux figures, on peut voir clairement 1’effet de la stratification des couches. Si
on change 1’orientation des couches, les zones et les mécanismes de ruptures seront

changés.

e
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V.5 Conclusion :

Dans ce chapitre, une étude paramétrique a été présentée portant sur l'effet de certains
parametres influencant le comportement de rupture des poutres stratifiées minces tel que : les

conditions aux limites (encastrement sur les deux c6tes) et la stratification.

Dans cette étude deux types de stratifications ont été considérés, a savoir la stratification

[0/90] s, et [90]4 soumise & la flexion. Cette étude a montré :

v' Dans le cas général, I’endommagement des poutres stratifiées est affecté avec
I’augmentation de la charge N,

v Avec toutes les séquences d’empilement, les ruptures sont légérement affectées dans
la couche supérieure 1 et la couche inférieur 4,

v' Les résultats montrent aussi que la stratification [0/90] s donne une bonne résistance a
la rupture par rapport a la stratification [90],,

v I’endommagement est influencé significativement avec 1’orientation des fibres.

)
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Conclusion générale

Notre travail avait pour but d'étudier numeériquement le comportement de rupture des poutres
composites stratifieées minces en utilisant la méthode des éléments finis. Pour mettre en place cette
étude nous avons présenté dans un premier temps une généralité sur les matériaux composite telle
que les caractéristiques de composite, les différents types, Les différentes constituantes (matrice et
renfort), et 1’architecteur des matériaux composites (les sandwiches, les monocouches et les

Stratifiées).

Ensuite dans le deuxiéme chapitre et pour mieux comprendre le comportement mécanique
des stratifiees composites nous avons présenté la loi de comportement, les déférents matériaux et les
théories utilisés dans la formulation analytique des structures composites. Nous avons visé I'étude
des poutres composites stratifiées minces, car elles sont plus vulnérables aux ruptures, donc nous

avons opté un élément fini basé sur la théorie classique des stratifiées.

Dans le troisieme chapitre nous avons présenté une étude théorique sur les déférents critéres
d'endommagement ainsi que les diverse mécanismes de rupture des composites stratifiées afin

d'utilisé ces mécanismes dans les formulations de 1’é1ément fini dans le chapitre suivant.

Le quatrieme chapitre de notre travail était destiné a la présentation et I'exposition de la
formulation d'un élément fini rectangulaire a quatre nceuds R4 avec vingt- six degrés de liberté et
son extension vers I'étude de la rupture des poutres composites stratifiées, comme dans tous les cas
d'utilisation de la méthode des éléments finis, il est nécessaire de vérifier et de valider la précision
et les performances de I'élément fini employé, ce qui était I'objet du quantieme chapitre. Dans ce
chapitre, I'élément a été confronté a une série de test sur des poutres isotropes et composites
stratifiees sous différentes conditions aux limites. Les résultats obtenus ont été comparés a des
résultats analytiques. A travers les résultats trouvés dans la partie de validation, on a pu conclure

que I'élément présente une bonne précision ainsi qu'une bonne rapidité de convergence.

Le travail de cinquiéme chapitre portait sur une étude paramétrique de l'effet de certains

paramétres influencant la rupture des poutres stratifiées. Le premier effet qui a été abordé dans I'étude

paramétrique est l'effet du l'orientation des fibres. Pour ce faire, on a considéré deux types de

starification symétrique, a savoir : [90]4 et [0/90]s soumise a la flexion, Nous avons remarqué que la

stratification [0/90] s donne une bonne résistance a la rupture par rapport a la stratification [90]4,

i
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D'autre part, nous avons noté qu’avec toutes les séquences d’empilement, les ruptures sont

Ieégerement affectées dans la couche supérieure 1 et la couche inférieur 4.

Aprés avoir étudié le comportement de rupture des poutres stratifiées minces avec ces deux types
de stratification, on a conclu que I’endommagement est influencé significativement avec

I’augmentation de la charge appliqué et I’orientation des fibres.
Comme perspectives a ce travail on propose :
- D'étudier le comportement a la rupture des poutres composites stratifiées hybrides.

- D'utiliser une « approche par couche » afin d’étudier I’état des contraintes de rupture des poutres

stratifiées.

- D'étudier le comportement a la rupture sous 1’effet de la géométrie des poutres composites stratifiées.
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