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Résumeé

Le travail présenté dans ce mémoire est 1’étude numérique de I’effet du rapport d’épaisseur
sur la flexion des plaques composites stratifiées. L'analyse a été menée en utilisant un élément
fini rectangulaire a quatre nceuds avec cing degré de liberté par nceud. La formulation de
I’élément est basée sur la théorie de premier ordre de cisaillement transverse (FSDT). Les
résultats obtenus sont comparés avec les solutions analytiques et ceux obtenus avec des
modeles éléments finis numérique. La bonne performance de I’élément en termes de précision

et de convergence est testée a travers une série d’exemples.

En addition, une étude paramétrique a été entreprise pour mettre en évidence 1’effet de
certains paramétres, tel que le rapport d’épaisseur et d’anisotropie et la rotation des fibres sur
la variation de la fleche maximale. On peut conclure que 1’effet du rapport d’épaisseur joue un

role trés important dans la conception et 1’étude des plaques composites multicouches.

MOTS CLES : Plaque stratifiée, théorie de premier ordre, éléments finis, fleche maximal.
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Introduction géenérale

L’utilisation de matériaux composites se développe rapidement dans de nombreux
composantes structurales comme la marine, le transport, la navigation, les applications
aérospatiales et ils ont été utilisés récemment dans les structures de génie civil comme des
compléments aux matériaux classiques. Ces matériaux présentent des avantages de réduction
des colts, de légéreté, de résistance mécanique et a la corrosion. Il est donc nécessaire de
connaitre une bonne connaissance du comportement mecanique des structures multicouches
en flexion. Les méthodes numériques, notamment les calculs éléments finis sont

indispensables pour le dimensionnement de telles structures complexes.

Problématique:

Pour une utilisation efficace de ce type de matériau, la connaissance de leur comportement
structurel et mécanique ainsi qu'une compréhension précise dela fleche maximale sont
nécessaires. L'analyse des structures dans lesquelles des matériaux composites ont été utilisés
est une tache tres complexe en raison de leur comportement complexe. Il existe plusieurs
théories qui visent a étudier le comportement des structures qui se sont appuyées sur
I'utilisation de la plaque stratifiée, parmi lesquelles on peut citer la théorie classique des puces
qui est une extension de la théorie de Kirchhoff aux matériaux composites, théorie du premier
ordre qui s'est étendue a cette théorie. De Reissner-Midlin et des théories d'ordre supérieur.
Objectif :

Dans ce travail, nous procéderons a 1’étude numérique du comportement mécanique en
flexion des plaques composites stratifiées. Ainsi, une partie du travail sera consacrée a 1’étude
de I’influence des caractéristiques mécanique et géométriques des constituants des matériaux

multicouches comme le rapport d’épaisseur sur la flexion des plaques composites stratifiées.

Nous avons divisé notre travail en quatre chapitres :

- Dans le premier chapitre : On présente une bibliographie générale sur les matériaux
composites stratifiés. Ainsi, on présente les théories utilisées pour la modélisation des
structures composites multicouches.

- Le deuxieme chapitre : Sera consacré a 1’étude théorique générale du comportement
mécanique des plaques stratifiées selon la théorie de premier ordre.

- Le troisieme chapitre : Comportera la formulation d’un élément fini rectangulaire utilise.
I ——
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- Le quatrieme chapitre : Sera consacré a la validation de 1’élément fini rectangulaire a
travers la comparaison avec les résultats analytiques et ceux obtenus par d’autres modéles
d’éléments finis disponibles dans la littérature. Ainsi, une étude paramétrique sera menée pour
mettre en évidence les effets de certains parameétres sur la variation de la fleche maximale des
plaques stratifiées.

Enfin une conclusion générale.
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Chapitre |

Genéralites sur les matériaux composites

I.1. Introduction

Il existe differentes familles de matériaux : les métaux, les plastiques, les composites. Les
matériaux composites ne sont pas une nouveauté, ils ont été utilises par ’homme de puis trés
longtemps, citons par exemple le bois, le béton [1].

La premiére partie de ce chapitre est consacré a la présentation des différents constituants

des matériaux composites. Dans la deuxiéme partie, on va présenter le procédé de fabrication de ce

type de matériaux et leurs structures.
1.2. Historique

Historiquement, le concept du renforcement a l'aide de fibres est trés ancien, ainsi on
retrouve dans les références bibliques des allusions a l'utilisation de briques d'argiles
renforcées a la paille en Egypte antique. En avancant quelques milliers d'années dans
I'nistoire, le monde se trouve plongé dans la deuxiéme guerre mondiale et la révolution
industrielle. C'est des ces moments-la que I'on observe I'ouverture du monde des composites
accentué par le développement des polymeéres.

Le fer fut utilisé pour renforcer la maconnerie et la construction, cela mena a la création du
béton armé. Le premier bateau en fibres de verre fut construit en 1942, ceci fut accompagné
par l'utilisation de plastique renforcé dans I'aéronautique et les composants électriques. Les
premiéres fibres de carbone et bore de hautes performances furent introduites dans les années
60. En 1973, Dupont développées fibres de Kevlar. Des lors, l'utilisation des composites
s'étend aux domaines de l'aviation, de la marine, de I’automobile, des accessoires sportifs des
industries biomédicales [2].

I.3.Domain d’applications

L'utilisation des matériaux composites est tres répandue dans divers domaines tels que
I'aérospatiale, I'aéronautique, l'industrie automobile, I'industrie navale, de méme que dans
I'industrie sportive et le génie civil. Ces matériaux sont connus par leurs grands rapports
rigidité poids et résistance-poids, ainsi que pour d'autres propriétés mécaniques intéressantes
telles que la résistance a la corrosion. En outre, l'utilisation des matériaux composites dans le

domaine de génie civil peut étre avantageuse par rapport aux matériaux traditionnels comme
I ——
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|

I’acier, car ils permettent la conception de structures aux propriétés globales qui répondent
mieux aux exigences particuliéres d'une situation donnée. Parmi ces propriétés globales, on
retrouve la rigidité [3].
1.4. Définition un matériau composite

Un matériau composite est constitué¢ de ’assemblage de deux matériaux de natures
différentes, se complétant et permettant d’aboutir a un matériau dont I’ensemble des
Performances est supérieur a celui des composants pris séparément. Les matériaux

Composites disposent d’éventualités importantes par apport aux matériaux traditionnels.

A

Matrice . Fibre
Renfort 0 71
- / Composite
i /
t /
b
v ~+—Matrice
- }

Deéeformations

Figure l1.1Matériauxcomposites [4].
1.5.Définitions de base
Homogene : mémes propriétés en tout point du matériau.
Héterogene : propriétés différentes d’un point a un autre.

Isotrope : mémes propriétés dans toutes les directions.

Isotrope transverse : il existe un axe de symétrie. Symétrie par rapport a une droite.
Orthotrope : propriétés symétriques par rapport a 2 plans de symétrie.

Anisotrope :l'anisotropie (contraire d'isotropie) est la propriété d'étre dépendant de la
direction. Quelque chose d'anisotrope pourra présenter différentes caractéristiques selon son
orientation.

Un matériau composite est la plupart du temps Hétérogéne et Anisotrope [5].
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1.6. Constituants des matériaux composites

Bien des composites ne comportent que deux phases : I’'une est continue, appelée matrice,

et enveloppe 1’autre phase, appelé renfort.

+ Gé

Matrice I I

A B) C)

NN

Dy B

Figure 1.2Représentation schématique des caractéristiques géométrique des fibres de renfort

[5].

1.6.1. Renfort
Le renfort est le squelette supportant les efforts mécaniques.

Les renforts peuvent étre classés selon :
» Leur composition : métal, verre, polymere, carbone... etc.
» Leur forme :
e Fibres: courtes (0,1 - 1 mm), longues (1 - 50 mm) ou continues (tissus ou textures
Multidirectionnelles : > 50 mm).
e Charges renforcates : gravier (additionné au ciment pour fabriquer le béton) sable,
billes de verre... etc.

» Leur disposition : mate ou tisse [3].
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Renfort
v v
Organiques Inorganique
v ' v ¢ ¥
Polyesters Aramides Minéraux Vegetaux
! + v
Céramiques Métalliques Bois Coton
Papier
v v v P
Verre Carbone Bore Jute

Figure 1.3 Classification schématique des principaux matériaux de renfort [6].
1.6.2. Matrice
La matrice permet de lier les fibres du renfort fibreux entre elles, ainsi que de répartir les
efforts (résistance a la compression ou a la flexion). La matrice est facilement déformable et
assure la protection chimique des fibres. Généralement, c¢’est un polymére ou une résine
organique.
On peut retrouver dans 1’organigramme ci-dessous, les différentes familles de matrices :

Organiques Minérales
Thermodurcissable Thermoplastiques Elastomeres Céramiques Meétalliques
Borures Carbures Nitrures

Figure 1.4 Classification schématique des principaux matériaux de matrice [7].

|
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1.7. Avantages des matériaux composites
> Légereté.
Résistance mécanique et chimique.
Maintenance réduite.
Liberté de forme et une bonne isolation électrique.
Bon rapport résistance/poids.
Mise en forme de piéces complexes (principe du moulage).

Grande résistance a la fatigue.

V V V V V VYV V

Faible vieillissement sous I'action de I'humidité, de la chaleur, de la corrosion (sauf
encas de contact entre de I’aluminium et des fibres de carbone).
1.8. Inconvénients des matériaux composites

» Vieillissement sous 1’action de 1’eau et de la température

» Attention aux décapants de peinture qui attaquent les résines époxydes

» Tenue a I’'impact moyenne par rapport aux métalliques

» Cout parfois prohibitifs (temps et colit études et mise en ceuvre), le gain en cot est

Sur tout valable pour des grandes séries.
» Codt parfois prohibitifs (temps et colt études et mise en ceuvre), le gain en colt est

surtout valable pour des grandes séries.

1.9.Classification des types de matériaux composites

La Figure (1.4) présente une classification schématique des matériaux composites. Nous y
distinguons trois catégories principales : les composites renforcés par des particules, les
composites renforcés par des fibres et les composites structuraux. Qui se devise en deux

parties qui sont stratifiés et sandwichs.
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Composites
Renforcés per des parlicules Renforcés par des fibres Structuraux
Grosses Renforcement Fibres Fibres Straifies sandiwchs
particules par disparsion  continues discontinues
(alignées) (courtes)
Fibres Fibres orientées
dlignées aléatoirement

Figure 1.5 Classification schématique des types de composites [5].
1.9.1. Les composites structuraux

Généralement, on distingue deux sortes de matériaux composites structuraux: les stratifies
et les sandwichs et les monocouches.
1.9.1.1. Les composites Monocouches

Les monocouches ou plis, représentent 1’élément de base de la structure composite. Les
différents types de monocouches sont caractérisés par la forme du renfort : a fibres longues

(unidirectionnelles UD, réparties aléatoirement), a fibres tissées ou a fibres courtes [8].

(Sens transverse)
trtransverse)

Matrice

(Sens long)

Figure 1.6 Schématisation d’une monocouche [1].

|
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1.9.1.2. Les composites Sandwichs

C’est un matériau composé de deux semelles (ou peaux), voir figure (1.7) de grande rigidité
et de faible épaisseur enveloppant une ame (ou cceur) de forte épaisseur et faible résistance.
L'ensemble forme une structure d'une grande légéreté. Le matériau sandwich posséde une

grande légeéreté en flexion et c'est un excellent isolant thermique.

10<e. /e, <100

peais

Ceenr

Figure 1.7 Les constituants des composites sandwichs [09].
1.9.1.3. Les composites stratifiés

Les stratifies sont formes de plusieurs couches élémentaires appelées monocouches.
En effet, les monocouches représentent I'élément de base de la structure composite, et sont
formées d’une mati¢ére plastique renforcée d’un matériau fibreux. Les divers types de
monocouches sont définis par la forme du renfort :a fibres longues (unidirectionnelles UD ou
reparties aléatoirement), a fibres tissées, ou a fibres courtes. La superposition de plusieurs
monocouches dans la direction de 1’épaisseur permet d’obtenir une structure composite

stratifiée (Figure 1.8) [10].

Fibres Orientation

Réféerentiel des fibres

Matrice

Couche

(Pli individuel) Stratifié

Figure 1.8 Les constituants de Composite stratifié [11].
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Le choix de I'empilement et plus particulierement des orientations permettra d'avoir des
propriétés mecaniques spécifiques.

Notation " composite " : Un stratifié possédant I'empilement (0, +45, +90, -45)2s Fig. (1.9) est
un stratifié avec 4 couches dans les directions 0°, -45°, 90° et +45°, I'orientation 0° coincidant
avec la direction 1 du repere principal du composite. Ces plans seront répartis symétriqguement

par rapport au plan moyen du stratifie [09].

sl
wow W

& ! 1 * ¢

o . »

3

50° ‘ = ——7

W

30:'

— codt: [ 30/ 90,/ 4510145

Figure. 1.9 Convention de signe pour la désignation des stratifies.

On pourra avoir des stratifies de type :
1. Equilibre : stratifie comportant autant de couches orientées suivant la direction +0 que de
Couches orientées suivant la direction — 6.
2. Symeétrique : Stratifie comportant des couches disposées symétriquement par rapport a un
plan moyen.
3. Orthogonal : stratifie comportant autant de couches 0° que de couches a 90° [10].
1.10.Modeles de structures multicouches existants

Toutes les théories et les approches développées a ce jour pour I’analyse des éléments de
structures congus a base de ces matériaux, telle que les plaques et les cogues minces ou
épaisses, presentent des limites de performances ou des difficultés dans les moyens de calcul.
Dans ce contexte, de nombreux travaux d’investigations ont été menés a travers les années,
dans I’objectif d’améliorer les différentes approches afin de prévoir les réponses statiques et
dynamiques ainsi que la stabilité de ces structures. Selon lesquelles on peut distinguer deux

modeles principaux : le modele tridimensionnel (3D) et le modéle bidimensionnel (2D).
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1.10.1. Modéles de plaques tridimensionnels (3D)

L’approche tridimensionnelle vise a donner des résultats plus précis, utilisés notamment
comme référence, mais peu d’auteurs ont adopté cette approche a cause de son colit en termes
de temps de calcul et en capacité de mémaoire pour le stockage de la base des données requise
qui est plus importante que celle dans l'analyse bidimensionnelle [12]. De plus, les solutions
3D sont difficiles a obtenir dans la majorité des cas de géométrie et de conditions aux limites.
Parmi les solutions d’élasticité 3D, on trouve I’article de Pagano [13] qui a proposé une
solution d'élasticité tridimensionnelle, sous forme de série sinusoidale, pour le probleme de
flexion des plaques stratifiées rectangulaires.

1.10.2. Modeéles de plaques bidimensionnelles (2D)

A ce jour, l'utilisation des modéles bidimensionnels (2D) est préférable dans la plupart des
applications liées a I’analyse des structures multicouches. En fait, ces modeles sont plus
pratiques que les modéles 3D en termes de simplicité dans la modélisation et d'efforts de
calcul nécessaires. Parmi ces modeles, deux familles peuvent étre distinguées :

e Approche monocouche équivalente (ESL).
e Approche par-couche (LW).
1.10.2.1. Approche de monocouche équivalente

Dans I'approche monocouche équivalente, le nombre de degrés de liberté ne dépend pas du
Nombre de couches. Le cisaillement transverse peut étre pris en compte a travers l'inclinaison
de la section transverse.

Dans cette approche, on peut distinguer trois théories bien connues, a savoir :
e Théorie classique des plaques (CLPT)

e Théorie de déformation en cisaillement du premier ordre (FSDT)

e Théories d’ordres supérieurs (HSDT)

1.10.2.1.1. Théorie classique Love-Kirchhoff

Le modele classique Love-Kirchhoff se base sur I'hypothése que la section transverse reste
plane et perpendiculaire a la section moyenne aprées avoir eté déformée fig. (1.9). Cela revient
a dire que le cisaillement transverse est négligé.

Le champ de déplacement d'une plagque de Love-Kirchhoff s'écrit :
U (x, Y, 2) =up (% y)- 252
ow
V (X, Y, 2) =vy(x, y)-za—y" (1.1)

W (X, Y, 2) =wo (%, ¥)
|
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Ou:
X,Y,Z :les directions dans le plan de la plaque.
Uy, Voetwy : les composantes des déplacements dans le plan moyen.

wyetw,, : les rotations dues a la flexion (sans cisaillement) dans les deux directions.

Figure. 1.10 Géométries déformées et non-déformées d'un bord d'une plaque sous
I'nypothese de Kirchhoff [14].

1.10.2.1.2. Théorie de déformation en cisaillement du premier ordre

Pour introduire le cisaillement transverse, on fait I'nypothése cinématique [15] que la
section reste plane mais n'est plus normale a la section moyenne dans la configuration
déformée (Fig. 1.10).
Les champs de déplacements de la plaque de Reissner-Mindlin s'écrit :
U(X, Y, 2)=up(x,y) + z@x(X, y)
V(X, Y, 2)=vo (%, y)+2¢y(X.Y) (1.2)
W(X, y, 2)=wo(x,y)
@xEtp,sont les rotations de la normale autour des axes (x, y), respectivement.

|
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Figure. 1.11Cinématique de Reissner-Mindlin [14].

1.10.2.1.3. Théorie de la Déformation de Cisaillement d’Ordre Supérieur

Plusieurs auteurs ont proposé des théories plus élaborées pour franchir les limites des
théories CLT et FSDT, parmi lesquelles on a la théorie des déformations de cisaillement
d’ordre supérieur HSDT. Celle-ci adopte une variation cubique pour le champ des
déplacements au long de I’épaisseur du stratifié.
Dans cette théorie, il n’est pas nécessaire d’introduire les facteurs de correction de
cisaillement, car la distribution des déformations de CT a la forme parabolique le long de
I’épaisseur et qui est similaire & la condition réelle prévue par la théorie de I’élasticité
tridimensionnelle.

Le champ de déplacement considéré est :
U(X1 y1 Z):uO (X, y) + Z(px(X1 y)+27 l‘Ux(X! y)

V(xy.2)=vo(x, ¥)+20, (xy) + =%, (x, ) (13)

W(X, y, 2)=wo (x, ) +2¢,(X.y)
Ou(¥,, ¥,) sont des termes de second ordre.

|
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Figure 1.12 Cinématique d'ordre supérieur [14].
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Chapitre 11
Comportement mecanique des plaques stratifiées

selon la théorie du premier ordre

11.1. Introduction

Le comportement mécanique élastique d'une structure constituée de matériaux composites
est généralement analysé par la théorie des plaques stratifiées, prenant en compte

le cisaillement transverse qui est basé sur une évaluation des champs des déplacements qui
considere gu'une normale au plan moyen d'un stratifié reste un segment de droite lors de la
déformation. Cette déformée ne restant toutefois pas normale a la déformée du plan moyen.

La théorie des stratifies avec cisaillement transverse et la théorie des plaques sandwiches
sont les outils qui peuvent étre utilisés usuellement pour analyser le comportement élastique
des structures en matériaux composites : soit par une approche analytique ou par une analyse
par éléments finis [16].

I1.1.2 Définition d’une plaque

> Une plaque est un solide défini par une surface de référence plane (plan xy) et par une
épaisseur (notée h (x, y)) petite par rapport aux autres dimensions (longueur et largeur
(figure 11.1)). Elle peut étre constituée d’un matériau homogeéne ou peut étre obtenue
par ’empilement de différentes couches de matériaux orthotropes.

Elle est considérée un milieu continu ayant une dimension trés petite par rapport aux deux
autres [17].

F Y
W4 Plan de référence

/
nv /
o| NNy
T WA
M, M, My
LT

Al

Figure I1.1Description d’une plaque.

|
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11.3. La théorie de la déformation de cisaillement de premier ordre (FSDT) (Reissner-
Mindlin)
Nous allons procéder a 1’étude théorique en utilisant la théorie des plaques épaisses, ou la

théorie du premier ordre des stratifiés pour exprimer les résultantes Njet les moments Mj; des
déformations et courbures de la plaque, lorsque cette derniére est constituée d’un matériau

composite stratifié.

I ko ar

Figure 11.2 Géométries déformées et non déformées d'un bord d'une plaque sous I'hypothése
de Reissner-Mindlin [14].

11.3.1. Hypothéses cinématiques et mécaniques

Cette théorie est basée essentiellement sur I’hypothése suivante de Reissner-Mindlin :

A. Cinématiques :
%+ Hypothese des sections droites :
“Toute section droite perpendiculaire a la surface moyenne non déformée reste droite mais
non nécessairement perpendiculaire a la surface moyenne déformée”.

%+ La composante transversale du déplacement suivant I'épaisseur est constante.

B. Mécaniques :
% Hypothese des contraintes planes
“ La contrainte o; est négligeable devant les autres composantes du tenseur des

contraintes”

|
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+» Hypothése d’anisotropie plane pour chaque couche dans le cas d’une plaque composite.
Cette hypothése considére z comme axe d’orthotrope de toutes les couches (orthotrope

dans le plan LT).

11.3.2. Relation déformations-déplacements (Cinématique)
11.3.2.1. Champ des déplacements

Nous considérons ici l'analyse par éléments finis dans le cas ou le comportement
mécanique est décrit par la théorie des stratifiés du premier ordre, prenant en compte le
cisaillement transverse.
Selon Berthelot [1], le schéma utilisé est un schéma du premier degré de la forme générale :
Soit :
u(x,y,z,t) = ug(x,y,t) + zpx(x,y,t)
v(x,y,z,t) = vo(x,y,t) + zey(x,y,t) (1.2)
w(x,y,z,t) = wy(x,y,t)
Oug,et @yindiquent respectivement les rotations autour des axes yet X, et sont représentés

sur la figure suivante :

Position |
indeéformee

Figure 11.3 illustrations de la cinematique de déformation présentée par couche équivalente,
en utilisant la théorie FSDT [1].

11 se fait nécessaire 1’introduction de facteurs de correction de cisaillement.

|
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11.3.2.2 Champ des déformations

Le champ des déformations est déduit du champ des déplacements. Il s’écrit :
_OJu_ du dox

o T 9x T ax " P ox

v _ v 0oy
gyy_ay_ay-l_zay
ow _ owo
ezz=%= a‘z =0 (11.2)
_, _6u+aw_ +6W°
B B (ex 0
u v Uo Vo px py
o=l B By e 2
Yy = £8XY 8y+8x 6y+6x +z dy e

Ces expressions montrent que la troncature utilisée dans les expressions du deplacement est
consistante, dans le sens que les déformations en cisaillement transverse resultant des
déplacements dans le plan sont du méme ordre en z que les déformations déterminées par le
déplacement transverse w.

» Le tenseur des déformations en un point M du stratifié est donc :

[EXX EXY E&EXZ
e(M) = |exy eyy syZ‘ (11.3)
lexz eyz 0
» Et la matrice des déformations comporte cing composantes non nulles :
rEXX
&Yy |
e(M) = |exy (1.4)
EyzZ
-EXZ
» Le champ des déformations peut étre sous-divisé en deux champs :
Le champ des déformations en membrane-flexion :
EXX
Emp(M) = [eyy (11.5)
Xy
Le champ des déformations en cisaillement transverse :
owg
-t oy
_ vz _ |y
ye®D =] =0 (11.6)
E + px

Le champ des déformations en cisaillement varie a priori d’une couche a 1’autre. Dans la
théorie des stratifiés avec cisaillement transverse, on admet toutefois que le champ est
identique dans toutes les couches. La premiere approche consiste a admettre que les

déformations en cisaillement sont égales aux déformations moyennesyy,et yy,du stratifié,

soit :

|
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ye(M) = )}Z ! = [)y/yzl (11.7)

Le champ des déformations en membrane-flexion est la superposition :

» Des déformations en membrane :

auO
Exx aax
_ |0 | — 9V
em(M) = &y | =] 52 (1.8)
eyl 2w, v
x dy

S’exprimant exclusivement en fonction des déplacements (u0, v0) dans le plan moyen (OXxy)
des points de ce plan :

» Des déformations en flexion et torsion :

0Py
o 1|
ap
g (M) = eyy a—yy (11.9)
dax

Les déformations en flexion et torsion s'expriment en fonction de la matrice des courbures

suivant la relation :

g (M) = zk(x,y) (11.10)
Avec .
99x
k ox
F)
k(xy) = [k ‘ ai; (11.12)
k dpx  dpy
ady ox

kx, kyet kxySont les courbures de la plaque sollicitée en flexion.

Finalement, le champ &,,;(M)s’écrit :

Ea(c)x kx
em(M) = |yy | + 2| ky (11.12)
Y;?y kxy

|
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Avec :
Ouo
ﬂggx:%
L)
yy ayx
a 0 a 0
Viy = 5=+ % (11.13)
dpx
kx = —
x dx
_ 99y — O¢x | 9y
k_ax'kxy_ay ox
N

Le champ des déformations s’écrit donc sous une forme analogue a la relation de la théorie
classique des stratifiés :

e(M) = em(x,y,z) = em(x,y) + zk(x,y) (1.14)
Seules les expressions des courbures sont modifiées.

11.3.2.3. Champ des contraintes

Les contraintes dans la couche k s’expriment suivant la relation, soit :

(Tex [?11 C__212 Qs 0 0 ] [Exx]

Oyy I Qiz Qa2 §26 0 0 I Eyy
%y T|Q Qa6 Qs 0 0 | [Vav (11.15)
Tyz 0 0 O Cas E45J l)’yz
Oxz k 0 0 O 545 555 K Vxz

Les paramétresQ;; et ¢;; de la couche k sont rapportés aux axes de référence du stratifié.
Le champ des contraintes est constitué des contraintes en membrane 0y, gy,, 0y, et des
contraintes en cisaillement transverse : g,,, o,,.L expression (11.15) montre que ces deux

champs sont découplés.

|
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Avec :

611 = Q11C4 + Q2254 + Z(le + 2Q66 )SZCZ

612 = (Qu +Qy —4Q¢ )52C2 +Q12(S4 + C4)

616 = ( 11— Qi —2Q¢ )SC3 + (le — Qg +2Q¢ )33C

622 = QllS4 + Q2204 + 2(Q12 +2Qg )SZCZ

Qus = (Qu ~ Qi —~2Qps s’ +(Qu ~ Q +2Qg6 )5C° (11.16)
666 = [Qll +Qy — 2(Q12 + Qg )]SZCZ + Qe (34 + C4)

Cu=C,c*+ Cys’

Cus =(Cg —C,, )sC

Css =C,,5% +CqiC?

Les contraintes en membrane dans la couche K s’expriment suivant :

Iyt =|Qi12z Q22 Q2 8393/ +2|Q12 Q22 Qz6 key (1.17)

{Uxx} Q11 Q12 Q6 Exx Qi1 Qiz Que](kx
Txy )y 616 626 666 Ya?y 616 626 666 kxy

Ou sous forme contractée :

ok (M) = Qem(x,y) + 2Qik(x,y) (11.18)

Les contraintes en cisaillement transverse dans la couche K s’expriment suivant :

Oyz Caa  Cas| [Vye

[ ] ol 0 (11.19)
Oxzlyp  1Cas  Cssly (y)S,

ak(M)Représente la matrice contrainte dans la couche k:h,_; <z < h;, , la matrice de

rigidité réduite Q, varie d'une couche a l'autre. 1l en résulte donc une discontinuité du champ

des contraintes dans les couches successives.

11.4. Loi de comportement des stratifies

Les matériaux composites sont souvent schématisés par un milieu continu homogéne
équivalent anisotrope. L'étude de leur comportement consiste a passer des propriétés des
composantes et de la géométrie du composite. Cette étude comportera deux phases :
v I'étude du comportement mécanique de chaque pli,
v I'étude du comportement globale du matériau constitué de plusieurs plis, et désigné

généralement parle comportement du stratifiés [18].
I ——
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11.4.1. Caractéristiques du mélange renfort-matrice

Les propriétés mecaniques et géométriques des fibres et de la matrice seront caractéerisées
par leurs modules d'élasticité, coefficients de Poisson et des fractions volumiques notés
respectivement Es,Em, v, vin, Vs €tVm.

La résolution du probléme est plutdt complexe a cause des possibilités multiples et variées
d'arrangements des fibres dans le composite. Dans ce qui suit on donne quelques expressions
simplifiées des modules élastiques du composite unidirectionnel en fonction des
caractéristiques des constituants.

Pour déterminer les caractéristiques mécaniques d'un composite, nous étudions un assemblage
de géométrie donné de deux phases (fibre et matrice) de caractéristiques mécaniques
différentes, soumis a des sollicitations simples [19].

Composition du composite (fibre, matrice, vide) :

La teneur en volume des fibres est définie comme :

Ve Volume de fibre
O ==—=

S, Volume total du composite
De la méme facon, la teneur en volume de la matrice est :

Vin Volume de matrice

~ S, Volume total du composite

11.4.1.1. Module de Young longitudinal EL (E1)
Considérons un chargement F paralléle au plan de séparation de la fibre et de la matrice (fig.
11.3). Les deux matériaux étant considérés parfaitement collés par hypothése, la matrice (m)

et la fibre (f) possedent la méme déformation longitudinale & que le matériau composite.

! s

[ VY:IFI
er
z

Figure 11.4 Chargement longitudinal.
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L'état de contraintes dans chaque matériau est un état de traction pure, et les contraintes de
traction sont données par :

Om = Ep,. e, = danslamatrice.

6r = Er.e;, = danslafibre.

La charge totale appliquée est :

F =6¢5¢ + 61nSm (11.20)
Ou:

Sret Smsont respectivement les aires de la section droite de la fibre et de la matrice.

En reportant les expressions des contraintes dans cette derniére relation nous obtenons :

La contrainte de traction dans le composite est définie par :
6 = g = ELgL (“22)
En remplacant F par son expression on obtient :

— Er5r | EmSm
Ep =+ (1.23)
Avec :

EL : Module d'élasticité longitudinal du composite.
S = S¢+Sm: Section droite du composite.
Pour un composite de largeur et de longueur égales a l'unité, les fractions volumiques de la

fibre(Vs), et de la matrice (Vm) sont données par :

Sf X1 ef
Vf = =
SX1 e + ep
(11.24)
_Smx1l eny
mSX1 e t+ep
Le module d'élasticité du composite s'écrit alors :
E, = EfVs + EpV (11.25)
Finalement, en notons que Vf+Vm = 1, cette derniere expression peut s'écrire :
E, = EfVy + En(1-Vj) (11.26)

|
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La figure suivante représente Etat de contraintes longitudinales :

T - —
_ matTix % -
T o 1,L
. )
| -
1 . Al

Figure 11.5 Etat de contraintes longitudinales [1].

11.4.1.2Module de Young transversal Et (E2)
Considérons a présent le méme matériau que précédemment, soumis a un chargement

suivant I'épaisseur du composite (fig [11.6]).

z

Figure 11.6 Chargement transversal.

Le module d’Young transversal est déterminé dans un essai de traction transversale (Fig

11.6). Dans cet essai, on suppose que la contrainte transversale est la méme dans la fibre et

dans la matrice.
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La figure suivante représente traction transversale.

":.T
_ 2T
T i 4 T i
ol i ]-'_- i
=
g b/ matrice
ImaTice P e Fore '
fihre k. /2 matrice ﬂ
" T T
R

Figure 11.7 Schéma simplifié d’une traction transversale [1].

Dans ce cas les états de contraintes dans la fibre et dans la matrice sont identiques, et sont

définies par la contrainte de traction dans le compositecr, tel que :

8 = 6y = 07 (1.27)
La déformation dans le composite est donnée par :

_ i _ A(em+ef) _ Alep Aeg _
&r =40l = ertem  sptem artem ErmVm + erfVs (11.28)

Cette expression peut étre réécrite sous la forme :

1 _ A(em+ef) _ Aepy Aey

E_T erftem eftem eftem - ngVm t ngVf (”29)
1 1 1 1 1 1
E—TO'T—aO’TVm+EGfoﬁE—T—an+EVf (“30)

Le module d'élasticité transversal a pour expression :
EmEf

ET:VE+VE
meEf fEm

(11.31)

11.4.1.3. Coefficient de Poisson longitudinale vi2
Pour déterminer le coefficient de poisson longitudinal V.7, nous reprenons schéma

précédent dans lequel le composite unidirectionnel est schématisé par couches successives. Le

coefficient v rest déterminé dans un essai de traction longitudinal, schématisé sur la figure.

|
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5
jl_.1'
iLLM:,-’E
hm-'flz[ __ matrice -
e _—
hml.l'QI ) mairice o
| [ C o Al

Figure 11.8 schémas par couches d’une traction longitudinale [1].

Il en résulte que les déformations transverses dans la matrice et dans les fibres s’écrivent :

Erm = —9pe

Erp = =Yg, (1.32)
L’allongement transverse de la cellule ¢lémentaire est :

Al = =9pme hy — 9re by (11.33)
Et la déformation transverse s’écrit :

£ = % = —[Om (1 = Vi) + Ve, (11.34)

D’ou I’expression du coefficient de poisson :
Opr = Ve + 9 (1 — 9py) (1.35)
11.4.1.4. Module de cisaillement longitudinal Gir G,

Dans ce cas, on applique une sollicitation dans laquelle seule n'est pas nulle (fig.11.9), ot on

a mis en évidence méme la déformation correspondante.

2

1

— — — — — —

matrice / matrix /

il = - = Ll ALTAFA,
= B
matrice / matrix /

-— —— -— -— @-— @-—

Figure 11.9Schéma simplifi¢ d’un essai de cisaillement longitudinal [1].
Les déformations induites dans la fibre et dans la matrice sont :

8 =heyy et bm = hm¥m (11.36)

|
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La déformation totale de la cellule est :

Et ’angle de cisaillement de la cellule est déterminé par 1’expression :
8
Y= o = UV T (1= V) (11-38)

Cet angle est lié a la contrainte de cisaillement par le module de cisaillement longitudinal G.t
suivant la relation :

y=— (11.39)

Grr

En combinant les expressions précédentes nous obtenant :

LY vy
ot (11.40)

GmGyr

- Vme+(1—Vf)Gf (“41)

GLT

11.4.2. Loi de Hooke généralisée
Pour un milieu élastique linéaire, la loi de comportement va relier les deux tenseurs de
contraintes et déformations.
La loi que nous considérons est la forme o= k. ou k une fonction linéaire.
Alors la loi de Hooke généralisée s’écrit :

cii=Cijx. e avec 1], k, 1=1,2,...,6. (1.42)

C: la matrice de rigidité du matériau (le tenseur d'élasticité).
g: est le tenseur de déformations.
o :est le tenseur de contraintes.

La relation (40) peut étre écrite sous la forme inverse :

&ij = Sij.oj avec 1,j=1,2,...,6. (11.43)
e Lamatrice S est appelée matrice de souplesse ou de flexibilité a la méme forme que

la matrice de rigidité.

e Les deux tenseurs”c” et”e”” sont des matrices (3x3) symétriques et dont chacun a 6
coefficients indépendants, donc k comporte 36 coefficients qui lient la matrice de

rigidité (ou de souplesse) est déterminée par 21 constantes indépendantes, ce cas

|
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correspond a un matériau possédant aucun propriété de symeétrie si le matériaux
possede un plan de symétrie, le nombre de constantes indépendantes est réduit a 13.

Le tenseur des contraintes :

(% ) (%)

P O %

{6 =1621 822 pzp=4o o r=421¢ (11.44)
) S S 623_632 64-
31 32 33 613 — 631 65

L512 = 621] k66j

Le tenseur des déformations :

€11 &2 13
{e} =1&21 €22 €23 (11.45)
€31 &332 €E33

= {8}=42" (11.46)

5,/

La “’loi de Hooke’’ est réécrite en notation vectorielle en utilisant les formes contractées des

tenseurs de contraintes et de deformations selon 1’équation :

{6} = [Cl{e} (11.47)
11.4.3. Différents Types des matériaux

Dans le premier chapitre, nous avons parlé des types de matériaux. Dans ce chapitre, nous

détaillerons plus sur ces types :
11.4.3.1. Matériaux anisotropes

Les matériaux anisotropes sont des matériaux dont ses propriétés varient selon une
direction considérée mais ils ne présentent pas de plans de symétrie [20]. La loi de Hooke
peut étre exprimée par:

{o—ij = Cl'jkl'gklij = 1, 2, 6 (“48)

&ij = Sijki- Ok

|
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Cij: - La matrice de rigidité du matériau (Tenseur d'élasticite).
Sijki- Tenseur de souplesse.
€ . Tenseur de déformation.
o;; - tenseur de contrainte.
Le tenseur de rigidité a 81 coefficients de méme pour le tenseur de souplesse, pour raison
de la symétrie des contraintesa; et de déformation & ,il y a une réduction des coefficients a 3
parmi ces derniers, 21 sont indépendants. Les distorsions angulaires sont exprimées en
fonction des déplacements :
{Uij = Cijki- € logj =05 = Ciju = Cjigg
0ij = Cijkr- Exi€t € = €1 = Cijlr = Cjuk
La nouvelle forme du tenseur de raideur permet alors de lui associer une matrice carrée (6,6):
01 €11 Gz Gz Gy Cis o Cig)

€1
|(02\| Coy Cyz Cyy Cys (e (82\
403 } _ (33 (34 (35 C36)) €3 (11.49)
04- Sym C4_4, C4_5 C4-6 84- '
LGSJ Css Cse| |5
06 | Ceel €6
En inversant (11.46), on obtient :
& [S11 S12 S13 S1a S5 Ci6] Loy
&y S22 S23 S2a S25 Gy 0y
&\ _ S33 S34 S35 S36| )O3
84 - Sym 54,4 54,5 54-6 ) 0-4- (“.50)
&5 Sss Sse| |95
€6 | See Og

11.4.3.2. Matériaux orthotropes

Selon Kollar et Springer [21], un milieu est dit orthotrope pour une propriété donnée si
cette propriété est invariante par changement de direction obtenue par symétrie relative a deux
plans orthogonaux. On remarque qu'alors la symétrie par rapport au troisieme plan orthogonal
est automatiqguement acquise. Ce mode de comportement est relativement bien réalisé pour les

composites unidirectionnels.

|
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W

1
/ \'.i

Figure 11.10 schématique d’un matériau orthotrope [21].

Donc, Le nombre des coefficients indépendants est réduit a 9.

(01 €11 Gz Gz 0 0 UN (&1
| 92 | Ca2 223 g 8 8 &
03 } _ 33 €3
{ o4 sym Caupo 0 0 |])Es (11:51)
7 e 0[]
%6 i Cee fo
Et la matrice de souplesse :
& S11 S12 Sz 0 0 01 0
(821 522 523 0 O 0 0'2
& _ Sz 0 0 01|]o3
& sym Sie 0 0])0s (11.52)
Es 555 0 Og
€6 | Seed 6

Les constantes de rigidité et de souplesse sont caractérisees par 9 coefficients indépendants :

% 3 modules d'élasticité longitudinalEz, E2, Ezdans les directions de I'orthotrope.

% 3 modules de cisaillementGs1, G23, G1o.

% vij:(vizve3,113) est le coefficient de Poisson pour la déformation transversale dans la
direction j quand la contrainte est appliquée selon la direction i.

¢+ La matrice de souplesse étant symétrique, nous obtenons la relation suivante:

Vij Vji V12 Uz1 Uiz Uz1 Uz3 U32

g E;  Ej E, E 'E; E3 E,  Es

Avec :

» Eijet G jjsont le module d”Young et Coulomb respectivement.

> vij est le coefficient de Poisson.

|
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() L - s g o))
&2 L %= oy o9 of|%
E, E,
€3 — 0 0 offo
¢ b= s {3 (11.53)
A sym o 0 O0f]og
1
&s Gi3 0 Os
1
k€6J - 612' k0-6j

Les composantes de la matrice de rigidité du matériau, sont obtenues par inversion de la

matrice de souplesses;; :

1-9,39 1-9139 1-91,9
C11:ﬁ» szzﬁ, C33=ﬁ,C44=C23, Css = Cy3, Cge =Cyy
V12 — U393, V13 — V12923 Up3 — V21013
Co=—ppn » 3T ppa 0 3T T ppa
2L3 1E3 1E2
A= 1 =930, — 033035 — 031013 — 2051932043
ELE>E,

11.4.3.3. Matériaux isotropes

L'hypotheése d'isotropie impose que la loi de comportement soit indépendante du repere
choisi pour I'exprimer. En d’autres termes, le tenseur de raideur doit étre invariant pour tout
changement de base. Donc, les propriétés physiques ou mécaniques sont identiques dans
toutes les directions :
EI=E2=E3=E , 9y, = 953 = 913 = 9 €t Gy, = Gy3 = G135 = G.

05 I TR TR T
Eq Eq Eq
&2 L %= oy o9 of|%
E; E;
€3 Ei 0 0 0]]os
{ = P { b (11.54)
&4 sym o 0 0]fay
1
&5 Gi3 0 Os5
1
&) L G124 \ g, )
Avec: G = E
2(14+v)

|
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11.4.4. Relation contrainte-déformation selon la théorie de Mindlin —Reissner
11.4.4.1. Plaque homogeéne isotrope

Si I'on s'intéresse a un petit élément de matiére subissant de petites déformations, alors sa
loi de deformation (loi de Hooke généralisée) est linéaire et réversible quelle que soit la
sollicitation.

Dans le cas d'un matériau homogeéne isotrope, cette loi définit, sous forme matricielle, les
relations contraintes-déformations suivantes [16]:
{o}=[Ql;{K} (11.55)
{r}=[Clc{rc} (11.56)
Avec {a} et{t} sont les contraintes plans et de cisaillement, définies par :
{o}={01 02 o}et{r}={T13 723}

{k}et{y}sont respectivement la courbure de flexion et la déformation de cisaillement

transverse :
Avec :
1 v 0
_ ErR® |y 1 0 _, En 1 0
[Qly = 5aom oo o etlQle = ks o 1 (11.57)

2

La matrice de comportement de cisaillement [Q].dépend du coefficient k de correction du
Cisaillement transverse.
11.4.4.2. Relation contrainte déformation pour une orientation des fibres

Dans le cas ou le matériau est constitué¢ d’une stratification de couches orthotropes dans le

plan (x, y) et isotropes dans le plan (y, z) (fig 11.10), nous pouvons écrire pour une couche:

{0:3=[Qu ] {exHtx =[xl e {12} (11.58)
{o.} ={% 9y Oxy}et{ry}={Txz Tyz} (11.59)
De méme :
{ex}={& & &xylet{y)={Vxz Vyz} (11.60)
Dans le repere d’orthotrope (X, y, z), les matrices de comportement €lastiques s'écrivent:

Qux Qxy 0 c 0
[Qx]f=|CQxy Qyy 0 |[Qx]c = 62 C ] (11.61)

0 0 Qg g

Qux = %ﬁlvyx @y = %ﬁ/vyx ' Quy = 1—]3;(,::33,,( »Lyz T 2(1?1,/3,2)

|
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Le passage du repére orthotrope au repére cartésien se fait par lI'intermédiaire des matrices de
transformation [T'1] et [T2] ainsi:

¢z sz S .
Mml=| s> ¢ —cs ,[T2]=[_S c] (I 62)
2 2
~2CS 2CS C2—S

Avec :
{o} = [Ql{e}t} = [c]cAv}
[Q]f = [TL*[Qx][Tullcle = [T2][cx](Te]
Avec: c=cosb et s=sinf

Figure 11.11 Axes principaux et axes de référence d'une couche orthotrope [16].

11.4.5. Les efforts résultants dans le stratifié
11.4.5.1.Résultantes en membrane

D’aprés Berthelot [1],le vecteur des résultantes en membrane noté N(x,y), d’une couche Kk,

est défini par:
Ox
N(x,y)= "f{fz[ ]dz yN_ [ [Gy]dz (11.63)
Rhg—1 Tx_’y
=, ,f‘:_l[ék en(x,y) + 2Qxk(x, y)]dz
= S0 Qe em(xy) [,* dz] + SN[ Quk(e) [k 2dz]
= [XR=1(hie — hi—) Qi) em(x, ) +[ r=1(hg — hi_)QiIk(x.y)

|
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Soit, en définitive :

N(X,Y)=4;jem(x,y) + B;jk(x,y) (I1.64)
Avec :

Ajj = Il¥=1[aij]k(hk — hy-1) (I. 65)
Bij = X-13 [Qu1(h} — hE_1) (1. 66)

Les expressions développées des résultantes s’écrivent :

N, Ar A, Ag 8>(<)x
N y (= Ay Ay Ay 8)(/)y +[By By By Ky (1.e7)
N Xy Aa Aw AsllY Xy By Be Bes||X Xy

N,, NyetN,,, sont les résultantes par unité de longueur, respectivement des contraintes
normales (suivant x et suivant y) et de contrainte de cisaillement dans le plan (x y). Elles sont

schématisées sur la (figll.12).

L h‘\
by
x [Z h,

Figure 11.12 Schématisation des résultantes en membrane des actions exercées sur un élément
de stratifié [22].

C________________________________________________________________|
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11.4.5.2. Moment de flexion et de torsion

Les moments de flexion et de torsion sont définis par:

M, | o,
M(xy)=| M, |= ]| o, Zj o, zdz (11.68)
M —ET _1hk1 T
Xy 2L Xy

L'expression (I1.18) conduit a I'expression des moments de flexion et de torsion :

M, ey K,

M(x,y)=1{M, Zj Q) e L+ 22 Q) x, | oz (11.69)
) T s

M (x, )=i{ﬁkgm(x,y)Tzdz}+ZN:6kK(x,y)T22dz (11.70)

M (X, y)z[ (hkz_hkz—lﬁkj|gm(x’ y)J{% N

k=1

(he - hf_l)ﬁk}f(x, y) (11.72)

=
Il

N |-
Mz

Soit :
M(x,y)=Be, (x,y)+ Dx(x,y) (1.72)

Ou, L'expression de la matrice D

D= %ZN:(hf R, (11.73)
D, =23 (-2, )G, ), (.74

L'expression développée des moments s'écrit sous la forme :

M, By Bin Byglle >(<)x Dy, Dy, Dy || &y
M, t=|By By Bylkey t+| Dy Dy Dyl (11.75)
M Xy B Be Bes |7 Yy Ds; D Degs K Xy

PROJET FIN D’ETUDE 2020 34



Chapitre 11 Comportement mécanique des plaques stratifiées selon la théorie du premier ordre
|

Les composantes Mx et My sont les moments de flexion suivant les directions x et vy,
respectivement, et la composante My, est le moment de torsion. Ces composantes sont

schématisées sur (fig 11.13).

Moments de flexion : M M, M

Figure 11.13 Schématisation des résultantes des moments de flexion et de torsion [22].
11.4.5.3. Résultantes en cisaillement
L’équation constitutive d’un stratifié, tenant compte du cisaillement transverse, est d’aprés
La superposition de la théorie classique des stratifiés, et de 1’équation faisant intervenir

Les résultantes en cisaillementQ, et Q,,soit :

Q) = 15 ar = S 10, (07 (1.76)

O-yz Gyz

Compte tenu des expressions (11.75) et (11.76), 1’équation des résultantes en cisaillement

s’écrit :
Qy] Hyy H45] Yoz

= 11.78
Qx Hys  Hssl|yf, (11.78)
Avec :

N
Hij = Z[C_ij] . (e = hye—1) (1. 79)

k=1
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Les coefficients ontH;; méme forme que les coefficients A;;.1ls en different par I’utilisation

des coefficients C;; de rigidité en cisaillement transverse au lieu des coefficients Q;; de

rigidité réduit.

Les resultantes en cisaillement Q,.et Q,, lls sont schématisés sur (fig 11.14).

Figure 11.14 Représentation schématique des résultantes de cisaillement [1].

L’équation constitutive des stratifiés avec cisaillement transverse s’écrit en rassemblant les

résultantes et les moments sous la forme :

Nt
¥ 4 Ay
N, Ay Ay
Nr.r *'11-5 g
M, - By By
M, B, B,
M| |Bys By
0. 0 0
|0 0

b b

==

b

t:::lI-t.':::li-_.bE-':h“-'l

0 Hy; Hs|

Lol

(11.80)

Sous cette écriture, I'analyse de la matrice de rigidité assemblée du stratifié (Ila matrice

ABDH) permet de mettre en évidence certains comportements élastiques caractéristiques des

Stratifiés :

v La matrice A correspond au comportement de membrane.

v La matrice D correspond au comportement de flexion.

|
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v La matrice B correspond aux termes de couplage entre les phénoménes de membrane

et de flexion.

v La matrice H correspond au comportement de cisaillement transverse.

Ainsi, si B n'est pas nul, un effort de traction dans le plan moyen entraine une flexion du
stratifié. Toutefois d'autres couplages existent a l'intérieur méme des comportements de
membrane et de plaque :
* Les termesA; 4 et A,ccorrespondent aux couplages plans entre traction et cisaillement.
* Les termesD; ¢ et D,quantifient les couplages entre flexion et torsion de la plaque
stratifiée. Le plus souvent ces couplages constituent une difficulté supplémentaire de la
conception composite.
11.4.6. Facteurs de correction de cisaillement transverse pour des plaques stratifiées

La théorie la plus ancienne est celle de Kirchhoff qui annule I’effet de cisaillement
transversal. Elle ne peut en conséquence étre appliquée qu’aux structures trés minces.
La théorie du premier ordre communément associée a Mindlin qui fiit I’'un des premiers a
énoncer ses bases, prend en compte les effets du cisaillement transversal a travers 1’épaisseur.
Elle conduit, de par I’hypothése des « sections droites restent droites » a un vecteur des
contraintes de CT constant dans [’épaisseur, en contradiction avec une représentation
quadratique classiqguement obtenue pour les poutres (théorie de Timoshenko) ou les plagques
en flexion/CT. Pour corriger cette insuffisance, des facteurs dits de correction du CT sont
introduits [23].
Un premier choix du champ de déplacement est basé sur la théorie du premier ordre. En
optant pour ce choix, les auteurs considerent que les contraintes et les déformations de
cisaillement sont constantes a travers I’épaisseur d’une structure composite. Dans le cas réel,
ceci n’est pas vrai. En effet, les contraintes de cisaillement sont quadratiques a travers
I’épaisseur (Figll.14). Pour corriger les contraintes de cisaillement transversal, dont
I’expression est issue de la théorie du premier ordre. Des facteurs de corrections doivent €tre

Introduits [24].

|
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T Théorie du premier ordre
Approximation quadratique N Betomsantenz
(représentation reelle de ty,) y X

Figure 11.15 Approximations de la contrainte du cisaillement transversal CT Constante (FSDT) et
quadratique (HSDT) [25].

Pour les plaques composites, la précision des résultats de la théorie du premier ordre en CT
(par rapport aux solutions tridimensionnelles) dépend beaucoup de la loi de comportement
modifiée par les facteurs correction de CT. Pour les plaques homogénes, le facteur de
correction de CT est généralement admis k=5/6 (comme pour les poutres rectangulaires).

|
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Chapitre 111

Formulation de I’élément fini utilisé

111.1. Introduction

La méthode des éléments finis est un outil de résolution de problemes aux dérivées
partielles avec conditions aux limites imposées ; par exemple, I’équation du quatrieme ordre
pour le déplacement caractéristique de la flexion d’une plaque mince. Cependant, la M.E.F.
n’est pas basée sur la forme différentielle de 1’équation aux dérivées partielles mais sur une
formulation intégrale de type projectif ou variation el. Dans ce dernier cas, il est important de
noter qu’il y a équivalence entre résoudre un probleme différentiel étreindre stationnaire une
fonctionnelle (formulation intégrale) L’obtention d’une solution exacte étant aussi difficile en
formulation intégrale qu’en formulation différentielle, une solution approchée est recherchée
sous la forme de fonctions d’approximation (généralement polynomiales) propres a des
morceaux du domaine complet.

Ces sous-domaines, a la taille relativement réduite et aux formes topologiquement simples,
sont les éléments. Les coefficients des fonctions évoquées sont déterminés en utilisant les
valeurs de ces fonctions en des points particuliers des éléments : les nceuds [26].

111.2. Historique

La MEF (Méthode des Eléments Finis) est mise au point en 1953 chez Boeing (Seattle,
USA, calcul des structures d’aile d’avion) ; on y développe le premier élément fini, sa matrice
de rigidité, I’assemblage et la résolution par la méthode des déplacements (publié par Turner,
Clough, Martin et Topp en 1956 seulement).Quant aux bases théoriques générales, mariant
I’analyse des structures en barres et poutres avec celle des solides, elles sont données de 1954
a 1960 (Argyris, Kelsey ). Certaines idées apparurent auparavant, en particulier chez les
mathématiciens pour résoudre divers problemes aux limites, par exemple celui de la torsion
de Sain-Venant en divisant la section en triangles (Courant, 1943) ; mais elles restérent sans

suite.
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L’expression ¢élément finit date de 1960(Clough).Les années 60 ont vu la MEF s’attaquer a
tous les domaines du calcul des solides et structures, avant de déborder dans d’autre
domaines : écoulements souterrains, transfert de chaleur, fluides, etc. (Zienckiewicz, Cheung,
1965). En fait, les ingénieurs (aéronautique, génie civil et mécanique surtout) développent la
MEF pour I’appliquer a leur problémes pratiques, avant que les bases théoriques ne soient

bien établies.

Dés 1970, la méthode envahit tous les créneaux de l’ingénierie et des mathématiques
appliquées. Il faut ajouter que son essor est, dés le début et aujourd’hui encore, indissociable

de celui des ordinateurs [27].

111.3. Principe de la méthode des éléments finis

La modélisation physique de systemes mécaniques résulte généralement des équations
différentielles partielles qui ne peuvent pas étre résolues analytiquement ou qui n’ont pas une
solution exacte, pour raisons de complexité du domaine discrétise du probléeme ou des
conditions aux limites. Ainsi, une méthode numérique doit étre employée pour la solution
approximée du probleme physique. La Méthode des Eléments Finis MEF est souvent
considérée comme la méthode la plus appropriée pour des études de cette nature.

Le solide est alors divisé en un certain nombre de sous-domaines appelés éléments, dont
I’assemblage permet la reconstitution de la géométrie initiale. Chacun des éléments est relié a
ces voisins par des nceuds dont les degrés de liberté constituent les inconnues du probléme
[28].

111.4. Formulation de I’élément fini utilisé
111.4.1. Description de I’élément utilisé

Dans la présente étude, un élément fini bidimensionnelle (2D), construit sur la base de la
théorie du premier ordre (FSDT) a été utilisé. L’élément formulé est de forme rectangulaire

défini par quatre nceuds et cinq degrés de liberté (5DDL) :deux degrés dans le plan (x,y) qui
sont ug(x,y), vo(x,y) et trois hors plan wy (x, ¥), Qx(x, y), Q, (x, y) fig(IlL. 1),
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Y
F'y
(v, W, 9. Prs ) (243, v5. w5, @5, Pys )
2b > x
(.. ,.0,.9,,) (2,3, W5, 0,5.0,,)
2a

Figure 111.1 L’¢élément rectangulaire et ses variables nodales correspondantes.

111.4.2. Cinématique de la théorie

L’élément utilisé est basé sur la théorie du premier ordre, alors les déplacements dans le
plan et hors plan sont données par :
u(,y,z,t) = uo(x,y,t) + 2. (x,y,t)
v(x,y,z,t) = vo(x,y,t) + zey(x,y,t) (1n.1)
w(x,y,z,t) = wo(x,y,t)
Les variables des déplacements sont :
U (x, ¥, ), vo(x, ¥, £), Wo (x, ¥, ©), px (x, ¥, £), @y (x, ¥, ).
111.4.3. Approximation nodale des déplacements

Les variablesu, (x,y,t), vo(x, y, 1), wo (x, ¥, t), 9x (x, y, 1), 9y, (x, y, t)sont interpolées en
fonctions des variables nodales pour :

O(x,y)=ap + a1 x + azy + azxy (111.2)
Les coefficients (a, — a3) peuvent étre déterminés a partir des variables nodales.

Les fonctions de formes sont les fonctions Ni qui relient les déplacements d’un point

quelconques intérieur a un élément aux n déplacements nodaux qi.

|
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Ny = =(a—x)(b-y)

1
N, =m(a+x)(b—y)

Ny =—(a+x)(b+y) (111.3)

1
kN4 =1ap @00 +y)
111.4.4. Champs des déplacements

Le vecteur déplacement en tous points de coordonnées (X, y) de la plaque peut étre

exprime par :

8(x,y) =X, Ni(x,¥)6; (111.4)

ou:

6 (x, y)est le vecteur des déplacements.
N;(x,y)Les fonctions de forme pour I’élément.
{6;}est le vecteur des déplacements.

Pour cet élément qui est un rectangulaire de quatre nceuds on a :

u(xy) = ) Ni(xy)a

4
v(@y) = ) Ny v
i=1
w(x,y) = Liey Ni(x, y) w (111.5)

4
0 5) = ) N6 y) P
i=1

4
0y 9) = ) Ni(,y) by
i=1
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OU u;, v, Wi, @i, @i, sont les déplacements d’un neeud i.

Est le vecteur des déplacements nodaux de 1’élément, étant le numéro du nceud considéré i.

6(6y) = ) N y)4q

Sous forme matricielle :

U
V1
Wy
D1
(pyl
Uz
U,
N, OO OON 00O0GON 0O0OUO0N 000 0]|w
1{7101v100001v200001v30000N4000gx2
w=00N10000N20000N30000N400<uy32> (111.6)
) lo 0o 0ONN OOOON 0O0O0GON 0O0O0O0 N Offnuw,
0 000N 0OOUON 00O 0N, 000 0 NJfws
Px3
§0y3
Uy
Vs
Wy
Pxa
Pys)
111.4.5. Relations cinématiques
Les déformations sont liés aux déplacements par :
du Jdug dox
& = —_ = — 7z —
xx gx aax aax
= _% 99y
s ”a Zag du, 0 dpx 0 o
u v Uo Vo px oy
= 2exy =4 o= (S04 20 4 2 (4 )
Vay Y=oy Tax oy T ax dy  ox
6v+6W +6w0
5 6u+6W +6W0
= 2&X7Z = — + — = @Xx .
Vaz 9z T ox 7 T ox
Sous forme contracté nous permet d’avoir :
e(M) = g,(x,y) + zk(x,y) (111.8)
Evx ks
E= 8393; +z ky
VJ?y kxy
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auo
g2, ( ox ]
Vg
Avec :{e}déformatione,,(M) = { &yt = % (111.9)
0
Yxy Ouo | 9o
x + dy
00«
kx ox
B
{K}courbures k(x,y)={ ky ¢ = aiyy (111.10)
fy) | o0x , 90y
dy ax

Les déformations en membrane sont exprimées par :

{em} = [Bnl{q}

Ou:
Mg 000 ®ogooo0 ®»Lopooo 29090900
ox dx dx dx
B.d=[0 22 000 022000 022000 0200 o0 (1)
0Ny ON; ON, 0N, dN3 ON3 0Ny 0N,
o ax 000 - 000 57000 50 5000

[B m]: La matrice qui relie les déformations a I’intérieur de 1’élément et les déplacements aux

neeuds. Les déformations en flexion et torsion s’expriment en fonction de la matrice des

courbures suivant la relation :

aM)=zk(x,y) (I11.12)

Ou Kk la matrice de courbure s’écrit :

{k} = [Br){q} (1. 13)

En introduisant les fonctions de forme :

000 Mo 000220 0002y o000 L
ox ox ox 0x
_ Ny Ny oNs Ny
[BJ=(0 0 0 0 35 0000 F* 0000 F% 0000 7 (1n.14)
Ny N Ny Ny aNs oy Ny 0Ny
000 ? ? 000 ay ox 000 ay ox 0 00 ay ax
Les déformations en cisaillement transverse sont exprimées par :
{v}=[Bc]{a} (II1.15)
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Les déformations peuvent étre en fonction de vecteur des déplacements :

YXZ

{vyz} =[BdJ{q} (IL16)
6w0
_+Qy

(=2 (111.17)

Yxz %_l_ Q

0x X

Donc :

: %Nlooo%NZOOO%MOOOa&ﬂN‘}O (1.18)

B.] = 61\;(1 61\;(2 01\;(3 31‘;(4 )
THON 00 ZE 0N 00 720N 00 7o N,

111.4.6. Loi de comportement

Les expressions des résultantes et des moments sont :
{N }=[A [{&m}+[B J{k}

{M }=[B J{&m}+[D ]{k} (I11.19)

{Q}=[H Jre}

111.4.7. Evaluation de la matrice de rigidité
111.4.7.1. Energie potentielle de déformation et travail des forces appliquées

L'énergie potentielle de déformation d'une plaque est donnée par :
U:%J.G e7dv (111.20)

Ou : v est le volume de la plaque.
En utilisant les relations contraintes-déformations et les relations constitutives des stratifiés,

I'énergie potentielle de déformation peut s'écrire :
L
U= [0 + 03700 + Y710 A
A

U = J;{em} [AlEm} + {en) [BIK} + (k)T [Bl{en} + (k)T (DI} + ) [HI{y}dA (111.21)

U= %f (B} (@} [A1B} g} + (B} (@} [BI{B, Ha} + (B} {a} [BI(Bu}a}
A

+ (B} (a)" [D{B Ha} + {q)" (B [H1{q}B.}) dA
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Donc :

U= % @ f ({Bm}T[A]{Bm} + (B} [BI{B;} + {B} [B1{Byn}

dA I11.22
4 +{B;}' [DI{B;} + (B [H1(B.} )m (tH-22)

I11. 4.7.2 Probléme de flexion

L'énergie potentielle totale de déformation d'une plaque soumise a un chargement

transversal répartie a travers sa surface est donnée par :

II=v+w

La configuration d’équilibre est définie par la minimisation de 1’énergie potentielle totale qui

signifie I'annulation de sa premiere variation, soit :

6I1=08U—-6W =0

f 0)" ({Ba} " TANBw} + (B} (BB} + {B;} [BI(Bn} + (B} [DI{B/}

A

+ {BIT[HB}) {a}] dA — {0q}{F*} (1. 23)
Qui permet d’obtenir 1’équation d’équilibre suivante :

[k°Kq} = {F°} (111 24)

Ou la matrice de rigidité élémentaire :

[ke] = f (B} [AMB} + (B} BBy} + {B} [BI{Bn} + (B} [DI{B} + (B.)T[H]{B}) dA (111 25)

A

La matrice [k¢]peut-étre écrite sous la forme :

(k€] = [ki]+ [k3] + [k5] + [kE] + [kg]
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Avec :

[k$] = f (B,)T[A)(B,}dA
A

IR ICSURICATY
A
(k] = [:{B;} [Bl{B,}dA (111.26)

k51 = [ (B D)5} s
A

[k¢] = f (BT [H]{B.}dA
A

[k{]: Matrice de rigidité élémentaire membranaire.

[kS]et [k$]: Matrices de rigidité élémentaire de couplage membrane-flexion.
[k5] : Matrice de rigidité élémentaire flexionnelle.

[kE] : Matrice de rigidité élémentaire de cisaillement transverse.

L'assemblage des matrices de rigidité et des vecteurs forces élémentaires permet d'obtenir

I'équation suivante :

[K1{q} = {f} (n.27)

Avec [K ]est la matrice de rigidité globale, {f}est le vecteur de force global et {g}est le

vecteur des déplacements global des noeuds de la plaque.
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Chapitre 1V

Validation et étude parametrique

IV.1. Introduction

On montre a travers une série d’applications la performance de 1’élément utilisé dans la
résolution des problemes de flexion des plaques isotropes et composites stratifiées. Les
résultats obtenus seront comparés avec les solutions obtenus analytiquement et ceux obtenues
par d’autres modeles d’éléments finis disponibles dans la littérature. Une fois la performance
de I’élément est confirmée, on procede a une étude paramétrique pour mettre en évidence les
effets de certains parameétres tels que I’orientation des fibres, le nombre de couches et le degré
d’anisotropie sur la fleche maximale des plaques composites stratifiées.

IV.2. Conditions aux limites adoptées

La figure (IV.1) montre la géométrie pour une plaque épaisse.

Yy
h
/b T J
| | %
. L o

Figure 1V.1 Géométrie de la plaque.

Les conditions aux limites considérées pour une plaque.

SSSS : Plaque simplement appuyée sur les quatre bords.

EEEE : Plaque encastrée sur les quatre bords.

ESES : Deux bords opposés encastres et deux autres bords simplement appuyés.
ELEL : Deux bords opposés encastrés et deux autres bords libres.
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r--= A r-- A
| Plaque (EEEE) | | Plaque (SSSS) I
L | L |
AY Ay

(1,1,1,11)

111,11 (1,1,1,1,1) (0,0,1,0,1)
» X
r—————-— A -
| Plaque (ESES) | | Plaque (ELEL) |
I | L I
AY AY

(0,011,0) (0,0,0,0,0)

11110 (LL,111) | (11212)

(11111)

v

v

(0,0,11,0) (0,0,0,0,0)

Figure 1V.2 Conditions aux limites.

IV.3. Validation de I'élément fini dans I'analyse statique des plaques
IVV.3.1. Plaques isotropes

On se propose de calculer la fléeche maximale d’une plaque carrée de cOté a, soumise a
un chargement uniforme p =1N/m? , pour différents maillages et différents rapports
d’épaisseurs (a/h = 2, 3, 4, 5 et 10).La plaque est construite d’un matériau de module
d’élasticité E = 10,92 Mpa ; de coefficient de Poisson v = 0,3 et Module de cisaillement
G=4.2Mpa. La convergence de déplacement transversal pour les deux cas de conditions
aux limites est présentée dans les tableaux ( 1V.1) et (1V.2) ainsi que dans les figures
(IV.4) et (IV.6).Les résultats obtenus sont comparés avec des modeéles analytiques et

numériques.
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_100.D.w

max —

e (IV.1)

Eh3

D=——
avec 120 =09

[
>

. Figure 1V.3 Plaque carrée isotrope simplement appuyée sous chargement uniformément
répartie

Tableau IV.1 La fléche maximale d’une plaque isotrope simplement appuyée.

Rapport d’épaisseur a/h

Références Modéles 2 3 4 5 10

Présent élément (2x2) R4-FSDT 1 0.6358 | 0.5 0.4350 | 0.3480
Présent élément (4x4) R4-FSDT 0.9687 | 0.6604 | 0.5460 | 0.4970 | 0.4240
Présent élément (6x6) R4-FSDT 0.9500 | 0.6518 | 0.5420 | 0.4960 | 0.4280
Présent élément (8x8) R4-FSDT 0.94375 | 0.6469 | 0.5420 | 0.4940 | 0.4280
Présent élément (10x10) | R4-FSDT 0.9370 | 0.6444 | 0.5390 | 0.4940 | 0.4280
Présent élément (12x12) | R4-FSDT 0.9375 |0.6432 | 0.5390 | 0.4940 | 0.4280
Présent élément (14x14) | R4-FSDT 0.9312 | 0.6419 | 0.5390 | 0.4940 | 0.4280
Belarbi (16x16)[33] RSFT52 0.8847 | 0.6191 | 0.5251 | 0.4809 | 0.4164
Kant et al [32] HSDT 0.8530 | 0.6120 | 0.5222 | 0.4800 | 0.4230
Kant [29] HSDT / / / 0.4800 | 0.4230
Yuan et mailler [31] FSDT / / 0.6139 | 0.5544 | 0.4614
Rao et al [30] FSDT / / 0.5157 | 0.4763 | 0.4237
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0,5
045 A p A

0,4
0,35

o
w

/ =4=—présent élément
II == kant
0,15 I ==Yuan et mailler
|

0,25

o
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fléche maximale
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0 5 10 15
nombre d'élément

Figure V.4 Convergence de la fléeche maximale d’une plaque isotrope simplement

Appuyée (SSSS), en fonction de nombre des eléments.

[EEY

0,9 *\
0,8 \
0,7

X

K —o—présent &lément

o
)

fléche maximale
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> n

o
w

o
[N}

o
-

o

0 2 4 6 8 10 12
rapport d'épaisseur (a/h)

Figure 1V.5 Variation de la fleche maximale en fonction du rapport d’épaisseur d’une plaque
isotrope carrée simplement appuyée.
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Tableau I1V.2La fléche maximale d’une plaque isotrope encastrée.

Rapport d’épaisseur a/h

nombre d'élément

Références Modeles
2 3 4 5 10
Présent élément (2x2) R4-FSDT 0.6687 | 0.2975 | 0.1671 | 0.2613 | 0.0267
Présent élément (4x4) R4-FSDT 0.6750 | 0.3666 | 0.2589 | 0.2080 | 0.1430
Présent élément (6x6) R4-FSDT 0.6687 | 0.3679 | 0.2632 | 0.2144 | 0.1475
Présent élément (8x8) R4-FSDT 0.6625 | 0.3691 | 0.2644 | 0.2144 | 0.1487
Présent élément (10x10) R4-FSDT 0.6625 | 0.3691 | 0.2648 | 0.2160 | 0.1493
Présent élément (12x12) R4-FSDT 0.6625 | 0.3691 | 0.2652 | 0.2160 | 0.1497
Présent élément (14x14) R4-FSDT 0.6625 | 0.3691 | 0.2652 | 0.2160 | 0.1499
Reddy [34] Analytique / / / / 0.1560
Ferrira [35] Numérique / / / / 0.1503
0,18
0116J| F— W — A ————N
0,14 =z - .
< 0,12
£ /
x 0,1
£ I == présent élément
o 0,08
S I =f=reddy
@ 0,06
h 0.04 I ferreira
0,02 1
0 /
0 5 10 15

Figure IV.6 Convergence de la fléche maximale d’une plaque isotrope encastrée (EEEE), en

fonction de nombre des éléments.
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e
N

fléche maximale
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Figure 1V.7 Variation de la fleche maximale en fonction du rapport d’épaisseur d’une plaque
isotrope carrée encastrée.
Interprétation des résultats :

Selon les tableaux et les figures, les résultats obtenus par le présent élément pour les deux
cas sont en bon accord avec la solution analytique de Kant [29] et Reddy [34] ainsi qu’avec
les résultats numériques de Ferreira [35] en utilisant un modele d’éléments finis, basés surdes
théories du premier ordre [30-31].

L’effet de rapport épaisseur (a/h) sur la variation du déplacement transversal pour les deux
cas de conditions aux limites (SSSS et EEEE) est montré sur les figures (1V.5) et(IV.7)
respectivement.

D’apreés les figures, nous constatons que quand le rapport d’épaisseur (a/h) augmente, la
fleche maximale diminue.

IVV.3.2. Plaques stratifiées
Dans cette section, deux exemples ont été considérés pour mettre en évidence la

performance du modele proposé dans ’analyse du comportement des plaques stratifiées.
1VV.3.2.1. Plaque stratifiée a trois couches (0 / 90 / 0) sous chargement uniforme

Dans cet exemple, On considére une plaque stratifiée carrée simplement appuyée différents

maillages et différents rapports d’épaisseurs (a/h = 2, 5,10,20 et 50) comme épaisseur.
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Les caractéristiques mécaniques de chaque couche sont les suivantes :
Ell = 25 ,E22 = 1 ,G12 = G13 == 05, G23 == O.Z,V == 025

Figure 1V.8 Plaque stratifiée carrée a trois couches simplement appuyées sous chargement

uniformément répartie.

La convergence de déplacement transversal pour les deux cas de conditions aux limites est
présentée dans le tableau (IV.3) ainsi que dans la figure (1V.9). On remarque que les résultats
obtenus sont tres satisfaisants en comparant avec les modeles analytiques et numériques. Par
ailleurs, I’effet du rapport d’épaisseur sur le déplacement transversal est montré dans la figure

(IV. 10). Comme le rapport (a/h) augmente, les valeurs du déplacement transversal diminuent.

Tableau 1V.3 La fleche maximale d’une plaque stratifiée a trois couches (0/90/0).

Rapport d'épaisseur (a/h)

2 5 10 20 50

Présent élément (2x2) 0,6141 2,1147 0,9403 0,6141 0,5187
Présent élément (4x4) 0,7516 2,0510 1,0321 0,7512 0,6701
Présent élément (6x6) 0,756 2,0198 1,0285 0,7556 0,6768
Présent élément (8x8) 0,7575 2,0084 1,0269 0,7575 0,6792
Présent élément (10x10) | 0,7582 2,0032 1,026 0,7582 0,6805
Présent élément (12x12) |0,7586 2,0003 1,0256 0,7586 0,6812
Présent élément (14x14) |0,7588 1,9985 1,0253 0,7588 0,6832

Références

Reddy[34] 0,7573 / 1,09 0,776 /
Belinhai et Dinis[36] / / 1,0225 0,7583 /
Xiao et al. [37] / 2,1044 1,0576 0,7794 /
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Figure 1V.9 Convergence de la fleche maximale d’une plaque stratifiée trois couches

simplement appuyée (SSSS), en fonction de nombre des éléments.
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Figure 1V.10Variation de la fleche maximale en fonction du rapport d’épaisseur d’une plaque

stratifiée trois couches simplement appuyee.

1V.3.2.2. Plaque stratifiée a cing couches (0 / 90 / 90/90/0) sous chargement uniforme :

Dans cet exemple, on considére une plaque stratifiée carrée simplement appuyée. Différents

maillages et différents rapports d’épaisseurs (a/h = 2, 5,10,20 et 50) sont considérés dans la

présente étude.

Les caractéristiques mécaniques de chaque couche sont les suivantes:
E11 = 25 ,E22 =1 ,G12 = G13 = 05, G23 = O.Z,V = 025

PROJET FIN D’ETUDE 2020

55



Chapitre IV Validation et étude paramétrique

Tableau 1V.4La fleche maximale d’une plaque stratifiée a cinq couches (0/90/90/90/0).

cex Rapport d'épaisseur (a/h)
Références > 3 10 20 50
Présent élément (2x2) 8,7618 1,9411 0,8947 0,6032 0,5158
Présent élément (4x4) 7,5893 1,8944 0,9971 0,7466 0,6722
Présent élément (6x6) 7,4112 1,8779 1,0036 0,76 0,6877
Présent élément (8x8) 7,3531 1,8721 1,0052 0,764 0,6925
Présent élément (10x10) |7,3268 1,8694 1,0058 0,7657 0,6947
Présent élément (12x12) |7,3125 1,8678 1,0062 0,7666 0,6958
Présent élément (14x14) | 7,3043 1,867 1,0063 0,7671 0,6965
Reddy[34] / / 0,9727 0,7581 /
Belinhai et Dinis[36] / / 0,9722 0,7584 /
Xiao et al[37] / 2,1044 1,0576 0,7794 /

1,2 |
o 1 -=rt ——{———0
£ 0,8
= / =o—present élement
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702
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Figure IV.11Convergence de la fléeche maximale d’une plaque stratifiée cinq couches

simplement appuyée (SSSS), en fonction de nombre des éléments.

|
PROJET FIN D’ETUDE 2020 56



Chapitre IV Validation et étude paramétrique

=&—présent élément

fléche maximale
OFPNWMOOGIO N O

(@)

20 40 60
rapport d’'épaissseur

Figure 1V.12 Variation de la fleche maximale en fonction du rapport d’épaisseur d’une
plaque stratifiée cing couches simplement appuyées.
Interprétation des résultats :

La figure (IV.11) montre la convergence de la valeur de fleche maximale par comparaison
aux valeurs de solution analytique et numérique. Quand le nombre des éléments augmente, les
valeurs se rapprochent rapidement vers la solution analytique. Selon la comparaison présentée
dans le tableau (IV.4), la bonne performance de 1’élément est confirmée. La figure (1V.12)
montre variation de la fleche maximale en fonction du rapport d’épaisseur pour une plaque
stratifiée simplement appuyée a cing couches.

Par ailleurs, I’effet du rapport d’épaisseur sur le déplacement transversal est montré dans la
figure (IV. 12). Méme remarque a été trouvée. Comme le rapport (a/h) augmente, les valeurs
du déplacement transversal diminuent.

IV.4. Etude paramétrique

Apres avoir validé I’élément et d’étre assuré de son bon fonctionnement, nous allons passer
a une etude paramétrique, qui consiste & varier différents parametres et d’interpréter les
variations des résultats obtenus, cette manipulation a pour but de savoir et déterminer I’effet
de chaque parametre sur le comportement flexionnel des plaques stratifiées.

Dans notre étude, nous prenons en consideration les paramétres suivants : le rapport
d’anisotropies E11/E22, les conditions aux limites, le nombre de couches, 1’orientation des
fibres, le rapport d’épaisseur (a’/h).

Dans cette étude, un maillage de (12x12) a été adopté.

|
PROJET FIN D’ETUDE 2020 57



Chapitre IV Validation et étude paramétrique

IV.4.1. Effet du rapport d’épaisseur d’sur la fleche maximale avec différents cas de
conditions aux limites

Dans cette section, nous allons montrer 1’effet du rapport d’épaisseur sur la variation des
valeurs de la fleéche maximale pour différents cas d’appuis (SSSS, EEEE, SESE, SLSL, ELEL,
SLEL). Pour ce faire, une plaque stratifiée croisée de trois couches (0 /90 / 0).
Les caractéristiqgues mécaniques sont les suivantes :
Ei;1 = 25,E,, =1,Gy, = G3 = 0.6,G,3 = 0.5,v=0.25

Tableau IV.5 La fléche maximale en fonction du rapport d’épaisseur pour une plaque

stratifiée trois couches avec différents types d’appuis.

Rapport Bord

d’épaisseur SSSS EEEE SESE SLSL ELEL SLEL
(@/h)

2 5.5494 4.4990 4.6650 7.3550 6.8818 7.2675

5 1.6064 0.9888 1.2290 1.6920 1.1917 1.4448

10 0.9109 0.3881 0.7116 0.8936 0.3800 0.5535

20 0.7220 0.2038 0.5750 0.6960 0.1820 0.3222

50 0.6676 0.1467 0.5356 0.6421 0.1295 0.2584

100 0.6597 0.1383 0.5299 0.6344 0.1225 0.2496

Interprétation des résultats :

D’aprés le tableau (1V.5), on remarque que comme le rapport (a/h) augmente, la valeur du
déplacement transversal diminue quel que soit le type de condition aux limites. Ainsi, on
constate que les valeurs minimales du déplacement transversal se trouvent dans le cas d’une
plaque encastrée. Cela revient a la variation de la rigidité de plaque.

IVV.4.2. Effet du rapport d’épaisseur sur la fleche maximale avec la variation du rapport
d’anisotropie E11/E2 :

Dans cette section, nous allons montrer I’effet de I’anisotropie sur la variation des valeurs de
fleche maximale pour différents rapports d’épaisseur (a/h). Pour ce faire, une plaque stratifiée

simplement appuyée a été choisi plaque trois couches (0/90/0).
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Les caracteristiques mécaniques sont les suivantes :

E
E—“ = variable, G;, = G;3 = 0.6,G,3 = 0.5,v = 0.25
22

Tableau IV.6 La fléche maximale en fonction du rapport d’anisotropie pour une plaque

stratifiee trois couches simplement appuyées.

Rapport E11/E7;
d’épaisseur 3 10 20 30 40
(a/h)
2 7.015 6.0862 5.6731 5.4497 5.2940
5 3.4948 2.2292 1.7278 1.5194 1.4014
10 2.9742 1.6025 1.0440 0.8173 0.6944
20 2.8358 1.4378 0.8601 0.6250 0.4978
50 1.6136 1.3901 0.8072 0.5694 0.4407
100 1.6100 1.3832 0.7996 0.5614 0.4324

Interprétation des résultats :

D’apreées le tableau (IV.6), on remarque que le rapport (a/h) augmente avec la diminution de
la valeur du déplacement transversal quel que soit le rapport d’anisotropie.
I1VV.4.3. Effet de I'orientation des fibres sur la fleche maximale

Dans cette section, nous allons montrer 1’effet de I'orientation des fibres sur la variation des
valeurs de fleche maximale pour différents rapports d’épaisseur (a/h), Pour ce faire, une
plaque stratifiée quatre couches (6, -6, -6, 0).
Les caracteristiques mécaniques du matériau sont :
Ey; = 25,E,, =1,Gy, = Gz = 0.6,Gy3 = 0.5,v =0.25
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Tableau IV.7 La fleche maximale en fonction de I’orientation des fibres d’une plaque

stratifiee quatre couches (6,-6,-6, 6) simplement appuyée.

I’orientation Rapport d’épaisseur
des fibres
2 5 10 20 50
15 5.2988 1.4652 0.8308 0.6621 0.6120
30 4.7810 1.2544 0.7175 0.5740 0.5251
45 4.5968 1.1777 0.6699 0.5343 0.4864
60 4.7650 1.245 0.7133 0.5733 0.5275
90 5.7616 1.6112 0.8939 0.7041 0.6501

Interprétation des résultats :

Le tableau (IV.7) montre la fleche maximale en fonction de 1’orientation des fibres d’une
plaque stratifiée simplement appuyée a quatre couches (0,-6,-6, 6). On remarque dans ce
tableau gue la fleche maximale en fonction de I'angle d'orientation des fibres la fleche diminue
dans l'intervalle [0°,45°] pour atteindre son maximum a 6 = 45°, puis augmente symétriquement
dans l'intervalle [45°,90°].
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Conclusion générale

Nous avons présenté dans ce travail une étude numérique sur I’é¢tude de ’effet du rapport
d’épaisseur sur le comportement flexionnel des plaques stratifiées en matériaux composites.
Dans cette étude, un élément fini rectangulaire a quatre nceuds avec cing dégrée de liberté par
nceud a été formulé sur la base de la théorie du premier ordre (FSDT). La bonne performance
de I’élément utilisé a été montrée a travers une série d’exemple sur les plagques isotropes et
stratifiees composites. La comparaison des résultats a été faite avec des modéles analytiques

ainsi des modeles numériques.

Une étude paramétrique a été faite pour mettre en évidence les effets de certains
parameétres sur la variation de la fleche maximale des plaques composites qui est
proportionnel a :

- Plus le rapport d’épaisseur (a/h) augmente, plus la fleche maximale diminue pour différents
cas de conditions aux limites.

- Plus le rapport de 1’épaisseur (a’/h) est augment, plus la fleche sera diminuée, quelles que soit
la variation du rapport d’anisotropie E11/E22.

- La fléeche maximale en fonction de I'angle d'orientation des fibres la fleche diminue dans
I'intervalle [0°,45°] pour atteindre son maximum a 6 = 45°, puis augmente symétriquement
dans l'intervalle [45°,90°].
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