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Introduction

Les problémes de controle optimal stochastique ont un grand nombre d’applications
dans les domaines de I’économie et a la finance. Il existe deux approches de résolution
du probléme de contréle optimal, bien connues, qui sont le principe du maximum de
Pontriagine et le principe de la programmation dynamique.

Dans ce memoire, on s’intéresse au principe du maximum stochastique autrement dit, les
conditions nécessaires d’optimalité en étudiant les systémes dynamiques dont ’évolution
est aléatoire. L’interét des probléemes de controle réside notamment quand on parvient
a optimiser un certain critére de performance appelé fonction cout, & 'aide de controle
optimal et établir les conditions nécessaires satisfaites par ce controle aprés avoir assuré

son existence.

Notre présentons notre mémoire de la maniére suivante :

Le premier chapitre est un bref rappel sur ’espérence conditionnelle et ses propriétés.

Le deuxiéme chapitre est consacré a la théorie du calcul stochastique qui nous permet
de définir les équations différentielles stochastiques EDSs (Filtration, processus stochas-
tique, mouvement brownien, processus de Markov, intégrale stochastique) et étudier leur
existence et unicité.

Dans le dernier chapitre, nous étudions le principe du maximum stochastique. Nous com-
mencons par une formulation générale du probléme, puis nous étudions les conditions

nécessaires et suffisantes d’optimalité.
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Chapitre 1

Espérence conditionnelle

Dans ce chapitre, on donne un bref rappel sur ’espérence conditionnelle et ses propriétés.

1.1 Conditionnement sur un événement

Soit (€2, F,P) un espace de probabilité fixé. Soit A et B deux événements de F (i.e A, B €

F). Alors la probabilité conditionnelle de A sachant que B est : P(A | B) = P%fég?)

, pour

tout B tel que P(B) # 0 avec P(- | B) est une nouvelle probabilité sur €.

1.1.1 Espérance conditionnelle par rapport a une tribu G

Soit (2, F,P) un espace de probabilité et soit X une v.a définit sur cet espace. Soit G une

sous tribu de F.

Définition 1.1.1 On appelle I’espérance conditionnelle de la variable aléatoire X sachant
G est l'unique variable aléatoire et on la note E(X | G) tel que :
1) G-mesurable
2)
/AE(X | G)dP = /AXdIP,VA €eG.
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C’est l'unique (& une égalité P— p.s prés) variable G-mesurable Z telle que :
E[E(X | G)Y] = E(XY),
pour toute variable Y, G-mesurable bornée.

1.1.2 Espérance conditionnelle par rapport & une variable

Soit (£2, F,P) un espace de probabilité fixé et donné.
Soient X, Z deux variables aléatoires définies sur cet espace Soit G la tribu engendré par

Z (G = o(Z)).

Définition 1.1.2 On appelle l’espérance conditionnelle de X sachant Z est une variable
aléatoire définie comme l’espérance conditionnelle de X par rapport la tribu G (E(X | G))
on la note E(X | Z). Telle que E(X | G) est une fonction de Z (E (X | Z)) est une
variable aléatoire mesurable par rapport la tribu engendrée par Z ).

L’espérance conditionnelle E(X | Z) est caractérisée par :

1. C’est une variable o(Z) mesurable.

2.

/E(X | Z)dP = / XdP,VA € o(Z).
A A

1.1.3 Espérance conditionnelle d’une variable aléatoire X par

rapport & un événement B

Soit B un événement fixé de (2, F,P) et soit G une tribu engendrée par l’evénement A

Définition 1.1.3 On appelle ’espérance conditionnelle de X par rapport a G et on la

note E(X | G) est une variable aléatoire définie par :

B(X | G)(w) = B(X | A)La(w) + B(X | A)140(w)

4



Chapitre 1. Espérence conditionnelle

1.1.4 Propriétés de ’espérance conditionnelle

Soit (£2, F,P) un espace de probabilité fixé.

1) Soit a et b deux constantes tel que : E(aX +bY | G) =aE(X | G) + bE(Y | G)

2) Soit X et Y deux variables aléatoires telles que X <Y, Alors E(X | G) < E(Y | G)
3) Si X est G-mesurable, alors E(X | G) = X.

4) SiY est G-mesurable, alors E(XY | G) =Y E(X | G).

5) E[E(X | G)] = E(X).

6) Si X est indépendante de G, alors E(X | G) = E(X).

7) SiX unev.atelleque X € L7(Q, 7, P),Vp > L Alors | E(X | G)llpoiq.r.p) < I1XI] 0 0 -

Preuve. Soit X,Y deux variables aléatoires définies sur (2, F,P) et G une sous tribu de

F.

1) Soit a,b deux constante, alors
E(aX +bY |G)=aFE(X | G)+bE(Y | G).
E(X|G)<ocoet E(Y | G) < oo, tel que :

/ E(aX +bY | G)dP = /(aX +bY)dP,VA € G
A A

—a/XdIF’+b/YdIP’
A A

:a/E(X|G)dIP>+b/E(Y|G)dIP
A A

= / aB(X | G)+bE(Y | G)dP.
A
On déduit que

/[E(aX FBY | G) — (aE(X | G) + bE(Y | G))]dP =0, VA € G.

5
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On a E(aX + bY | G) une v.a G-mesurable, a € R et E(X | G) v.a, G-mesurable, donc
aE(X | G) est une v.a G-mesurable, b € R et E(Y | G) v.a G-mesurable, donc bE(Y | G)
v.a G-mesurable.
Ce que implique

E(aX +bY |G)— (aE(X | G) +bE(Y | Q)),

est une variable aleatoire GG-mesurable, donc on obtient
E(aX +bY |G)— (aE(X |G)+bE(Y | G)) =0. P—p.s
D’ou
E(aX +bY |G)=aE(X |G)+bE(Y |G) P-ps

2) Soit X, Y deux variables aléatoires définies sur (2, F,P)

Si X <Y, alors E(X | G) < E(Y | G)
On sait que si F(X | G) < 400, E(Y | G) < +00. On sait que d’aprés que X <Y alors

on a

/XdIPg/YdIF’, VAe G
A A
/E(X ] G)dIP’:/Xd]P’, VAe G
A A
< / YdP, VAe G
A
< / E(Y | G)dP, VA € G,
A
Ce qui implique :
/[E(Y |G) = E(X | G))dP > 0,VA € G.
A

On a : E(X | G) une v.a G-mesurable et E(Y | G) une v.a G-mesurable.Donc, E(Y |
G) — E(X | G) une v.a G-mesurable.
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On déduit que
EY |G —-EX|G) >0, P—p.s.

Don, E(Y |G) > E(X | G), P—p.s.
3) Soit (€2, F, P) un espace de probabilité et soit G une sous tribu de F.

Si X est G-mesurable,alors E(X | G) = X7

On sait que (X | G) une v.a G-mesurable (par definition) telle que :

/E(X | G)dIP:/Xd]P,VAEG
A A
:>/(E(X|G)—X)d]P’:0,VA€G
A

On sait que F(X | G) : une v.a G-mesurable et X une v.a G-mesurable (par hypothése)

implique E(X | G) — X : une v.a G-mesurable. Ce qui implique

EX|G)—X=0,P—p.s.

E(X|G)=X, P—ps.

d'oun, E(X |G) =X, P —p.s.
4) Soit X ,Y deux variables aléatoires définies sur (£2, F,P) et soit G une sous tribu deF.

Si Y est G-mesurable, alors E(XY |G)=YE(X |G) P—p.s.?

L’objectif est de démontrer :
/ E(XY | G)dP = / YE(X | G)dP,YA € G
A A

/(E(XY 1G)— YE(X | G))dP = 0,YA € G

On a F(XY | G) une v.a G-mesurable (par definition) et Y une v.a G-mesurable (par
hypothese), E(X | G) v.a G-mesurable, donc Y E(X | G) v.a G-mesurable
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Ce qui implique (E(XY | G) —YE(X | G)) une v.a G-mesurable.
Etape 1 : On pose : Y = 1¢ tel que C' est G-mesurable impliquels est G-mesurable. Par

un simple calcul, on trouve :

/ LE(X | G)dP = / E(X | G)dP
A ANC
def

= XdP, VA e G,VC € G
ANC

VAe G,VC e G=ANC €.
Donc,

IcE(X | G)dP = / leXdP,VA € G
A

def

—

E(1cX | G)dP,VA € G
On conclut que :
/[lcE(X | G) — E(1¢X | G)]dP =0,VA € G.
A

Ce qui implique :
IcE(X |G)—E(1cX |G)=0P — p.s.

D’ou :
IcE(X |G)=E(1cX | G) P—p.s.

Donc, YE(X | G) = E(YX | G) P—p.s.

Etape 2 : On pose que la variable aleatoire Y écrit sous forme d’une fonction étagé :

Y = Zn: Oéilci,
=1

tel que C; est G-mesurable (i.e Y une v.a étagé)
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Alors, on obtient par un calcul simple
/YE(X | G)dP = / Zazlc (X | G)dP,VA € G
= Zai/AMZE(X | G)dP,YA € G
= gai/AlciXdIP’,VA ed

= /(Z o;le) XdP,VA € G
A

=1
= / YXdP, VA e G
A
X / E(YX | G)dP,VA € G.
A
On déduit que :
/[YE(X |G) — E(YX | G)dP] =0,VA € G.
A

Ce qui implique :
EX|G)—EYX|G)=0P-p.s.

Dou:YE(X |G)=EYX|G)P-p.s.
Etape 3 : Si Y une v.a positive G-mesurable, alors il existe une suite de v.a étagé (Y,)n>1

positive croissante telle que :

lim Y, =Y
D’apres Etape 2 : on a
/YHE(X | G)dP = / Y, XdP, VA € G (1.1)
A A

Cas 1 : Si X une v.a positive tel que : Y, — Y quand n — +o0 et (XY,),>1 — XY,

quand n — +o0
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(Y,)n>1 une suite croissante et X > 0, alors (XVY},),>1 une suite croissante tel que :
Y, < Yo
implique XY, < XVY,,.1,Vn € N tel que X > 0.
D’apres le lemme de Beppo Lévy et[1.1 on a :
[, XY, dP — [, XYdP, VA € G quand n — +00
[ YRE(X | G)dP — [, YE(X | G)dP,VA € G quand n — 400
Alors,
lim | Y,E(X|G)dP= lim [ Y,XdP,VYA€G

n—-+00 A n—-+o0o A

Ce qui implique,

YE(X | G)dP = /YXd]P’,VAEG
A

def

E(XY | G)dP,YA € G

—

On conclut que :

t/WEuﬂGyaﬂXYIQMP:QV4EG
A

On sait que Y une v.a G-mesurable et F(X | G) une v.a G-mesurable (par definition),
donc YE(X | G) une v.a G-mesurable, F(XY | G) une v.a G-mesurable

Donc, [YE(X | G) — E(XY | G)] est G-mesurable

implique,

E(X|G)—E(XY |G)=0P—p.s.

Do, YE(X | G) = E(XY | G) P—p.s.

Cas 2 : Soit X une v.a quelconque

10
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Ona: X =X"— X", tel que X, X~ deux variable aléatoires positives, alors d’aprés le

Cas 1ona:
YEXT|G)=EX"Y |Q),

et
YE(X|G)=EXY|GQG),

ce qui implique
YIE(XT|G)-E(X |Q)]=FEX'Y -XY|Q),

ceci donne aussi YE(Xt - X~ |G)=E(Y (Xt -X7)| Q).

Dot, YE(X~ | G) = E(YX" | G)

ie YE(X|G)=EXY |G).

Etape 4 : Si Y une v.a intégrable

D’apres I’ Etape 3 on a :

Y = Yt =YY" —Y" telle que Y,Y ™ deux variables aléatoires positives

Ona:
E(XY*|G)=Y*E(X|G)

B(XY™|G) =Y E(X |G)

— E(XY"|G)—E(XY |GQ)=Y"E(X|G)-Y EX|G).

D’aprés la linéarité de I’espérance conditionnelle
— EXY"-Y")|G@)=Y"-Y )EX|G).

Dow, E(XY" | G) =Y E(X | G)
ie (XY |G)=YE(X |G)

5) Soit G une sous tribu de F et X une v.a définie sur (2, F,P)

E(E(X | G)) = E(X)?

11
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On a par definition E(X | G) est une variable aléatoire G-mesurable telle que :
/E(X | G)dP = / XdP,VA € G.
A A

On pose :A =

Tel que :
/QE(X | G)dIP’:/QXdIP’.
D'ou, E(E(X | G)) = E(X).

6) Soit (2, F, P) un espace de probabilité et X une v.a définit sur cet espace, G une sous

tribu de F.

Si X est indépendante de G, alors E(X | G) = E(X)?
On sait que :
E(X) une constante,VA € GG

telle que :
/ E(X)dP = E(X) / dP,YA € G et B(X)™ / XdP.
A A Q

Alors,

(/Q Xd]P’)(/A dP),VA € G

/XdIP’/lAd]P’,VAEG
Q Q

On a X est indépendant de GG, alors X est indépendant de 14,VA € G

12
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Ce qui implique

/E(X)dIP’: (/ XdIP’)(/ 14dP),VA € G
A Q Q
:/XlAdP7\V/AEG
Q

= / XdP VA € G
A
= / E(X | G)dP,VA € G,
A
implique

/ E(X)— E(X |G)dP =0,VA € G
A

On a E(X) une constante est G-mesurable et E(X | G) une v.a est G-mesurable, donc
E(X) — E(X | G) une v.a est G-mesurable.

En conclut que : F(X) — E(X | G) =0 P—p.s.

D'ou, E(X | G) = E(X) P—p.s.

7) SiX unev.atelleque X € LP(Q, F,P),p > 1. Alors | E(X | G)lLyq.r.p) < Xl

LP(Q,F,P)
On sait que X < | X]|
E(X | G) <E(IX]|G)

(d’apres la croissance de 1'esperance conditionnelle)
Implique que
[E(X |G < (E(X]|G)” < E(X["|G)

(d’apres 'inégalité de Jensen, p > 1)
= E(|E(X | G)I") < E(E(IX]" | G)) =E(|X]").

D’apres la propriété de 1'esperance conditionnelle on a E( (E(X | G)) =F(X)),

13
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on sait que ||Y|p,q 7 p) = E([Y["), Alors on a le résultat suivant
IEX | G)lwpo,r,p) = EUEX | GIY) et [ XlLoor,p) = ECIXT).
Alors,
E(JE(X | G)I") < E(IXT).

On conclut que, ||E(X | G)HM(Q’F’P) < HXHme,f,p)' n

1.1.5 L’espérance conditionnelle dans IL.?(2, F,P)

Soit X une v.a de carré intégrable, G une sous tribu de F.
Alors E(X | G) est la projection de X sur ’espace de v.a, G-mesurable de carré intégrable
(i.e E(X | G) est une variable aléatoire qui minimise E((X — Y)?) parmi les v.a.s Y, G-

mesurable).

14
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Chapitre §.2

Généralité sur le calcul stochastique
et PEDS
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Chapitre 2

Généralité sur le calcul stochastique

et P’EDS

2.1 Processus stochastique

Définition 2.1.1 (Processus stochastique) Un processus stochastique est une famille
X = (Xi)ier de variables aléatoires o valeur dans un espace mesurable (§2, F) est indéxée

par le temps t. Le paramétre du temps t variant dans I.
1. Sit five : Xy est un v.a définie sur (0, F) @ valeur dans (R%, B(R?)).

2. Siw five : X; appelé la trajectoire de (Xy),., associée a w.

Remarque 2.1.1

1. Si I C N, on dit que le processus a temp discret.

2. Si I C R, on dit que le processus a temp continue.

Définition 2.1.2 (Filtration) Une filtration F= (Fi)i>0 sur (2, F,P) est une famille

croissante de sous-tribus F : Fy C Fy C F pour tous

0<s<tdansT

16



Chapitre 2. Généralité sur le calcul stochastique et 'EDS

1. Le quadruplet (2, F, F= (F;)er, P) est appelé espace de probabilité filtré.

2. On dit que la filtration est naturelle (ou canonique) de processus X si

FX=0(X,,0<s<t), teT,

c’est la plus petite o-algébre par rapport a laquelle X, est mesurable pour tous

0<s<t.

3. On dit qu'une filtration F= (F;);er est continue & droite si

.,/tt-&- = ﬂsztfs = E

Définition 2.1.3 (Processus adapté) Un processus (Xi)icpor est dit adapté par rap-

port a F si pour tout t € T', X; est F;-mesurable.

Définition 2.1.4 (Processus a trajectoire continue) Un processus (X;) est a trajec-

toire continue ou simplement processus continue si

P({w € Q;t — Xi(w) est continue}) = 1.

Définition 2.1.5 (Processus progressivement mesurable) Un processus (X;)es est

dit progressivement mesurable par rapport a F st pour tout t € T" [’application
(s,w) — Xs(w) est mesurable sur [0,¢] x £ muni de la tribu produit B([0,t]) ® F;.

Définition 2.1.6 (Processus cadlag ) Un processus X est dit cadlag (continue & droite
et pourvu de limite & gauche ) si ses trajectoires sont continues & droite et prouvues de

limite a gauche pour presque tout w.

Remarque 2.1.2 Un processus progressivement mesurable est mesurable et adapté.

17
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Proposition 2.1.1 St X est un processus stochastique dont les trajectoires sont continués

a droite (ou a gauche), alors X est mesurable et progressivement mesurables s’il est de plus

adapté.
Définition 2.1.7 (Mouvement Brownien) on appelle F;-mouvement Brownien un pro-

cessus stochastique a valeurs réelles et a trajectoires continues qui vérifier :
(1) Pour tout t > 0, X; est Fi-mesurable.

(i) Sis<t,X,— X, estindépendant de la tribu Fs.

(1ii) Sis <t, laloi de Xy — X, est identique a celle de X; s — Xog = X;_.

Définition 2.1.8 (Mouvement Brownien standard) Soit X un processus stochastique,

on dit que X est un mouvement Brownien standard si :
Wo=0 P—p.s, E[W,] =0 et BW2 =t.

Dans ce cas la loi de X, est une loi normale.

Proposition 2.1.2 Soit W un mouvement Brownien Standard :
1. Pour tout t > 0, X, = tW1, alors (X;) est un MB.
2. Soit c réel positive (¢ > 0),on a Z; = cW , donc (Z;) est un mouvement Brownien.

3. Pour tout s > 0,{Wi1s — Wi}i>o est un mouvement Brownien indépendant de

o(Wy,u <s).

Théoreme 2.1.1 Un processus W est un mouvement Brownien ssi c’est un processus

Gaussien continue centré de fonction de covariance :
cov(Wy, W) = BE(W,W,) = s At = min(t, s).

Proposition 2.1.3 Soit W un MB alors presque stirement on a :

18
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— W n’est pas différentiable en aucun point t.

— W n’est pas a variation finie en aucun point t.

Définition 2.1.9 (Temp d’arrét) Une variable aléatoire T : Q) — R est un temp d’ar-

rét (par rapport a la filtration F = (F,)ier st pourt € T :

{r<t={weQ/1(w) <t} eF.

Définition 2.1.10 (Martingales) Un processus (My);>o est dit martingale si :
1. pour tout t > 0, M; est F,—adapté;
2. pour tout t > 0, M, est intégrable, i.e. BE(|M;|) < oo ;

3. pour tout s < t, B(M;/Fs) = Ms, P—p.s.

On définit de maniére similaire sur-martingale si (7i7) est remplacé par

E(M;/Fs) < Ms,, P—p.s.

Et sous-martingale si (7ii) est remplacé par

E(M;/Fs) > My, P —p.s.

Proposition 2.1.4 Soit (W,);>0 un mouvement Brownien
(i) W2 —t est une martingale.

(i) Pour tout o € R, exp(cW; — 0*L) est une martingale.

Remarque 2.1.3 Le mouvement Brownien standard (W;,t > 0) est une martingale par

rapport & sa filtration naturelle FP = o(W,, s < t).
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Théoreme 2.1.2 (Théoréme de représentation des martingales) Soit W, un mou-
vement Brownien sur un espace de probabilité filtré (0, F, F= (Fi)ier, P),et M; une mar-

tingale Fi-adapté. Alors, il existe un processus adapté Z, tel que :
t
M, = M(0) + / Z(s)dWs, P —p.s.
0

Définition 2.1.11 (Martingale local) Soit (M;):;>o un processus (F;)i>o-adapté o tra-
jectoire continue o droite. On dit que (My);>¢ est une martingale local s’il existe une suite
croissante de temps d’arrét {Tn}n21 telle que lim, o, 7, = 00, P — p.s. et pour tout n,

M™1, <o est une martingale.

Définition 2.1.12 (Variation finie, bornée et quadratique) Soit [0, T] un intervalle

etm,=0<t; <ty <..<t, =T, une subdivision de [0,T] de pas

Imalloe = max |6} = £,

On appelle variation infinitésimal d’ordre p d’un processus X indexé par [0,T] associé a

T, :
p

VE(m) = 3 [Xer = X,

i=1

St VE(m,) admet une limite dans (en un certain sens) lorsque |||l —n—oo 0 €t la limite
ne dépond pas de la subdivision choisie, on appelle Vi = limyjr, | —o0 VE(mn) variation

d’ordre p.
a) Sip=1, la limite V} est appelée vaiation totale de X

- SiVT, Vi est fini on dit que X est a variation finie.

- SiVT, V} est borné on dit que X est a variation finie.

b) Sip =2, la limite est appelée variation quadratique de X.
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2.2 Calcul d’Ito

2.2.1 Intégrale stochastique

Il s’agit d’une intégrale définie de fagon similaire a 'intégrale de Riemann comme limite
d’une somme de Riemann. Si on se donne un processus de Wiener (ou mouvement Brow-
nien), W : [0, 7] x  — R ainsi que z : [0,7] x © — R un processus stochastique adapté

a la filtration naturelle associée a W,, alors I'intégrale d’Ito

T n—1
/ ¢,dW est définie par la limite en moyenne quadratique de Z ¢i(Wy,, — Wa,).
0

i=0
Soit (£2, F,P) un espace probabilité et W; un mouvement Brownien sur cet espace, et la
filtration naturelle du mouvement Brownien F; = o(Ws, s < ).
I'objectif ¢’est définir I'intégrale f(f ¢,dW pour des processus ¢

1. Cas étagé

On dit ¢ est un processus étagé (ou élémentaire) s’il existe une suite de réels ¢;,
0 <ty <ty <..<t, et une suite de variable aléatoire ¢, telle que ¢; est F;.-mesurables

de carré intégrables ¢, = ¢; pour tout ¢ €|t;,t;,1], soit

n—1
¢5(w) = Z ¢i(w)1}ti,ti+ﬂ(8)'
1=0

On définit
00 n—1
/ ¢SdWs = Z ¢i(Wti+1 - Wtz)
0 =0

E Mmgﬁsdm] =0 et Var [/Oooqssdws} = [/Ooo¢§ds].

On sais que
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Alors
t n—1
/ ¢SdWS = Z ¢’i(Wti+1/\t - Wti/\t)'
0 i=0

2. Cas général

Soit I'ensemble £2(Q x R, ) des processus ¢ Fi-adaptés caglad (continus & gauche limite
a droite).

Si ¢ un meilleur processus, il existe (¢”) une suite de processus étagés telle que

B[ [ - oas] o

quand n tend vers oo.

Ainsi, pour tout ¢ > 0 il existe une v.a I;(¢) = [ ¢sdW, de carré intégrable.

E VOOO ngdWs} ~ 0.

) n—1
It(¢) = /(; AW = Z¢1(Wtz‘+1 - Wti)’
=0

On va montrer que

I;(¢) est gaussien, car (W;) est un processus gaussien alors

n—1
K [[t<¢)] =E Z¢i(Wti+1 - Wt7>] )
=0
n—1
=Y 6EW,,, — W),
i=0
= 0.
Comme E(W;,,, — W;,) = 0 car (W;,,, — IW,,) sont a acroissement indépendantes.

Pour montrer que

var[l;(¢)] = E UOOO gbids} :
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En effet, on a

var[l;(¢)] = E(It(¢)2) - E(It(¢))27
= E(]t(¢)2)7

_ = 2
o[ o]
n—1 2
<Z (bi(WtiJrl - Wtz)) )
=0

- 2(@)2]3 [(Wti-H o Wti)2] ’

1=0

= Z ¢z z+1 7

2.2.2 Propriétés d’intégrale stochastique

Il y’a quelque propriétés sur I'intégrale stochastique les plus important sont :

1. Linéairité :

t t t
/ (agy + bp?) dW, = a / GLdW, + b / P2dW,.
0 0 0

2. Additivité : pour 0 < s <u <t <T

t u t
/d)vde:/ ¢vde+/¢vde

3. Propriétés de martingale : pour tout processue ¢ les processus :

(=10 e =57 [ buds,
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sont des (F}") -martingale continues.
BI(1(0)~ Lo)? | 2] = B [ [t/ 7]

4. Si (z4)o<t<r est un processus Fi-adapté et E( fOT |z,]> ds) < 400, on a 'inégalité :

/\xs <4</ rxs!2ds>,
(o) | =2 (fser)

sup
0<t<T

5. Isométrie :

2.2.3 Processus d’Ito

Définition 2.2.1 (processus d’Itd) Un processus d’Ito est un processus de la forme

t t
X =X +/ Vsds +/ 0,dW, P —p.s,
0

0

avec Xy est Fo-mesurable, ¢ et 0 deux processus Fi-adapté vérifiant les conditions d’inté-
grabilité :

¢ t
/ lps| ds < 400 et / 10,]17 ds < +o0,
0 0

ot le coefficient ¢ est le drifte ou la dérivée et 0 est le coefficient de diffusion.

On note de maniére infinitésimale :

dX; = psds + 0;,dWs.
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2.2.4 Formule d’Ito6

Théoreme 2.2.1 (premiére formule d’It6) Soit f une fonction de R dans R, de classe

C? & dérivées bornées. Alors

f(Xy) = f(Xo) + /f s)dXs + = /f”

Théoreme 2.2.2 (deuxiéme formule d’It6) Soit f une fonction de C?, on a alors :

f(X)) = f(Xo) + /f gosds—i-/f )0, dW, + = /f” X,)0%ds.

La notation infinitésimale de cette relation est donc :

00 = PN+ g [ )

Remarque 2.2.1 La formule dIté s’énonce également dans le cas multidimentionnel (i.e

©(t), 0(t), W (t) sont des matrices)

FX0) = F0,X0) + [y fs (8, Xs) @uds + [ fo (5, X,) pods

+ %tr 057 1 (5. X () 0(3)] + Jifs (5, X,) 0,0,

Proposition 2.2.1 (Formule d’intégration par parties) Si X et Y sont des proces-

sus d’Ito, alors

t t
XY, = XYy + / X,dY, + / Y.dX, + (X,Y),.
0

0

Cette formule est connue sous le nom d’intégration par partie.
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2.3 Equation différentielle stochastique (EDS)

Une équation différentielle stochastique (EDS) est une perturbation de I’équation différen-
tielle ordinaire (EDO) avec un terme aléatoire modélisant un bruit autour de phénomeéne

déterministe, la parturbation la plus simple est I’ajout d’un Brownien.

Définition 2.3.1 Une équation différentielle stochastique (EDS) donnée par :

t t
Ty = x+/ b(s,zs)ds ~|—/ o(xs)dWs,
0 0

ou sous forme

dzy = b(t, z,)dt + o (t, 2,)dW, (2.1)

Tog =T,

ot {W;t > 0} est un mouvement Brownien d-dimensionnel. Le coefficient b(t,x;) est ap-

pelé dérive et le coefficient o(t, z,) de dW, est appelé terme de diffusion.

Pour trouver une solution (forte) a ’équation (2.1)) signifie trouver une processus stochas-

tique (x;) t > 0 continue F;-adapté qui vérifie :

1. Pour tout ¢ > 0, les intégrales fot b(s,xs)ds et fot o(s,xs)dW; sont bien définies :
t t
/ b(s, xs)|ds < +00 et / o (s, z5)[* ds < 400, P —p.s.
0 0

2. (x¢), t > 0 veérifie (2.1)) :

t t
=z —I—/ b(s,xs)ds +/ o(s,xs)dW,, P —p.s.
0 0

2.3.1 Existence et unicité

Le théoréme dessous donne les conditions suffisantes sur b et o pour avoir un résultat

’existence et I'unicité du solution de I’équation ([2.1)).
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Théoreme 2.3.1 (d’existence et d’unicité ) Si b et o sont des fonctions continues

telles qu’il existe k < 400 :
1. Conditons de lipschitz : |b(t,x) — b(t,y)| + |o(t,x) —o(t,y)| < k|x —y].
2. Conditons de coissance linéaire ; |b(t,xz) — o(t,x)| < k(1 + |z|).
3. B(z?) < +oo.

Alors : pour tout ¢ > 0 I’équation ([2.1)) admet solution unique dans [0, T']. D’autre part la
solution (x)o<s<r vérifie

B( sup |z,*) < +oc.

0<s<T

Preuve. a- Pour démontrer I'existence d’une solution forte, on définit 'espace S? par :

les processus progressivement mesurables tel que E( supy<,<p |#5|%) < +00 continue,
S? = o

c

1
muni de |z]| =E ([SUPogng |xs|2] ’ < +oo> :

Pour x € S? posons, pour tout ¢t € [0, 7]

t t
() :a:+/ b(s,xs)ds +/ o(s,xs)dWs,
0 0

le processus ¥ (z) est bien définie.et est continu si x € S2.
Soient = et y deux éléments de S? on utilisant le fait que (a + b)* < 2a* + 2b* on a pour

tout 0 <t <u<T,

2

+2 sup
0<t<u

2
| (x:) = W(y)* <2 sup

0<t<u

/0 (o(s,z5)ds — o(s,ys)) dWs

/0 (b(s,z5)ds — b(s,ys)) ds

En utilise les propriétés (4 et 5) de I'intégrale stochastique alors on obient

(/0 b(s, z2)ds — b(s, y,)| ds) 2]

+ 8E UO o (s, xs) — a(s,ys)|2ds] .

B | sup 19(a) - W0l | < 28

0<t<u o
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L’inégalité de Holder donne alors la majoration

B[ sup 100~ W] < 278 [ 605, ) — o, ]

0<t<u

#58 | [ lols.ads = als.p) s

Comme les fonction b et ¢ sont lipschiz

E {sup U (z;) — ‘If(yt)IQ] < 2k(T 4+ 4)E Uou sup |z —yt]2dr] . (2.2)

0<t<u 0<t<r

De plus, notant 0 le processus nul, on a, comme (a + b + ¢)? < 3(a® + b* + ¢?),

?

2 2
1T(0))° < 322+ 3SUpg< i<t ‘fot b(s, O)ds‘ + 3supg<i<r ‘f(f o(s,0)dWs

d’ot 'on tire en utilisant I'inégalité de Doob et la croussance linéaire de b et o,

E { sup |x11(0)|2] <3 (E(z®) + K°T? + AK°T) , (2.3)

0<t<T

Les estimations (2.2)) et (2.3) montrant alors que le processus ¥(z) appartient a S? dés
que = appartient a S2.

On définit alors par récurrence une suit de processus de S? en posant
1o=0, et, 2"t =W(2"), pour n > 0.

On obtient (£2.2)), pour tout n > 0 notant par C' a la place de 2k*(T + 4),

E [ sup ‘x"“ x?f] < T

{ sup || }
0<t<T 0<t<T
et notant D le majorant de l'inégalité (2.3,

C”T”

E | sup |z — 2] ‘
0<t<T
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Il résulte de cette derniere inégalité que

(CT)n/Z
<VvD— < .
2 o \Y4 71'

2
sup |x?+1 — mﬂ

0<t<T

2
sup }x?“ — x?}

0<t<T

D

n>0

ngz

n>0

L

Alors le série ) o Supy<i<r |xf+1 — xﬂ converge P — p.s et donc, P — p.s, " converge
uniformément sur [0, 7] vers un processus continue. De plus x € S%. On vérifier que z est
solution de I'EDS en passant a la limite dans la définition 2" = W (a™).

Si x et y deux solution de dans S? alors : © = U(x,) et y = U(y,). L'inégalité (2.1

alors donne pour tout u € [077],

E { sup |513t - yt|2} < 2K2(T+4)E {/ sup |xs - y8|2} dr,
0

0<t<u 0<t<r

le lemme de Gronwall donne

o, el =0

0<t<T

ce si implique que z et y sont indistinguables i.e. P(x; = 4,V0 <t <T). m
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Chapitre §.3
Principe du Maximum stochastique
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Chapitre 3

Principe du maximum stochastique

Dans ce chapitre, on va étudier le principe du maximum stochastique. Nous donnons
une formulation générale du probléme, puis nous établissons les conditions nécessaires et

suffisantes d’optimalité.

3.1 Formulation du probléme et hypothéses

Soit (Q, FAFiher ,]P’) un espace de probabilité tel que Fy contient P-nulle, Fr = F pour
un horizon temporel T arbitrairement fixe, et satisfait les condition habitulles. Supposons
que la filtration {F;}, - est génére par un brownien standard de dimension d. On note
par U ’ensmble de tout les controles admissibles. Tout élément y € R™ sera indentifie a
un vecteur de colonne avec n composantes, et la norme |y| = |z!| + ... + |2"|. Le produit
scalaire de deux vecteurs y et = quelconques sur R et noté par yz ou Y. y'az'. Pour
toute fonction h, on note par h, (resp. hy,) le gradient ou le Jacobien (resp.le Hessian) de

h par rapport a la variable .

Définition 3.1.1 Un controle admissible et un processus mesurable et adapté u : [0,T] x

Q — U, telle que E [fOTu (s) ds] < +00.
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On considere I'équation diffrentielle stochastique (EDS) suivante :
dy(t) =b(ty @), u(t))dt+o(ty(t),u(t))dB(?)
y(0) =y,

ou

b:[0, 7] x R" x U — R",

o:[0,T] x R* x U — R™¢,

sont des fonctions donnés.

Supposons que la fonction de cotit J (u) est de la forme

J(u)=E [/ Flby @) u®)dt+g )|, (3.2)

f:0,T] xR*"x U; — R,

g:R" = R.
Le probléme du controle stochastique est de trouver un controle optimale u € U telle que

J (@) = inf J (u). (3.3)

ueU

Soient les hypotheses suivantes sur les coefficients b, o, f, et g :

(H1) Les fonctions b, 0, et f sont différensiables en continue par rapport a (y,u), et g et

continuement différensiable en y.
(H2) Les dérivés by, by, 0y, 0y, fy, fu, €t g, sont continues en (y, u) et uniformement borné.
(H3) b, 0, f sont bornés par K1 (1 + |y| + |u|), et g est borné par K7 (1 + |y|), ou K7 > 0.
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On définit ’Hamiltonian H : [0, 7] x R" x U x R" x R"*¢ — R par

H (t,y,u,p,q) = f (t,y,u) +pb(t,y,u) + Y71 ¢ 0" (ty,u), (3.4)

ol ¢/ et 07 pour j = 1,..,n, est la j™¢ colonne de la matrice g et o respectivement.
Soit © un controle optimal et ¥y est la trajectoire optimale correspondante. On considére
une paire (p,q) de processus adaptés de carrés intégrables associés a u, a valeurs dans

R"™ x R™*? telle que

dp(t) = —Hy,(t,y(t),u(t),p(t),q()di+q(t)dB(t),
p(T) = g,y ().

3.2 Conditions nécessaires d’optimalité

Le but de cette section est de trouver les conditions nécessaires d’optimalité vérifiées
par le controle optimal sachant que la solution existe. L’idée est d’utiliser une perturbation
convexe sur le controle optimal, conjointement avec quelques estimations de la trajectoire
et des performances de I'état fonctionnel, et en tendant les perturbations vers zéro, on
obtient, ainsi une certaine inégalité, et par le théoreme de resprésentation des martingale

on peut énoncer le principe du maximum stochastique.

Théoreme 3.2.1 (Conditions nécessaires d’optimalité ) Soit u un contréle optimal

qui minimise la performance fonctionnelle J surU, et soit y la trajectoire optimale corres-
pondante, alors il existe un processus adapté (p,q) € L2 (([0,T];R"™)) x L2 (([0, T ;R”Xd))

qui est la solution unique de I’EDSR , telle que pour tout v € U

H, (6,5 (). (6),p(6),q () (b — (1) <0, P—as.

Pour démontrer le théoréeme on présente ce qui suit :
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3.3 Equation variationnelle

Soit v € U telle que (u + v) € U, la condition de convexité du domaine de controle assure
que pour tout € € (0,1) le controle (u + v) est également en U. On note y° la solution de
EDS (3.1]) correspond au controle (u + v), puis par les arguments standards du calcul, il

est facile de vérifier le résultat de convergence suivante :

Lemme 3.3.1 D’aprés l'hypothése (H1), nous avons

limlE

e—0

sup [y° (£) — @(t)|2] =0. (3.6)

te€[0,7)

sup [y (1) — 5 (¢)|”
te[0,7

E

<K/
T€[0,s]
+ K&? /]E
0

et d’aprés la définition [3.1.1] et le lemme de Gronwall, le résultat suit immédiatement en

Preuve. Par I'inégalité de Burkholder-Davis-Gundy, on obtient
sup [ (r) — @(r)ﬁ] ds (3.7)

rel0,s]

sup |v (r)|2] ds) : (3.8)

laissant ¢ aller & zéro. m

On définit le processus z (t) = 2"

dz(t) = {b, (t,Z2(), @ () 2 (1) + bu (£, G (t) T (1) v (¢)} dt
20 (LT a@) 2 (0 + oy (LT T v (O} dB (1), (39)
z(0) =0

A partir de (H2) et la définition [3.1.1} on peut trouver une solution unique z qui résout

I'équation variation (3.9)), et 1’estimation suivante est valable.

Lemme 3.3.2 D’aprés Uhypothése (H1), nous avons

lim M — 2 (1) o (3.10)
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Preuve. On pose

On note par y** (t) =y (t) + pe (I (t) + 2 (t)), et w* (t) = u (t) + pev (t). Ensuite, nous

avons immeédiatement que I'* (0) = 0 et I (¢) vérifier 'EDS suivante

0 () = {2 00 ()0 (0) = b (8,703 (0)

— (oy (6,7 (), u(t)) 2 () + ou (6,7 (1), u (t)) v (2))} dB (t).

Comme les dérivées des coefficients sont bornées et a partir de la définition [3.1.1], il est

facile de vérifier par I'inégalité de Gronwall que

2

BT (O < KB [ | [ b (50 (5) 0 () I ()| ds + KE|* (0

t
+KE/
0

ou p° (t) est donner par

2

/0 oy (s,y" (s),u* (s)) ¢ (s)dul| ds,
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b [ 600 ()2 ) s
b [ b 60 (9) 09 s
# [ e )00 )2 0) s )
v t / (5,47 (5), 0 (3)) 0 (5) dpud B s).

Puisque b,, 0, sont bornés, alors
t
BIE () < MB [ [1° () ds + MB|* ()
0

ol M est une constante dépondant de la constante K et T. D’apres le lemme |3.3.2, on a
lin(lJp‘E (t) = 0. Par le lemme de Gronwall et en laissant ¢ aller & 0, on obtient le résultat
E—

demandé. m

3.4 Inégalité variationnelle

Soit @ est la solution de I’équation linéaire suivante :

d . .
dq)s,t = by (t7 ?/J(t) ) u (t)) q)s,tdt + Zo-gj; (t7 @\(t) ) u (t)) ¢57tdBJ (t) ’
=

J
(I)s,s = Idu

ou I, est la matrice d’identité n x n, cette équation est linéaire avec des coefficients bornées,
de plus elle admet une solution unique.

D’apés la formule d’Itd6 nous pouvons vérifié que d (®,,:V,,) = 0, et @, ¥y, = Iy, on ¥
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est la solution de I’équation suivant

¢

dUs, =T, {by (t,g(t),u(t) — éag (t,7(t),a(t) o) (t,y(t) ,a(t))} dt

- S} (65(0) .7 0) 4B (1),

\I}ss = [d7

\ )

donc ¥ = &~ ! si s =0 en écrit simplement Doy = Dy, et Wy, = V. Par 'intégration par
partie, nous pouvons voir que la solution de 1’équation (3.9) est données par z (t) = ®;n;,

ou 7; est la solution de ’équation différentielle stochastique

(

diy =W {bu &,y (), ut)v(t) - éai (t,7(t),u (1) oy, (1,7 (1), w () v (t)} dt

d
+ 2 Wod (¢, oy, up) v (8) dBY (1),

Jj=1

\ T]O :0’

Maintenant, on introduir la perturbation convexe suivante du controle optimal & par

u® = U+ ev, (3.11)

pour tout v € U, et € € (0, 1).
D’apres 'optimalité du controle u, alors e~ (J (u®) — J (@)) > 0. Donc, on a
lime™* (J (uf) — J (u)) > 0. (3.12)

e—0

Le reste est consacré au calcul de la limite ci-dessus.
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Lemme 3.4.1 Sous l’hypothése (H1), on a :

I =lime ' (J (vf) — J (Q))

e—0

:E{/O (£, (5,7 (), (5)) 2 (s) + fu (5,7 (s),0(s)v(s)}ds + g, G (T)) z(T)| .

(3.13)

Preuve. On a

et (J (uf) — J ()
—F {/0 /0 {fy (5,9 (5) , 0" (8)) 2 () + fu (5,4 (), u"< (s)) v (s)} dpds

4 / gy (W= (1)) = (T) dp| + 57 (1)

ou

pe(t) =E {/OT /01 Ty (5,97° (s),u () % (s) duds + /01 gy (Y (T) T2 (T) dp|

D’apres le lemme |3.3.2} et comme les dérivées f,, f., et g, sont bornées, on a 111%65 (t) =0.
£—

En remplagant par z (t) = @ dans (3.13), cela conduit a

I-B [ | U636 T 6D 0+ £ (5,76, T ) v () ds g, @(T))‘PTHT} |

Considérons la martingale continue et de carré intégrable suivante

M) =E UOTfy (5,5(5) 7 (5)) Duds + g, (7 (T)) By m] |

Par le théoréeme de représentation des martingales, il existe () = (Ql, e Qd) ou Q7 € 1.2
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pour j =1,...,d,

T d t
MW =8| [ 6506 3 0) 0+, GO) 2]+ Y [ Q068 (5.
0 =1 o
Nous introduisons un peu plus de notation, on note

§®=M@—AQ@W%WW®w

Les processus adjoints défini par
(3.14)

Théoreme 3.4.1 Sous I’hypothése (H1), on a

I=F

/0 {fu (5,5 (5),u(s)) +p(5)bu(s,y(s),ul(s)) + éqjai (saﬁ(S)ﬁ(S))}] :

J

Preuve. A partir de la formule d’intégration par partie, et en utilisant la définition de

p(t),q’ (t) pour j = 1,...d, on vérifie facilement que

Ely(T)n(T)] =E

A {p@wu@@@nﬂu@»+§¥w@omay@»a@»}v@wﬁ
—Aﬁ@@@ﬁ@M@w

De plus

IZE{y(T)n(TH/O fy<8,z7(5)ﬁ(8))<1>mtdt+/0 fu(s,5(s),u(s))v(t)dt|,
(3.16)

en remplacant (3.15) dans (3.16)), cela complete la preuve. m
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3.5 Conditions suffissantes d’optimalité

Théoreme 3.5.1 Soit u un contréle admissible, notons y le processus d’état controlé as-
socié, et soit (p,q) une solution d” EDSR (3.5).

Supposons que :

1-H(t,y,u,p(t),q(t)) et g sont des fonctions concaves.

2- Pour tout t € [0,T],

H(t,y (1), u(t),p),q(t) = nfH ({5 {),ud),pt),q(t)), (3.17)

uelU

alors uw est un controle optimal.

Preuve. Nous considérons la différence

Bl (5(T)) — g (s (T))] =BG (T) -y (T)) g, 3 (T))
_EBIG(T) - y(T))p(T)]
—E[/ @0 -y + [ p(t)d(y(t)—ya))}
+5| [ £ 0 0.50.30) = (ty6).u () 2 0 dt]
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D’autre part le processus

E UO {p@®) (@ ty),u()—olty®),ut)+HE) —y)q(t)}dB (t)]

est une martingale locale continue pour tout 0 < ¢ < T, et d’apres que (p, ¢) € L2 (([0, T] ; R™))x
L2 (([0, T] ;R”Xd)) , on déduit que les intégrales stochastiques par rapport aux martingales

locales ont une espérance nulle. Par la concavité du Hamiltonien H, on obtient

Elg(5(T)) - g (y(T))] > —E [/ (450 (1) p (1) (1)) — H (6. () (6) p (1) q (£))) dt
‘B [/ p (1) (b(t@(tm(t))—b<t,y<t>,u<t>>>dt]
*EU <a<t,§<t>,a<t>>—a(@y(t%u(f)))q(t)dt].

Par la définition d’Hamiltonien H, on obtient
J(u) = J(u) =0,

alors U est un controle optimal. m
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Conclusion

Dans ce mémoire, nous avons étudié le principe du maximum stochastique pour un
systéme gouverné par une equation différentielle stochastique (EDS). Nous avons
commencé par étudié ’espérence conditionnelle et ses propriétés. D’autre part on a étudié
la théorie du calcul stochastique qui nous permet de définir les équations différentielles
stochastiques EDSs. Finalement, nous avons étudié les conditions nécessaires et suffisantes

d’optimalité satisfaites par ce controle.
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Annexe A : Abréviations et

Notations

Les différentes abréviations et notations utilisées tout au long de ce mémoire sont expli-

quées ci-dessous :

(Q,F,P) Espace de probabilité.
(,F, (Fe)epor): P) Espace de probabilité filtré.
EDS Equation différentielle stochastique.
EDSR Equation différentielle stochastique retrograde
B(R) Tribu Borélienne sur R
b la derivé (drift)
o Terme de diffusion.
U L’ensemble des controles admissibles.
J(+) La fonction de coft.
u controle optimal.
H(t, X, u,p,q,r) L’Hamiltonian.
p(t) Processus adjoint.
P—p-—s. Presque stirment pour lamesure de probabilité P.
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