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Introduction

L’analyse complexe est 'une des branches les plus intéressantes des mathématiques. Elle ouvre
des horizons a plusieurs concepts dans d’autres domaines des mathématiques.L.’analyse complexe
donne une excellente introduction aux mathématiques contemporaines en raison de sa polyvalence,
de sa combinaison de concepts d’ingénierie et d’analyse et de la facilité de ses résultats.LL’un des
principaux objectifs de cet article est de prouver une théorie similaire a l'intégration linéaire des
fonctions analytiques dans le plan complexe, elle apparait a premiére vue, C’est un travail difficile,
car il existe un nombre illimité de courbes reliant deux points, mais la preuve est facile et les
applications sont trés utiles.Ce sujet est étudié dans le cadre de la variable réelle, mais il prend

des dimensions importantes lorsqu’il est étudié dans le cadre de la variable complexe

Le premier chapitre contient des définitions et des concepts élémentaires en nombres et fonctions
complexes telles que les opérations algébriques, la continuité et la différenciabilités.

Le deuxiéme chapitre contient une intégration complexe et des théories importantes dans le calcul
de l'intégration

Le troisieme chapitre contient les séries(taylor et laurent), les points singuliers et la théorie des
résidus

A la fin de ce chapitre, nous avons discuté de certaines applications de I'intégration complexe dans

le domaine des mathématiques



Chapitre 1

Rappels et préliminaires

Le premier a introduire des nombres complexes est "Gerolamo" dans un article important pour
résoudre les équations du troisiéme et quatrieme degré en 1545 avec le titre "ans megna" .Les
quantités artificielles de Cardano ont été négligées par la plupart des mathématiciens jusqu’a
ce que le mathématicien "carl fridrich" vienne Donner le nom actuel des nombres complexes et
utilisez-les pour prouver la théorie de base de I'algebre qui stipule que tout polynéme qui n’est pas

constant a au moins une solution.

1.1 Rappels sur les nombres complexes

1.1.1 L’ensemble des nombres complexes :

Définition 1.1.1 Un nombre complexe est un couple (a,b) € R*que l’on notera a + ib .1l n'existe
pas de nombre réel x qui soit solution de l’équation algébrique 2> +1 = 0. On a introduit I’ensemble

des nombres complexes pour donner des solutions a cette équation et a des équations semblables.

Nous pouvons considérer un nombre complexe comme étant de la forme

a + b, ou a et b sont réels et i, appelé 'unité imaginaire, a la propriété
i? = —1.Si z=a+1b, alors a est appelée la partie réelle de z et b la partie imaginaire de z , ces

parties réelle et imaginaire sont respectivement notées Re{z) et Im{z). Le symbole z qui représente
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n’importe quel élément de ’ensemble des nombres complexes est appelé une variable complexe . Le
nombre complexe conjugué,d’un nombre complexe a + ib,est a — ib. Le nombre complexe conjugué

de z est souvent noté z ou z*.

Opérations fondamentales sur les nombres complexes : En effectuant des opérations avec
des nombres complexes nous pouvons procéder de méme que dans ’algébre des nombres réels en
remplacant i par —1

1. Addition

(a+bi)+ (c+di)=a+bi+c+di=(a+c)+ (b+d)i

2. Soustraction

(a+1ib) — (c+id) =a+ib—c—id = (a —c)+i(b—d)

3. Multiplication

(a +ib)(c + id) = ac + iad + ibc — bd = (ac — bd) + i(ad + be)

4. Division

a+ib  (a+ib)(c—id) ac+bd  bc—ad

crid (c—id(c—id) C+E  EiE

pour tout z € C déffirent de 1

1 — Zn+1

l4z+22 422+ 42" =—"—
1—-2

La preuve est simple : notons S = 1 + z + 2% + ...2", alors en développant S - (1 — z) presque tous

les termes se télescopent et 1’on trouve

S-(1—2)=1-—z""
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Il n’y pas d’ordre naturel sur C, il ne faut donc jamais écrire z > 0 ou z < 2/

Valeur absolue La valeur absolue ou module d’'un nombre complexe a + ib est définie par

la + ib] = Va? + b?

representation graphique des nombres complexes Un nombre complexe x+1y pouvant étre
considéré comme un couple ordonné de nombres réels, nous pouvons représenter de tels nombres

par des points d’un plan des xy appelé plan complexe.regardez la figure 1-1

"P(3,4)

"Q(-5,39)

T(2,5,0)
S = e O 1 2 3 s X

.

R(—2,5,—15) =

fig.1-1

1.2 Argument et trigonométrie

1.2.1 Argument :

Pour tout z € C* = C — {0},un nombre # € R tel que z = |z|(cos @ + isin ) est argument de z et

noté 0 = arg(z) .Voir la figure (fig.1-2)
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Cet argument est défini module 27. On peut imposer a cet argument d’étre unique si on rajoute

la condition 0 €] -, 7.

1.3 representation polaire

Définition 1.3.1 Si P désigne un point du plan complexe correspondant

au nombre complexe (z,y) ou x + iy, nous voyons d’aprés

la Fig. 1.3 que

b

P, )
-
E2
a
x e = x
3
Fig. 1-3

x =rcosd y=rsind
our = /a2 +y? = |z +iy | est appelé le module ou la valeur absolue dez = = + iy [noté mod z

ou |z|] , et 6 appelé 'amplitude ou 'argument de z = x + iy [noté argz] X'OX
est ’angle que fait le vecteur OP avec le demi-axe positif OX.

On en tire

z =+ iy = r(cosh + isinf)

qui est appelée la forme polaire du nombre complexe,r et

0 étant les coordonnées polaires

1.3.1 Formule de moivre

si z1=x1 + iy1 = 11(cosOy + isinby) et zo = xg + iys = T9(cos0s + isinbs)

5
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2122 = T17’2{COS<91 + 92) + zsm(@l + 92)}
= :—;{cos(@l —0y) +isin(0; — 0s)}

22

2" = r™(cos nf + sin nh)

1.4 Ensembles dans le plan complexe

Avec T'identification de C 4 R?, le module d’un nombre complexe z =  + iy ,|z| = /22 + 12

correspond & la norme euclidienne de R? Elle fait de C un espace normé, la distance entre deux

nombres complexes est ainsi d(z; 22) = |22 — 21|

Les concepts de convergence, limites, convergence uniforme, ensembles ouverts et fermés, compa-

cité, ....... , sont les mémes qu’en topologie

Soit r > 0,z € C

1- On appelle disque ouvert de centre zy et de rayon r, ’ensemble
D(zg,7) ={2 € C/|z — 2| <1}

2- On appelle disque fermé de centre zg,et de rayon r, ’ensemble

D(zo,7) ={2€ C/|z — 2| <r}

2- On appelle cercle de centre zg,et de rayon r, ’ensemble

C(z0,7) ={2€C/|z — 2| =1}

Définition 1.4.1 Une partie w € C est dite ouverte si et seulement si pour tout point z, il existe

un disque ouvert centré en z et tout entier inclus dans w

- On dit que 7y appartient a l'interieur de la partie D C C, si et seulement si, il existe un ouvert

w tel que zp € w C D, Et on note zy € Int (D)
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- Soit a € C, une partie v de C est un voisinage de a si et seulement si v contient un ouvert

contenant a ,L’ensemble des voisinages de a est noté V' (a) :
- Une partie A de C est un voisinage de oo si et seulement son complémentaire est borné.
- Une partie est dite fermée si son complémentaire est un ouvert.

Un ouvert est un voisinage de chacun de ses points.
Remarque 1.4.1 Notion de connexité

La notion de connexité est une notion trés importante,intuitivement un ensemble connexe est un

ensemble " d’un seul tenant"
Définition 1.4.2 (conneze)

-Un sous-ensemble U de C est connexe si deux points quelconques de U peuvent étre rejoints par

une ligne polygonale incluse dans U.

Si de plus U est ouvert alors il est appelé domaine.Voir la figure ci-dessous

D

U est simplement U est doublement U n’est pas
connexe connexe connexe

- Soit (€2, d) un espace métrique, on dit que ) est connexe si et seulement si les seuls ensembles a

la fois ouverts et fermés de (€2, d) sont € et ¢

Définition 1.4.3 ( Connexité par arcs ) Soit (2, d) un espace métrique, on dit que Q est conneze

par arc si et seulement si pour tout (r1,2) € Q2,il existe v € C°([0,1], ) tel que

7(0) = zyet y(1) = a9

Tout espace métrique connexe par arc est connexe.

7
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Définition 1.4.4 ( Domaine )

On appelle domaine de C toute partie D non vide, ouverte et connexe du plan complexe.

1.5 Fonction d’une variable complexe
Définition 1.5.1

On dit q’une fonction w = f (z ) est définie dans un domaine D de C, si a chaque point z € C,
on associe une ( la fonction est alors uniforme ) ou plusieurs ( la fonction est dite multiforme )
valeurs de w

Soient §2 et 0/ deux ensembles de C, soit f :£2 — €' une fonction complexe. nous pouvons ainsi
identifier z = z + iy € Q avec (z; y)€ R* et f (2 ) € WV, avec (u(z,y),v(z,y)) € R? et arriver a

deux fonctions réelles u (z, y) , v (z, y) de deux variables réelles x et y telles que

f(2) = flz+iy) = u (2,y) + i v(z,y)
Exemple 1.5.1 w = 2?

on pose z = x + iy et 'on obtient
w=2*=(z+1iy)* = (22 —y?) +i(2zy)

donc u(z,y) = 2* — y? et v(z,y) = 2y

1.5.1 Limite et continuité des fonctions complexes

1.5.2 Limite

Soit f : Q — C , telle que f est définie au voisinage de zy sauf, peut étre en z5. On définit la

limite de f quand z tend vers zg, et on écrit :lim f(z) = wp , si et seulement si

z—20

Ve>0,30>0,V2€Q:[0<|z— 2| <0 = |f(z) —wo| <€

Montrer que : im% = %

Z—12
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onaVzeC:|f(z) —wo| =2 —L=]i(z-1)|=3]z—1|<e = [z—1] <2

Donc, il suffit prendre § = 2¢

1.5.3 Continuitée

-La fonction f(z) est dite continue au point zy ssi :

lim f(20) = f(20)

z—20

Pour que f(z) soit continue au point zp, il faut et il suffit que les fonctions u(z, y)
et v(z,y) solent continues au point (xg, yo).

La fonction f(z) est dite continue dans un domaine D si elle est continue en

chaque point de ce domaine.

-Soit 2 C C un ensemble, zy € €2 un de ses points et f : {2 — C une fonction. Les énonces suivants
sont alors équivalents :

1)- Pour toute suite {z,},en de points de

[nl_igfloozn = 2| = [nll)ffwf(zn) = f(20)]

2)- A chaque £ > 0 correspond § > 0, tels que

[z€Qet |z— 20| <] = [|f(2) — 20| < €]

Lorsqu'’ils sont satisfaits, la fonctions f est dite continue en 2, Si elle est continue en chaque points
zo € ; on dit que f est continue sur €2

- Une fonction complexe est continue si et seulement si ses parties réelle et imaginaire le sont.

- Ainsi sommes, différences, produits, quotients et compositions de fonctions continues ( lors-

qu’elles sont définies) sont des fonctions continues.
- Toute limite uniforme de fonctions continues est une fonction continue

Le nombre 6 dans la définition précédente dépend a la fois de zy et de ¢, S’il peut étre choisi

indépendamment de zy € €2, on dit que f est uniformément continue sur €2
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1.5.4 Fonction holomorphe

En analyse complexe, une fonction holomorphe est une fonction a valeurs complexes, définie et
dérivable en tout point d’un sous-ensemble ouvert du plan complexe C.Cette condition est beau-
coup plus forte que la dérivabilité réelle. Elle entraine (via la théorie de Cauchy) que la fonction
est analytique : elle est indéfiniment dérivable et est égale au voisinage de tout point de I'ouvert
a la somme de sa série de Taylor. Un fait remarquable en découle : les notions de fonction analy-
tique complexe et de fonction holomorphe coincident. Pour cette raison, les fonctions holomorphes

constituent le pilier central de 1’analyse complexe.

-Soit 2 un ouvert de C, Une fonction f : {2 — C est dite holomorphe sur €2; si elle est C dérivable

sur 2 en tout point de €. On note par H(£2) I'espace des fonctions holomorphes sur {2

-Soit A une partie de C.Une fonction f : A — C est dite holomorphe sur A s’il existe un ouvert €2

de C contenant A, sur le quel la fonction f est définie et elle est holomorphe.

1.5.5 Dérivabilité au sens complexe

Soit zg € C et f une fonction définie sur un voisinage de zy et & valeurs dans C, on dit que f est

dérivable (au sens complexe) ou holomorphe en zj si la limite existe dans C et elle est unique.

lim £(&)=f(z0)
z—zg TR0 )
De méme  lim £&oen)=f(z0)
—0 h
et dans ce cas on 'appelle dérivée de f en zp et 'on note f/(zp) ou Z_J;( 20)

Si f est C dérivable en un point zp = (x¢ + i) , alors f considérée comme fonction de deux

variables est différentiable

en (Zo, Yo)

1.6 Equations de Cauchy-Riemann

Une fonction complexe, peut étre vue comme une fonction de deux variables réelles.Le probléme

de la dérivation peut étre abordé de différentes maniéres : via la fonction d’accroissement,la diffé-

10
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rentielle et les dérivées partielles.La question qui se pose est la suivante :

Quels sont les liens entre ces différents éléments 7, peut-on exprimer des conditions simples per-

mettant d’assurer la C— dérivabilité en un point zq
Soient © un ouvert de R?, f une fonction de Q dans C et (z, yo)€

On dit que f admet en (x¢ yo) une dérivée partielle suivant la variable x (resp. suivant la variable
y ),si Papplication : © — f (z, yo)( resp. y — f(xo, y ) est dérivable au point xg(resp. au point yo)
Et on écrit :

%(1’07%) = lim %ﬁémoyo)

ox P

g 3 ) )
w0 yo) = lm Lo flzote)

1.6.1 Conditions de Cauchy-Riemann
Conditions nécessaires de dérivabilitée

La définition de la dérivée au point z peut se réecrire sous la forme

lim {&)=f(z0) _ F1(z0)

2570 z—20

La limite de ce rapport doit étre indépendante de la facon dont la quantité complexe h = s + it
tend vers zéro. Si on prend h = s réel, alors la partie imaginaire ¢ de h reste nulle, et la dérivée

devient une dérivée partielle par rapport a x. Donc,

on a :
f’(Z) _ hn(l)U(:z:+s,y)+iV(x+s,Sy)fU(a:,y)fiV(ac,y) _ lin(l)U(ers,y)fU(x,y)tiV(ers,y)fiV(x,y)
U v of

~or or ~ on

De méme, si h = it est imaginaire pur, on a :

f/(z) — hm f(z+lt)_f(z) — hmU(m,y—&—t)—&—iV(m,y—&—'t)—U(m,y)—iV(m,y)
it—0 it t—0 it

on multiplier et divisée sur (—i)

lim =Y @y tt)+V (et y+t) +il(@y) =V(ey) _ iy VEtytt) =Viey)—ilU(zy+t)+iU(z,y)
t - i
t—0 t—0

11
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V(zt+y+t)-V(z,y) Z»U(a:,y+t)fU(x,y) _ v Z'B_U — —Z(%)

TS0 t t Oy Oy Oy

Si f'(z) existe,f(z) doit satisfaire I’équation aux dérivées partielles

qui équivaut aux deux équations aux dérivées partielles réelles :

ou _ ov
{8? 87(’% }elles sont les équations aux dérivées partielles de Cauchy-Riemann,qui doivent étre

9y oz
satisfaites par les parties réelle et imaginaire de toute fonction holomorphe. Ce sont des conditions

nécessaires pour 1’éxistence de la dérivée d’une fonction f en un point. Elles peuvent donc étre

utilisées pour localiser les points ou f ne posséde pas de dérivée.

Conditions suffisantes de dérivabilitée

Inversement, si u(x,y) et v(z,y) sont différentiables, on a
u(w + s,y +1) —u(z,y) = §&s + §4 + alh|

v(@ + s,y +1) —v(z,y) = §s + Gt + Blh

ou « et [ tendent vers zéro avec h = s + it. Alors on a
flz4h) = f(2) = Ges + Gut +i(Ges + 34t) +nlhl
oun = « +if . En utilisant les conditions de Cauchy-Riemann on obtient
flz+h) = f(2) = (5 +igh)(s +it) +nlh|
s Ou - v
ou 7 +1i5,
est un nombre bien défini, indépendant de h, et ol 1 tend vers zéro avec h. Ona donc :
i fEHh)—f(2) _ du | v
Im S=5=25 = 5 + 15

Cette limite est bien définie. La dérivée f(z,) existe.

Les conditions de Cauchy-Riemann ne sont que des conditions nécessaires pour la dérivabilité des
fonctions, c-a-d : il existe des fonctions qui admettent des dérivées partielles vérifiant les équations

de Cauchy-Riemann sans étre C dérivables.

12



Chapitre 1. Les fonctions analytiques

1.7 Fonctions analytiques

Soit €2 un ouvert de C, et soit f une fonction de dans C,0On dit que f est analytique en un point
zo € €, si elle est développable en série entiére au voisinage de zg, c-a-d il existe r > 0 et une suite

(an)nen € C tels que D (zo,7) et

o0

f(Z) = Z an(z - Zo)n ,VZ € D(Z[)?T)
n=0
- Et on dit que f est analytique sur 2 si elle est analytique en tout poit de (2

-Le terme analytique (plus employée par les physiciens que le terme holomorphe) est un synonyme

du terme holomorphe.

Il découle de ce nous avons vu précédement que :

- Une fonction analytique est indéfiniment dérivable.

- Le developpement en série entiére de f en 2, coincide avec son développement de Taylor.

- Les dérivées successives d’une fonction analytique sont aussi analytiques.

1.8 Fonctions harmoniques

Définition 1.8.1 Une fonction f(x,y) est appelée harmonique dans un domaine , si elle pos-
séde,dans ce domaine, des dérivées partielles continues d’ordre deux et s’elle satisfait a l’équation

de Laplace

A(f) =G+ G5E=0

Ox2 Oy?

Proposition 1.8.1 Soit f : 2 — C une fonction holomorphe sur un ouvert , telle que f = u—+iv :

Siu et v sont de classe C%, alors pour tout (x,y) € Q ,on a

Au(x,y):%—kg%:O

Av(z,y) = %—1—%2’ =0
Exemple 1.8.1 Montrer que U est harmonique

13
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tel que U(z,y) = 2% + 22 — y?

22U _
oy? 2

Ulz,y) = 2>+ 22—y =

Oz2

AU(w,y) = 55+ 55 =0

donc U est harmonique

1.9 Fonction exponentielle

La fonction exponentielle est définie par la relation :

62:

= e”(cosy +isiny)
Pour z = x réel, cette définition coincide avec la définition ordinaire. De plus, la

fonction ainsi définie est partout analytique, puisqu’en chaque point du plan les

conditions de Cauchy-Riemann sont vérifiées, et que les parties réelle et imaginaire de e* sont

différentiables.

La formule connue de dérivation (e*)/ = e* est conservée. La propriété fondamentale d’addition de

la fonction exponentielle e*1e*2 = 1122

est également conservée.

e La fonction exponentielle ne s’annule pour aucune valeur complexe z = x + iy. En effet, |e*| =
e* >0

La fonction exponentielle d’une variable complexe posséde aussi une propriété spécifique : elle est

périodique de période fondamentale purement imaginaire 277 . En effet, pour tout nombre entier

k,on a exp (z + 2wki) = expz

1.10 Fonctions trigonométriques

On définit les fonctions sinus et cosinus d’une variable complexe z par les

formules :

14



Chapitre 1. Les fonctions analytiques

etz _e— iz

2¢

elz+e—lz

3 , sin 2z =

cos z =
Les fonctions sinus et cosinus sont des fonctions entiéres, puisqu’elles sont des

combinaisons linéeaires des fonctions entiéres ¢ et e %*. On a :

disinz = COS 2
4

,%cosz = —sinz

Les fonctions sinz et cosz ne sont pas bornées en valeur absolue (au contraire de sinx et cosz pour
x réel)

Les zéros des fonctions sinus et cosinus sont tous réels. Les zéros de sinz

sont les nombres z = nw , (n = 0,£1,+2,...). Les zéros de cosz sont les nombres

2=+, (n=0%1,%2,..).

Les autres fonctions trigonométriques sont définies a ’aide des fonctions

sinus et cosinus par les relations usuelles :

sin z
cos z

cos z
sin z

tgz = , cot gz =

1.10.1 Fonctions hyperboliques

Les fonctions sinus hyperbolique et cosinus hyperbolique sont définies par :

__ ef—e”* __ e*+e”
shz = “—— ,chz = —5—

Fonctions élémentaires

Ce sont des fonctions entiéres.

Les fonctions sinus et cosinus hyperboliques sont étroitement reliées aux
fonctions trigonométriques :

—ish(iz) = sinz , —isin(iz) = shz

ch(iz) = cosz , cos(iz) = chz.
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Chapitre 1. Les fonctions analytiques

1.11 La fonction logarithme et ses branches

-Soit logr le logarithme naturel d’un nombre réel positif r. On définit le logarithme d’une variable
complexe non nulle z = re®

par ’équation :

logz =1Inr+i6

Autrement dit, on a :

logz=1In|z| +iargz, 2 #0

le symbole argz désigne une détermination arbitraire de I'argument de z. Ainsi, chaque nombre
complexe z # 0 posséde un ensemble infini de logarithmes. Le logarithme est donc une fonction a
une infinité de déterminations. Sa partie réelle est définie de maniére unique, sa partie imaginaire

a un terme additif multiple de 27 prés.

-La détermination principale de logz est donnée par

logz =1Inr +i6

soit

log z = log |z| + iArgz ;2 # 0, —1 < Argz <,

ou Argz est la détermination principale de argz. La fonction Logz est univaluée.

On peut montrer, en utilisant les conditions de Cauchy-Riemann, que la fonction Logz est ana-
lytique dans le domaine r > 0, —7 < 6 < 7,constitué de tous les points du plan sauf z = 0 et le

demi-axe réel négatif. La fonction Logz n’est pas
continue,et donc pas analytique dans tout son domaine de définition

r > 0,—7 < # < m,mais seulement dans le domaine » > 0,—7 < 6 < w.Dans le domaine

16
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d’analyticité,on a :

d 1
—logz=—,]z| >0, -7 < Argz <.
dz z

-On aurait pu tout autant définir une fonction :

logz = logr +i0,r > 0,0 < 0 < a + 27

Une branche d’une fonction multivaluée f est une fonction univaluée F' qui
est analytique dans un domaine dans lequel la valeur F'(z) est I'une des valeurs
f(2). La fonction Logz, restreinte au domaine r > 0, —7 < 0 < 7, est une
branche de la fonction logarithme . Cette branche est appelée la branche
principale. Chaque point du demi-axe réel négatif, aussi bien que 'origine, est

un point singulier de la branche principale de la fonction logarithme. Le demi-axe réel négatif est la
coupure de la branche principale, une coupure étant par définition une ligne, constituée de points
singuliers, introduite de maniére & définir une branche d’une fonction multivaluée. La demi-droite
0 = « est la coupure pour la branche de la fonction logarithme. Un point singulier commun &
toutes les coupures pour une fonction multivaluee est appelée un point de branchement.l’origine

est un point de branchement pour la fonction logarithme.

17
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Intégration complexe

2.1 Introduction

L’intégration est un sujet important et utile dans les principes de calculs (différentiels et inté-
graux).La nature de dimension complexe des deux dimensions suppose que I'intégration est consi-
dérée comme des courbes facultatives dans C Au lieu de couper simplement & partir de 1'axe
réel, ces intégrations linéaires ont des propriétés intéressantes et inhabituelles lorsqu’elles la fonc-
tion doit étre une intégrale analytique, 'intégration complexe est I'une des plus belles théories en

mathématiques

2.2 théoréme fondamental du calcul différentiel et intégral

si la fonction f(x) reélle continue sur I'intervalle [a,b], tel que a < = < b alors la fonction f(x)

admet une fonction primitive F'(x) sur cet intervalle ,tel que F'(z) = f(z) sur [a, b]

J! f(@)dz = F(b) - F(a)

2.2.1 Chemins et courbes dans le plan complexe

soit [a, b] un intervalle fermé de R et D une partie de C

18



Chapitre 2. Intégration complexe

Définition 2.2.1 '

Un chemin est une application de classe C'!' par morceaux v :[a,b] — C, c’est-a-dire continue et
telle qu'’il existe une subdivision a = ty < t; <---< t,, = b pour laquelle f|[t;, t;;1] est de classe C*.
En particulier, f est de classe C! en-dehors des t;, et admet une dérivée & droite en t;,7 < n et a

gauche en ¢;,7 > 0.

Si y(a) = 29, 7(b) = 21 c’est un chemin de zy & z1.5i 29 = 27,c’est un lacet. Un reparamétrage de
7 est un chemin °¢ :[c,d] — U ou ¢ est un diffécomorphisme de classe C''par morceaux de[c, d]
sur [a, b]. Il est direct (resp.indirect) si ¢ > 0 (resp ¢ < 0) 1a ol il est défini. Une courbe fermée
est I'image d’un lacet ¢ :[a,b] — C injectif sur [a,b] et dont les dérivées a droite et a gauche ne

s’annulent jamais.
Définition 2.2.2 Un chemin dans D est une fonction continue v :[a,b] — D

*Les points y(a) et (b) sont appelés origine et extrimité du chemin ~y
*Un chemin v est fermé si y(a) = v(b) (lacet)

*Un chemin 7 est différentiable si v est dérivable dans [a, b] et admet une dérivée a gauche au point

b et une dérivée a droite au point a

*Un chemin v est continument différentiable (de classe C')s’il est différentiable et sa fonction

dérivée est continue

*Un chemin ~ est différentiable par morceaux ,s'il existe une subdivision {z, x1, ..., Z, }
de [a, b] telle que la restriction de v & chaque intervalle |z;, ;41 [,s0it de classe C

1-La fonction v : [0, 3] — C

t — 7(t) = ®™" est continue ,c’est un chemin d’origine v(0) = 1 et d’extrémité (3) = —1
(v est le demi -cercle D(0,1) d’origine 1 et d’extrémité —1)

2-La fonction v : [0,1] — C et t — () = ™

est continue ,c’est un chemin fermé (lacet) (le cercle D(0,1))
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Chapitre 2. Intégration complexe

3-La fonction 7 : [a,b] — D et t — A(t) = v(a + b —1)

ol 7 est un chemin dans D ,appelé 'oposé de 7 et noté (-y),on a :A(a) = y(b) et A(b) = v(a)

2.2.2 Chemins équivalents

solent vy : [a,b] — D ;v : [¢,d] — D deux chemins

on dit que 77 et 2 sont équivalents s’il existe une bijection strictement croissante ¢ : [¢, d] — [a, b]

continue et continument dérivable parmorceaux ainsi que sa réciproque ¢! telle que 7 (t)

m(e(t))

Exemple 2.2.1 Le chemin X\ :t — \t) =~(at+ ) ova >0 et f €R

est équivalent au chemin v

-La relation v, équivalent & 7,

dans D

- Si les points initial et final d’'un chemin coincident, il est appelé chemin fermé ou lacet.
- On dit qu’un chemin est simple si ne se recoupe pas lui-méme i.e. il n’a pas de points doubles.

- Toute courbe fermée et simple, est appelée courbe de Jordan.Voir la figure ci-dessous

Tmz

/

)

I z

)

!

}v Rez

Rez \

Rez C/ Rez

‘ Chemin non fermé et simple “ Chemin non fermé et non simple ‘ ‘ Chemin fermé et simple | ‘ Chemin fermé et non simple

|

2.2.3 Homotopie

Soit D un ouvert de C et 71, v, deux chemins dans D définis sur le

20
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Chapitre 2. Intégration complexe

méme intervalle I = [a, b] : On dit que 7 est homotope a v5 dans D,s'il existe une fonction continue
w:1 xJ—D (J =lc,d] CR)

telle que :¢(t,c) =n(t) , o(t,d) =) Ve |a,b

la,t) = p(b,t) ¥t € lc,d

On dit qu'un lacet v; dans D est homotope & un point e € D |, s’il est homotope dans D & un lacet
constant

(v:[a,b] = Dt —~(t) =€)

-L’homotopie des chemins dans D est une relation déquivalence.

-Un ouvert connexe D ( domaine) est dit simplement connexe si tout

lacet dans D est homotope & un point dans D.

2.3 Intégration le long d’une courbe

Soit D un domaine du plan complexe C et soit C' une courbe paramétrée par un chemin

z: |a,b] — D

t — z(t); tel que 2/(t) existe et continue . Soit f une fonction complexe continue définie sur D.
f:D—C

z— f(2)

On définit I'intégrale de f le long de la courbe C par [, f(z)dz = f; f(z()z1(t) dt

Si la courbe est fermée et orientée dans le sens inverse des aiguilles d’'une montre.voir la figure
(fig.1-4)

Chemin Imz

fig.1-4
7.pdf 9
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Chapitre 2. Intégration complexe

1. L’intégrale le long d’une courbe est aussi appelée intégrale le long d’un chemin, ol intégrale

curviligne complexe.

2. Le sens inverse des aiguilles d’une montre est aussi appelé le sens positif ou sens direct
Exemple 2.3.1 (voir la figure (fig.1-5))

Soit C l'arc {z(t) € C tel que z(t) = 2¢" 0 <t < 2}

évaluons l'intégrale § z%dz
c

on a dz = 2/(t)dt = 2ie’dt .alors
$ 22dz = fo%w (2e)2(2ie)dt = fo 8ieditdt
c

9.
2Z7T

_ [%e?’“}%ﬂ — Bebim _
0

wloo

e

example
Imz

C
Rez
K Zn = Z((]

7 =2(3%)

ot N9.1-5

Soit C' une courbe dans le plan complexe. On note par C',
la courbe C' orientie dans son sens inverse. On suppose que

C = C1 U (5 avec le point final de la courbe C] coincide avec le point initial de la courbe C5 Si f

et g sont intégrables le long de C' | alors

1-f(f(2) +9(2))dz = 5‘5 f(z)dz + 5‘;9(2)652

Qfaf dz—osz )dz ou « est une constante dans C
3.ffz z:—jffz

4, fo 2)dz = §Cw 2)dz = ¢, f(2)dz + ¢, f(2)dz
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Longueur d’une courbe Soit C' une courbe paramétrée par un chemin z : [a,b] — C
t — z(t); tel que z/(t) = 2'(t) + iy/(t) existe et continue.

La longueur L de la courbe C est définie comme étant : Lo = ff |2/ (t)|dt = f Va2 (t) + y2(t)dt
Théoréme 2.3.1 (Théoréme d’estimation)

Soit f une fonction complexe continue définie sur un domaine D du plan complexe C
f:D—C

z— f(z):

Soit C' une courbe paramétrée par un chemin z : [a;b] — D

t—z(t),

tel que |f(2(t))| < M, Vt € [a,b], i.e. | f(z)| est bornée surC' par une constante réelle M .

Alors

| f f(2)dz | < ﬁ F)dz] < MLo

ol, par définition

$o lf @Izl = [} 1F @)l (0)]dt

est L¢ la longueur de la courbe C' .

2.4 Théoreme de Cauchy-goursat

2.4.1 Domaines simplement ou multiplement connexes

Un domaine D du plan complexe est dit simplement connexe si toute courbe fermée simple de D
peut étre réduite par déformation continue & un point sans quitter D.Dans le cas contraire D est
dit multiplement connexe.Voir la figure ci-dessous

Intuitivement, un domaine sans trous est simplement connexe mais s’il posséde au moins un seul

trou il est multiplement connexe.
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cauchy

Tmz Imz Imz

!
! i ] ‘ o AN =
] ‘ ; ‘ 1 SIS ]
'Rez ! \ ! 'Re z | - \ / ‘Rez
J ! X { \ W |

L T i

- <§ o TI<l<d

Simplement connexe | ‘ Multiplement connexe ‘ ‘ Multiplement connexe

9.pdf

Soit f une fonction holomorphe dans un domaine connexe D

et sur sa frontiére C . Alors

f[E F(2)dz =0

Ce théoreme fondamental est souvent appelé théoréeme de Cauchy-goursat, il est a la fois valable

pour des domaines simplement connexes ot multiplement connexes.
Exemple 2.4.1 Soit le cercle de centre 0 et de rayon 2,

C ={z(t) € C,t € [0,27] ou z(t) = 2¢™"}
Calculer ¢,z dz
premiere méthode :

la fonction f(z) = z est holomorphe sur C et le chemin C' simple connexe(lacet) alors on péut

appliquée le théoreme de cauchy-goursat donc

jlgzdzzo
c

deuxiéme méthode :
on a dz = 2/(t)dt = 2ie'dt alors

$ozdz = [T 2 (20et)dt = di [T e¥dt = 22T =2 -2 =0

Définition 2.4.1 Soit f wune fonction holomorphe dans un domaine connexe
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limité par deux courbes fermées simples C' et Cy et sur ces courbes. Alors

fo f(z) dz = fol f(z) dz

ou C et ] sont décrites dans le sens positif relatif & leur intérieur.

Théoréme fondamental de l’intégration

Soient f et F' deux fonctions holomorphes dans un domaine connexe D telles que F'(z) = f(z2).
Si zp et z1 sont deux points quelconques de D ; alors pour toute courbe C' de point initial z; et de

point final 2z, , on a

ﬁ feyz = [ " f(2)dz = [F()2 = F(z1) - Fla)

Cela signifie que si f est holomorphe alors la valeur de I'intégrale est indépendante du chemin

suivi pour aller de zy & 21
évaluer fc 2z dz de zp =0 a z; = 3+ 3¢ ,le long de la parabole

Cy = {z(t) € C,t € [0,3] on z(t) = 5t* + it}

et le long du segment de droite

Cy ={z2(t) € C,t € [0,1] ou 2(t) = 3t + 3it}

Sur la parabole Cy, on a z(t) = 3t* + it ,dz = 2/(t) = (3t +i)dt

o 22 de =[P4 +it) (2t + i)dt = [(32 +it)?], = 18

Sur le segment Cs, on a z(t) = 3t + 3it;dz = 2/(t)dt = (3 + 3i)dt et
Jio, 22 dz = [} 2(3t + 3it)(3 + 3i)dt = [(3t + 3it)?], = 18

Par le théoréme fondamental de I'intégration

$o 22 dz = U3+3i 2z dz = [ = 18

Nous observons comment il est plus facile d’évaluer ces intégrales en utilisant une primitive, au

lieu de paramétrer les chemins d’intégration.
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Formule intégrale de Cauchy Soit f wune fonction holomorphe a l'intérieur d’une courbe

fermée simple C' et sur C , soit w un point intérieur & C' , alors
f(w :2m§6’z w dz

ol la courbe C' est décrit dans le sens direct.

De méme la n-iéme dérivée de f en w est donnée par

F®(w) = 55 fe & f11(}§n+1 dz ,n=1,2,3,.

1.Les deux formules précédentes sont appelées formules intégrales de Cauchy et sont trés remar-
quables car ils montrent que si une fonction f est connue sur la courbe fermée simple C' , alors ses
valeurs et les valeurs de toutes ses dérivées peuvent étre calculées en tout point situé a l'intérieur
de C'.

2. Si une fonction de la variable complexe admet une dérivée premiére dans un domaine simplement
connexe D, toutes ses dérivées d’ordre supérieur existent dans D.Ceci n’est pas nécessairement vrai

pour les fonctions de la variable réelle.
Exemple 2.4.2

Utiliser la formule intégrale de Cauchy pour évaluer

$e mdz le long du cercle

C = {2(t) € C,t € [0,27] ot 2(t) = 2 + €'}

La fonction z — f(z) = est holomorphe a l'intérieur du cercle C' et sur C, alors d’aprés la

1
z+1
formule intégrale de Cauchy avec w = 2, on a
1 _ f(z)
fo (z72)(z+1)dz = fc (z72)d

Dans ce qui suit on énonce quelques théoremes importants qui sont des conséquences des formules

'()—2m2—+1:§7ri

intégrales de Cauchy.

Théoréme 2.4.1 (de Liouville)

Toute fonction holomorphe et bornée sur C tout entier est constante
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Preuve. On pose M = supc|f| , il résulte des inégalités de Cauchy et du fait que f est entiére

que pour tout z € C; et tout r > O,on a =

M
7)<

En faisant tendre r vers (+00); on en déduit que f/ =0 sur C

En déduit du théoréme de Liouville que, si P était un polynéme non constant ne s’annulant pas,

alors % serait une fonction holomorphe et bornée sur C, et donc devrait étre constante.
Théoréme 2.4.2 ( de Morera )

Soient U un ouvert non vide de C et f : U — C une fonction continue, alors si f admet localement
une primitive

dans U, f est holomorphe sur U.

Preuve.

|

-Si f admet une primitive localement sur U, pour chaque z € U , il existe » > 0 et g holomorphe
sur D(zp,r) , telle que ¢’ = f sur D(zg,r) :

Il résulte du théoreme de Cauchy que g est analytique, donc ¢’ = f est aussi analytique, en

particulier f est holomorphe.
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Singularité, théoréme des résidus et ses

applications

3.1 Séries de Taylor et séries de Laurent

Les fonctions analytiques peuvent étre représentées par des séries entiéres, et par leur généralisation,

par des séries de puissances positives et négatives.

3.1.1 Séries de Taylor

La formule de Taylor connue dans ’analyse réelle peut étre étendue aux fonctions complexes.D’apreés
le théoréeme de Taylor , si f est une fonction analytique a l'interieur d’un cercle C'(a, R) , on a,
pour chaque point & l'interieur de C'(a, R)

F(2) = f(a) +(a)(z — 20) + L8 (2 — )2 ... + L2@ (5 _ zo)m 4

Cette série est convergente vers la fonction f(z) lorsque |z —a| < R

Autrement dit, chaque fonction analytique dans le disque ouvert D(a, R) , peut étre représentée,

dans ce disque, par sa série de Taylor

f2) =Y Culz —a)
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ot les coefficients C), sont donnés par la formule

AN f(z) _
C, = —]{(Z—dz,n—o,l,Z,...

n! 2w —a)"tl
o

avec C' est un chemin fermé simple contenant le point a, et il est a U'interieur au cercle |z —a| = R :

=X (=z0)"
1) e = > 22 |z — 2| < 400

n!

n=0
—+o00
2)1:2 =>(z—20)" ,Jz—2]<1
n=0
. Foo (2—z9)2+1
3)sin(z) = ZO(—l)”W |z — 20| < 400

3.1.2 Séries de Laurent

Si une fonction f n’est pas analytique au point z5 € C, on ne peut pas appliquer le théoréme de
Taylor en ce point. Cependant, il est souvent possible de trouver pour f(z) une représentation en

série faisant intervenir a la fois des puissances positives et négatives de

(z — 29) De telle séries sont appelées séries de Laurent.
Théoréme 3.1.1 ( de Laurent )

Si Cg, et Cg, sont deux cercles orientés positivement centrés au point zg,tels que Cg,soit a l'in-
terieur de Cg,, et si f est une fonction analytique sur Cg, et sur Cg, ainsi que dans la couronne

C'(z0, R1, R2) , alors, en chaque point z de cette couronne, f(z) est représentée par le développement

+o00 +o00
F) =Y an(z—z)"+ Y ﬁ
ou

1 f(2)
=— | ——————d >
fin 2m’/(z—zo)"+1 ¢ nz0
o

1 f(z)
a_"_Q_m'/c(—dZ n >0

- Zo)fnJrl
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avec C' est un chemin fermé entourant z, et situé dans la couronne.Une telle série est appelée série

de Laurent.

+00
- La série > a,(z — 2z0)" dans le développement de Laurent est appelée la partie reguliere et la
n=0

série Z G st appelée la partie prncipale de ce developpement.
Exemple 3.1.1

soit la foncion f(z) = 2% cos(2)
+oo Too

Pour tout z € C, on a cos(z) = Z_:O(—l)” ‘;):; ,donc Vz € C*,ona cos(2) = ZU(—l)”W
On obtient, alors pour tout z € C
2 cos(2) = 2 32 (~1)" ggban = 2 (~1)" e
— —% + 22 4+ EQ(—I)”W
Remarque 3.1.1
+oo
1-La série de Laurent converge dans le domaine dans le quel les séries :nZ::O an(z—29)" et nz::l (z‘i;zg)n
sont convergentes.
2-Le rayon de convergence de la série :ZOZ an(z — 2p)" est déterminé par la limite R = m

n——+oo
_lan|

ou par R=lim Tamit]
n—-+00
et le domaine de convergence pour cette série est donné par D.C' = {z € C; |z — z| < R}
+o0
3-Tandis que, le rayon de convergence de la série 21 (Z’i;zg)n ,est déterminé par la limite

r = lim % et le domaine de convergence est donné par D.C' = {z € C;|z — 2| > r}

n—-+4o0o

4- Le domaine de convergence de la série de Laurent est donné par D.C' = {z € C;r < |z—2z| < R}

our < R

Exemple 3.1.2

400 n
Soit la série de Laurent Z 21‘;) +y (ngZz)
n=0

31;13" Ol a a_p = (3 + 42)” ,et dOl’lC A_p_1 = (3 + 4i)n+1

- Pour la série Z
n=1
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on a

‘a—n—l‘ —
o

. 3+4i)n 1|
lim [GH ] _ 5
n—-+4oo ‘(3+4Z)n|

r= lim
n—-+o00o

+o0
- 2i)n .
- Et pour la série ) (ngnl) 0N & G, = g €t an41 = garr et par suite
n=0

R= lim =L —¢

n~>+oo‘ n+ |

Le domaine de convergence de cette série de Laurent est D.C' = {z € C;5 < |z + 2i| < 6}

3.2 Points singuliers isolés
Soit 2o € C, on dit que zp est une singularité isolée de f(z), s’il existe r > 0, tel

que f(z) est holomorphe sur D*(2q;7) : ( ou D*(2o,7) = D(20,7) — {20} )

3.2.1 Classification des points singuliers

Soit 2o une singularité isolée de f(z), par définition, il existe r > 0, tel que f(z) est holomorphe

sur D*(zo, ) , et grace au théoréme de Laurent, on peut écrire

Il y a, alors trois cas a distinguer

1)- Point singulier artificiel

Si pour tout n < 0; a,= 0; f(z) s’étend en une fonction holomorphe sur D(zg,7) :

2)- Pole

- S’il existe un nombre fini de n < 0, tels que a,, # 0, ainsi il existe ng > 1 tel que a_,, # 0, on dit

que zp est un pole d’ordre ng de f(z2) :
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3)- Singularitée essentielle

- Il existe une infinité den < 0, tels que a,, # 0, on dit alors que 2y est une singularitée essentielle
de f(z) .
1-La fonction f (z)zzi2 + % ,a une singularitée isolée en 0, c’est un poéle d’ordre 2.

2-La fonction f(z) :Si% ,a une singularitée isolée artificielle en 0 ; puisque

sinz 1 f( 1y Z2n 1 1 23 N 2° N
= )V ==z =+ =+ ..
z z (2n + 1)! z 3! 5!

n=0
22 24
=l-gtg+

Fonctions méromorphes Soit 2 un ouvert de C, on dit que la fonction f(z) est méromorphe
sur €, si f est holomorphe sur € sauf ( éventuellement ) en des points singuliers isolés qui sont
des poles de f(z) .

3.3 Reésidus des fonctions

Définition 3.3.1 Soit zy un point singulier isolé d’une fonction f(z), on appelle résidu de la

fonction f(z) au point zy, le nombre désigné par le symbole Resf(zy) qui est vérifie

Res f(z) = %m%f(z)dz

- On utilise également la nototion Res[f(z), 2] , et on prend comme chemin fermé le cercle de

centre 2y et de rayon assez petit pour que ce cercle soit dans le domaine d’analycité de f et ne
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contient aucun point singulier autre que z

-Le résidu de la fonction est donné par le coefficient de la premiére puissance négative dans le

développeent en série de laurent de f(z) au voisinage de z = zy c-a-d :

Resf(z0) = a_y

- Le résidu en un point singulier éliminable ( artificiel ) est nul.

- Le résidu en un point poéle d’ordre n est donné par la formule

dn—l

Resf(20) = ooy Fm S ()~ )')

- Si la fonction f(z) peut étre présentée dans le voisinage du point z; comme quotient de deux
fonctions analytiques % et de plus ®(zp) # 0 ,¥(zp) = 0 ,alors que ¥'(2) # 0 ,c-a-d zp est un

pole simple de f(z); alors

®(20)

R@Sf(20> = \IJI(Z())

- Si le point 2y est un point singulier essentiel de f(z), pour obtenir Resf(z), il faut trouver le

coefficient a_; dans le développement en série de Laurent de f(z) au voisinage du point z.
Exemple 3.3.1

Soit la fonction f(z) = Jles points singuliers de f(z) sont zp = —1, z; = 2

Gy

- Le point zg = —1 est un pole d’ordre 3 pour f(z) , donc

1 > f e? 17
—1)==1 1)3) = ——
Resf(=1) 211 422 ((z +1)3(2 —2) (z+1)) Hde
- Le point z; = 2 est un pole simple, donc
Resf(2) = lim(—— (=~ 2)) = &
I = 1 —2) T o7

33



Chapitre 3. Singularité, théoréme des résidus et ses applications

3.4 Théoréme des résidus

Définition 3.4.1 Soit f(z) une fonction analytique ( holomorphe ) sur la frontiére F d’un do-
maine D et partout a linterieur de ce domaine, sauf en un nombre fini de points singuliers aq,

A, ..., Apn , alors

on a :
n
f f(z)dz = 2mi Z Resf(ay)
c k=1
& =l
soit [ = f 2274z ,dans le domaine D : |z — i < % la fonction ~7 Possede trois points
|la—il=3
singuliers , z; = i et z5 = — qui est un pole simple, et z3 = 0 qui est un point essentiel.On a
1
. . 32 -1
Resf(z) = IZILIZI'W = 62—i
1
) . 2z -1
Resf(—i) = Zlirr_lzm = —&-

Le développement en série de Laurent de f(z) au voisinage de z = 0; ne contient que des puissances

paires, car f(z) est une fonction paire, et par suite Resf(0) =0

D’apres le théoréeme des résidus, on obtient

1 -1

a 3
ez2 . . 67 (&
]{ " 1dz = 271 g—l Resf(k) = QWZ(E T +0)

22
|z—i|:%

=0

3.5 Reésidu d’une fonction par rapport au point a I’infini

On dit qu’une fonction f(z) est analytique ( holomorphe ) au point a l'infini

z = 00, si la fonction ¢( ¢) = f (%) est analytique ( holomorphe ) au point 0.

Exemple 3.5.1
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Soit la fonction f(z) = sz’n% ,f(2) est analytique au point z = oo, puisque

o( () = f(%): sin( ¢) est analytique au point z = 0 :
Définition 3.5.1 ( Point singulier isolé a l'infini )

Soit f(z) une fonction est analytique ( holomorphe ) dans un voisinage du point a l'infini ( a
I'exception & z = oo lui méme ).
- Le point z = oo est appelé point singulier isolé de la fonction f (z), si cette fonction ne possede

pas d’autre points singuliers dans un certain voisinage de ce point.
Exemple 3.5.2

A Dinfinité, la fonction f(z) = sm% posséde une singularité non isolée, puisque les poles z, = k7w

de cette fonction s’accumulent a U'infini, quand k& tend vers (co)

Définition 3.5.2 On dit que z = oo est un point singulier éliminable ( artificiel ), un pole ou un
point essentiel de la fonction f(z) , si la limite est respectivement finie, infinie ou si elle n’existe

pas.
Théoréme 3.5.1

- Si z = oo est un point singulier éliminable d’une fonction f(z), le développement
en série de Laurent au voisinage de ce point ne contient pas de puissances positives de z

- Si z = oo est un pole, le développement en série de Laurent au voisinage de ce point contient un
nombre fini de puissaces positives de z.

- Si z = o0 est un point singulier essentiel d’une fonction f(z), le développement en série de Laurent
au voisinage de ce point contient un nombre infini de puissances positives de z

- En plus, on appelle développement en série de Laurent d’une fonction f(z) au voisinage de
z = oo,un développement de ce type qui converge partout en dehors d’un disque de centre z = 0

et d’un rayon R assez grand ( sauf peut étre au point z = c0).
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Définition 3.5.3 Soit f(z) une fonction est analytique ( holomorphe ) dans un voisinage du point
a Uinfini ((a Uexception a z = oo lui méme ).On appelle résidu de la fonction f(z) au point & l'infini,

la grandeur

Resf(o0) = 2mi j{ f(2)dz

ol 7~ est un cercle suffisamment grand, |z| = p parcouru dans le sens horaire, et on a

Resf(o0) = —a_y

: _oz+l 1
Pour la fonction f(z) = *= =1+ -,
Cette expression peut étre considérée en tant que developpement en série de Laurent au voisinage

de z = 0o .On a évidement lim f(z) = 1, donc z = oo est un point singulier éliminable, et on

Z—00

a_1 = —1,donc Resf(oo) =a_; = —1.
Remarque 3.5.1

L’exemple précédent, montre que le résidu d’une fonction par rapport a un point singulier élimi-

nable a l'infini, peut étre différent de zéro.

Définition 3.5.4 Soit f(z) une fonction possédant un nombre fini de points singuliers dans C ,

alors la somme de tous ses résidus, y compris le résidu a 'infini est nulle. C-a-d : Si ay,as, as, ..., a,

sont des points singuliers de la fonction f(z), alors

Resf(o0) + z”: Resf(ax) =0
k=1

ou

Resf(oc0) = — Z Resf(ay)
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Exemple 3.5.3

soit la fonction f(z) = 1557 et v : 2] = 2
La fonction f(z) posséde quatre poles , 21, 2o, zzet 24 qui sont les racines de I'équation 1+2% =0, et

elles sont tous dans l'interieur de |z| = 2,Au voisinage du point & l'infini, f(z) a le développement

donc

Il résulte

4
1
]{ . 1dz = 2mi Z Resf(z) = 2mi.Resf(oc0) =0
ol=2 12 i

3.6 Applications du théoréme des résidus au calculs des

intégrales

Théoréme 3.6.1 Soient 0,0, deux réels tels que 0 < 0. Posons S = {z =re?/r > 0,0, <0 <

0o} :Soit f wune fonction définie sur S . Pour chaque R > 0, notons I'g

la portion du cercle de centre 0, de rayon R contenue dans S . Alors
1-'il existe a > 0 tel que f soit continue pour |z| > a et si | ‘lim 2f(2) =0
Z|——+00

on a

R—+00

lim ¢ f(z)dz=0
!

2-s’il existe a > 0 tel que f soit continue pour |z| < a et si linng(z) =0

on a
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Preuve.
]

Si on pose M(R) = sup|f(z)|, pour chaque R il existe zp € I'g tel que M(R) = |f(zgr)| ( car f

ZEFR
est continue et R compacte ), on a :

# fe)az| -

Dans le cas (1), on a lim M(R)R = lim |zrf(zr)| = 0 ,et dans le cas (2),on a limM(R)R =

R—+o00 R—+o00 R—0

02
/ iRf(Re™)edd| < M(R)R(0; — 0,)
01

lim |2pf(2r)| = 0

3.6.1 Intégrales impropres de fonctions rationnelles

On se propose de calculer les intégrales de la forme :

+o00

B p(x) .
=1 aw"

ou P et () sont deux polyndémes coeficients réels de degrés respectifs p
et ¢. On suppose, pour assurer la convergence d’une telle intégrale,

que () n’a pas de zéro réel et que g — p > 2.

P(z)
Q(z)

Pour calculer cette intégrale, nous allons appliquer le théoréme des résidus a la fonction f : 2 —
,qui est méromorphe dans C et au compact K
défini par :

K={z=z+iyeCly>0eta’+y° < R’}

ou R est un nombre réel strictement positif, assez grand pour que tous les zéros de () contenus
dans le demi-plan supérieur se trouvent l'intérieur de K.On note par z;, 22 . 2, les zéros de )
situés dans le demi-plan supérieur et soit ['p le demi-cercle de centre 0, de rayon R situé dans ce

méme demi-plan, orienté dans le sens direct. On a donc,
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P(z) _ * P(x) x P() z = 2mi Y es(f,z
/aK @(z)‘/_R@md a7 <KZR g K)>

Comme g —p>2,ona lim ‘ZP(Z)
|| >+o0 | Q)

= 0 ,donc en appliquant le théoréme précédent ,on a

PG,
o /p Q)" ="

on en déduit que,

— lim  P(x) = +OOP($)3;— i N es(f,z *
I=lm | o _/_oo o™ =2 (;R g K)> .

Exemple 3.6.1

calculer cet integrale
400 I4
I= —d
/0 @+ 12"

On pose f(x) = ﬁ, on obtient alors

1 +oo .CIZ'4
I=- —d
2 /_ o @2+12™
On introduit la fonction f(z) = ﬁ ,alors f(z) posséde deux pole d’ordre 2 dans le demi-plan

supérieur au point zy = +7 ,et on a
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3.7 Avantages et applications d’une intégration complexe

L’intégration complexe a plusieurs applications en physique thermodynamique, en génie électrique,
en sciences biologiques et dans les domaines des mathématiques,Il est également inclus dans le
calcul des centres de gravité, des centres de circulation, Flux de chaleur, de la dynamique des
fluides, de I'intensité du courant électrique, mais dans cette recherche nous contenterons d’exemples

pratiques dans le domaine des mathématiques.

Il y a des intégrales multiplicatives qui sont difficiles & calculer, donc l'intégrale complexe entre

pour faciliter le calcul.

Supposons que les conditions d’intégration soient satisfaites.Tableau montrant les résultats des

intégrales
f; dr =Longueur f; f(z) =superficie
[ [dxdy = superficie | [ f(z,y)dzdy =volume
G G
[ [ [dxdydz = volume [ [ [f(z,y,z)dedydz =Masse
o H
[ [ [ [ dzdydzdw =Masse [ [ [ ] f(z,y,z w)dedydzdw =Densité
Q Q

3.7.1 Calcul des intégrales réelles trés difficiles a 1’aide d’intégrales

complexes

Exemple 3.7.1

calculer l'intégrale suivant :

2m
I= / e“®? cos(kr —sinz)dr k€ Z
0
Nous mettons l'intégration auxiliaire tel que
2m
J = / e“*Tgin(kx — sinx)dx
0
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Solution 3.7.1

Nous calculons I — 7.J

2m
I—iJ= / e“**lcos(kx — sinx) — isin(kx — sinx)|dz
0

2T
_ / 08 xez(—kx—i-sm x) dr
0

2T eeim
:/0 eikx dx

en utilise le chemin v tel que

v :10,27] - C
T — y(z) =e®

dy(z) =+ (z)dx ,de™ =ie®dx

d’aprés la formule de cauchy

L 0i sik+1>0
I—iJ=¢ "
0 sik+1<0

cosa i—? sik+1>0

alors fo% e“* cos(kx — sinx)dx =

0 sik+1<0

Exemple 3.7.2

Calcul des intégrales a partir de la formule
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2m

d

I:/ @ a>[3>0
o a+fcosx

Solution 3.7.2

iz —ix ix
e +2e ,d.%' _ de

ona-~:[0,2r] - C  est un chemin lacet, cosz =
z—y(x)=e®

; 2m dx deix
0 o+ 56”2@‘”’ et

_]{ 1 dz
B a—i—ﬁ%'iz

v
1
=2 d
Z%ﬁ%—i—?az—i—ﬁ :
v
2 1

=— P ————dz
B 2+%z+1
.

calculer A

A:g—§—1:“25;52>0

alors ’eqaution admet deux solutions distincts

SAa=F oo 2= F g

21—0 :g+ﬂ>1
B B

donc z; est situé a 'extérieur du cercle ~y
/o2 — 32

|22—O|:_70‘+QTB<1(:)6<04

donc z, est situé a 'intérieur du cercle

alors

. 1 .
g A e 20 [ f()
ﬁ £ =z 6 Z — Z9
il

dz
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d’aprés la formule de cauchy

2t 2m 4 1
E(W)f(zz) T B3 m—n
2m

Exemple 3.7.3

Calculez 'intégrale suivante

I—// dxdy
1+ 22 +9y2)3 /2% + 42

tel que G = {(z,y) e R?: 0 < ¥ < 00,0 < y < 00}
Solution 3.7.3

I :L’intégration donne du volume
onax>0ety>0,0<z?+y?<+oo

on utilise le changement de variable

x =rcosf
on trouve 0 <7 < +4ooet0<f <3
y =rsinf
dxdy = |J|drdf

donc G' = {(r,0) e R*: 0 <0 < Z,0<r <400}

I—// rdrdf
(1+7r2)3

LU ]

_7r/+°° dr
2 )y (14123
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Nous calculons l'intégrale complexe

K= wrap

5

tel que v = w U [—R, R| .Voir la figure ci-dessous

titre
y
/ \w\
R R
10.pdf
on vue que z = 1 est un pole d’ordre 3 inclus dans y
1 d? 1 31
R = —lim— = ——
esti) = oim = (G = 16
= K = 2mi(— 16)—%”

=K = § (22+z)3 +2 f R (r2+z

:f (2'2-‘,-2 )3 + fO 2—1—7,

w

TR

S (R2_1)3 — O

R—+00

1
S § (Z2+Z)3
w
. 1 .
alors RLHEOO f e = 0
Nous entrons la limite des deux codtés et trouvons

fR dr 3
0 (r2+4)3 16

s T 7.‘.2
donc [ = Z(3%) = 2
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Annexe A : Abréviations et Notations

Les différentes abréviations et notations utilisées tout au long de ce mémoire sont expliquées ci-

dessous :
C . L’espace du nombres complexes
D.C' : Dommaine de convergence
/ :  Symbole d’intégration sur un intervalle
¢ : Symbole d’intégration sur un chemin .

H(Q) : espace des fonctions holomorphes sur €2

46



Uadlall
48 il 5 Aagall by ylaill aa) (e ey (Al Sl JalSal A o a3 Sl s2a
S all (5 ganal) 8 Llat Al Jaal) JalSll dg i 4 ylai il Liad 28 clyaly ) 3
ha Bade Clandaill 5 Sgaw (558 GV S5, (0 same (il G
¢ e e Jal&ill ¢ oSl JalSall ¢ S pall Jalaill ¢ dalisd) cilalS)
aie e Jalsil)

Résumé

Dans cette mémoire, l'intégration complexe a été étudiée, qui est
considérée comme l'une des théories importantes et intéressantes en
mathématiques. Nous avons prouvé une théorie similaire a l'intégration
linéaire d'une fonction analytique dans le plan complexe. |l apparait des
le premier coup d'ceil que c'est tres difficile. Parce qu'il y a un nombre
illimité de courbes qui relient Entre deux points sont limités, mais la
preuve est facile et les applications sont tres utiles.

Mots-clés :Analyse complexe, Intégration complexe ,Intégration sur un
chemin ,d'intégration sur une courbe.

Abstract

In this thesis, complex integration was studied, which is considered one
of the important and interesting theories in mathematics. We have
proved a theory similar to the linear integration of an analytical function
in the complex plane. It appears at first glance that it is very difficult.
Because there is an unlimited number of curves that connect between
two points are limited, but the proof is easy and the applications are
very useful.




Key-words : Complex analysis, Complex integration, Integration on the
integration path on a curve




	Remerciements
	Table des matières
	Introduction
	blueRappels et préliminaires
	Rappels sur les nombres complexes
	 L'ensemble des nombres complexes:

	Argument et trigonométrie
	Argument:

	representation polaire
	Formule de moivre

	Ensembles dans le plan complexe
	Fonction d'une variable complexe
	Limite et continuité des fonctions complexes
	Limite
	Continuitée
	Fonction holomorphe
	Dérivabilité au sens complexe

	Equations de Cauchy-Riemann
	Conditions de Cauchy-Riemann

	Fonctions analytiques
	Fonctions harmoniques
	Fonction exponentielle
	Fonctions trigonométriques
	Fonctions hyperboliques

	 La fonction logarithme et ses branches

	blueIntégration complexe
	Introduction
	théorème fondamental du calcul différentiel et intégral
	Chemins et courbes dans le plan complexe
	Chemins équivalents
	Homotopie

	Intégration le long d'une courbe
	Théoreme de Cauchy-goursat
	Domaines simplement ou multiplement connexes


	blueSingularité, théorème des résidus et ses applications
	Séries de Taylor et séries de Laurent
	Séries de Taylor
	Séries de Laurent

	Points singuliers isolés
	Classification des points singuliers

	Résidus des fonctions
	Théorème des résidus
	Résidu d'une fonction par rapport au point à l'infini
	Applications du théorème des résidus au calculs des intégrales
	Intégrales impropres de fonctions rationnelles

	Avantages et applications d'une intégration complexe
	Calcul des intégrales réelles très difficiles à l'aide d'intégrales complexes


	Bibliographie
	Annexe A: Abréviations et Notations

