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Introduction

Dans une étude statistique, un dénombrement complet de la population est trés souvent prati-
quement tmpossible, soit parce que la population totale est inconnue, soit parce qu’elle comprend
beaucoup trop d’individus pour qu’une telle étude soit complétement réalisable. Toutefois, le but
d’une étude statistique est d’obtenir des connaissances sur I‘ensemble de la population. Or, si une
étude sur I‘ensemble de la population est difficilement envisageable, il nous faut malgré tout trouver
d’autres moyens pratiques d’y parvenir. Un moyen efficace est de procéder a un échantillonnage,
qui consiste a choisir parmi les éléments de la population un certain nombre d’unités pour les-
quelles nous obtiendrons des observations. Si l’échantillon étudié est bien choisi, les observations
permettront d’acquérir les connaissances voulues sur la population & étudier avec un degré spécifié
de précision.

Le but de ce mémoire est de présenter les différentes méthodes d’échantillonnage et d’estimation.

Ce mémoire est divisé en trois chapitres :

Dans le premier chapitre, nous nous limitons a un bref rappel sur des notions et définitions de base
sur les parameétres statistique et sur quelques éléments fondamentaux( fonction de vraisemblance,

statistique exhaustive ) que nous jugeons utiles pour la suite de notre travail.

Dans le deuzxiéme chapitre nous nous intéressons essentiellement aux estimation ponctuelle , est
partagé en deux section de base , premiére section étudie la qualité d’un estimateur et deuxiéme

section étudie les méthodes d’estimation ponctuelle .
Dans le troisiéme chapitre,

a présenter ’estimation par lintervalle de confiance pour évaluer la confiance que l’on peut avoir

en une estimation et exemple appliqué sous logiciel R .



Chapitre 1

Généralités sur les parameétres

L’objectif de 'estimation statistique est le suivant : évaluer certaines grandeurs as- sociées & une
population & partir d’observations faites sur un échantillon. Bien souvent, grandeurs sont des
moyennes ou des variances. On prendra soin de distinguer ces grandeurs théoriques (inconnues et

a estimer) de celles observées sur un échantillon.

1.1 Echantillon

Soit Q = {wy,ws, ..., w, june population de taille N . Soit X le caractére que lionvoudrait étudier
sur cette population. Avec 1’échantillon aléatoire simple : soit X}, le résultata aléatoire du k*™e
tirage, cfest une variable aléatoire qui suit la méme loi que X. On note z;, le résultat du k™
tirage et on note (X1, Xy, ..., X,) le résultat aléatoire de ces n tirages. (X1, Xs, ..., X,,) est un n
-uplet de variables aléatoires indépendantes de meme loi (celle de X). Il est appelé n-échantillon

aléatoire simple.

1.2 statitique

Une statistique Y sur un échantillon (X, Xs, ..., X},) est une variable aléatoire fonction mesurable

des X; : Y = f(X1, Xy, ..., X,,) prend la valeur f(xq, s, ..., 2,).



Chapitre 1. Généralités sur les paramétres

Les statistiques sont utilisées pour estimer les caractéristiques de la population totale. Les statis-

tiques les plus utilisées sont la moyenne empirique, la variance empirique, la fréquence empirique.

1.3 Estimateur

Soient (X7, X, ..., X,,) un n-échantillon aléatoire simple issu d’une variable aléatoire X (discrete
ou continue) et § un parameétre associé a la loi probabilité Py de 6. Un estimateur de € est une

variable aléatoire T" fonction des X

T=f(X1, X2, ... Xp).

Si on considére n observations x1, s, ..., T,, 'estimateur 7" fournira une estimation de notée :

é = f(l'l,l'g, ,xn)

1.4 Quelques statistiques classiques

Rappels :
_ E(aX +b) = aBE(X) +b.
-BE(X+Y)=EX)+E(Y).

- V(aX +b) = a®V(X).

- V(X) = B(X?) - [E(X)]* = B([X — E(X)]?).
si X,Y indépendantes,

VX +Y)=V(X)+ V().



Chapitre 1. Généralités sur les paramétres

1.5 La moyenne empirique et la variance empirique

1.5.1 La moyenne empirique

Définition 1.5.1 On appelle moyenne empirique de [’échantillon (X1, Xs, ..., X,,) de X, la statis-

tique

n
Sa réalisation est T = 13" x; (qui est la moyenne de I’échantillon) aussi appelée moyenne observée.
n
i=1

(on verra plus tard que X estimera espérance E(X))

propriétés

1. Soit (Xi, Xa, ..., X;,) un n-échantillon issu d’une variable aléatoire X de moyenne p et de

variance o2. Alors E(X) = i (on dit que X est une statistique sans biais).

En effet : £(X) = LB (X)) = p.
1

— 2

2. Var(X) = Z-.

1> 1 1
En effet : Var(X) = 5> Var(X;) = —2n02 = —o2.
n*;=1 n

n

3. X 2 11 (Loi forte des grands nombres).

1.5.2 La variance empirique

Définition 1.5.2 On appelle variance empirique de l’échantillon (X1, X, ..., X,,)de X , la statis-

tique

1 — — 1 « —
S? = EZ(Xz - X)*= E(ZXE) - X
i=1 =1

1.
Sa réalisation est s> = = (v; — T)? (qui est la variance de [’échantillon), aussi appelée variance
i=1

observée.



Chapitre 1. Généralités sur les paramétres

propriétés

1. B(S?) = 2=

n

ps
2. 8?2 — o2,

3. Var(S?) = "0 [(n — s — (n — 3)0?], ou py = B(X — X)*,

n3

1.6 Fonction de vraisemblance

Comme un échantillon aléatoire simple (X7, Xs, ..., X,,) est une variable aléatoire a n dimention, on
peut parler de la disribution de probabilité jointe (Xi, Xo, ..., X,,) . Cette distribution est appelée
vraisemblance de ’échantillon et elle est notée par L(z1, xa, ..., T,; 0)

Vo € ©

Soit

s’il s’agit des variables continues
Ou f(x;;0) est la densité de probabilité de X;.

s’il s’agit des variables discrétes alors la vraisemblance devient :

n

L(zy, g, ...,x,;0) = HPQ(X =1;).

i=1

1.7 Statistique exhaustive

Dans un probléme statistique ou figure un paramétre 6 inconnu, un échantillon nous apporte
certaine information sur ce parameétre. Lorsque 1'on résume cet échantillon par une statistique,
il s’agit de ne pas perdre cette information. Une statistique qui conserve 'information sera dite

suffisante (exhaustive).



Chapitre 1. Généralités sur les paramétres

1.7.1 Définition d’une statistique exhaustive

Soit (X1, Xs, ..., X,,) un n-échantillon et L(x, #) sa vraisemblance. Soit T" une statistique fonction de
X1, Xa, ..., X, de loi g(t,0) dans le cas continue P(T' = t) dans le cas discret. T" est dite exhaustive
si L(z,0) = g(t,0)h(x) (principe de factorisation, de Neyman-Fisher), en d’autre termes si la loi

conditionnelle de I’échantillon est indépendante de 6.

P(X =z|T(x) =t) = k(x,t) indépendante de 6.

Exemple 1.7.1 Soit X1, Xs, ..., X,, issu de X ~» P(6), 0 inconnu. La statistique

1
T = —>_ X, est-elle exhaustive pour 6 ¢

ni=1
On a :
GI
— 07
f(z,0)=¢e ol
1
la loi de Poisson est stable donc T' = —>_X; ~ P(nf)
Ni=1

nb?
g(z,0) = e*"OT, Vo, x9,...,x, € N* Vt € N.

Notons Py la quantité : P(X; = x1, Xo = x9, ..., X;, = x,|T = 1).

]P)(Xl = l’l,Xg = T2, 7Xn = .fL'n,T = t)
P(T=1¢)

n—1
]P)(Xl = £C17X2 = T2, 7Xn = .’L'n,Xn =t — Z.sz)
=1

Py —

P(T = t;
_ ]P)9<X1 = LIZ‘1>, ,]P)g(Xn = Tn
P(T =1t)
f(xi? 9) 3 i
B g B 67”96’1;;1 !
o f(t,0) i e~ (nh)t
i=1
(le) ! ia}
¢! i=1 1 i ' . ,
m - (—) indépendante de 0.
n
Hmi!nt sz'
=1 =1

Donc T est exhaustive pour 0.



Chapitre 1. Généralités sur les paramétres

Ou bien :

=1 1=1 sz'
i=1
B e 0 (nﬁ)t t!
B o n
nt (le'
i=1
= g(t,0)h(z)

D’aprés le principe de factorisation, T est exhaustive pour 6.



Chapitre 2

Estimation ponctuelle

On souhaite estimer un parameétre # d’une population (cela peut étre sa moyenne p, son écart-type
o, une proportion p.) Un estimateur de 6 est une statistiqueT’ (donc une fonction de(Xq, ..., X,,)
dont la réalisation est envisagée comme une “bonne valeur” du parametre € . On parle d’estimation
de 0 associée a cet estimateur la valeur observée lors de 'expérience, c’est-a-dire (i.e) la valeur prise

par la fonction (fct) au point

observé(Xy, ..., X,,) .

2.1 Qualité d’un estimateur

Dans cette partie on va introduire quelques qualités d’un estimateur .

2.1.1 Estimateur sans biais

Définition 2.1.1 On appelle biats de T pour 0 la valeur
by(T) = E(T) — 6.

Un estimateur Test dit sans biais si E(T) = 0.



Chapitre 2. Estimation ponctielle

2.1.2 Estimateur convergent

Définition 2.1.2 Un estimateur T' est dit convergent si E(T) tend vers 0 lorsque n tend vers

l'infini. Il sera dit consistant si T converge en probabilité vers 0 lorsque n tend vers l'infini.

Théoréme 2.1.1 Si T est convergent et de variance tendant vers 0 lorsque n tend vers l’infini

alors T est consistant.

Preuve. On a, pour tous réels 0 et a > 0,
T -0 >a=|T—-E((T)|>a—-10—-E(T)|.
Silim E(T') = 6 , alors a partir d’un certain rang N, on a |6 — E(T)| < %. Ainsi

P(|T—-0>a) <P(|T-E(T)|>a-10—E(T)|)

< P(T - E(T)] > 3)
< %Var(T). (par Bienaymé-Chebishev).

borne supérieure qui tend vers 0 lorsque n tend vers I'infini. m

De facon générale, on peut écrire

T —0= (T - E(T)) + (E(T) - 0).

ainsi
- la grandeur T'— E(T) représente les fluctuations de T" autour de sa moyenne.

- E(T) — 0 représente Perreur systématique (biais).

2.1.3 Erreur quadratique moyenne

Définition 2.1.3 La qualité d’un estimateur se mesure également par l’erreur quadratique

moyenne (ou risque quadratique) définie par E((T — 0)?).

Théoréme 2.1.2 Soit T un estimateur du paramétre 6 o étudier. On a :

E(T —0)?) = Var(T) + [E(T) — 6]*.



Chapitre 2. Estimation ponctielle

Preuve. (évident). m

2.1.4 Quelques estimateurs clssiques

1. X est un estimateur sans biais de la moyenne p. Son estimation 7 est la moyenne observée

dans une réalisation de ’échantillon.

2. S?est un estimateur consistant de o2 (mais biaisé).

= . .. . . . n
1 S? est un estimateur sans biais et consistant de ¢2.Son estimation S? = 1
n - n —

2

O¢

3. 9% =

est ol 0, est écart-type observé dans une réalisation de I’échantillon.

4. Si p est la fréquence d’un caractére, F' constitue un estimateur sans biais et consistant de p.

Son estimation est notée f.

2.2 Estimation ponctuelle des paramétres usuels

2.2.1 Estimation de la moyenne

Soit X une v.a dont on veut estimer la moyenne (ou espérance) p = F(X) a partir d’'un n

-échantillon (X7, ..., X,,) de X On ne suppose rien sur la loi de X.

Théoréme 2.2.1 la moyenne empirique X — l(X1 + ...+ X,). , est un estimateur efficace de
n
— - V(X
p.car sans biais E(X) = p et de plus V(X)) = viX) — 0 pourn — oo, etV T, un autre estimateur
n

de u ,V(T) > V(X).

— T est la réalisation de X et donc une estimation efficace de fu.

2.2.2 Estimation de la variance d’une population GGaussienne

Soit X une v.a qui suit une loi normale N (u, o). On veut estimer la variance o de X.
a) p connue

1
1. — T?==>(X;—u)? est un estimateur efficace de o2.
n .

10



Chapitre 2. Estimation ponctielle

En effet :
2 L& 2 L& o 1 2
E(1?) =B (-2 —p?) = B (-2~ 270X, + g
Ni=1 Ni=1 n
— 2B (5x2) ~ 2 S E) + 8
n i=1 ni=1
12 12
= E;E (Xf) - M2 = ﬁ; [V (X;) + (E (Xz))z] - M2

V) =V (350 n?) = 2V (06 07) = V(-0
= 5 B = ) — (B = )] = . =0

b) p inconnue

12 —
— 8%2= -3 (X; — X)?% ,iela variance empirique, est un estimateur biaisé de o, mais
Ni=1
asymptotiquement sans biais.

En effet :

n—1
o2

B($?) =

B(S?) = B(S?) — o® = (1 - 1) o2 = Lo

n

V(S?) — 0 pour n — oo.

n —_—

— (9" = 252 = L3(X; — X)2 est un estimateur sans biais de ¢2.
n—1 n—1 4

1=

En effet :
n n—1, 9

n—1 n

donc sans biais
— n grand, E(S?) ~ E((5")?) et on préfere S2.

— n petit, on préfere (S7)2

11



Chapitre 2. Estimation ponctielle

2.3 L’information de Fisher

Définition 2.3.1 On appelle quantité d’information de Fisher I, (0) apportée par un échantillon

sur le parameétre 0, la quantité suivante positive ou nulle (si elle existe) :

ho=g (25

avec L(X,0) =]]f(X:.0).

=1

Théoréme 2.3.1 Si le domaine de définition de X ne dépend pas de 6 alors :
9*InL(X,0)
I,O)=E || ——"72%)]|.
O (G ]

2.3.1 Propriété d’additivité de ’information de Fisher :

Soit Y v.a indépendante de X dont la loi dépend du méme parametre 0.Soit f(z,0), g(y,0), h(z,y, 0)
les densités de X, Y et du couple (X, Y) (resp.), d'information de Fisher I, (0); I, (9) , I (8) (resp.)

Si les domaines de définition de X, Y ne dépendent pas de 6 alors :
I10)=1,0)+1,(9).
Preuve. Puisque X, Y sont indépendantes :

h(z,y,0) = f(x,0).9(y,0)

Inh(z,y,0) =In f(x,0).Ing(y,0)
O®nh(x,y,0) 0°Inf(x,0) 9*Ing(y,0)

002 002 S 062
’Inh(X,Y,0)\ 9*In f(X,0) 9?Ing(Y,0)
() -5 () ()

—1(0) = =L (0) = 1, (0) = 1(0) = L. (0) + I, (6).

12



Chapitre 2. Estimation ponctielle

Conclusion 2.3.1 :5i le domaine de définition ne dépend pas de 6 alors : | (0) = nl, (/)

avec

10 - - (PRI

i.e : que chaque observation a la méme importance. Ce qui n’est pas le cas pour la loi uniforme

sur [0, 0] ou la plus grande observation est la plus intéressante.

Exemple 2.3.1 Soit X ~ N(u,0?). Calculer linformation de Fisher apportée par un n-échantillon
1ssu de X sur le paramétre p :

I, (k) = nly (1)

L(y)=—E (M)

o

f (1) = —— exp(— =5 (2 — 1))

7)== exp(— gy (v —p
Inf ( u)=—ln(0\/§>_—1(ﬂr—u)2

’ 202

Oln L 1

0%In L —1 n

e~ 2 o 0=

2.4 Information de Fisher et suffisance

On montre que I'information portée par une statistique est inférieure ou égale a celle apportée par

un échantillon. En effet : soit 7' la statistique de densité g(t,#) que I'on substitue & 1’échantillon.

On a L(x,0) = g(t, 0 ).h(x, 0]t ) ou h(x, 0]t ) est la densité conditionnelle de I’échantillon.

In L(z,0) =1ng(t,0) + Inh(x,0t)

O’InL(xz,0) 0*lng(t,0)  0*Inh(z,0)t)
00> 0p? 00>

13



Chapitre 2. Estimation ponctielle

En prennant I’espérance mathématique :

L) =120) - 8| 20| < 1 0)+ Ly )
Lyr(0) = —E [8;1;;’1} > 0.

D’ou :

Si T est suffisante [, (9) = I (0).

La réciproque est vraie si le domaine de X est indépendant de 6.

2.5 Borne de Freshet-Damois-Cramer-Rao (FDCR)

Le résultat suivant nous indique que la variance d’un estimateur ne peut étre inférieur a une
certaine borne, qui dépend de la quantité d’information de Fisher apportée par 1’échantillon sur le

parameétre 6.

Théoréme 2.5.1 (Inégalité de FDCR)

St le domaine de définition de X ne dépend pas de 6 alors pour tout estimateur sans biais :

1

Var (T) > .0

Si T est un estimateur sans biais de h(f) :

14



Chapitre 2. Estimation ponctielle

Preuve.

OlnL Oln L ) OlnL )
cov <T, W) =F (T 20 ) puisque 50 est centrée

Oln L
= [t 50 L(z;0)dz
Rn

o0
d
= tL(z;0)x
a
= —F(T
52 (1)

— W (0).

D’autre part 'inégalité de Schwartz donne :

olnL\]? OlnL
b < .
{COU (T, 50 )] <Var(T)Var( 50 )

ie:

1 (O) < Var(T)L, (6).

2.6 Meéthodes de calcul d’un estimateur

2.6.1 Meéthode des moments

Soit (X1, X, ..., X;,) un n-échantillon issu d’une v.a X de densité f(x, 61,0z, ...,0;) ou : 61,05, ..., 0y
sont des paramétres inconnus. La méthode des moments consiste & estimer les parametres 01, 0, ..., 0,
, en égalisant les moments empiriques calculés & partir de I’échantillon avec les moments théoriques

de méme ordre.

Soit pu! = E(X"), r = 1,2,...,k moments d’ordre r de la population (théorique) et on note

1
M, = => X]. moment empirique d’ordre r de 1’échantillon.
Ni=1

La solution du systéme M, = p’., r = 1,k nous donne les estimateurs de 6y, 0y, ..., 0

15



Chapitre 2. Estimation ponctielle

Remarque 2.6.1 Dans la plupart des cas, les estimateurs obtenus par la méthode des moments

sont consistants, convergents, asymptotiquement normauzx mais en général ne sont pas efficaces.

Exemple 2.6.1 Soit (X1, X5, ..., X,,) un n-échantillon issu de X ~ N(u,0?),0n p,0? sont in-

(
My =y
My = 15
_ /
\ M, = .

k équations & k inconnus;

connus. Estimer u et 0® par la méthode des moments.

171
=-3X;
10 n;

o? + 2

py=E(X)=n

L'estimateur de ji est i = —> . X; = X

1
Ni=1

PO o1& 1
JQZE;XZZ—/EZE;XE— (5

_ln 2 (¥7)2
—n;Xi (X)

1 < —
72 ==Y (X;—X)~
g ng( )

16
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Chapitre 2. Estimation ponctielle

2.6.2 Meéthode du maximum de vraisemblance

Il s’agit de trouver un estimateur de #, qui maximise la fonction de vraisemblance de I’échantillon.
La valeur 6 qui maximise L(z, f) serait un bon estimateur car elle donne la plus grande probabilité

pour cet échantillon.

) ) o 5 = U, pour trouver 0;
Cette méthode consiste a résoudre : )
L(z,0 .

2 aé? )| 9—5< 0, pour assurer I'existence du maxyce L(z,0).

Remarque 2.6.2 Mazximiser L(x,0) revient & mazximiser In L(z,0) . Il est plus commode de mazi-

miser In L(z, 6)

Exemple 2.6.2 Soit (X1, Xs, ..., X,,) un n-échantillon issu de X ~ N(u,0?) ,trouver [’estimateur
EMYV de p et 0.

La densité deX est :

2

—1< Ti— W
InL %) = nin(ovar =3 (&
n L(x, pu, o) nln(o L il( )

o
i=1

alnL(IaM7U2) _ - Li — )
ol _Z o? =0

1o =
d'ot : = x;=X est UEMV de p.
n

i=1

17



Chapitre 2. Estimation ponctielle

L(z,p,0%) = L exp (%Z (w5 — M)2>

InL(x, p,0%) = —Tn In2ro® — —» (z; —p)

8lnL_ -n 27 L i
do2 2 27o? 4(02)?

- i=1
pr— p— O
22 2oy
n 2
Zl (zi — )
e = = —
2 (02)2 202
n 2
Z (%‘ — 1)
— =L 5 =n
o
1 n
~92 - . 2
o i3 =)
On a .
8%In L(z,u,02) n _402i§1(xl_u)
9(c2)? T 4(02)? 4(02)4
> (wi—p)
— n 1=1
T 2% o=
_ 1 ni:l(mi_u)
BCGEE ERE
02=02
- (32)2 [5—n] =58 <0
2 1 2
ST =—=> (X; — )", sip est connue .
1N Ni=1
D’ov :

12 — :
S2 = ﬁ; (X; — X)2 , 81 i est inconnu .

18



Chapitre 3

Estimation par intervalle de confiance

L’estimation ponctuelle d’une parameétre # donne une valeur numérique unique & ce parameétre,

mais n’apporte aucune information sur la précision des résultats.

Pour évaluer la confiance que ’on peut avoir en une estimation, il est nécessaire de lui associer un
intervalle qui contient, avec une certaine probabilité, la vraie valeur du parametre, c’est ’estimation

par intervalle de confiance.

3.1 Généralité

Il est plus réaliste et plus intéressant de fournir une estimation du type

t <0 <ty

plutot que d’écrire séchement 6 = t, car on sait que la valeur estimée ¢ différe toujours de la valeur
exacte du parameétre recherché, 6. Il est donc souhaitable de donner la précision de I’estimation en

acceptant de faire une erreur « sur celle-ci.

Définition 3.1.1 Soit X une v.a. dont la loi dépend d’un paramétre inconnu 6, on appelle IN-
TERVALLE DE CONFIANCE pour 0 de niveau 1 — « (ou de seuil o), un intervalle qui a la

probabilité 1 — o de contenir la vraie valeur de 6.

19



Chapitre 3. Estimation par intervalle de confiance

[t1,te] est un intervalle de confiance de niveau 1 — o pour 0 signifie

]P)(t1<6<t2):1—05.

(plus le niveau de confiance est élevé, plus la certitude est grande que la méthode d’estimation

produira une estimation contenant la vraie valeur de ).

e les niveaux de confiance les plus fréquemment utilisés sont 90%, 95%, 99%.

e « est appelé le seuil (le risque); on choisira dans la plupart des cas un intervalle & risques

symétriques, c-a-d t.q.

PO < t,) = %,]P’(H > ty) = %

Remarque 3.1.1 : Si on augmente le niveau de confiance 1 — «, on augmente la longueur de

Uintervalle.

3.2 Principe de construction

Le principe de la méthode d’estimation par intervalle de confiance est le suivant :
Soit T' un estimateur de 6 (meilleur estimateur possible) dont on connait la loi en fonction
de 6.

On détermine par la suite un intervalle de probabilité de niveau 1 — o pour T i.e :

P(t1(0) <0 <t3(0)) =1—a.

Il faut ensuite inverser cet intervalle pour 7T, dont les bornes dépendent de 6 pour obtenir un

intervalle pour,

iePy(a(T) <0 <b(T)) =1-a,

ou bien P(t;*(t) < 0 < t;'(t)) =1 — .

20



Chapitre 3. Estimation par intervalle de confiance

Graphiquement :

Verticalement, on lit I'intervalle de probabilité et horizontalement I'intervalle de confiance

ta(6p) 5

a= Sl(f) 9()i b= l_l(t) f

Fic. 3.1 — Intervalle de probabilité et intervalle de confiance

Remarque 3.2.1 5i 1 — a augmente, on augmente la longueur de l"intervalle de probabilité donc

les courbes sécartent.

Remarque 3.2.2 Si n augmente, comme T est supposé convergent, alors Var(T) diminue donc

[t1,t2] diminue est les courbes se rapproche de la premiére bissectrice, donc l'intervalle de confiance

diminue.

3.3 Intervalle de confiance pour les paramétres d’une loi
normale

3.3.1 Théoréme centrale limite

L’étude de sommes de variable indépendance et de meme loi joue un role capital en statistique.
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Chapitre 3. Estimation par intervalle de confiance

Le théoréme suivant connu sous le nom de théoréme centrale limite (il vaudrait mieuxdire théo-

réme de la limite centrée) établit la convergence vers la loi de Gauss sous de hypothéses peu

contraignantes.

Théoréme 3.3.1 Soit (X,,) une suit de vas indépendantes de meme loi d’espérance u et d’écart-

type o alors :

vn

o

Théoréme 3.3.2 Si (X1, ..., X,,) est un échantillon de la loi N(u,0?), alors :

X —
1. —5 P suit la loi normale N(0,1) (d’aprés le théoréme centrale limite(TCL)).
7
X—pu . y ) 0
2. g suit une loi de student T,,—1 de degré de liberté (n — 1).
vn—1
7152 . . . 2 P . P
8. —5 suit la loi du khi-deuz x;,_, degré de liberté (n —1).
o

3.4 Intervalle de confiance pour une moyenne

a Cas ou n, la taille de I’échantillon est petite n < 30 :

On suppose que X ~ N(u,0).
On distingue deux cas ¢ connu et ¢ inconnu.

a-1) o connu :

— X —
o X ~ N(u, %) d’aprés un résultat du théoréme (ou bien P N(0,1))

o/v/n

e On se fixe le risque « et on cherche dans la table de la loi normale la valeur u;_g telle que

Pl < o

0

<U_a)=1-—a.
2

P

22



Chapitre 3. Estimation par intervalle de confiance

o
uj—g est le fractile d’order 1 — 5 de la loi normale centrée réduite.

o
_a =1—-a.
n> «

15
Exemple 3.4.1 n =15, a = 3.75, a = 5%, le = 2400 alors x = 2400/15 = 160, uj—g = 1.96

=1

car P(U < —1.96) = 0.025

on suppose X gaussienne et on obtient I'intervalle de confiance :

[160 — 1.963'—57 160 + 1.963'—57

V15 V15

a-2) ¢ inconnu :
X—up

. S —

Syvn—1

e On chareche dans la tabe de la loi de student « étant fixé, la valeur tn-1(1-2) telle que

~ t,_1 d’aprés le théoréme.

anT
(i

bn— 11—7)):1—04/2

P(—th_10-9) <

2

<tn1 )):1—04




Chapitre 3. Estimation par intervalle de confiance

Conclusion 3.4.2 Si T est une réalisationde X et s une réalisation de S, Uintervalle de

confiance de p de seuil o est

S S
T—ty (1 ey T — ty_q(1_a
[ 11-%) =7 11-9) 7=

I =

30 30
Exemple 3.4.2 n = 30, Y x; = 1673, Y a? = 98285, a = 10% alors T = 55.77, s* = 165,87,
=1 =1

s = 1288, tgg(lg%) = 1.699

12. 12.
I = [55.77 — 1.699£, 95.77 + 1.699£
V29 V29

b Cas ou n la taille de I’échantillon est grande n > 30 :

Il n’est plus nécessaire de supposer queX est Gaussienne.

b-1) o connu :

X —p
o/vn

La démarache est la meme que a-1)

e D’aprés le théoreme ~ N(0,1) pour n — oo

e Conclusion : Si T est une réalisationde X et s une réalisation de .S, 'intervalle de confiance de

i de seuil « est

b-2) ¢ inconnu :

On peut prendre comme intervalle de confiance celui de la section a-2). On peut également utiliser

I’approximation suivante :

X —yp
Svn

e On se fixe I'erreur « et on charche dans la table de la loi norale la valeur ui—g telle que

~ N(0,1)

X —
P(—U1,% S/\/%L <U1,%):1—Oé.
T
X —
PE—E cuya)y=1-2

S/\/n 2 2
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Chapitre 3. Estimation par intervalle de confiance

On a

P(—'qu,ﬁ < £ < UI,Q) =1-—a.

NG 5
0

_ S _
P(X —uj_a <p<XH4u-z
n

T2

S
n)—l—a.

Conclusion 3.4.3 Si T est une réalisaion de X, et s est une réalisation de S, lintervalle

de confiance de i de seuil o est :

Remarque 3.4.1 Plus n est grand, plus I es petit(car 1/y/n ou bien 1/\/n — 1 est petit) et donc

meilleure est la précision de l’estimation.

3.5 Intervalle de confiance pour la variance d’une variable

gaussienne

On suppose que X ~ N(u,0).

a p connue (peu fréquent) :

1 n
o 1% =" E (X; — p) est un estimateur efficace de 0% (voir estimation ponctuelle) ; sa réalisation
n
i=1

n

1 X; —
est t2 = —Z (z; — p)*. Comme AN N(0,1).
n-

g

nT? < (X;—p\°
— = Z ( - > est une somme de n v.a indépendantes qui suivant la loi normale N (0, 1)
et danc

nT?

2
0_2 ~ Xn

e L’erreur a étant fixée, on charche dans la table Xi les valeurs kzn(l,%) et ky(1—a/2) telle que
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Chapitre 3. Estimation par intervalle de confiance

nT?
P(k‘n(%) < ? < knu,%)) =1—-«a (3.1)
f
nT?
P(_an(lf%)) =1-0a/2

nT?

P(—5ka(g)) = a/2
T2 2

(3.1)<:>P(n <or< )=1-a
kni-) k()

Conclusion 3.5.1 Sit? est une réalisation de T?, l’intervalle de confiance de o de seuil o est

_ [ nt? nt? ]
kni-2) kn(g)

L’intervalle de confiance pour ¢ au seuil « est

n n
I=|t t
[%knu—s) \/’w;)]
10

n=10, p=06, Yy 2? =402, a=5%
=1

alors

t2 = 402 - 36 = 42, k10(0'025) == 205, k10(0‘975) = 325

C [10x4.2 10 x 4.2

I= 205 395 | = [2.05,12.92]
b 4 inconnu :
e Ona
T;_b;z X1

e On cherche dans la table Xiq les valeurs kn—l(l—%) et k,_1(a/2) telle que

nS?
P(kn_l(%) < ? < kn—l(l—%)) =1—« (32)
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Chapitre 3. Estimation par intervalle de confiance

f
nS?
P(?k‘nfl(%)) =a/2
nS?
P(—yku1a-9)) =1—0a/2
2 2
(32) e P(—" 2o My,
kn-10-3) kn-1(3)

Conclusion 3.5.2 Si s? est une réalisation de S?, l'intervalle de confiance de 0® de seuil o

2 2
I ns | ns
kn-10-2) kn-1(2)

L’intervalle de confiance pour ¢ au seuil « est

e
=|s ,S
knfl(lfg) kn—l(%)

Remarque 3.5.1 Si dans les tables du x2 ou de t,, vous ne trouvez pas les valeurs correspondantes

est

a g etl—a/2, on prendra un risque asymétrique.

30 30
n=30, Y x;=1683 > 2?=98295 a=10%
1=1 1=1

alors

T =55.77, s* = 165.87, kag(o.05) = 42.6, kag(0.95 = 17.7

B {30 x 165.87 30 x 165.87

I = BE T ]:[116.81,281.14]

3.6 Intervale de confiance pour une proportion

& X
Soient Xj, .., X,, i.i.d selon B(p) et X = g X; ~ B(n,p) Notons F,, = — estimateur sans biais de
n
i=1
p

Dans le cas de grands échantillon :

En approchant une loi binomiale vers une loi normale on a : \/ﬁ\/% LN (0,1).
p(1-p) n—oo

a
Ce qui permet décrire P <—u < \/EM < u) =1 — « ou u est le fractile d’order 1 — 5 de la

Vp(l=p) —
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loi N(0,1).

Et donc lintervalle de confiance bilatéral symétrique pour une proportion p au niveau 1 — «
Fn—p
p(1-p)

Ce qui danne en notant f,, la réalisation de F,, sur ’échantillon :

_n__\/ +fn —£2) fn+2n+f\/4n+fn — fn)
144

IC(p) =

Pour une taille d’échantillon importante, on considére ’approximation suivante :

Clp) = [fn - u\/@ 1. +u\/@]

Cette approximation est parfaitement justifiée sur le plan théorique

En effet, d’aprés le théoréme de Slutsky. on a : /F,(1 — F,) — /p(1 — p)

On déduit donc que /n——=2L— — N(0,1).

Fn—p
V Fn(l Fn n—oo
d’ou : P( u < n—=Am=_ < ) =1— « ou u est le fractile d’orderl—% de la loi N(0,1).

\/ Fn(1—Fyp)

Quand n est grand liintervalle de confiance bilatéral symétrique pour une proportion s’écrit donc

au niveau 1 — « sous forme indiquée :
C(p) = [ fo—u n(1= f N 1=/ ”)] fn est la réalisation de F;, sur I’échantillon.

Sinon construction d’intervalles de confiance exacte :

On construit ces intervalles en considérant la fonction de répartition de la loi binomiale . Si la
probabilité de recouvrement de l'intervalle ne vaut pas exactement 1 — a , on prend d’itervalle
ayant la plus petite probabilité de recouvrement parmi ceux ayant une probabilité de recouvrement

supérieure a 1 — a.

Exemple 3.6.1 Dans un échantillon pris au hasard de 100 automobiliste, on constate que 25
d’entre eux possédent une voiture de cylindrée supérieure ¢ 1600 cc. Quel est ["intervalle de confiance
pour le proportion d’automobilistes possédent une voiture cylindrée supérieure a1600 cc (intervalle

bilatéral, o risque symétrique, seuil de confiance 95%) ?
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- Estimation ponctuelle de p : lenombre d’automobilistes possédant une voiture de cylindréesupé-

rieure a 1600 cc dans un échantillon de taillen = 100 suit la loi binomiale B(100,p).

n

D> i
Un estimateur non biaisé pour la proportion p est donné par la fréqunce p = =t
n

25
100

- Intervalle de confiance pour p, on utilise l’approximation normale :

An l_An A~ An l_An
P <pn _ 1.96\/M <p<pat 1.96\/M> — 0.95
n n

D’ou les trois méthodes :

D’ou l’estimation ponctuelle de p: p =

- remplacer p par son estimation (0.25). Intervalle de confiance :

P(0.25 — 0.085 < p < 0.25 4 0.085) = P(0.165 < p < 0.335) = 0.95

1
- remplacer p par 3" Intervalle de confiance:

P(0.25 —0.098 < p < 0.25+0.098) = P(0.152 < p < 0.348) = 0.95
- résoudre ["tnéquation
u? u?
P (1 + —) —2p (;ﬁn + 2—> +p2 <0 <= 1.038p* — 0.538p + 0.0625 < 0
n n
On obtient pour intervalle de confiance :

I = [p1;p2] = [0.176;0.342]
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3.7 Intervalle de confiance pour la moyenne d’une loi quel-

conque

Quelle que soit la taille de ’échantillon, on prendra pour estimateurs sans biais de la moyenne,
la statistique X , et de la variance, la statistique S'2. Si la taille de I’échantillon est grande, en
pratique n > 30, grace au théoréme central limite, on utilise les résultats précédents pour calculer

Iintervalle de confiance pour la moyenne.

Si la série prélevée est faible, il faut utiliser les lois suivies par les parameétres étudiés.

Exemple 3.7.1 On considére un échantillon de 40 paquets de biscuits provenant d’une production
de 2000 unités. Le poids moyen obtenu pour cet échantillon est égal a 3369 et [’écart-type empirique,
c’est-a-dire la quantité s, est égal a 0,86g. Quelle est l’estimation, par intervalle de confiance, du
poids moyen de ces paquets de biscuits, pour [’ensemble de la fabrication, avec les seuils de confiance
0,90, 0,98 et 0,99 ?

La distribution du poids de ces paquets est inconnue ainsi que la variance de la population. Cepen-

dant, pour un grand échantillon (n = 40 > 30), l'intervalle de confiance est de la forme :
s s
vn—1 vn—1

Le fractile h est lu sur la table de Student, degré de liberté n — 1 = 39, il dépend du seuil choisi.

T—h

<u<zT+h avec T = 336, s = 0.86, n = 40.

Les résultats sont regroupés dans le tableau suivant.

Niveaux de confiance | h Limites inférieures Limites supérieures

0,90 1,685 | 336 — 0,2325335, 768 | 336 + 0, 2325336, 232
0,98 2,429 | 336 — 0,3345335,666 | 336 + 0, 3345336, 334
0,99 2,708 | 336 — 0,3735335,627 | 336 + 0,3735336, 373

TAB. 3.1 — Limites de l'intervalle de confiance.

Ainsi, Uintervalle de confiance, qui a 98 chances sur 100 de contenir la vraie valeur du poids moyen

de cette fabrication de biscuits, est : (335,666, 336, 334].
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3.8 Intervalle de confiance de la différence des moyennes

de deux lois normales indépendantes

Soient X; et X, deux variables aléatoires indépendantes, suivant les lois normales N(ju;s1) et
N (pz; s2)-
Le paramétre & estimer est la différence des moyennes D = p; — ps.

On considére deux échantillons indépendants de taille n; pour la variable X; et de taille ny pour

la variable X,.

La variable aléatoire D = X; — X suit une loi normale d’espérance j = ji; — jip et d’écart-type :

oi o3
oy =14/ —+—
ni no

Les écarts-types o7 et o5 étant inconnus, il faut chercher une estimation qui prend en compte toutes

les données du probléme. En utilisant la relation :

nS? 9

?—X(n—l)

et les propriétés de la loi du chi-deux, on montre que la statistique :

s S/ SR b o

n1+n2—2 1

est un estimateur sans biais de la variance commune des deux distributions prenant en compte
toutes les observations (I'indice 1 indique que la sommation est faite sur le premier échantillon et
I'indice 2 sur le deuxiéme).

Pour obtenir ce résultat, on a supposé que les écarts-types inconnus o; et g9 étaient égaux. Un

test de Fisher permet de vérifier ce résultat.
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Toutes les propriétés démontrées entrainent que la variable aléatoire :

(X1 —X2) — (1 — p2) Xn1+n2—2

\/Z(Xi—7)2+Z(Xi_Y)2 n_11+nl2

suit une loi de Student & (n; + ny — 2) degrés de liberté.

Pour déterminer un intervalle de confiance pour la différence des moyennes de deux lois normales

ou pour tester ’égalité de ces deux moyennes, il suffit d’utiliser la table statistique de Student.
Remarque 3.8.1 En « mélangeant » les échantillons, on a perdu un degré de liberté.

Exemple 3.8.1 Des tubes sont construits par deux procédés de fabrications A et B. On dispose
de deux échantillons de tubes dont on mesure les diamétres (en mm) :

- Procédé A : échantillon 1 de taille n; = 5. Résultats : 63,12;63,57;62,81; 64, 32; 63, 76.

- Procédé B : échantillon 2 de taille ny = 4. Résultats : 62,51;63,24;62,31;62, 21.

On suppose que les diamétres des tubes de chaque fabrication sont distribués suivant des lois nor-
males de variances inconnues mais égales.

- Intervalle de confiance bilatéral, a risques symétriques, pour la différence py — po des moyennes
des deuz lois (seuil de confiance 0,95) :

- Echantillon 1 :

Ty =63,516 Y (v;—7)* = 1,3638.

Echantillon 2 :

Ty = 62,5675 Y (1; —T)> = 0,6498.

(1 — T2) — (1 — po2) X\/n1+n2—2
\/Z(wi —T)2+ Y (- T)? Ll

1
degrés de liberté.

- La variable suit une loi de Student an;+ny—2 =17
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- Avec les valeurs numériques données, on obtient :

0,9485— (,Uq —MQ) % \/5+4—2 . 0,9485— ([Ll —[LQ)
V1, 3638 + 0, 6498 /L1 N 0, 3598
5 4

P((~2,365 < ¢(7) < 2,365) = 0,95

D’ou l'intervalle de confiance :

P(0,9485 — 2,365 x 0,3598 < (ug — p2) < 0,9485 + 2,365 x 0,3598) = 0.95

L’intervalle [0,10,1,80] a une probabilité égale a 0,95 de contenir la vraie valeur de la différence

des moyennes des deux lois normales.

3.9 Intervalle de confiance pour le rapport des variances

de deux lois normales

Soient X; et X, deux variables aléatoires indépendantes, suivant les lois normales N(juq;s1) et
N (p2; 52)-

On a démontré le résultat suivant :

ny 5% (ng — 1)o3

(ny — 1)o? noS3

ou, en introduisant la statistique S” :

12 2
S O3

— X = =F(n; —1iny, —1
0_% Séz (nl y N2 )

Ce résultat permet de déterminer un intervalle de confiance pour le rapport de deux variances

ou pour tester 1’égalité de deux variances. On utilise les méthodes exposées dans les paragraphes
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précédents. On obtient par exemple :

12 1 2 12 1
P(S—lx <L 0y )>:a—1

s8 Fap(ni—1ing—1) o3 @ Fi_gp(ni—1ing —1

ol s désigne la valeur de la statistique S donnée par Péchantillon considéré; les valeurs de
Foja(ni —1;n — 1) et de Fi_y/2(n1 — 1;n2 — 1)sont lues sur les tables 7.1,7.2,7.3 ou 7.4 selon la

valeur du seuil a. On en déduit I’égalité ou non des variances.

Exemple 3.9.1 Une firme d’expertises en controle de matériaux a demandé a un laboratoire d’ef-

fectuer une vérification sur la résistance o la compression de tubes fabriqués par deux usines Uy et

Us.

On supposera que la résistance & la compression des tubes provenant de chaque usine peut étre

considérée comme la réalisation de variables aléatoires suivant des lois normales.

Les résultats o la compression en kg/cm? sont résumés dans le tableau suivant.

3.9.1 Application

si lors d’un sondage d’une population vous observez la réponse de 100 personnes tirées au hasard
dans la population et que vous observez que 42 parmi elles aiment la marque X, que pouvez vous
dire de la probabilité p qu'une personne tirée au hasard dans la population aime la marque X 7
Une premiére fagon de répondre a cette question serait de proposer, comme dans les paragraphes

précédents, une estimation ponctuelle de cette probabilité p, donc pour cet exemple, p = 0.42.

Examinons cela de pres : notons X, ..., X,, les variables de Bernoulli B(1, p) indépendantes modé-

lisant la réponse éventuelle de chaque individu parmi les n tirés au hasard dans la population
L’intervalle de confiance au niveau 95% est :

sous R :

> 0.42 - gnorm(0.975)*sqrt (0.42%0.58) /sqrt (100)

[1] 0.3232643

> 0.42 + gnorm(0.975)*sqrt (0.42%0.58) /sqrt (100)
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[1] 0.5167357

intervalle de confiance ne recouvre pas toujours la vraie valeur du parameétre p.
sous R :

m <- 50; n<-20; Pi <- .5; # 20 piéces a lancer 50 fois

p <- rbinom(m,n,Pi)/n # simuler et calculer 1l’estimation

ET<- sqrt(px(1-p)/n) # estimer 1’écart-type

alpha = 0.10 # seuil de signification

zstar <-qnorm(l-alpha/2)

matplot (rbind (p-zstar*ET, p+zstar*ET),rbind(1 :m,1 :m),type="1",1lty=1)

abline(v=Pi) # trace la verticale en Pi

3
[P
L
-
= = _|
T L
=
i+
x—
€=
= = _|
= o4
= _|
=
L —_

0.2 .4 (0 =] .85

rhirnd{p - sstaar * ET, p + zstar * ET)

F1G. 3.2 — Combien d’intervalles de confiance de niveau 80 % recouvrent-ils la vraie proportion
p=057
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Conclusion

En conclusion,il existe deux types d’estimation proposés :l’estimation ponctuelle et ’estimation par

I'intervalle de confiance.

L’estimation ponctuelle d’un paramétre consiste a évaluer la valeur du paramétre de la population

a l'arde d’une valeur unique prise dans un échantillion.

L’intervalle de confiance evaluer la confiance que [’on peut avoir en une estimation ,il est nécessaire

de lui associer un intervalle qui contient, avec une certaine probabilité, la vraie valeur du parameétre.
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Annexe A : Logiciel R

3.10 Qu’est-ce-que le langage R?

e Le langage R est un langage de programmation et un environnement mathématique utilisés
pour le traitement de données. Il permet de faire des analyses statistiques aussi bien simples que
complexes comme des modeéles linéaires ou non-linéaires, des tests d’hypothése, de la modélisation
de séries chronologiques, de la classification, etc. Il dispose également de nombreuses fonctions

graphiques trés utiles et de qualité professionnelle.

e R a été créé par Ross Thaka et Robert Gentleman en 1993 a 1’Université d’Auckland, Nouvelle

Zélande, et est maintenant développé par la R Developement Core Team.

L’origine du nom du langage provient, d’une part, des initiales des prénoms des deux auteurs (Ross
Thaka et Robert Gentleman) et, d’autre part, d’un jeu de mots sur le nom du langage S auquel il

est apparenté.
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Annexe B : Abréviations et Notations

Les différentes abréviations et notations utilisées tout au long de ce mémoire sont expliquées ci-

dessous :
v.a : Variable aléatoire.
1.0.d :  Indépendantes identiqument distribuées.
c.a.d ou i.e : Clest a dire.
E(X) ou p :  Espérance mathématique ou moyenne di v.a X.
V(X) : Variance du v.a X.
X : Moyenne empirique.
e : Intervalle de confaince.
o . Ecart type.
2, :  Converge en probabilité.
S? : Variance empirique.
L(z,0)ou Le(z) : Fonction de la vraismeblance.
f(z,0) . Densité de probabilité.
Py . Loi de paramétre 6.
by(T) : Biais de T.
I,,(0) . Inforamtion de fisher.

39



Annexe B : Abréviations et Notations

I

Iy : Moment d’ordre 7.

EMV :  Estimation du maximum de vraisemblance.
EMM . Estimation des moments.

LG(0;1) ou N(0;1) : Loi normale centré réduite.

t(n—1) : Loi student de degré n — 1.

x%(n) : Loi de khi-deux de degré n.

pa-g : Fractile d’ordre 1 — 5.

N(u,o?) : Loi normale de moyenne p et de variance o2.
« :  Risque que l'intervalle de confiance.

L : Converge en loi.
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