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Introduction

ﬁ. nalytiquement, il est facile de calculer I'intégrale d’une fonction continue f(x)

dans 'intervalle [a, b] lorsqu’on connait sa primitive F'(z) a l'aide de la formule :

1) = [ fa)ds = F ) - Fo)

mais ce n’est pas toujours le cas lorsqu’on ne connait pas la primitive F'(x) ou elle est
trop compliquée ou bien lorsque nous avons juste des mesures discrétes et aucune formule
mathématique qui relie ces mesures (c’est en grande partie dans les problémes physiques);
alors, il faut parfois se contenter d’obtenir une valeur approchée a ’aide d’une méthode

d’intégration numérique.

Dans les méthodes d’intégration, l'intégrale d’une fonction continue dans un intervalle
borné [a, b] est remplacée par une somme finie. Le choix de la subdivision de Uintervalle
d’intégration et des coefficients qui interviennent dans la somme approchant l'intégrale

sont des critéres essentiels pour minimiser ’erreur.

Alors, dans ce travail, on essaye de développer quelques méthodes numériques de calcul
des intégrales : méthodes des Trapézes, méthode de Simpson ; etc. Comme on a cité précé-
demment, dans la pratique on doit faire appel a ces méthodes car en général la fonction f
est donnée dans une table ot est difficile & intégrer. Ces techniques d’intégration consistent

a approcher la valeur de I'intégrale a partir de plusieurs valeurs de la fonction a intégrer.

Dans ce mémoire en va voir trois chapitres :



Introduction

Dans le premier chapitre, on donne un rappel sur la forme générale des polyndémes et on
montre 'existence et I'unicité d’un polynéme d’interpolation. Dans le méme chapitre, on

propose aussi la méthode de Lagrange pour présenter les formules de Newton-Cotes.

Dans le deuxiéme chapitre, on va donner les différents types d’intégration numérique (Rec-
tangle, Point Milieu, Trapéze et Simspon) sous ses formes générales ou bien composées
qu’on aura remarqué aprés que ce sont des applications directe de la formule de Newton-
Cotes. Parce que ces méthodes sont approchées; donc, on étudie I'erreur d’intégration
numérique et enfin, on va faire une comparaison entre les méthodes proposées afin de

trouver la meilleure entre eux.

Dans le dernier chapitre, on donne deux applications sur les méthodes d’intégration nu-

mériques ; 'une dans le domaine de Physique et 'autre en Mathématique.



Chapitre 1

Interpolation et formules de

Newton-cotes

Dans ce chapitre, on va donner les formules de Newton-cotes qui sont des intégrales directes
du polynome d’interpolation de Lagrange. Pour faire ¢a on démontre tout d’abord 1’exis-
tence et I'unicité d’un polyndéme d’interpolation puis, on expose ce type d’interpolation et

enfin, on l'intégre.

Définition (1.1) :  Un polynome de degré inférieur ou égale a n est de la forme générale :
P,(x) = Zaixi =ap+ az' + - + 2",
i=0

posséde exactement n racines qui peuvent étre réelles ou complexes conjuguées (on dit que

r est une racine de P,(x) si P,(r) =0).

Dans la section suivante, on essaye de démontrer 'existence et 1'unicité d’un polynome

d’interpolation.



Chapitre 1. Interpolation et formules de Newton-cotes

1.1 Matrice de Vandermonde

On cherche 'unique polynéme de degré n passant par les points (x;, f(z;)) pour i =
0,...,n, on suppose que tous les x; sont distincts. Le polyndéme d’interpolation peut
s’écrire :

n
d 1 2
P,(x) = E agx® = ag + a1x” + asx® + - - - + axx™;
d=0

tel que pour tout i : P,(x;) = f(x;). Ce probléme ponctuel, on peut I’écrire sous forme
d’un systeme linéaire qui est connu également sous le nom "systéme de Vandermonde” qui

prend la forme matricielle :

1 zg e e 3384 xl agp f (o)
1 ot a f(z1)
1 z,4 ZEZ:% xZ—l an—1 f(xn—l)
1 T e e Ig_l 1‘2 A, f(xn)

Exemple : On cherche a déterminer le polynome de degré 1; Pi(z) = ap + ajx passant
par les points (—2, 1) et (0,3). Les a; peuvent étre déterminés par la résolution du systéme
linéaire :

1 -2 Qo 1

1 0 aq 3
La solution (obtenue par la décomposition LU) est (3 1)T. Donc, le polynéme recherché
est : P(z) =3+ x.

Théoréme (1.1) :  Une condition nécessaire et suffisante pour l'existence et ['unicité
d’un polynéme P de degré inférieure ou égale a n interpolant f en xg, 21, ...,x, est que

les abscisses d’interpolation soient tous distincts deux & deux.
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Preuve : 1l est naturel de faire notre démonstration en deux étapes :

1. Unicité : On utilise le raisonnement par ’absurde ; c’est-a-dire : on suppose qu’il existe

deux polynomes d’interpolation p(z) et ¢(x) de degré n, tels que :

p(z;) = f(z;) et q(x;) = fx;); i=0,1,...,n.

Posant H(x) = p(z) — q(z) ; le polynéme H (z) est de degré au plus n qui vérifie :
H(z;) = p(x;) — q(x;) = f(a;) — f(x)) =0; i =0,1,...,n.

On remarque bien que le polynome H s’annule en (n + 1) points distincts ; c’est-a-dire : il
admet (n 4 1) racines, ce qui est impossible. Donc, il est identiquement nul, H = 0 d’ou

p = ¢ (contradiction).

2. Ezistence : On peut écrire le polynome P, sous sa forme canonique : P,(z) = > ag2¢.
d=0

Du fait que P, (z;) = f(x;); i =0,1,2,...,n; les coefficients a, vérifient le systéme :

"

Po(z0) = f(70)
Po(71) = f(x1)

Pu(zn) = f(2a),

\

ce qui est équivalent au systéme de Vandermonde :

)
ap + a1y + a4 - - + azxf = f(wo)

ap + a1y + a4 -+ + apat = f(x)

\ ap + a1zl + axx® + - + apa” = f(z,)

(D) est un systéme linéaire admet une solution unique parce que le déterminant de la
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matrice associée au systéeme linéaire est non nul.

En effet, on considére le déterminant de Vandermonde :

n—1
1 =z T T
n—1
1 i i
n
A= = H(xi — Zq)
i>d
n—1 n
1 xnil o .. .« .. xnfl l"nil
n—1 n
1 xn ) “ e a’/’n xn

n

Ona: A= H(xl —xq) # 0 car z; # x4; Vi et d, alors le déterminant de Vandermonde
i>d

ne sera jamais nul. donc le systéme (D) admet une et une seule solution (ag, as, - .., ay,).

Alors le polynome d’interpolation existe et il est unique. ¢

1.2 Interpolation de Lagrange

Dans la deuxiéme section, on donne les propriétés générales d’un polyndéme d’interpolation

de Lagrange. Donc, on commence cette section par la définition de ce type des polynémes.

Définition (1.2) : L’interpolation de Lagrange est une fagcon simple de construire un
polynome de collocation, Etant donnés (n + 1) points (x;, f(z;)) pour i =0,1,...,n. On

doit construire (n+1) polynémes L;(x) de degré n et satisfaisant les conditions suivantes :

1 st 1=d
Li(wq) = 0iq =
0 si 1#d.
Le polynome L;(x) & obtenir s’annule en n points zg, 1, ..., Ti 1, Tit1,---,Tp, il s'écrit

alors :

Li(x) = Cla — 20)(x — 1)+ (2 — 2,1)(x — 2i01) - (2 — ),
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ou C' = cst puisque la factorisation contient déja n facteurs des premiers degrés.

Pour x = Z;, Nous avons :

Li(x;) = C(x; — wo) (@ — 1) - -+ (0 — 2i1) (T — ig1) -+ (0 — 1) = 1,

c’est-a-dire :

1
O = n
H (x; — xq)
d=0,d#i
Par la substitution directe, on trouve :
H Tr — {L‘d
_d=0, d#i (= xe)(w =) (= wi) (@ = Tig) - (0 — )

Ll<l’> = Py = ,
H (2 — wo) (@i — x1) -+ (23 — Tim1) (@5 — i) -+ (T3 — )

— zq)

d=0, d#i
avec d°L;(z) = n. Pour chaque i = 0,1,...,n; L;(x) est appelé : polynome de Lagrange
associés a ces points.

Passons & présent a la résolution du probléme générale qui consiste a former P,(x) (Ie
polynome d’interpolation de Lagrange) vérifiant les conditions indiquées plus haut, c¢’est-

a~dire : P,(x;) = f(x;), ce polyndme est de la forme :

= Zf(:vi)ll x

On a bien d°P,(x) < n et pour tout i :

n

= Z f@)Li(za) = fxa)La(wa) + Y f(xi)Li(wa) = f(a) +0 = f(za),

i=0, i#d
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ainsi

Le polynéme P,(x) passe donc par tous les points d’interpolation. Puisque ce polynéme
est unique, P,(z) est bien le polynome recherché. Il reste a construire les fonction L;(x)

suivons une démarche progressive

1.2.1 Polynoémes de degré 1

Il s’agit de déterminer le polyndéme de degré 1 dont la courbe (une droite) passe par les
deux points (xg f(zo)) et (z1,f(z1)). On doit donc construire deux polynoémes Ly(z) et
Li(z) de degré 1; ou

Lo(zo) = Li(z1) =1

Lo(z1) = Li(zo) = 0.

Le polynéme Lg(x) doit s’annule en 2 = ;. On pense immédiatement au polyndme (x—z1)
qui s’annule en x = x1, mais qui vaut (xo — x1) en & = xy. Pour s’assurer d’une valeur 1

en r = xy, il suffit d’effectuer la division appropriée afin d’obtenir :

(x — x1)

LQ(I) = (1‘0 _ ;Ul)'

Un raisonnement similaire pour L;(z) donne :

Le polynéme de degré 1 est donc :

Pi(z) = f(wo)Lo(z) + f(x1) L1 ().
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L’équation de la droite déterminée par les points (2, —1), (4, 3) est :

Pi@) = flao) By g L plem g m B

(z1 — 20)

1.2.2 Polynoémes de degré 2

Si on cherche le polynome de degré 2 passant par les trois points (xo, f(z0)), (x1,f(z1)) et

(2, f(x2)), on doit construire trois fonction L; (x).

Le raisonnement est toujours le méme. La fonction Lg(x) s’annule cette fois en x = z; et
x = x9. On doit forcément avoir un coefficient de la forme (x — x;1)(z — x9) qui vaut(zy —

x1)(zo — x2) €n z = xg.

Pour satisfaire la condition Lg(z¢) = 1. Il suffit alors de diviser le coefficient par cette

valeur et poser :
(x — 1) (x — 29)

(20 — 71) (w0 — 2)

LO (ZL’) =

Cette fonction bien 1 en 2y et 0 en x1 et x5. De la méme maniére, on obtient les fonctions

Lq(z) et Lo(x) définies par :

(x — xo)(x — x9)
(21 — o) (21 — x2)

L1<$) =

et
(x — o) (x — 21)

Lole) = (w2 — 21) (22 — 21)

L’équation de la parabole déterminée par les points (3,1), (—2,2), (1,3) est :

(x — xz0)(x — 21)
(z2 — o) (w2 — 71)

(x — x)(x — 29)
(21 — o) (71 — 72)

+ f(2)

B (x4+2)(x—1 (x —=3)(z—1) (x —3)( 2
G- T2 -1 a2
4, 1 16
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1.2.3 Polynémes de degré n

On analyse le cas général est de la méme fagon. La fonction Ly(z) doit s’annuler en x = x4,
T, T3, ..., T,. 1l faut donc introduire la fonction (x — z1)(z — x3) - -+ (x — z,) qui vaut

(xo — x1)(x0 — 2) -+ - (kg — x) en & = xo. On a alors, apres division :

(r —x1)(x —29) -+ (x — )

(20 — 21) (w0 — 22) - -+ (¥0 — )

L() (.7)) =

On remarque qu’il y a n facteurs de la forme (x — z;) dans cette expression et qu'’il s’agit

bien d’un polynome de degré n. Pour la fonction L;(z), on pose :

(x —zo)(x —20) - (= — )
(71— wo) (w1 — a) -+ (21 — @)

Li(z) =

On note l'absence du terme (r — z;) dans l'expression générale pour la fonction L;(x) :

(z —mo)(x —@2) -+ (& — wim1) (& — iga) -~ (x — @)
(i — o) (@i — 22) -+ (¥ — Ti1) (%5 — Tiga) -+ (5 — @)

Li(z) =

Dans cette fois seul le facteur (x — z;) est absent; L;(z) est donc un polyndéme de degré n
qui vaut 1 en x = z; et s’annule a tous les autres points d’interpolation, on peut maintenant

résumer le situation.

Corollaire (1.2) : Etant donné ( n + 1) points d’interpolation (x;, f(x;)); pour i =
0,1,...,n, il existe un unique polynéme d’interpolation de degré inférieur ou égale & n

passant par tous ces points :

10
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1.3 Erreur d’interpolation

Malgré que les valeurs de f et de son polynome d’interpolation soient les mémes aux nceuds
d’interpolation ; mais elles sont différents en général en tout autre point, il est fondamental
d’étudier I'erreur d’interpolation sur l'intervalle qui contient les noeuds d’interpolation.
Dans la plupart des cas, la formule de I’erreur ne permet pas de la calculer exactement ;

elle permet par contre de la majorée.

On peut exprimer l'erreur d’interpolation de la fagon suivante : f(x) = P,(x) + E,(z) ou

encore E,(z) = f(z) — P.(x).

On constat immédiatement que I'erreur d’interpolation est nulle aux points de collocation
puisque le polyndme passe exactement par ces points. Maintenant, il reste a évaluer cette

erreur.

Théoréme (1.3) : [ est une fonction de classe C"' ([a,b];R), tel que : a < xg <

<o <z <b. Alors : Vx € [a,b], 3 £ € min (29, ), max (x, z,)[ C [a,b]; tel que :

_ _ MO
ol
H(a: —xz;)=(r—x0)(x —21) - (x —2). O
=0
Preuve : Pour faire cette démonstration , on distingue deux cas :
e Si le point = coincide avec I'un des nceuds d’interpolation (i.e : x = x; pour i = 0,...,n),

alors I'égalité est trivialement vérifiée.

e Supposons maintenant que x est un point fixé de [a, b] ; tel que : © # x; pouri =0,...,n.

Soit P,.1(t) le polynéme d’interpolation de f(t) aux points x,xo,...,z,, de sorte que

P,i1 € pni1(R). Par construction :

f(z) = Pu(z) = Poa(z) — Pu(x).

11
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Il est clair que le polynome P, ; — P, est de degré < n + 1 et s’annule en (n + 1) points

Zo,...,Ty. On a donc :
Poa(t) = Pa(t) = R] J(t — 2:), ReR.

Considérons la fonction :

- f(t) - Pn(t) + Pn(t) - Pn+l(t)

= f(t) = Pu(t) = R] J (¢ — 22).

=0

Cette fonction s’annule en (n + 2) points z, zo, . .., x,. Alors, il existe

¢ € Jmin (g, z) , max (v, z,)[ C [a,b] ; tel que : A"V (€) = 0. Donc :
n (n+1)
PO+ — () et (H(w — a:,)) =(n+1).

1=0

On a par conséquent A" (&) = fHD (&) — R(n 4+ 1)! =0, d’ou :

n (n+1) n
£(a) = Pu(2) = Pusa(z) — Pala) = R [ — 1) = %H@: ) e

Corollaire (1.4) : Sous les hypothéses du théoréme précédent, on a :

ol

12
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1.4 Formules de Newton-Cotes

Pour présenter les formules de Newton-Cotes, on définit tout d’abord les formules de

quadrature d’approximation de [ par :

- / CP()dr = 3w f(a)s avee i = / L)

i=0
pour diverses valeurs de n.
Théoréme (1.5) :  On considére une partition {xg,x1,...,2,} de |a,b], ou les points
x; sont équidistants, c’est-a-dire : xo = a, v; = a+ih =x9+ih;1=1,2,....n—1, 2, =b
b—a
et le pas de la partition est h = ——. Alors :
n

/f Ydx ~ ( b—a)ZHf(xl) ol

—1)n—t b —D(g—=2)---(q— — 1
H;, = ( ) : /q(q )4 ) (g n)dq,pouri:(),l,...,netq:x i O
n il (n—1)! (g —1) h
Preuve : Si en tenant compte le formule de quadrature, on a :
Tn=b n
z)dr = Z%‘f(%‘);
ra =0
ol .
(En:b H xr — .Td
w; = / Li(z)dx = / d:(:; 7 dx
To=a H - xd
d=0, d#i
Tn=b
_ / (@ —20)(2 — @) - (&~ %)) (@ — 1) - (T —@0)
(@ — mo) (i — @2) -+~ (T — i) (T3 — @) - (T — )
To=a
r — X .. . .
On pose : ¢ = T ce qui implique que : x = g + ¢h. On va dériver par rapport a q,

13
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alors dr = hdq. Avec cette notation, on a :

e (x—xo)...(x—ziq)(x—zit1) ... (x — xy)
= (xo+ qh —x9) ... (o + qgh — (xo + (i — 1)h))
X (zg + gh — (xg 4+ (1 + 1)h) X ... X (xg + gh — (2o + nh)

=h"qlg=1)...(¢= (@ =1) g~ (+1)...(¢—n).

o (x;—xo) ... (x; —xi1)(x; — Tiyq) ... (g — )

= (xo+ih —xo)...(xo+ih — (xo+ (i — 1)h))

X (xo 4+ ih — (xg+ (i + 1)h) x -+ X (g + ih — (x¢ + nh))
= [(@h)(h(i = DA [(=h)(=2h) -~ (=(n —i)h].

a
Puisque h = , on pose w; = (b — a)H;, ou les H; sont donnés par :

H, :/bq(q—l)(q—2)---(q—n)d

(—1)—ial(n —i)n (q — i)

(1) /bq(q —1)(g—2)- (¢ - n)dq‘ .

T nilln—i)), (q—1)

14



Chapitre 2

Intégration numérique

Dans ce chapitre, on présente les différents types d’intégration numérique et on remarque
apres qu’ils sont des applications directes de la formule de Newton-cotes et on va faire

aussi une comparaison entre les méthodes afin d’extraire la plus performante.

2.1 Meéthode de Rectangle (n=0)

La méthode de rectangle exact pour les polynomes de degré 0; c’est—a-dire : les constants.
Comme le degré du polynome est 0 donc il y a qu’un seul pt (zg = a); tel que : P,(z) =

f(a), alors :

dx = f(a)(b— a).

I~
I
Q \0-
gv
g
=
QL
S
I
—
=
S
QL
S
I
—
—
S
S— .

15
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Interprétation géométrique :

g

Fic. 2.1 — Méthode de Rectangle

L’erreur peut étre estimée en utilisant le développement en série de Taylor ou le théoréme

des accroissements finis, on trouve alors pour h =b —a :

2

¢ €lab], Ey= f (€); ou encore : |Ey| < %Tu£(|f'|)

Pour trouver cette derniére régle, en utilisant le théoréme des accroissements finis : Vo €

[a,b], 3¢ € ]a,b[; tel que :

L’erreur Fy n’est pas connue car la valeur de £ € [a, b] reste indéterminée. Cependant, on

peut la majorer par la plus grande valeur de la dérivée sur le domaine considéré.

Quelques remarques sur cette erreur :

16
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e Cette méthode d’intégration est exacte pour toutes les fonctions f constantes (dans ce
cas Ey = 0 puisque f’ = 0). D’une fagon générale, cette méthode est d’autant plus précise
que les variations de f sont faibles (f’ petite).

e En plus, 'erreur Ej est faible si le domaine [a, b] est petit parce que cette erreur décroit

en h2.

Pour exposer la formule de Rectangle généralisée, on doit faire une partition de 'intervalle

la, b]. Soit {zg, x1, ..., 2, } une subdivision de [a, b] ; ¢’est -a-dire : x; = a+ih;i=0,1,...,n
b—a

n

et h =

[ f)de = [ f@)de+ [ f@)de+-+ [ f(a)de

o Tn—1

~ (z1 — x0) f(21) + (T2 — 21) f(22) + -+ + (T — Tp1) f(0)
= hf(z1) + hf(ze) + -+ hf(z,)

n

= hl;f(:cl)

Fic. 2.2 — Méthode des rectangles généralisée ; pour m = 6 intervalles

17
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2.2 Meéthode du Point Milieu (n=0)

Cette méthode utilise également le polynome constant pour approximer la fonction f.

Cependant, elle exploite mieux les symétries du probléme en choisissant la valeur milieu :

a+b
2

By(x) = f(——),

b
L’intégrale approchée; Iy = / P, (x)dx ; se calcule alors :

+b

Cette méthode nécessite une unique évaluation de la fonction f (en zp = ) et corres-

pond donc aussi a ce qu’on peut faire de plus rapide.

L’erreur peut étre estimée par 'utilisation du développement en série de Taylor ou le
théoréme des accroissements finis, on trouve alors pour h =b —a :
h3 h3

TE € [0.0], By = 3" e 1By < gpoup (1),

Pour calculer cette derniére erreur, on peut utiliser le théoréme des accroissements finis

au deuxiéme ordre : Vz € [a,b], 3 £ € |a,b]; tel que :

a+b _a+b ,,a+b N _a—l—b)zf”(é)

f@) = 1) + @ - D) + e - o

En remplacant dans I’expression de l'intégrale et de l’erreur, on trouve :

otl!
I
~
|
~
I
8~
=
=
|
v
—~
=2

)dx
b
a+b /{(x_a—kb a+b>+(x_aq2Lb)2fT(§) I

18



Chapitre 2. Intégration Numérique

On continue les calculs, on obtient :

T
IS]
T
IS

7 3

\M|

2
By = regt) [ wtes B

7
Q
f=al
o |
S

h3 "
= 1(6)

L’erreur Ej n’est pas connue car £ est une valeur arbitraire dans l'intervalle [a,b] (reste
indéterminée). Donc, on peut la majorer par la plus grande valeur de la dérivée seconde

sur le domaine considéré.
Quelques remarques sur cette erreur :

e Du fait des symétries, cette méthode d’intégration est exacte pour les fonctions f
constantes, mais aussi pour les fonctions affines (dans ce cas E) = 0 puisqu’elles véri-
fient f” = 0).

e Dans le cas plus général, cette méthode est d’autant plus précise que les variations de f
sont faibles (f” petite).

e En plus, le domaine [a,b] est petit (h — 0), alors lerreur est faible parce que cette
erreur décroit en h?®; c’est a dire : elle est plus vite que I’erreur de la méthode précédente.
Il est clair que si le domaine [a, b] est petit (h — 0), alors la méthode du point milieu est

toujours plus précise que la méthode précédente.

Pour conclure la formule du Point Milieu généralisée, on considére la partition {zg, 1, ..., x,},

“ e pas de la subdivision de [a, b] :

h—
oux;=a+1th;i=0,1,...,n. On pose h =

Fras = (o= an) (OF ) 4 o =) SO 4 (o = ) 12
-

19

(xn + xn—l)

)



Chapitre 2. Intégration Numérique

2.3 Meéthode de Trapéze (n=1)

Pour obtenir la méthode de Trapeéze, en appliquant la formule de Newton-cotes pour n = 1

(en kg = a, r1 = b); tel que : f(xg) = f(a), f(z1) = f(b)

L’intégrale approchée est :

()+f()
-0~ >T.

Pour faire la démonstration, on considére :

b

Pi(x)dx = 21: f(z;) Li(x)dx

a

f(xo)Lo(x dx—I—ff x1) Ly (z)dx

~
=
Il

o R

I
kh

b b
fL() dl‘+fl’1 le

= f(xo)wo + f(21)w:.

b
On calcule wg, wy. On a : w; = /Li(m)dm et en tenant compte que : x1 — 9 = h ce qui

implique : —h = zg — 21 :

b o —a 10
wo _axo—ﬂhdx__ﬁ‘af(x_ml)dx
_ 1t '
=7 |37 xlxa
_ e e _ 1y _
= h[2<b a*) —b(b a)]— h(b a)[ (b+ a) b}
1 1 1 1
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et
w :afbmxl_—xxoodx: %j(af—xg)d:c
_%Egﬂ—xox]b—%[%(62—a2)—x0(b—a)
:%l(b—a) B(b—ka)—a”—%a—l—%b—a
:a—22a %:%(b—a)
Alors

I = f(wo)wo + f(z1)wr
:%@_aﬁ@@+%@—aU@O

1 1
= 5(b—a)f(a) + 5(b—a)f(b)
_%@—axﬂ@+f@»

Interprétation géométrique :

e

F1G. 2.3 — Méthode de Trapeze

Pour mesurer la performance de cette méthode, on estime son erreur qui a obtenue lors-

qu’on utilise le développement de Taylor ou le théoréme des accroissements finis. On trouve
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alors pour h=0—a :

3 3
e cad By < sup (157

3 bl By =
§€lab], By =3 12 1

L’erreur F7 n’est pas connue car la valeur de £ € [a,b] est inconnue. Alors, on peut la

majorer par la plus grande valeur de la dérivée seconde sur le domaine considéré.

En générale, la précision fournie par un seul Trapéze n’est pas suffisante, a cette raison,
on divise alors le segment [a,b] en segments partiels égaux et & chaqu’un on applique

la formule de Trapéze pour obtenir la formule de Trapeze généralisée. Soient : z¢y = a,

a
ry=x9+h,...,x, =29+ nh =b; avec h = , on trouve :

[ f@)de = [ f@)de+ [ f)de + -+ / F(x)dz

o (fe ) <f(rc1)mi2klf(xz)> o (Jw e
o [P IO 4 4+ o).

ou encore :

i =t IO ) b o) ot fa)

S [CES R

1)+ 10+ 2'E ).

22
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Xg X, Xy Xy Xy Xg X
Fic. 2.4 — Méthode des Trapézes généralisée ; pour m = 6 intervalles

2.4 Meéthode de Simpson (n=2)

Cette fois, on applique immédiatement la formule de Newton-cotes pour n = 2 (en z, x;

et z5) (la parabole); tel que : f(xg) = f(a), f(z1) = f(a;_b)7 Flxs) = f(b), h = b;a'
_ 2f(2) — 2f (1) + f(w0) o f(x2) — f(x0)
Py(r) = (2 — 10)° (. —x0)” + (2 — 0) (x —x0) + f(21)
Alors, I'intégrale approchée est :
. Fla) + 4750 + 1)
= /Pg(x)dx —(b—a) -
Cette méthode nécessite trois évaluations de la fonction f (en zg = a, 1 = a4 ;— b et

xo = b). Elle est donc trois fois plus lente que les méthodes a un point.
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En effet, b
L = ng(x)dx: i;f(x,-)L,-(x)dx
:jf() dx+ff dx+ffx2L2()d
= fo0) | Lale )d:c+f(x1)abe1(x)d:c+f(wz)jLz(l’)d%’

= f(@o)wo + f(z1)wr + f(x2)ws.

On calcule wy, wy, wy, o1l w; = f Li(z)dx et h = , alors :
b b (z—x1) (x — 29)
Lo(x dx
{ olz) af (zo — 1) (0 — 72)

‘ —

b
(x — x1) (x — z9) dz.
a

2

DO
>

Puisque on a : x; = x¢ + th; c’est-a-dire : 1 = x¢9 + h et xo = xo + 2h, ce qui implique

que:x —x1 =T —x9— hetxr—x9=2x—129— 2h, on a donc :

‘ H

(x —x9 — h) (x —x9 — 2h) dx

Wy = B

DO
>

(x —x9g—h)(x — 29— h— h)dx.

2

[\
>

|~
CR S S .

Si on fait le changement de variable : Y = x — xq — h, on trouve alors x — a, Y — —h,

r—b Y —hetdr=dY :

1 7
h
th [9Y3 ly2p)"
~ L4
3

24
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En se basant sur les mémes techniques pour calculer wy :

(z — x0) (x — 22)

b b
wi; = | Li(z)dx = dx
' { (@) ;f(ﬂfl—ifo)(ﬂfl—i'fz)
1 b
:_ﬁf(x—xo)(x—xz)dx
1ab
——ﬁf(x—xo—h—i—h)(m—xo—h—h)dx
1ah 1 h
:——f(Y+h)(Y—h)dY:——f(YQ—hQ)dY
h2—h h2_h
1 [1 . 1 /K3 1
— _ _Y3_Y2 — _ | _ 3 _ _ 3 3
h2{3 h}h h2(3 h ( B4 h
2
=—h+2h=-h
3 + 3

b b
we = [ Le(z)dx = dx
? ?[ 2() af(fﬂz—%)(fﬁz—%)
1 b
:ﬁf(m—xo)(x—xl)dx
1 b
:Wf(x—xo—h—i-h)(x—xo—h)dcc
1 }< )(Y)
= — Y +h)(Y)dY
1 J1 vz o1
— —_|svs— 1| = Zn
2h? |3 2", 73

par la substitution directe dans la formule d’intégration, on trouve alors :

I, = f(zo)wo + fz1)wr + f(z2)ws

4

S (@) + () + Shf((z2)

I
—

—_ w

a+b
2

— = {f(a) +Af( )+f(b)}

~—~ W

= 052 @+ ar 5+ )

25
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Interprétation géométrique :

FiG. 2.5 — Méthode de Simpson

On utilise toujours les mémes arguments (développements en série de Taylor ou bien le

théoreme des accroissements finis) afin d’estimer lerreur de cette méthode. Tout d’abord,
b—a
2

on pose : h =

h5 h5
JE€ab] , By= —%fu)(g); c-a-d |Fy| < %?ug (179)).

Puisque lerreur Es est inconnue a cause de I'indétermination de la valeur de £ € [a,b];

alors, on majore Fs par la plus grande valeur de la dérivée quatriéme sur l'intervalle [a, b].
Quelques remarques sur cette erreur :

e Cette méthode d’intégration est exacte pour les fonctions f polynomiales d’ordre 3 (car
elles vérifient f(¥ = 0), ce qui inclut en particulier les fonctions constantes, les fonctions
affines et les paraboles. Plus généralement, elle est d’autant plus précise que les variations
de f sont faibles (f*) petite).

e On remarque que U'erreur ici est dépend de h®; c’est-a-dire : erreur est faible tant que
I'intervalle [a, b] est petit. En conclusion, pour des intervalles [a, b] suffisamment petits, la

méthode de Simpson est toujours plus précise que les méthodes précédentes.
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Il y a souvent intérét & décomposer l'intervalle total en intervalles partiels égaux pour

appliquer ensuite la méthode a chacun d’eux, on obtient alors la formule de Simpson
b—a

généralisée. Soient : g = a, r1 = xo + h,...,x, = g+ nh = b, avec h = :n est

nécessairement pair ; on trouve :

Tn

?f(x)dx :Tf d:c+ff YAz + -+ [ f(z)de

Tn—1

= 2 (w0) 4 Fw) + 4 (F (o) + f(os) + @)+ -+ f(a)
2 (f(@2) + f(2a) + fa6) + - + f(2n-2)),

ou encore :

fr@ye ~ P f@) + £0) + 4 () + Flas) + Fla) + - + Flzas)

o an

+2 (f(w2) + f(24) + f(26) + -+ + f202)).

Fic. 2.6 — Méthode de Simpson généralisée ; pour m = 3 intervalles
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2.5 Meéthodes d’intégration pour n>3

Dans le cas ott n = 3 on a également la Méthode de Newton. Pour obtenir cette formule,

en appliquant la formule de Newton-cotes pour n = 3 en g = a, x1 = xg+ h, 9 = 2o+ 2h

et x3 = xg+ 3h = b; avec h = ;a' L’approximation d’ordre 3 de la fonctionnelle est :
n
T3 b
I3 = /f(x)dac = /f(x)dx,
) a
on trouve :

ou encore :

fa= 8 [f(a) +3f(c) +3f(d) + f(b)], oﬂc:2a;bet d:a+2b_

Par une application directe de la formule de Newton-cotes, on trouve immédiatement :

b
b 3

L = [ r@ar= [ 3 feone = 356 |
{

a

— Fao) [ Lo(e)d + f(ar) [ Ly(a)de + f(zs)

a

= f(zo)wo + f(z1)wr + f(22)ws + f(23)ws

b

b
On calcule wq, w , wo, w3, OU wW; = /Li(m)dm et h = Ta‘ Alors :

I3 f(xo)wo + f(x1)wr + f(x2)ws + f(x3)ws

3 9 9 3
= ghf(%) + ghf(fﬂl) + ghf(%) + ghf(ﬂ??»)
B (b—a)

[f(20) + 3 (1) + 3f(22) + f(x5)],

oo
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finalement, on trouve :

I3 = [f(a) +3f(c) +3f(d) + f(0)].-

Plus généralement, les formules d’intégration qui peuvent s’écrire sous la forme :

xo+nh n

f(x)dx ~ Z/L,(x)f(xo +ih)dx.

o

sont obtenues par la formule de Newton-cotes qu’on a vu dans le chapitre précedent.

2.6 Erreur d’intégration

on a vu précédemment quelques méthodes d’intégration numériques qui donnent des va-
b

leurs approchées de I = [ f(x)dz. Donc, naturellement il existe une erreur entre la valeur
a

exacte et la valeur approchée. Dans cette section, on essaye d’estimer cette erreur d’inté-

gration.

Définition (2.1) : z est un réel de [a,b], on note v — (x —t), la fonction qui vaut
(x —t) si ce réel est positif et 0 sinon et R((x —1t)}) = R (x — (z —t)%}) Uerreur de
quadrature liée & sa puissance n'“™. Le noyau de Péano de la méthode de quadrature est

la fonction

Kolt) = R ((z = 1)7}).

Théoréme (2.1) : On considére une méthode d’intégration de degré de précision n et

f e (la,b]), alors :

b

R(f) = % / K, @) @)dt. ¢

a
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Preuve : Avec le développement de Taylor avec le reste intégrale, on obtient :

f) = 3 D@ = a)f + [ (= e

— Pua) + [ Ao — 1)1 S0,

c’est-a-dire :

f@%ﬁﬂw+/1®—®f“40ﬁ@fﬁ Po(x) + H(z).

n!

Puisque P,(x) est de degré n, alors R(P,) = 0.

R(/%@rtmﬂwnwﬁ)

a

R(f)

I
\@ S S

=0

- b ,
/%(x - t)if(n-l—l)(t)dt] dr — zn: Al/%(% _ t)if(n—&—l)(t)dt

a

b b
/ %(m -t f("“)(t)da:] dt — an Ail'(xi — ) fED () dt

a

Vwi”f< d4ﬁ—/f%12: (o — 1)Lt

n!

/7”“ /x_wym—§NMm—w@

1=0
f n+1
/ R(z —t)" :—f fODK,(Hdt. ¢

Corollaire (2.2) : Si f € C"" ([a,b]) et K,(t) de signe constant, alors :

(nt1)(e) |
L R(f) = fT!@/Kn(t)dt; ¢elab].
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/K " 1R(x”+1).
(n+1)
5 RU) = oy H(f!)R(x"“y 0

Preuve : Pour démontrer la premiére partie, on distingue deux cas :

1. 81 K, (t) > 0, alors :

b
R(f) = %/f(”“)(t)K t)dt
n+1)
_ fn—!(f)/Kn(t)dt; ¢ fab.

et le cas ou K, (t) <0, on a alors :

R -~ / FD@K Bt = L [ 000 (K1)
e b Fo(g) |
_ / - / K, (t)dt

2.Ona: f(x) = 2", alors f)(2) = (n +1)!

1 R(zm+!) = 1 f(”“)(é)/Kn(t)dt

3. de 1 et 2, il est facile de démontrer 3 de la maniére suivante :
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(n+1) ’
R(f) = fn—!(g)/[(n(t)dt (de 1)
(nt1) (g
_ f H (5) n+1

2.7 Comparaison entre les méthodes d’intégration

Dans cette section, on va faire une comparaison entre les méthodes proposées précédem-
ment ; méthode de Rectangle, méthode de Trapézes, méthode de Simpson, méthode de New-

ton ; pour trouver la plus performante entre eux.

Pour faire cette comparaison, on veut approximer l'intégrale :
2
1
I = / —dx
LT
qui a comme valeur exacte :
21
I = / —dz = [In(x))? = In(2) — In(1) = In(2) = 0,69314718.
. T

Maintenant, on approxime cette valeur, en utilisant :

1. La méthode de Rectangle,ona:a=1,b=2eth=0b—a=2—-1=1

fo= f@)(b—a)= f)@-1)=T+1=1; f1)=1 =1

On calcule lerreur :

Ey = ‘I - io‘ — |0,69314718 — 1| = 0, 306852819.
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2. La méthode de Trapézes : a =1, b=2et h=b—a=2—-1=1

o= 50— a)(f(@) + F0)) = 52~ D) + F2)) = 3 2

=0, 75.

On calcule lerreur :

E, = ’I — I, =0,69314718 — 0, 75| = 0,056852819.
- 2—-1 1
3’.LaméthodedeSimpson,onazazl,b:2eth:b2@:T:§
= b—a a-+b
=05 a5 1)
(2-1) 142

- E2 w5 + s

2 1
{1 +4 % 3 + 5] = 0,694444444.

L’erreur de calcul est :

Es = ‘I — L= |0,69314718 — 0,694444444| = 0,001297263.
b— 2—1 1
4. La méthode de Newton,ona:a=1,b=2et h= 3a:T:§
= (b—a)
Iy =2 1[f(a) +3f(c) +3f(d) + f(b)]
2—1 4 5
= U 3y +3r0) + s
8 3 3
_ 1 1—1—3><3+3><3+1 =0,69375
-8 4 5 2] 7 ‘

L’erreur de Newton est :

By = ‘I ~ ig‘ —10,69314718 — 0, 69375| = 0,000602819.
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On remarque que: Fy < E; < E, < FEj3. Enfin, on peut dire que 'erreur d’intégration

tend vers zéro a chaque fois obtenir plus les points d’interpolation ; ¢’est-a-dire :

— 0.
n—-4o00

E:V—L
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Applications

Dans le dernier chapitre, on essaye de donner des applications simples en physique et en

mathématiques pour démontrer I'importance de I'intégration numérique.

3.1 Travail, force et énergie
Dans cette section, on donne quelques notions de base sur I’énergie, la force et le travail
afin de présenter la premiére application en physique.

Définition (3.1) : L’énergie en physique est la capacité d’effectuer un travail spécifique,
puis interpréte le travail comme ce qui résulte de la force lorsqu’elle affecte un objet en

mouvement.

Définition (3.2) : La force en physique est définie comme un effet qui affecte des objets

provoquant un changement dans l’état, la direction, la position ou le mouvement du corps.

Définition (3.3) : Le travail en physique est la quantité d’énergie pour déplacer un corps

avec une certaine force sur une distance.

Dans ce qui suit, on suppose la force constance f Affecte une particule P dans une direction

parallele & I'axe des .
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Si la position de la particule P a x( se déplace par une force constante f vers une autre

position x ; le travail effectué sur la particule P & cause de cette force f est :

W =f(zx—xo).

3 positn d'origineP

Maintenant, on essaye d’étudier le travail effectué par la force f qu’elle est possible d’étre
non fixé dans la direction de ’axe des x. Pour aboutir & ce but, on suppose que la particule
se déplace de sa position d’origine x; en raison de la force instable f ; elle arrive a la position
x + Az et le travail effectué avec cette force est passé de W a AW ; ou AW est le travail
effectué par la force f du mouvement des particules de = & x + Ax ; en plus la force f peut
étre changer pendant le mouvement ; mais ce changement doit étre tres petit. Lorsque x

est trés petit, alors :

AW <« fAx
% « f.
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mmmmmP
PAAY
SN
N N
““\:\'}‘n\? : it J_r ‘nr

Lorsque z tend vers zéro (Az — 0) et n = 2 (en zg, o1 et 2 ); tel que : f(x1) = f(a),

Flon) = ), fan) = F(b) et b= 220

,ona:

2
v = im
= f(=).
Donc, on obtient I’équation :

aw = f(z)dx
[Paw = [ fx)de = [ Py(x)da

b—a a+b

= O ) 1 ap (Y 1 )

Dans le cas ot W = 0, on a la position d’origine.

On définit une force agissant sur une particule P par :

fla) = 2

- .

La question qui se pose ici est : Quel travail est fait avec cette force pour déplacer cette

particule de o =1 a x9 =37
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En effet, la particule vérifie ’équation :

aw = f(x)dz

[Paw = [7 f(x) m_ﬁém

= 05 ray+ an*

a+b

)+10)].

Par une application directe de 'un des méthodes d’intégration numérique, on trouve :

(b—a)
6

_ 61 {f() uf

H@+ar 5 + 1)
e ro)

6
10

2 1 1
3.2 Equation intégrale

Dans cette section, on propose une équation intégral qu’elle est difficile & résoudre analy-
tiquement ; c’est-a-dire, il est impossible de trouver la solution exacte de cette équation.
Donc, on souhaite déterminer une approximation v de la solution u de I’équation intégrale

de la forme :

/Kwt x)dt + f(x); = € [a,b],

ol a et b sont données ainsi que les fonctions K et f; K est appelée noyau. On propose

ici une équation trés connue en électrostatique :

M@:%/{——L—w@ﬁ+L

1 1+($—t>

Le calcul approché de l'intégrale se fait par une méthode des Trapézes. on donne un
(b—a)
n
ri=a+ (i —1)h; pour i =1 an+ 1. Lapplication directe du Trapéze donne 'intégrale

entier n pour construire une subdivision réguliére de [a,b] avec un pas h = et
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Chapitre 3. Applications

approché suivant :

/ p(t) = g <90(931) +2) () + Sﬁ(xn—i-l)) :

=2

On transforme également ce probléme en un probléme ponctuel, si bien que pour chaque

1 ’équation du probléme approché s’écrit :

h n
vi=g (K (@i, 1) v1 + QZK(xi,xj)vj + K(mi,xnﬂ)vnH) + f(x5),

J=2

ol v; est 'approximation de u(x;), ce qui conduit au probléme approché :

h
I--A,|V=F
(r=2%)

Il est clair que cette derniére équation est une forme matricielle du probléme approché, ou

I est la matrice identité de ROFDX04) B — (f(zy), f(x1), ..., flzne))"

K (z1,71) 2K (z1,22) -+ 2K (x1,2,) K (21, %511)
K (.1'2, £C1) 2K (l’g, 1’2)
A, =
K (Tp1,21) 2K (Tpi1,22) -0 2K (Tpg1,20) K (Tog1, Togr)
et V = (vy,vg,... ,vN+1)T € R"*! est 'inconnu cherché qu’on peut le déterminer facile-

ment par 'application directe de 'une des méthodes de résolution d’'un systeme linéaire.
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Conclusion

ans ce mémoire, on propose un type d’équation (équation intégrale) qu’on a re-
Dmarqué qu’elle est difficile a résoudre exactement. Non seulement ce type d’équa-
tion mais dans plusieurs domaines scientifiques, il est impossible de calculer analytique-
ment I'intégrale d’une fonction trés compliquée ou elle ne connait qu’en un nombre fini de

points dans un intervalle donné [a, b] (données expérimentaux).

Donc, 'intégration numérique est une méthode facile et rapide qui nous permet d’estimer
I'intégrale d’une fonction approchée a la base du polynéme d’interpolation de Lagrange
avec certaine erreur lorsque le calcule analytique est long et rébarbatif et lorsque 'inté-
gration n’est pas fournie sous la forme d’une fonction mais de tableaux de mesures; cas

d’ailleurs le plus fréquent dans la vraie vie.
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Abréviations et Notations

Les différentes abréviations et notations utilisées tout au long de ce mémoire sont expli-

quées ci-dessous :

e p(x), q(x), H(zx) : Polynomes.
e P,(z) : Polynome d’interpolation de Lagrange.
e Li(x) : Polynéme de la base de Lagrange.
. - Différences divisées d’ordre d.
o E,(x) : Erreur.
o W, : Les poids.
e [ : Intégrale exacte de f(z).

o [ : Intégrale approchée de f(x).
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Resume

Dans ce travail, On va étudier quelques applications sur I'intégration numérique sur un

domaine scientifique qui permettent de trouver une valeur approximative de l'intégrale
d’une fonction compliquée avec certaines erreurs.

On simplifie la fonction compliquée par son polyndme d’interpolation de Lagrange ; puis,
on l'integre pour trouver les formules de Newton-cétes. Par la substitution directe par
n=0,1,2,3 dans cette derniére formule, on trouve immédiatement les différentes
méthodes de l'intégration numérique.

- . p
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In this work, we will study some applications to numerical integration in a scientific field that allow to find an

approximate value for the integration of a complex function with some errors.

We simplify the complex function by Lagrange polynomial; Then we integrate to find Newton-c6tes formulas. By
directly substituting by n =0,1,2,3 in this last formula , We find immediately the different methods of numerical
integration.
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