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Resume :
Dans ce mémoire, nous avons présenté des notions sur les

équations différentielles ordinaires et les systemes différentiels.
Ensuite, nous avons appligué la méthode de calcul des valeurs

propres pour la résolution des systéemes différentiels linéaires.

Mots — clés :

Meéthode de calcul des valeurs propres, le systeme différentiel
linéaire, EDO.

Abstract:

In this memory, we have presented notions about ordinary
differential equations and differential systems. Then, we applied
the calcul of eigenvalues method for the resolution of linear
differential systems.

Key words:

Calcul of eigenvalues method, the linear differential systems,
EDO.
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Abréviations et Notations

R ensemble des nombres réels

N ensemble des entiers naturels

N* ensemble des entiers naturels non nuls
ICcR un intervalle dans R

Yy = % la dérivée premiére de la fonction y

C ensemble des nombres complexes

la dérivée seconde de la fonction y

k ensemble des fonctions continues

k* ensemble des fonctions continues non nuls
AL I'inverse de la matrice A

At matrice transposée de A

A€ M,(R) D'ensemble des matrices de dimension n X n a coefficients réels

IRl la norme

R™ espace vectoriel de dimension n construit sur le corps des réels
Re(v) partie réel de vecteur v

Im(v) partie imaginaire de vecteur v

EDO des équations différentielles ordinaires.



Introduction

es équations différentielles ordinaires apparaissent dans un nombre important
Ld’applications lices de discipline variées de la physique ou de la chimie (par
exemple). Elles représentent un objet d’étude de toute premiére importance aussi bien
en mathématique appliques. Elles sont utilisées pour construire des modéles mathéma-
tique de processus d’évolution physique et biologiques ,par exemple pour I'étude de la
radioactivité, la mécanique céleste ou la dynamique des populations. Les objectifs prin-
cipaux de la théorie des équations ordinaires sont la résolution explicite compléte quand

elle est possible.

Les équations et systémes différentiels les plus variés apparaissent dans quasiment tous
les domaines scientifiques ou ’analyse est utilisée pour modéliser les phénomeénes :méca-
nique (phénomeénes oscillatoires, cinématique, . . .), thermodynamique, chimie (cinétique
chimique, équilibres. . .), électricité et électronique, économie. . . Certaines équations
peuvent étre résolues explicitement, d’autres non. Certaines solutions de ces équations
peuvent étre exprimées a 'aide de fonctions usuelles. Cependant, ans de nombreuses ap-
plications physique, comme dans un circuit électrique, on peut rencontrer des systémes
d’équations différentielles & plusieurs inconnues. Pour Cela, dans ce mémoire, on passe a

I’étude des systémes différentiels ayant plus d’une inconnue.

Les systémes différentiels linéaires ont une grande importance pratique, car de nombreux
phénomeénes naturels peuvent se modéliser par des systémes, au moins en premiéres ap-

proximation. On sait d’autre résoudre complétements les systémes a ceofficients constants,



Introduction

le calcul des solutions se ramenant a des calculs d’algebres.

Notre mémoire est consacré sur la méthode de calcul des valeurs propres pour la résolution
des systémes d’équations différentielles ordinaires.

Dans le premier chapitre, on présente des notions préliminaires sur les équations dif-
férentielles ordinaires du premier et second ordre.

Dans le seconde chapitre, nous présentons des définitions sur les matrices et aussi les
valeurs propres. De plus, on consacre des notions sur les systémes différentiels linéaires de
premier ordre homogéne et non homogeéne avec quelques exemples.

Dans le troisiéme chapitre, nous appliquons la méthode de calcul des valeurs propres

pour résolution le systéme différentiel, nous illustrons ceci a travers des exemples.



Chapitre 1

Equations différentielles

Définition 1.0.1 On appelle équation différentielle d’ordre n (de N*) toute équation de

la forme :

F(a, 9,94, ey y™) = 0 (1.1)

ol F' est une relation entre une variable réelle libre x et une fonction réelle inconnue y

ainsi que ses dérivées d’ordres inférieurs ou égaux a n.

Résoudre une équation différentielle, c’est chercher toutes les fonctions définies sur un

intervalle I C R qui satisfont I’équation (on dit aussi intégrer I’équation différentielle).

1.1 Equation du premier ordre :

On appelle équation différentielle du premier d’ordre toute équation de la forme

L — /(@) = fwy(a) (1.2

Ou f est une fonction réelle donnée.



Chapitrel. Equations différentielles

Une équation différentielle d’ordre 1 a généralement une infinité des solutions.

Exemple 1.1.1 Soit l’équation différentielle du premier ordre
y =32 +3 = f(x) (1.3)

Il est clair que les solutions de cet équation sont les primitives de f. Autrement dit, ses

solutions sont de forme générale :
y = / f(z)dz.

Donc

y = /(3:U+3)dac

=234+324+C,C eR.

F1G. 1.1 — La courbe intégrale de I’équation différentielle v/ = 322 +3 pour C' = 0



Chapitrel. Equations différentielles

Définition 1.1.1 (Equation linéaire)

On dit que une équation différentielle du premier ordre est linéaire si elle écrit sous la

forme

a(z)y'(z) + b(x)y(z) = g(z) (1.4)

ol a, b et g sont des fonctions données, continues sur un intervalle I C R. Pour la
résolution, on choisit un intervalle J C I telle que toute fonction ne s’annule pas sur J.

Toute solution y de cette EDO est de la forme

y(2) = yn(@) + yp()

ou

-yp, est la solution générale de ’EDO homogene associée, c’est-a-dire de I'EDO
a(x)y!(x) + b(x)y(x) = 0

-y, est une solution particuliere de 'EDO (1.4).

On est donc conduit a deux problémes : rechercher d’abord la solution générale de 1’équa-

tion homogeéne et ensuite une solution particuliére de 1’équation complete.
Ainsi, toute solution non nulle de I’équation homogéne associée est de la forme
b(x)
z) = Ce 4@ et A(x) = / —dx
yn(z) (z) a(2)
Avec C constante arbitraire.

et la solution particuliére de I’EDO:



Chapitrel. Equations différentielles

Donc, on obtient la solution

y(z) = Ce™®) 4 k(z)e 4@

Exemple 1.1.2 Soit l’équation différentielle :

V(@) —ya) =1

On aa(r) =1 ,b(x) = —1,g(x) = . Pour x € R, on pose
~Ax) = [ -lde = -z
~K(x)= [ze"dr=—(1+x)e ™"

Donc

Définition 1.1.2 (Equation & variables séparables)

On rappelle qu'une équation différentielle du premier ordre peut s’écrire sous la forme

9wy = f(z) (1.5)

ol g et f sont deux fonctions réelles continues sur des intervalles I et J respectivement,

de dérivée y' = 2. Pour résoudre (1.5), on la s'écrit sous la forme :

Puis par intégration de chaque membre on s’écrit :

6



Chapitrel. Equations différentielles

/g(y)d(y) = /f($)d($) +C,CeR

Exemple 1.1.3 Soit I’équation différentielle :

, T
Yy =
Y
On s’écrit cet équation sous la forme :
2.0 .3
vy =2

On déduit qu’elle est a variables séparables. On a :
yidy = 23dx

L’intégration de chaque membre donne :

D’ou :

1.2 Equations différentielle du second ordre :

Une équation différentielle linéaire du second ordre a coefficients constants est de la forme

ay"(z) + by () + cy(x) = g(x) (1.6)



Chapitrel. Equations différentielles

Ou a et b, ¢ sont des constantes données(a # 0) et g est une application continue sur un

intervalle I de R.

Toute solution y d’'un EDO linéaire du second ordre a coefficients constants dépend de

deux constantes arbitraires C et Cy est de la forme

y(x) = yn() +yp(2)

ou y, est une solution particuliere de I'EDO et y;, est la solution générale de 1’équation
homogene associée (c’est-a-dire de 'EDO ay”(z) + by'(x) +cy(x) = 0).

- Résolution de 1’équation homogéne associée

On introduit le polynome caractéristique p(\) = aA? + b + ¢. Soit A = b* —4ac, alors
-siA>0ona

yn(z) = CLeM® + Cye™®, Oy, CLeR. A = =2Y8 Ny = VA

~-siA=0ona

yn(z) = (Cy + Cow)e?®, O, Cy € R, A=-—2L;
-siA<Oona

yn(x) = e (Cy cos(wz) + Cysin(wz)), C1, Cy € R w= \/QF, o=—2L
- Recherche d’une solution particuliére.

Si g(z) = pu(z)e!* cos(Ox) ou g(x) = pp(x)e!” sin(fz) alors
~-siA>0ona

yn(z) = Cr1eM® + Coet2®, C1,Cy € R. AN = %, Ay = %
-si A=0ona

yn(z) = (Cy + Cyx)e*,  C1,Cy € R, A=-—2L;
-siA<Oona

yn(z) = €77(Cy cos(wzx) + Cysin(wr)), C1, C2 € R w= \/ZF, c=-21
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Si g(x) = pu(z)e!” cos(fx) ou g(x) = py(x)e’* sin(fzx) alors

Yp(z) = 2" (g1 () cos(0x) + qon(x)sin(fz))

Ot pn, q1n€t g2, sont des polynomes de degré n et on a
SiA>0etf=0et p= XA oup=>A alorsm=1;
st A=0et 0 =0et u =\ alors m=2;
siA<0Oet =wet u=ocalorsm=1;

- sinon m = 0.

Donc

y(z) = yn(x) + yp(z)

Exemple 1.2.1 Soit l’équation différentielle du second ordre

y'(x) +y/(x) = Bcos(x).

On cherche la solution générale de I’équation (1.7) sans second membre

yl/+yI:O

Celle-ci est d’équation caractéristique :

(1.7)

P 4+r=0 ,A=—-4onaoc=0etw=1Donc y,(x) = C)cos(x) + Cysin(z), C1,Cy € R



Chapitrel. Equations différentielles

Recherche de la solution particuliére de I’équation compléte.

Puisque = o = 0, on cherche la solution particuliére sous la forme
Yp(x) = z(accos(x) + Bsin(z)).
On a alors
y,(r) = (a4 Br)cos(x) + (B — ax)sin(z)
y,(x) = (28 — ax)cos(x) — (2o + Bx)sin(x)
En substituant ces équations dans (1.7), donc

Yy, (x)+y,(2) = 3cos(x) = (2f—aw) cos(x)—(2a+Px) sin(x)+x(a cos(x)+Fsin(z)) = 3 cos(z)

Dota=0etf =2

3
y(x) = yn(x) + yp(z) = Cy cos(z) + Cysin(x) + 5:(: cos(z), C1,Cy € R.

10



Chapitre 2

Systémes différentiels

2.1 Les matrices

2.1.1 Définitions

Une matrice (m, n) est un tableau a m lignes et n colonnes

a1 a2 ... Qip
A _ 921 929 ... Qop (21)
1 31
2 3 7
Par exemple A = et B=12 1 4
1 -1 5
4 7 6

C’est aussi la matrice d’'une application linéaire A de k™ dans k™ ou k est R ou C : une

base ey, ...., e, étant choisie dans k™, et une base fi, ..., f, dans k™, a est défini par

1 Sj S n,a(ej) = Zaijfi
i=1

11



Chapitre2. Systemes différentielles.

Le j — éme vecteur colonne de A représente donc la décomposition de a(e;) dans la base
f1> Y fm

— L’application linéaire A est injective si

Alz)=0=2=0

— L’application linéaire A est surjective si pour tout b dans k™, on peut trouver x dans
k™ tel que A(z) =b
— L’application linéaire A est bijective si elle est a la fois injective et surjective.

— Si A est bijective, on a m = n, la matrice A est carrée.

2.1.2 Matrices carrées

Définitions

1) Lorsque m = n la matrice (2.1) est dite"carrée" ou "matrice carrée" d’ordre n ou

' n -matrice carrée".

encore une '
2) Dans une matrice carrée, les éléments a1, ass, ..., 4, sont appelés éléments diagonaux.

3) La somme des éléments diagonaux d’une matrice carrée A est appelée la " trace de A
n
2.1.3 Martices égales

Deux matrices A = [a;;] et B = [b;;] sont dites “égales” (A = B) si et seulement si elles
sont de méme ordre et si chaque élément de 'une est égal a I’élément répondant de 'autre,

c’est-a-dire, si et seulement si :

12



Chapitre2. Systemes différentielles.

2.1.4 Matrice nulle

La matrice dont tous les éléments sont nuls est appelée la matrice nulle. Quand A est la
matrice nulle et lorsqu’il n’ya pas de confusion possible sur son ordre, nous écrirons A = 0

au lieu de reproduire le tableau (m x n) ou tous les éléments sont nuls.

2.2 Les opérations des matrices :

oLa Somme

A+ B = (a;; + bj;) avec A et B de méme dimension.

o Multplication par un scalaire

kA = (kaij)

o Multiplications

A(m xp) = (aw)  B(pxn) = (by)

p
A.B(m x n) = (¢;;) avec ¢;; = Z aitb;.-

k=1

oDérivation

A(mxn) = (a;5) avec a;; dépendant de a.

oIntégration

13



Chapitre2. Systemes différentielles.

oTrace d’une matrice

A(an)

trace(A)

(ai;)

min(m,n)

=1

Qg

2.3 Quelques types de Matrices :

2.3.1 La matrice identité (unité) :

Une matrice carrée A dont les éléments a;; = 0 pour ¢ > j est appelée triangulaire

supérieure, une matrice carrée A dont les éléments a;; = 0 pour i < j

triangulaire inférieure.

et

la matrice D =

a11

0

ail
21

a3

Qn1

a1

0

Q12 Aa13
Q22 A23
O ass
0 0
0 0
929 0
0 as3
Ap2  Ap3
0 0
929 0
0 ass
0 0

A1n

A2n

A3n

a“an

ann

14

est appelée

est triangulaire supérieure

est triangulaire inférieure.

qui est a la fois triangulaire supérieure et



Chapitre2. Systemes différentielles.

inférieure est dite"matrice diagonale ". On I'écrira souvent D = diag (a1, agg, ..., Gy ).

i u i 1 Al = Qgg = +** = Qpy = 1 it u
Si dans une matrice diagonale D on a k on dira que D est une
matrice scalaire. Si de plus k£ = 1, la matrice est appelée “matrice identité” ou “matrice

unité’et est notée [,,. Par exemple :

100
10
I = et Is=1010
0 1
001

2.3.2 Matrices inverses :

Si A et B sont des matrices carrées telles que AB = BA = [ alors B est dite inverse de
A et nous écrirons B = A™!(B égal a I'inverse de A). La matrice B aura pour inverse la

matrice A et nous écrirons A = B~

Par exemple :

1 2 3 6 -2 =3 1 0 0
Puisque | 1 3 3 -1 1 0 =101 0 = I, chaque matrice du
1 2 4 -1 0 1 0 0 1

produit est la matrice inverse de I'autre.

2.3.3 Transposée d’une matrice :

La matrice d’ordre (m x n) obtenue en échangeant les lignes et les colonnes d’une matrice

(m x n) A est appelée la transposée de A et notée A'(A transposée).

1 4
1 2 3
Par exemple la transposée de A = est A" = | 2 5 | . On peut remarquer
4 5 6
3 6

que 'élément a;; des i ligne et 7" colonne de A se trouve aux j"¢ ligne et 7" colonne

de At.

Théoréme 2.3.1 Si Al et B! sont les transposées de A et B respectivement et si k est un

15



Chapitre2. Systemes différentielles.

scalaire, nous avons immédiatement : (A" = A et (kA)" = kA"

La transposée d’une somme de deux matrices est la somme de leurs transposées, c’est-a-
dire :

(A+ B) = A"+ B".

Théoréme 2.3.2

La transposée d’un produit de deux matrices est le produit, dans I'ordre inversé, de leurs
transposées, c’est-a-dire :

(AB) = B'.A!

2.3.4 Matrices symétriques :

Une matrice carrée A telle que A' = A est dite "symétrique". Ainsi une matrice carrée

A = [a;;] est symétrique si (a;; = aj;) pour toutes les valeurs de i et j. Par exemple :
1 2 3
A= |92 4 —5 | est symétrique .

3 =5 6
2.4 Valeurs propres et vecteurs propres d’une ma-
trice

Définition 2.4.1 \ est une valeur propre de A, si et seulement si il existe un vecteur x

non nul tel que :

Ax = \x
On dit alors que x est le vecteur propre de A associé a la valeur propre \.

Exemple 2.4.1 Ac M,(R)

16



Chapitre2. Systemes différentielles.

1 2 2 2

Soit A= | 0 2 1 et r=11
-1 2 2 0

[ 1 2 2 2 4 2
0 21 1 =2 1|=2]1
-1 2 2 0 0 0

1 | est un vecteur propre de A de valeur propre \ = 2

2.4.1 Propriétés des valeurs propres

On sait que les valeurs propres de la matrice A de format k x k sont les valeurs qui annulent

le polyndéme caractéristique de A soit

p(N) = det(A — \I).

11 existe donc trois possibilités pour les racines de p(\)
— p(A) a k racines réelles distinctes.
—p(\) a quelques racines multiples.

— p(A) a quelques racines complexes.

Exemple 2.4.2 A,B,C,D € M,(R)

-4 2
1. Soit A = ,pa(A) =X+ 5+ 6 = Sp(A) = {-3,-2}.
-1 -1
4 0 -2
2.SitB=| 0 3 0 ,p(A) = (3—=AN)(N\* =3\ +2) = Sp(B) ={1,2,3}.
3 0 -1

17
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4 1
3. Soit C' = ,pc(A) = (A —3)? = S,(C) = {3}, 3 étant de multiplicité 2.
-1 2
0 2
4. Soit D = pp(M) = X2 =2\ +2= S,(D) = {1 +1i,1—i}.
-1 2

Théoréme 2.4.1

Soit A une matrice carrée d’ordre k avec les valeurs propres Ay, ....... , Ak Alors

Si A1 est une valeur propre complexe d’une matrice réelle A avec v comme vecteur propre

correspondant alors le conjugué v de v est un vecteur propre associé a la valeur propre \.

Exponentielle d’une matrice

Si A€ M(k), on pose e = > "0 LAn,

n=0 n!

Munissons M, (k) de la norme ||| des opérateurs linéaires sur k™ associée a la norme

euclidienne de R™. On a alors

R I .
|| <

de sorte que la série > %A” est absolument convergente. On voit de plus que

e < e

18



Chapitre2. Systemes différentielles.

2.5 Systémes différentiels

2.5.1 Systémes différentiels linéaires du premier ordre

On appelle systéeme d’équations différentielles du premier ordre, un ensemble d’équations

de la forme
(4
%:f1<x7y17y2, ....... 7yn>
d
%:fQ(x,yl,yQ, ....... 73/77,)
dyn
\ % :fn($,y17y27 ...... 7yn)
C’est un systéme du premier ordre de n équations a n fonctions inconnues yi, ya, ...., Yn

de la variable indépendante x.

Exemple 2.5.1 Le systéme suivant est un systéeme de deux équations o deux fonctions

mconnues

%:xy1+2y2—3a:

2 Ginyy — ya +5

Ce systéme est non linéaire a coefficients variables.

Exemple 2.5.2 Voici un systéme de 2 équations inconnues a 3 coefficients dans R.

21‘1—$2+§5L‘3:8

Try — 4ZE3 =7
On aurait ’écrire tout aussi bien
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Chapitre2. Systemes différentielles.

21‘1—3324‘%1'3:8

I1+OX$2—4I3:7

Définition 2.5.1 On appelle forme normale d’un systéme d’équations différentielles li-

néaire du premiére ordre, tout systéme de la forme

% = a11(z)y1 + a12(x)ya + oo + 10 (T)Yn + by ()
% = a1 (T)y1 + ag2(T)ya + ooenv. + Qo (7)Y + ba()
\ CZ/_; = Qp1 (f)f% + an2($)y2 + o + ann($)yn + bn(x),
Ou a;j (i,j =1.2,...,n) et by, by, ...., b, sont des fonctions données en .

Nous supposons que a;; et b; sont des fonctions continues en z , pour tout
1,7 =1,2,.....n. Quand b; = 0, pour i = 1,2, ....,n, le systéme linéaire est dit homogene.

Dans le cas contraire, le systéme est dit non homogeéne.

Forme matricielle d’un systéme d’équations différentielles du premier ordre

Pour résoudre un systéme d’équations différentielles du premiere ordre, on a besoin de

réécrire ce systéme sous forme matricielle. En d’autre terme, le systéme est donné par :

% = an(l’)% + a12($)y2 + o + a1n($)yn + bl(a:)
% = a1 (T)y1 + ag2()ya + ooonv. + o ()Y + ba(x)
\ ddif = anl(x)yl + anz(x)?ﬁ + o + ann($)yn + bn(x)

On peut le se réécrire sous forme matricielle
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r . a1
dyx
dx
21
dy2
dx
dyn
L dx
an1

C’est-a-dire

Q12 -+ Qip Y1 by

(0 I Y2 by
+

an2 e Ann Yn bn

Y' =AY + B

Ot la matrice de colonne B s’appelle le second membre du systéme. Dans le cas B # 0, Le

systéeme est dit non homogeéne. Si B = 0, on dit que le systéme est un systéme d’équations

différentielles linéaires homogene.

Exemple 2.5.3 Réécrire le systéme

suiwant sous forme matricielle

¥=x+y—3z+t

Yy =-20+4y—3

2 =x —5z+sint.

Donc

T 1
yo| = —2
2 1

Alors la forme matricielle est

1 -3 T t

4 0 y | T+ -3

0 -5 z sint
Y'=AY + B
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Telles que
1 1 -3 t
A=1 -2 4 0 B=| -3
1 0 -5 sint

Exemple 2.5.4 Réécrire le systéme matricielle suivant sous forme d’un systéeme d’équa-

tions différentielles linéaires

Alors
¥ =3r—y+3t

y =2z +y— e

Systémes linéaires homogénes du premier ordre

Maintenant, on présentera quelques théorémes et définitions qui s’appliquent aux systémes

linéaires homogénes du premier ordre ayant la forme :

Y' =AY
Ou A est une matrice carrée n x n.
Définition 2.5.2
Les n fonctions vectorielles Y7 (x), Ya(x), ........ , Y, () sont linéairement indépendantes sur

un intervalle [ si et seulement si 'identité vectorielle

aYi(x) + coYo(z) + ... + ¢ Yn(z) =0
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Ce qui implique que

cpo=¢cp=..=c,=0.

Sinon, ces fonctions vectorielles sont dites linéairement dépendantes.

Définition 2.5.3 Le déterminant d’une matrice formée par les vecteurs a n lignes

(Yi(x),Ya(x), ....., Y, (x)) est appelé Wronskien du systéme de vecteurs Y;(z), Ya(z), ....., Yy (x)

défini par

W(Yi(z),Ya(x),...., Yn(x)) = |[Yi(2), Ya(x), v Yo ()]

Soient Y (x), Ya(z), ......, Y, (x), n solutions du systéme homogene Y’ = AY sur un intervalle

I ou A est une matrice carrée d’ordre n.

Alors, le systeme(Y; (), Ya(x), ....... , Y, (x)) est libre si et seulement si le Wronskien

pour tout x € I.

Systémes linéaires non homogéne du premier ordre

Un systéme différentiel linéaire du premier ordre dans k™ est une équation

Y'(z)= AY + B

n

ouny = : € k™ est la fonction inconnue et

Ym

23



Chapitre2. Systemes différentielles.

A = (a;j)1<ij<m € Mp(k), B = : c k™.

b,

sont des fonctions continues données
A: I — M, (k) = {matrices carrées m x m sur k},

B : I — k™, définies sur un intervalle I C R.

Exemple 2.5.5 Le systéme linéaire d’ordre 1 & coefficients constants est :

Y'(z) = AY (z) + B

¥=x4+y+2
y=—x+2y+z+1

Z=x+z+4

C’est un systéeme différentiel linéaire du premier ordre sans second membre tel que la

matrice A est :

1 10 2
A= -1 2 1 et B = 1
1 01 4

2.5.2 Systéme autonome de deux équations différentielles

Soit

& =0(z.y)

& ="V(zy)

Avec @ et ¥ deux fonctions continues sur U ouvert de R?, est un systéme autonome de

deux équations différentielles.

On l'appelle systéme autonome parce que la variable ¢ n’intervient pas en dehors des
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dérivées, bien str une solution est appelée trajectoire du systéme autonome.

e On peut transformer un systéme autonome en équation différentielle classique % = %

Cela revient a faire disparaitre «t »

dy _ ¥(zy)
dx *(@,y)

autonome en ajoutant du temps ¢ . Le tout est de bien choisir les deux fonctions ® et ¥

e Réciproquement, une équation différentielle peut se transformer en systéme

de fagon & savoir intégrer le systéme autonome.

On aura ainsi les trajectoires du systéme qui sont les courbes intégrales de 1’équation

différentielle en paramétriques.

Exemple 2.5.6 Soit [’équation différentielle iy = %, on pose
dr __
dy _
S =1+y

Il est facile d’intégrer cette derniére équation, qui est dans notre cas particulier linéaire a

coefficients constants.
. _ t ) 3N dx __ t
Cela donne : y = Ae" — 1, valeur que I'on reporte dans la premiere : 5 = 2z + Ae’ — 1.

Il est encore facile d’intégrer cet équation, qui est encore, dans notre cas particulier, linéaire
a coefficients constants.
Cela donne cette fois : © = pe® — Xe! + 3.
o2t ot L
xr =ne Ae’ + 5

Finalement, on a les courbes intégrales en paramétriques :
y =X —1
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Chapitre 3

Résolution des systémes différentiels
par la méthode de calcul des valeurs

propres

3.1 Reésolution des systémes différentiels linéaires

3.1.1 Résolution d’un systéme X' = AX : cas ou la matrice A est

diagonale

Soit A une matrice diagonale :
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Si on pose X = (z1, ..., ,)", le systeme différentiel X'(t) = AX (t) s’écrit :

IL'/l = )\1 T
IIQ = )\2 )

/
[ Tn = An Ty

Il s’agit de n équations indépendantes, chacune étant linéaire homogénes a coefficient

constant.
Nous savons résoudre ces équations :
La solution générale de z; = \;z; est x;(t) = a; exp(A;t), ol a; est un constant arbitraire.

La solution générale du systeme X' = AX est donc

X(t) = (g exp(Ait), ..o, iy €xp(Apt))

Si(eq, ..... e,) est la base canonique de R", cette solution générale s’écrit encore
) Y 2

X(t) =arexp(Mt)er + .o vovoeennen, + ay, exp(Ant)en

Une base de 'espace des solutions est donc

{exp(Ait)eq, .....,exp(Ant)e, }

Cet espace est bien de dimension n.

Exemple 3.1.1 Soit le systéme
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4 0
Son écriture vectorielle est X' = AX, ou A est la matrice
0 -2
En fait, il s’agit de deux équations différentielles indépendantes, I'une en x, 'autre en y.

La solution générale est

T = et

—2t
Y = Qg€

ol ajet as sont des constantes arbitraires.

Une base de 'espace des solutions est donc

exp(4t
0 = expayes = | TP
0
9
0
Us(t) = exp(—2t)ez =
exp(—2t)

3.1.2 Résolution d’un systéme X' = AX : Cas ou la matrice A

est diagonalisable, & valeurs propres toutes réelles
Cas 1 : n valeurs propres réelles distinctes

Définition 3.1.1 on dit que A est diagonalisable signifie qu’il existe une matrice inversible

P et une matrice diagonale D telle que l’on ait A= PDP~*.

Rappelons que les colonnes sont formées des composantes d’une base de vecteurs propres,
les éléments diagonaux correspondants de étant les valeurs propres associées. L’idée est de

ramener la résolution du systéme a celle d'un systéme U’ = DU, ou est diagonale.
Posons U(t) = P71 X(t).

Puisque est une matrice constante, on a U'(t) = P71 X'(¢).
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On trouve

Ut)=P'X'(t)=P 'AX(t) = P"'PDP'X(t) = DP"'X(t) = DU(t)

Or, puisque la matrice D est diagonale, on sait résoudre le systeme U’(t) = DU (t).

On revient aux solutions du systéme initial en utilisant la relation

Si U(t) est la solution générale de U'(t) = DU(t), la solution générale de X’ = AX est
X(t) = PU(t)

Pour trouver la solution générale de X’ = AX | il faut trouver les matrices D et P, mais

il n’est pas nécessaire de calculer la matrice P~.

Proposition 3.1.1 Soient A € M,(R), A est une valeur propre de A et V est un vecteur

propre associé. Alors la fonction

X:R— R"

t—s MV

est la solution du systeéme différentiel X' = AX.

preuve : Soit X(t) = V. On a alors

X'(t) = MMV = eM(A\V) = MAV = AX ().

Cela prouve que X (t) est bien la solution du systéme homogene X' = AX.

Théoréme 3.1.1 Soit A € M, (R) une matrice diagonalisable sur R. Notons que (Vi, ......, V,,)

est une base de vecteur propre et Ay, ....., A, les valeurs propres correspondantes. Alors les
fonctions X;(t) = e*'V;(1 < i < n) forment une base de l’espace des solutions du systéme

X' = AX.
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preuve

— Tout d’abord, par la proposition précédente, les X;(t) = eV, sont bien des solutions
du systéme différentiel.
— Montrons que ces solutions sont linéairement indépendantes. Soient ¢y, ....., ¢, des réels

tels que

Cet égalité étant vraie pour tout ¢t € R, elle est vraie en particulier pour t = 0 ou elle

devient
aVi+ ol + ¢, V, = 0.
Cela implique ¢; = ...... = ¢, = 0 car les V; forment une base de R".
— Soit P la matrice dont les colonnes sont les vecteurs Vi, ...... . V,,. Alors la matrice P~1AP

= A est diagonale.

— Soit X (¢) une solution du systéme différentiel X’ = AX. La matrice de passage P étant
inversible, notons Y = P71 X

(donc X = PY). Alors Y/ = P7'X' = P7'AX = P'APY = DY. Ainsi Y est la solution

d’un systéme différentiel diagonal :

Yi = My kit
d'ou Y (t) =
yjl = /\nyn kne)\nt
Comme les colonnes de P sont les vecteurs Vi, ...... , V,, alors

X(t) = PY(t) = kyeM'V; + ... + Epe? V= ky X1 (t) 4 - 4 ki X (2).
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On vient de prouver que n’importe quelle solution X (¢) est combinaison linéaire des X;(t).
Ainsi la famille (X ..., X,,) est génératrice de 'espace des solutions.
e Conclusion : (X, ..., X,,) est une base de solutions.

Une base de I'espace des solutions est donc

0 1) = explat)er = | P
0
0
Us(t) = exp(—2t)ez =
exp(—2t)

Autre présentation de la solution générale Il résulte facilement de ce qui précéde

que, si (W1, .....,V},) est une base de vecteurs propres de A, le vecteur V; étant associé a les
valeurs propres \;, les fonctions exp(\;t)V;(i = 1, ....,n) forment une base de 'espace des
solutions.

La solution générale de X’ = AX s’écrit donc

X(t) =arexp(ME)VI+ e + ay, exp(At) Vi,

ou les ;(i = 1...n) sont des constantes réelles.

Conditions initiales :

La solution prend la valeur initiale Xo = ay V] + ......... + o, Vi,.
Autrement dit les constantes (ay, ........ , ) sont les composantes de la valeur initiale X
dans la base de vecteurs propres (V7 ......... Vi)

En fait, la condition initiale X, est en général donnée dans la base canonique sous la forme
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5(71(0) = C1

z,(0) = ¢,

Les constantes ayq, ....... , ., peuvent se calculer par la formule de changement de base

— p-1

Qp Cn

Le calcul de P~! peut donc étre utile quand on veut imposer & la solution des conditions

initiales données.

Dans la pratique, si on doit trouver une seule solution avec les conditions initiales (a)

imposées, chercher les constantes aq, ...... , oy, telles que
C1
olel T o + anVn =
Cn
Exemple 3.1.2 Soit le systéme suivant
r =5r—y+9z
y =3z + 4y
Y=+ y+z
5 -1 9
La matrice A = 3 4 0 a pour les valeures propres Ay = 1, Ay =2, \3 = 7.
1 1 1

Des vecteurs propres correspondants s’écrit
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9 —2 3
‘/1: _9 "/2: 3 a‘/?): 3
5) 1 1

x(t) 9 —2 3
X(t)=| yit) | =ac'Vi +b*Vy+ce"Vy=ae' | —9 | +be* | 3 | 4ce™ | 3
(1) 5 | 1
On D’écrit sous la forme :
z(t) = 9ae! — 2be? + 3ce™
y(t) = —9ae’ + 3be? + 3ce™
z(t) = bae’ + be* + ce™
Nous cherchons la solution vérifiant z(0) = 1,y(0) = 2, 2(0) = 0.

En faisant ¢t = 0 dans le systéme ci-dessus, on obtient le systéme (non différentiel)

9a —2b+3c =1
—9a + 3b+ 3c =2
ba+b+c=0
En résolvant ce systéme linéaire, on trouve o« = —1/12,b = —1/10, ¢ = 31/60.
La solution cherchée est donc
x(t) = —3/4e' + 1/5e* 4 31/20e™
y(t) = 3/4¢" — 3/10¢% + 31/20¢™

z(t) = —5/12e! — 1/10e* + 31/60e™
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3.1.3 Cas2 : valeurs propres complexes simples

On a vu que si A admet une valeur propre simple A\; complexe non réelle et si v; est un

vecteur propre associé, alors

71 est un vecteur propre associé a la valeur propre simple \;. Ainsi

X(t) = ayvieM + e
pour tous scalaires ajet as.
Nous allons utiliser la formule d’Euler afin de n’obtenir que des solutions réelles.

Exemple 3.1.3 Trouver la solution générale du systeme X' = AX tel que

~1 2
X' = X.
-1 -3

Nous déterminons d’abord les valeurs propres de A. En effet, I’équation caractéristique
1= 2
-1 —-3-A
Qui s’écrit aussi

AN 4+4AN+5=0

Admet comme racines

)\1:—2+Z,)\2:—2—Z

Un vecteur propre associé a \; = —2 + ¢ est solution du systeme
1—2 2 V11 0
—1 —1—1 V12 0
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On peut prendre

2
V1 =
-1+
La solution générale est
X =0 2 e(—2+i)t + 2 o(—2-0)t
-1+ —1—1

En employant la formule d’Euler

¢ = cosf +isinf

On trouve que toute solution réelle de ce systéme est de la forme

2 0 2 0
X =a;{ e ?cost — e 2sint +ay e ?sint + e 2 cost

-1 1 -1 1

Théoréme 3.1.2 Soit A\ = a +ib, b > 0 une valeur propre complexe de la matrice A
a ceofficients réels et soit v un vecteur propre correspondant. Alors le systéme linéaire

X' = AX possede deux solutions linéairement indépendantes

X, = [Re(v) cos bt — Im(v) sin bt] e**

X5 = [Re(v) cos bt + Im(v) sin bt] e**

sur R, ot Re(v), Im(v) sont respectivement les parties réelles et imaginaires de vecteur

propre v.

3.1.4 Cas 3 : valeurs propres multiples

On considére toujours le systéme linéaire homogene du premier ordre
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X' =AX

Ou A est une matrice réelle n x n.

1- Premiére situation

On peut trouver deux vecteurs propres non colinéaires v et w associés a cette valeur
propre A\. On a donc deux solutions linéarement indépendantes associées & cette valeur
propre we® et we et la méthode général s’applique. Voici un exemple concrétisant ce

cas.

Exemple 3.1.4 Trouver la solution générale du systéeme X' = AX ou

9 4 0
A=| -6 -1 0
6 4 3

D’abord, on cherche les valeurs propres de A dont le polyndéme caractéristique est défini

par

99—\ 4 0
PA)=| -6 —-1-X 0
6 4 3\

En développant, on trouve
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PA)=B=X[9—-X)(-1=\)+24]
= (3= A) [\* =8\ + 15]

= P() = (3= )(A - 3)(A-5)

Le polynéme admet comme racines

)\1:5,)\2:3,)\3:3

Un vecteur propre associé & A\; = 5 est solution du systéme

4 4 0 V11 0
-6 —6 0 V12 = 0
6 4 —2 V13 0
Les deux premiéres équations conduisent & v1; = —vqo. La troisiéme équation devient alors

v13 = v11. Un vecteur propre possible est donc

6 4 0 Va1 0
-6 —4 0 V29 = 0
6 4 0 V23 0
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On remarque que les trois équations sont les mémes : 6v9; + 4v99 = 0. Cela conduit a
6v91 = —4Ugy = VUgg = —%Ugl et 193 est une constante arbitraire. Sil’on prend wvo3 = 1,

on peut choisir v9; = v99 = 0 et le vecteur propre est alors

0 0
vv=|0|=Xo=| 0 [
1 1
Maintenant, si 'on prend ve3 = 0, on doit choisit vy # 0,80it vy; = 2 conduisant &
2
Voo = —3 et v3=| —3 | est donc un vecteur propre indépendant de vs :
0
2 2
V3 = -3 d’Ofl, X3 -3 €3t.
0 0
Donc la solution générale est
1 0 2
X=c¢c| -1 |"+c]| 0 |+e| —3 |
1 1 0

2- Deuxiéme situation

On ne peut pas trouver deux vecteurs propres non colinéaires associés a cette valeur
propre A. Par définition, on peut tout de méme trouver un vecteur propre v associé a \ et

X, = veM est une solution. Il reste & trouver une autre solution non proportionnelle & X;.

On démontre que dans cette situation on peut trouver un vecteur w telle que

(A= X)w = .

38



Chapitre3. Résolution des systémes différentiels par la méthode de calcul des valeurs
propres

Alors
Xy = vteM + we
On a :
AXy = teMAv + M Aw = theMv + M (v + Aw)
Tandis que

X} = veM + vthe™ + wheM

et comme la position des scalaires est importance, on constante que 'on a

X, = AX.

D’autre part, (A — Al)w # 0, donc w n’est pas proportionnel a v, et X7, Xy sont deux

solutions indépendantes.

Théoréme 3.1.3 Si la matrice A du systéme X' = AX posséde une valeur propre double

A telle que le sous-espace propre associé soit une droite alors

X; =veM et Xy = vte™ + we

sont deux solutions linéairement indépendantes du systéme, ot v est un vecteur propre

associé & A et w est un vecteur propre telle que (A — A\)w = v.

6 —1
Exemple 3.1.5 Trouver la solution générale du systéme X' = AX avec A =
4 2
c’est-a-dire
X =6X; — X
o (3.1)
X5 =4X1+2X,
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propres

D’abord, on détermine les valeurs propres.

6—-\ —1

(6—A\)(2—X\) +4=0

donc
A—4)2=0=>)\=4

Un vecteur propre v associé & A = 4 est solution du systéme

4 =2 (%) 0

Les deux équations sont les mémes et conduisent & vy = 2v;. Si 'on prend v; = 1, le

vecteur propre est donc

1 1
et X = e* est une solution de (3.1)

Maintenant, on résout(A — 41 )w = v. Soit

Soit aussi
2w1 — Wo = 1

411)1 — Wo = 2,
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Et on peut prendre

X, =Kt + et

3.2 Résolution d’un systéme X' = AX quand A admet

des valeurs propres toutes réelles et A n’est pas

diagonalisable

Si la matrice A a toutes ses valeurs propres réelles, mais que certaines sont multiples, elle

n’est peut-étre pas diagonalisable, mais elle est toujours trigonalisable : on peut trouver

une matrice triangulaire supérieure 7' et une matrice inversible P telles que A = PTP~!,

Posons, comme dans le cas diagonalisable, X (t) = PU(t), soit U(t) = P71 X (t).
On a
Ut)=P'X'(t)= P 'AX(t) = P"'PTP'X(t) = TU(t)

Voyons comment résoudre le systéme U’ = TU(t), on T est triangulaire supérieure.

Si la matrice T s’écrit
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11 Qi2 o Qg
0 g -
0 0 - amn,
Le systeme s’écrit
.
u’l = Q11U1 + Q12U T+ eenennen. + a1pUn
Uh = Q92U F e + oy,

La solution générale de la derniére équation est

Tp = Cp eXp(ynt)

En reportant dans I’avant derniere, on trouve

/
Up_1 = Op—1n—1Up—1 — Ap—_1nCn eXp(an,nt)

C’est une équation linéaire du premier ordre avec second membre.
On sait la résoudre :

La solution générale de 1’équation homogeéne associée est

Cn—1 €XP (an—l,n—lt)

On cherche une solution particuliére sous la forme
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aexp(aynt)si oy, # a, —1,n—1

at(exp)(annt)si apy =, —1,n—1

(Remarquons que le coefficient o dépend de c¢,,).

En reportant ainsi chaque fois les solutions trouvées dans I’équation précédente, on obtient

la, solution générale U(t) du systéeme U’ = TU. Cette solution dépend de n constantes
arbitraires cq, ........ , Cn.

Pour trouver la solution générale du systeme X' = AX, il suffit de faire X (t) = PU(t).

Exemple 3.2.1 Soit le systéme suivant

¥r=x4+2y+z
y=y+z
2= —y+ 3z

1 2 1
I1 s’écrit sous forme matricielle X’ = AX, o A est la matrice | 0 1 1
0 -1 3

Les valeurs propres de A sont 1 (valeur propre simple) et 2 (valeur propre double).

V) = 0
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Un vecteur propre pour 1 est

Uy = 1

L’espace propre pour 2 est de dimension 1, un vecteur propre est

V3 = 0

La matrice n’est donc pas diagonlisable. Nous complétons la base avec le vecteur, on a

AV}, = —2’01 —f- V2 + 2’03

3.2.1 Résolution d’un systéme linéaire non homogéne

La solution générale du systeme non homogene

X'=AX + G(z).

est donnée par

X =X.+Xp (3.1)

ou X, est la solution du systeme homogéne

X'=AX

et X, est une solution particuliére du systéme non homogeéne obtenue, soit par la méthode
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a coefficients indéterminés, soit par la méthode de la variation des parameétres.

Exemple 3.2.2 Trouver la solution générale du systéme linéaire non homogéne par la

méthode de variation des paramétres.

5 0 t
X' = X + =AX+G(t).
4 -1 1
5 0
Les valeurs propres de la matrice A = sont : A\ =05, Ay =—1
4 -1
Ainsi que la solution complémentaire
3 0
X, =¢ et + ¢ et
2 1

3 0
X, = uy(t) e + uy(t) e’
2 1
On obtient
3 3 0 0
Suy (t) e+l (t) e® — uy(t) e "+ uh(t) e’
2 2 1 1
5 0 3 5 0 . t
= uy (t) e’ + ua(t) e+
4 -1 2 1 1

Les termes contenant u; (t) et uy(t) sont éliminés des deux cotés de ’équation précédente.
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3 5t ! 0 —t t
uy (t) e’ + uy(t) et =
2 1 1
Soit
3 0 uf (t)e ]t
2 1 uh(t)e 1

t 0
1 1 +
t 5t — — _
ul( )e 3
3 0
2 1
3 t
2 1 32t
uy(t)e ™ = =
3
3 0
2 1
D’ou
t
5 = Loost
i (t) 36
et
3—2t
uy(t)e ™ = 3 e’

Par intégration, il vient
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La solution particuliére s’écrit enfin
Xp= e (54 5) (e + et (5 - 20) ()

Xp=5(5+%) () +56-2)()

_t_ 1
5 25
Xp =
123 _ 3
75 4

La solution générale est ainsi donnée par

X =X.+X,
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Conclusion

Dans ce mémoire, nous avons étudié des systémes d’équations différentielles. Nous avons
utilisé la méthode de calcul des valeurs propres pour la résolution des systémes d’équa-
tions différentielles ordinaires dont des solutions de ces systémes sont possible. Dans cette
méthode, la nature des valeurs propres est celle qui controle la solution d’un systéme
d’équations différentielles, en plus de prendre en compte une matrice pour chaque systéme

différentiel.
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