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Introduction

La géométrie différentielle est une continuité du calcul infinitésimal , elle permet d’étudier grace aux

" variété differentiables

techniques du calcul différentiel une nouvelle famille d’espaces topologiques appllées
" permettant la rénovation de la vieille géométrie des courbes et des surfaces de R? & la Gauss-Darboux , et

en la plagant selon un esprit actuel dans un cadre contemporain -

Le calcul differentiel permet d’étudier I’évolution d’un phénomeéne au voisinage d’un instant donné (sa
vitesse , son accélération ) lorsque celui-ci décrit une portion d’un espace dans lequel on a une structure

d’espace vectoriel normé -

Notre but est de montrer qu’on peut faire de ’analyse mathématique en dehors des espaces qui n’admettent

pas de structure d’espace vectoriel normé -

Empriquement , nous pouvons mesurer des portions de la terre , nous nous déplagons entre les villes , les
pays , on peut décrire presque toutes les régions du globe terrestre d’une maniére adéquate , en utilisant
un petit livre , applé atlas , formé d’'un ensemble de cartes , qui sont des ouverts du plan R? - Ici chaque
point du globe peut étre représenté dans une carte - En s’inspirant de la catographie , on définit une variété
différentiable de dimension n (n € N) par un atlas qui un ensemble d’ouverts de R™ applés cartes . H .
Poincaré a saisi 'importance du concept d’une variété différentiable , il s’est arrété sur les changements de
cartes d'un atlas - C’est Whitney ( en 1944) qui a réglé définitivement ce probléme , c’est dans les changement

de cartes ou réside la notion de variété différentiable -

Pour se déplacer entre divers villes de notre planéte terre , on choisit assez souvent les chemins les plus
courts (géodésiques) , ces trajectoires ne sont pas des droites - La formulation géométrique de ces notions a
conduit & introduire des métriques sur des variétés différentiables (variété riemanniennes ) , et par la suite ,

A des modeéles non euclidiens :
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* Modéle de Reimann : La sphére S? ( munie de la métrique induite par le produit scalaire habituel de
'espace R? ) admet pour géodésiques les grandes cercles , et il est clair que tous les grands cercles se
coupent - si nous appelons droites paralléles , des géodésique qui ne se rencontrent pas , on voit que
le cinquiéme postulat d’Euclide tombe en défaut : ici,par un point extérieur & une droite , il ne passe

aucune paralléle & cette droite -

* Modéle de lobatchevski : le demi - plan de poincaré est défini par :

P={(z,y)|y~0}

muni de la métrique Jds2? = y—z(dx2 + dy2) . Ici | les géodésique sont :

a. Les demi droites d’équation = = C'te -

b. Les demi-cercles centrés sur ’axe ox -
Ainsi, par deux points distintcts du demi-plan de Poincaré , passe une géodésique et une sule , a savoir :

a. la paralléle a I’axe oy si ces deux points ont méme abscisse -

b. le demi cercle passant par ces deux points et centré a l'intersection de ’axe ox et la médiatrice du segement

joignant les deux points -

On déduit donc le resultat suivant :

Par un point extérieur a une géodésique v passe une infinité de géodésique ne rencontrant pas -y -
Ici aussi ,le cinquiéme postulat tombe en défaut , et on aboutit & un modéle de géométrie non eculidienne -

Nous constatons ici la cohabitation entre géométries euclidienne et non euclidienne ; en effet , la géométrie
euclidienne coexiste avec divers édifices géométrique : géométrie différentielle , gtométrie algebrique , géométrie
projective .ect....

La géométrie différentielle utilise un arsenal trés riche et varié et méthodes mathématiques faisant de cette
branche des mathématiques , un carrefour des mathématiques , nécessitant ’utilisation de nombreuses théories
structurées (calcul différentiel , intégration , algebre linéaire , topologie générale et algebrique ,etc ....) comme

elle conduit a des directions importantes en mathématique et aussi & des applications en physiques :
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1. Les groupes et algebres de lie sont trés importants en mathématiques en raison de leurs applications

fondamentales & la géométrie , & la mécanique , 'analyse ,etc...

2. La géométrie symplectique traite des objets qui issus de la mécanique -

a. La géométrie symplectique donne le formalisme géométrique de la mécanique hamiltonienne classique
, i1s’agit en fait d’'une géométrie de ’espace de phase (fibre tangent T'M ,d’une variété différentiable
M ;muni de la forme de Liouville ) ; les équations Hamilton proviennent de dualité entre les fibres
des reperes et des coreperes .elle permet de calculer aussi précisement que possible les trajectoires

de planétes -

b. La géométrie symplectique est utilisée en optique géométrique en mécanique quantique etc...

3. Le probléme cosmologique :L’univers (espace-temps) est une variété différentiable de deminsion 4 . Le
probléme cosmologique consiste & déterminer la forme globale de cette variété, ainsi que les structures
diverses exprimant la distribution et I’évolution de I’energie . Dans sa théorie de la relativité générale ,
A Einstein représente le potentiel gravitationnel ,donc les distributions des masses , par une métrique
locale d’espace temps - la géométrie locale de 'espace-temps ( en particulier les géodésiques donc les
rayons lumineux qui sont des géodésiques particuliéres ) est ainsi déterminé par la distribution de masses

, les Ffj de la connexion associée représentant la magnitude de la force gravitationnelle -

4. La covariance des lois de la physique : Les lois et grandeurs physiques sont covariantes par le groupe de
relativité . Plus le groupe est gros , plus les conditions de covariance sont restrictives , plus les lois et

grandeurs physiques sont déterminées par la géométrie de 1’espace -

En mécanique quantique , les états d’'un systéme physique sont représentés par les vecteurs d’un espace
vectoriel et les grandeurs physiques par des opérateurs linéaires sur cet espace ot opére naturellement
le groupe de relativité ( éventuellement grossi de toutes les symétries du systémes ).Une particule
¢élementaire est un systéme physique irréductible , donc est associé & une représentation irréductible
du groupe de relativité - Les parameétres servant a classer ces représentations irréductible doivent donc

classer les particules qui apparaissent ainsi comme des propriétés géométriques de I’Univers -

Les particules élementaires sont classées par divers nombres quantiques - On ingore naturellement si les

catalogues actuels de particules et de nombres quantiques sont complets - On n’a pas encore trouvé plus
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un groupe de lie tel que les parameétres classant ses réprésentation irréductible correspondent exactement

aux nombres quantiques connus -



Chapitre 1

Rappel sur Calcul différentiel

Dans ce premier chapitre , on rapelle rapidement les outils de calcul différentiel des fonctions
sur R" qui seront utilisé dans la suite -
Comme il s’agit essentiellement de rappels les théorémes d’inversion local , des fonctions implicites

, du rang constant -

1.1 Application différentiable :
Définition 1.1.1 On dit que une fonction de plusieur variable toute fonction s’écrit sous sous forme
suwvant :

f: DfCc R* — RP
(1, oy xn) — (fi(@1, ey @p)y e (T, e xn))

avecn € N*,p € N* et Dy est le domaine de définition de f -
Définition 1.1.2 Soit f une fonction de U & valeurs dans RP est dite différentiable

au point a de U , s’il existe une application linéaire continue df, de R" dans RP telle que :

lime(h) =0
Vhe R": f(x+h)=f(x)+df.(h)+ |h||e(h) et

— 0



Chapitre 1. Calcul différentielle

Cette application linéaire est alors unique , et on 'appelle la différentielle de f en a et on la note df, -

Remarque 1.1.1 Toutes fonctions élémentaires telles que polynémes , exponentielle , logarithmiques et tri-

gonométriques sont différentiables dans leur domaine de définition -

Théoréme 1.1.1 Soient Dy un owvert de R" , f: Dy — R et xg € Dy .si f est différentiable en xo alors :

e f est continue en z -

e f admet toute dérivée directionnelle en z( et sa différentielle est donné par :

Df(xo): R" — R
(hl, cees hn) — 8x1f(x0)h1 + ...+ Q,;nf(xo)hn = Vf(ﬁ(]o)h

Mais la réciproque est fausse -

1.2 Martice de jacobienne :

Définition 1.2.1 Soit f une fonction de plusieur variable de U & valeurs dans RP et aussi elles est diffé-

rentiable en point a donc la matrice jacobienne de f en a est la matrice de p ligne et n colonnes donnée

par :
difi(a) ... ... d,fi(a)
o= @) | |
dify oo dof
Ou bien la notation :
g—gﬁ(a) %(a) ng:L(a)
Ta) = Ofila)) = (B(a)) i = 3-?(@ S—Z:(a) - %(a) € M,,.(R)
S(a) Y(a) - (o)



Chapitre 1. Calcul différentielle

e Le rang d’une application linéaire différentielle en un point est le rang de la matrice jacobienne en ce point
qui définit I’application -

e df, est injctive si et seulement si le rang de sa jacobienne en a égale & p (ie la dimension de ’ensemble de
départ) -

e df, est surjective si et seulement si le rang de sa jacobienne en a égale a n (ie la dimesion de ’ensemble de

larrivée) -
Exemple 1.2.1 Soit la fonction

f: R — R

(z,y,2) — [flz,y,2)= Qe +y*+ 32,y + 2z,cosy,1+ 2)

afs O8fi Of 1
B oy oz 2 2y 5
dfs Of2 Of

g = 52 8—; 32 0 1 1
dfs Ofs Of .
a—; a—;’ 8—23 0 —siny O
Ga G Sh 0 0 1

or oy 0z

rang(df (z,y,z)) = 3 = dim(R?) ceci implique que df est injective .

1.3 Fonction de classe OF :

Définition 1.3.1 On dit que f est de classe C'(continument dérivable )si toutes ses dérivées partielles

( % )(x) sont définies et continues sur U -
Tj

Théoréme 1.3.1 Si f a des composantes de classe C' alors elles sont différentiable et f est également

différentiable .

Définition 1.3.2 Soit f de n variable - On dit que f est de classe C* sur un sous ensemble S de Dy lorsqu’
on peut calculer en tout a € S touts les dérivées partielles d’ordre inférieure ou égale a k et que toutes ces

fonctions sont continues ainsi que f -

Théoréme 1.3.2 Si f : U — V différentiable en a , et g : V. — R™ différentiable en f(a) alors go f est

différentiable en a et on a :



Chapitre 1. Calcul différentielle

d(go f)a = dgs) o dfa

De plus , si f est de classe C* dans U , et g de classe C* dans V ,avec f(U) C V T'application composé

go f est de classe C* dans U -

1.4 Inversion local et fonctions implicites Théoréme du rang constant

On se donne n,p € N*et k € N* U {oo,w} ; pour unifier les énoncés , on parlera de fonctions de regularité
, ou de classe C" , pour les fonctions analytique réelles , c’est a dire développable en série entiere autour de

chaque point -

Définition 1.4.1 Soient U , V des ouverts de R™ - On dit que f : U — V est un C*-défféomorphisme si f
est une bijection , et si f et sa réciproque sont de classe C* - On dit que f est un C* difféomorphisme local
en x € U ,s’il existe U, et Vy(y) voisinage respectifs de v dans U et de f(x) dans V tels que Vi) = f(Uy) et

Uapplication induite f : U — V() est un C* difféeomorphisme -

Si £ = 0 lapplication f est applée homéomorphisme :

1. f est bijection -
2. [ est continue -

3. f~! est continue -

e Tout application difféomorphisme est homéomorphisme mais la réciproque est fausse -
e Un homéomorphisme conserve les propriétés topologiques (ouvert,fermé,compact ,convexe...) -

e Un difféomorphisme conserve les propriétés topologiques et géométriques -
Théoréme 1.4.1 soit Q) un ouverts de R* x RP et f : Q) — RP € C!

On suppose qu’en (a,b) €Q et f(a,b) =0 Jficp(a,b) #0 alors il existe deux ouverts U de R™ conte-

nenant a et V' de RP contenant b et unique solution ¢: U — VvV (!



Chapitre 1. Calcul différentielle

f(z,g9(x))=0 VY eU

Jo(x) = —(Jf(2,9(2) 7 (Jof (2, 9())

I/'_—*--,.
; G h \
/
\
\‘I
VW |

( NN

3 \ (a,b)

R NN .\ /

R

v R™

Théoréme des fonctions implicites

Définition 1.4.2 Soit a un point d’un ouwvert U de RP - on dit que f : U — R" est une immersion C*
en a - Si f est de classe C*, et df, est injective , si ceci est vérifié en tout a € U , on dit que f est une

1Immersion -

e Si n < pon dit que f est immersion si et seulement si le rang de df, égale & la dimension de ’ensemble de

départ -

Exemple 1.4.1 Sin<pona:

f: R — Rr

x = (11,22, ....,x,) — f(x)=(r1,22,...,2,,0,...,0)



Chapitre 1. Calcul différentielle

aft oft oft oh  oh

o1 Oz oxs OTn_1 OTn

Of Ofs Ofs _Ofs  Of2

oz Oxo Ox3 OTn_1 Oxn

, , 1 sij=
Jf(x) = Ofn Ofn Ofn Ofn  Ofn = (a_ﬁ)-,l =
o1 Ox2 oxs O0Tn—1 Oxn Oxj ;'; 12 0 .
S1non

8fn«‘ﬁl 8f'r1,+1 8fn+1 8fn+1 8fn+1

ox1 Oxo Oxg OTn_1 Oxn

o 05 of 04

Oz oo Oxpn_1 Oxy

rang(df (xz)) = n = dim(R") par suit la df est injective . Alors 'application f est immersion -

Définition 1.4.3 Soit a un point d’un ouvert U de R" . On dit que f : U — R" P est une submersion
C* en a si f est de classe C* et df, est surjective; ceci est vérifié en tout a si f est de classe C*, et df, est

surjective ; si ceci est vérifié en tout a € U, on dit que f est une subermesion -

e Sin > pon dit que f est submersion si et seulement si le rang de df, égale a la dimension de ’ensemble de

larrivée -
Exemple 1.4.2 On a l'application f définit par suit :

f: R —~ R
T = (T1,T2 e, Tpy oy &) —  f2) = (21, T2, ..., )

Si n > p alors

1 sii=j
_ Ofi _
Jr= o, =

0 sinon

rang(df (xz)) = p = dim(RP).Comme df est surjective alors f est submersion -
Toute submersion est localement surjective -

Tout imersion est localement injective -

Théoréme 1.4.2 (Théoréme d’inversion locale ).

10



Chapitre 1. Calcul différentielle

Soit f:U C R — RP de classe C*(k >1)a € U .
On suppose que df, est inversible .Alors il existe :

e Un ouvert V' contenant a -

e Un ouvert W contenant f(a) -

Telque f .V — W soit C* diffeomorphisme -

En outre pour tout € Voona d(f "), = (df.)"

(
'\I '|I i) = .' e
' o ML Al
_I oy -'"-_I_—— — [ = ‘\-‘:j
/ W f=1 b= fin
/ N NERAEAN
I-" T, III
/ !
s
I'x /
\ y .

F1G. 1.1 — Définition d’inversion locale

Théoréeme 1.4.3 (Théoréme du rang constant ).Soient U,V de R* et R? et f: U — V de
classe C* k> 1, et do(z) est de rang constant v dans U - Alors il existe des ouverts U’ et V' contenant g

et yo = f(xo) des diffeomorphisme locauz p défini sur U et o défini sur V' tels que :

oo fop(xy,.,tm) = (21, 2,0, ... 0)

11



Chapitre 2

Variété abstraite

Dans ce chapitre on va parler sur des ouvert qui généralise la notion d’espace vectoriel ceux-ci est le sous

variété de dimension p sur lequels s’etendent naturallement les notions du calcul différentiel -
On asi:

e p = ( ce sont des points isolés -

e p =1 la sous variété est un courbe -

e p = 2 la sous variété est un surface -

e p > 3 la sous variété est un hypersurface -

2.1 Plongement :

Définition 2.1.1 Soient U C R™ un ouwvert et f : U — RP une application de classe C*. f est dite plongement

8t :
1. f est une immersion sur U -
2. f est injective -

et si f:U — f(U) homéomorphisme alors f est un plongement regulier -

ot f(U) est muni de la topologie I'(f(U)) induite par celle de R™ :

12



Chapitre 2 : sous variété

D)) = { 00 F(U): 6 ouvert de B }

Exemple 2.1.1 Soit D= {(z,9),2> +y* <1}

f: D — R?
(,y) — (:r,y,\/l—xQ—yQ)

f est un plongement régulier sur

S = {(z,y,2) e R¥ 22 +y*+ 22 =1,z - 0}

f(M)

Fic. 2.1 — Exemple sur un plongement régulier

pd

2.2 Sous variété :

Définition 2.2.1 Soit p un entier tel que 1 <p<n—1et M C R" - On dit que M est une sous variété de
R™ de dimension p et de codemonsion n — p , si pour tout x € M , il existe un voisinage ouwvert U de x , un

voisinage ouvert V de 0 € R™ et un C-difféomorphisme :

: U — V
= (p1(2), 02(T), s n(2))

tels que :

p(MNU)=Vn (R x{0}) /p(xe) =0

13



Chapitre 2 : sous variété

Dans cette définition U , V' et ¢ dépendent ( en générale ) de x -

\\_/J" \ ¢

Définition d’une sous variété

Exemple 2.2.1 Soit M = S'= { ?2+y =1 \(z,y) € R }

e(UNM)=VnNR?

et un difféomorphisme

o(z,y) = (arctg(%)7 Va2 2 — 1)

Alors M est une sous variété de dimension 1 et de classe C*° -

Fic. 2.2 — Exemple sur une sous variété

Proposition 2.2.1 (G?“aphe) Soit Q un ouvert de RP et g: Q) — R"P(1 <p <n—1) une application de

classe C* - Le graphe d’une g , L, = {(u,g(u) |ueQ} estunesous variété de dimension p de R" -

Remarque 2.2.1 La dimension d’une sous variété est la différence entre l’ensemble de départ et le rang de

sa jacobienne en point a -

14



Chapitre 2 : sous variété

2.3 Espace tangent :

On se donne M une sous variété C* de R™ de dimension p , et un point z € M -

Définition 2.3.1 Un vecteur v € R"™ est tangent & M en x , s'il existe 6 = 0 et c: ]— 0,6 — R™ une courbe

C' & image dans M telle que : ¢(0) = z et ¢(0) = v -

On note T, M P'ensemble des vecteurs tangents & M en x , que l'on appelle sous-espace (vectoriel) tangent

a M en x (x+T,M étant le sous -espace affine tangent & M en z ) -
1. Si U est un voisinage ouvert de  dans R" , V' un voisinage ouvert de 0 dans R et f : U — V un C!
diffeomorphisme tel que f(z) =0et f(UNM) = (R’ x {0} NV) , alors : T, M = (df,)""(R? x {0}) -
2. Si U est un voisinage de x dans R™, et f : U — R"? une submerion C"' en x telle que UNM = f~(f(x))
, alors T, M = ker(df,) -
3. Si U esr un voisinage de 0 dans RP ,U un voisinage de x dans R" , et f : V — U un paramétrage local
de M en x avec f(0) = x , alors :T,M = Im(dfy) -
Exemple 2.3.1 Soit S" = f~1(1), ou :
f: RTIN\{0} — R
x - [lz|”
Ainsi T,8" = ker(v — 2(x,v)) =zt
o S?={r?+y*+22=1\(v,y,2) € R}

R3

o
| S—
|
ME]
I3
L—

t —  (cos(t),sin(t),0)

vie|-2,2[ ct)eS*= M

— sin(t) 0
W= | cost) | = o= |1 |=0
0 0

15



Chapitre 2 : sous variété

Fic. 2.3 — Espace tangent d’une sphére

2.3.1 Espace tangent a une sous variété définie par une immersion :

Proposition 2.3.1 Soient U un ouvert de R et f .U — RP est une immersion de classe ct.

Si M = f(U) est une sous variété de dimension p , alors :

TiyM = D,f(RP)
™™ = Df(®) =|JD:f(R)

zelU

Preuve. Soient © € U ,u € RP et ¢ = 0 tels que pour tout |[t| <cona ty+zcl/ - ™

Sion note par 4 :t € R — (t) = f(tu+ x) alors v est une courbe dans M = f(U) et on a

v'(0) = Do f(u) € TpayM

Comme D, f une application linéaire injective et dim(TyM) = dim M = p - on déduit que Ty M =
Dy f(RP) -

Exemple 2.3.2 Soit le cerle définie par l'immersion suivante

f: R — R?
t — (cos(t),sin(t))
Ona M= f(R)=S"et

16



Chapitre 2 : sous variété

TyoM = Dif(R)

—  {A(=sin(t), cos(t); A € R}
{(—sin(t), cos(t)} x R
Stx R

TM

2.3.2 Espace tangent a une soue variété définie par une submersion :

Proposition 2.3.2 Soient U un ouvert de R" et f .U — R™ une submersion de classe cr.

Si z € f(U) alors I'espace tangent a la sous variété M = f~'({z}) est donné par :

T.M = ker(D,f)
TM = ker(Df) = |JD.f

zeM

Preuve. Si u € T,M,alors il existe une courbe ~:]—¢ ¢ - M c R* de classe C! tel que y(0) = x et

7(0)=u- =
On a
forn(t) = z Vte]|—eg
(fon)() = 0
D, f(7'(0)) = 0
Dyf(u) =0

D’ou T, M C ker D, f.comme D, f est une application surjective , alors dim(ker D, f) = n —m = dim(T, M)

et par suite : ker D, f = T,M -

Exemple 2.3.3 Soit
f: Rt — R

n
_ 2
r = (r9, X1, .., T,) — 1— E x;
=0

f est une submersion sur R?™! donc le sphere S™ = f~1({0}) est une sous variété de dimension n telle que
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Chapitre 2 : sous variété

T,.5" = kerD,f

§ {h oo ) € RV o B = 3 s = 0}
1=0

F1G. 2.4 — Espace tangent & une sous variété S?

2.4 Fibre tangent a une sous variété :
Définition 2.4.1 Soit M une sous variété de dimension p et de classe C* .

On appelle ’ensemble de tous les vecteurs tangents en tout point de M par le fibre tangent a le sous variété

M et on note par T'M qui donné par :
TM = Uzeny T M
Remarque 2.4.1

o T*M = Upen TiM s’appelle le fibre cotangent -

o 1M est le duale algebrique de T, M -

2.5 champs de vecteurs :
Soit M est une sous variété et T M est le fibre tangent on a :
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Chapitre 2 : sous variété

TM = UpenTuM

et soit I’application 7 telle que :

zeT,M — w(z)==x

n1(z) = T,M , donc 7 est surjective -

Définition 2.5.1 Soit M une sous variété de dimension p et de classe C*.On appelle un champ de vecteur

sur ’application :

X: M — TM
de classe C*~1 telle que 7o X = Idy(i.e X(x) € T,M ) -
Remarque 2.5.1

L’ensemble de de champs de vecteurs de classe C* sera noté par y;(M).et notera simplement y(M) si

k=400 -

Exemple 2.5.1 Le champs de vecteur sur sous variété S? est dans la figure suivante :

P d

2.6 Equations paramétrique d’une sous variété :

Théoréme 2.6.1 Soit M une sous variété de R" de dimension p (p < n) Alors localement M est définie par
un plongment réqulier , ie pour tout xo € M il existe un ouvert U C RP voisinage de 0 , U C R" voisinage de

zo et un plongement régulier 1 : U — R™ tel que w(U) = M NU -

Théoréme 2.6.2 Soient U un ouvert de R™ et f : U — R™ une application de classe C* - si f est une

plongement régulier alors M = f(U) est une sous variété de R™ de dimensionn (n <m ) -

M = f(U) est dite sous variété définie par le paramétrage f -
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Chapitre 2 : sous variété

Fi1c. 2.5 — le champ de vecteurs sur S?

Théoréme 2.6.3 M C R"™ une sous variété de R" de dimension p(p < n) , si et seulement si M est localement

définie par un plongemebt régulier ouvert sur M muni de la topologie induite par celle de R" -

ie pour tout z € M il existe un ouvert U C RP voisinage de 0 et un plongement régulier ¢ : U — M est une

application ouverte pour la topologie induite sur M par celle de R" -

Dans ce cas il existe U C R" voisinage de x tel que ¢(U ) =UNM - On dit alors que la sous variété M est

définie localement au voisinage de = par le paramétrage ¢ -
Exemple 2.6.1 (Equation paramétrique d’un plan dans l’espace )

Soient a , b, c € R" tel que le systéme {a, b} est linéairement indépendant . Alors )/ — {sa+tb+d € R";s,t € R}

est une sous variété de R" de dimension 2 - En effet , il suffit considérer le plongement régulier

g: R> — R

(s,t) — as+bt+d
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Sous variété a bord

2.7 Sous variété a bord :

Définition 2.7.1 Soient M C R" ,p € N(p < n) et soit H? = {(x1,29,...,2,) € R?, 2, > 0} - On dit que
M est une sous variété a bord de dimension p si pour tout xo € M , il existe U C R"™ ouvert de R™ voisinage

de o , V un ouvert voisinage de 0 dans R™ et un difféomorphisme :

p: U — V

r — (p1(x), .., on(x))

tel que p(xg) =0 et
A(UNM)= VA(H x {0})

ie

(zeUNM) < (pp(7) 20,0p11(2) = ... = pn(z) =0)
Le bord de la sous variété M est le sous ensemble OM tel que

e(UNIM)= Vn(RrR!x{0})

ie

(r € UNOM) < (9)(x) = gpr1(e) = ... = gu(x) = 0)
L’intérieure de la sous variété M est I’ensemble | nt(M) =M — OM

Remarque 2.7.1

Lo M= Uy(p~(HE x {0}))
2. 0M = Uyl (VN (R x {0}))) -
3. OM est une sous variété de dimension p — 1 -

4. L’intérieure Int(M) ne signifie pas I'intérieure topologique (si p < n ,alors M°? = ¢) -
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Sous variété a bord

5. Si p = n alors Int(M) est un ouvert topologique et M est un fermé topologique -

Exemple 2.7.1 La boule fermé B = {(mo, ..... x,) € RPTL, sz < 1} est une sous variété de dimension

Si x, > 0, on prend

P+ - RPH - Hfrl
(0, .., xp) — (Toy .o, —Tp +
Si z, <0, on prend
o Rt — Hﬁ“

B= ' (H) Ut (HH)

0B = ¢} (RP x {0}) U™ (R" x {0})
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Equation cartésienne

pd

2.8 Equation cartésienne d’une sous variété :

Théoréme 2.8.1 Soit M C R" une sous variété de R™ de dimension p (p <n) , alors pour tout xo € M , il

existent un owvert U C R™ un voisinage de xo et une submersion f:U — R tel que MNU = f~1({0})

On dit que M est une sous variété définie localement par I’équation f =0 -

Théoréme 2.8.2 SoientU C R" un ouvertet f.U — R™ unesubmersion(m < n) tel que0 € f(U).Alors

M = f71({0}) est une sous variété de R" de dimension p=n —m .

Exemple 2.8.1 Une droite dans le plan est une sous variété de dimension 1 définie par une submersion -

Soient (a,b) € R? et f est une application définie par :

fiOR? o R

(x,y) — ar+by+c
On a Doy f = (a,b) # (0,0) donc f est une submersion et
M= f71({0} = { (r,y) € R?> j;ax+by+c=0 }
est une sous variété de dimension 1 -

Exemple 2.8.2 La sphére est une sous variété de dimension 2 définie par la submersion

fiOR S R

(r,y,2) — 2*+y*+22—1
On a Dy f = (2z,2y,22) # (0,0,0) donc f est une submersion et
S?= fi{o}) = { (v,y,2) € RY, 2?2 +y*+22=1 }
est une sous variété de dimension 2 -
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Orientation d’une sous variété
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2.9 Orientation d’une sous variété :

Soit ¢ = (e1,e€9,..,€,) €st la base canonique de I’espace vectoriel R" -

Une base ( est dite orienté dans le sens directe (resp inverse) de e si

det(P(e,()) = 0 respdet(P(e, () <0

ou P(e, () désigne la matrice de passsage de e a ( -

1) La base € = (eg, €1, ..., €,,) est orienté dans le sens inverse de e .

2) det(P(e,¢)) <0 <= det(P(¢,¢)) =0
Définition 2.9.1 Soient (1, (> deux bases d’un espace vectoriel E de dimension fini -
On dit que (3, (> ont la orientation méme ou
G~ G < det(P(det(Ci,¢2))) = 0
Ou P((1,(s) désigne la matrice de passage -
Lemme 2.9.1 Soit E un espace vectoriel de dimension fini -
Si ¢ : £ — E est ismorphisme linéaire , alors ¢, ~ ¢, <= ¢((1) ~ o(G)

Définition 2.9.2 L’orientation d’un espace de dimension finie n est le choix d’une base ordonnée ( =

(U1, eeey Up) -
Une base ¢’ est une orientation directe (resp indirecte ) si det(P(¢,¢")) = 0 (resp det(P(¢,¢")) <0 )

Définition 2.9.3 Une sous variété M C R" de dimension p est dite orienté si pour tout x € M , l’espace

tangent T, M est orienté -

Si on désigne par ¢, = (v1(2), va (), ..., vp()) Iorientation de T, pour tout x € M , alors les applications :
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Orientation d’une sous variété

V; - M — TM

r — v(x)

définissent une famille de champs de vecteurs (¢ = (V1,0 0p) -

L’orientation ¢ est dite de classe C* si et seulement si les champs de vecteurs vy | ...., v, sont de classe C* -

Exemple 2.9.1

1) R"™ est une sous variété par ¢ = (=, ..., 52)
1 n

2) Le cercle g1 — {(z,y) € R",2? +y? = 1} est orienté par le champs de vecteurs de classe C> :

Xoy = (~y,2) = —yg: +z5
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Chapitre 3

Forme différentielle

Dans ce dernier chapitre , on y’introduit les formes différentielle : des objets qui vivent dans les variété

peuvent étre intégrés sur sous variété -

3.1 Forme p-linéaire :
Soit E un espace vectoriel de dimention n sur le corps £k =R ou C -

Définition 3.1.1 Soit l'application f telle que :

fi: EXEx..xE — k

(21, X9, .., Tp) —  fx1,29,...,xp)

f est dite p-linéaire si f est linéaire par rapport chaque variable x; -
Remarque 3.1.1

e p=1, f est dite linéaire -
e p =2, f est dite bilinéaire -

e L’ensemble de p forme linéaires noté par L,(E,k) -
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Chapitre 3 : Forme différentielle

Exemple 3.1.1

f: RxR* - R

(z,9) = f(z,y) = 2192 + 221
f: R®xR> — R

(z,y) — [(z,y) = z1y1 — 2292

f1 et fo sont des forme bilinéaire sur R? x R? -

3.2 Forme p-linéaire alternées :

Définition 3.2.1 Soit l'application f :
f: EXEx.xE=FE — k
(1, X2, ooy Tp) —  f(x1,29,..,2p)

est dite forme linéaire alternée si :
flr1, 2o, i, gy ) = —f21, 29, o, T4, 24, ooy p) Vi, j=1.pet i#j
Exemple 3.2.1 Soit l'application f définit par :
f: R®*xR*> - R
(2, y) = f(z,y) = 2192 — T2
est un forme alternée -

Remarque 3.2.1

e L’ensemble de p- forme linéaire alternée est noté par A?(E, k) -

e AP(E. k) est un sous espace de L,(E, k) -

Proposition 3.2.1 Soit f donnée par :

f: EXEx.xE=FE — k

(1, %2, ... Tp) —  f(x1,29,..,2p)
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Chapitre 3 : Forme différentielle

f est alternée si :

1. f(x1,2,..,2,) = 0 chaque fois qu’il existe un couple (i,j),x; = x; et i # j -

2. Un uplets vecteurs lices z; = Zp M\iz; - (uplets i.e composantes )
j=1

3.3 Forme différentielle :

Définition 3.3.1 On appelle une forme différentielle de degré p sur louvert U C E toute application w de

la forme
w: UCE — AP(Uk)
T — Zogil<z’2<...<ipgn Uiy iy Q3 ATy N dxgy NN dxy,
ou a;,, @y, ...., a;, sont des fonctions continues -

L’ensemble des formes différentielles de degré p sur Pouvert U C E et de classe C*est noté par : Q7 (U, k) -
e f: UCE — k declasse C* alors f € ng(U,k) .

e w = cos(r)dx + sin(y)dy est une 1-forme différentielle sur R? -

Exemple 3.3.1 Si U est un ouvert de R? alors :

1. QKU) =CkU) -
2. QF(U) = {fdv+gdy | f,g € C*U)} -
3. Q(U) = {fdwdy | f € C*(U)} -

k _ .
4. Q(U) ={0}sip>3-
Exemple 3.3.2 5i U est un ouvert de R™ alors :

1. QEU) = C*U) -
2. df =Y, $Lda'QF(U) , on f € CH(U) -

3. (02 fzdﬂ)(Zj g;dr’) = Zigj(figj — gifj)da'da’ € Q5(U) -
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Chapitre 3 : Forme différentielle

3.3.1 Produit extrieur de deux formes différentielles :

Soient w; et wy deux formes différentielles de degré p et ¢ (respectivement) , on définit le produit extérieur

wiAwy par :

(JJlA(JJQZ P x Q1 — Qerq(U,k)

(Wi, w2) — (w1 Awa)(x) = wi(x) A wa(z)

e Soit wy est un 1 forme sur R® définie o, = ady — ydy + dz
e Soit wy est un 2 forme sur R* définie o, = (2 + y)(dz A dy) — 2(dz A dz)

alors :

w1 N\Nwy € QS(U C RB,k)

pd

3.4 Forme différentielle sur une sous variété :
Soit S un ensmble et n un entier positif -

Définition 3.4.1 Une carte sur S est une bijection 0:U — V dune partie de U de S sur Uouvert V de

R™ , on note la carte par (U, p, V) et parfois par (U, ) -

Un C* Atlas sur S est une famille de carte (U;, o5, V;) avec @;: U; — V; un homéomorphisme , ¢ |

telle que :

e S = U;e U; (recouvrement) -

e Un compatibilité :soient deux carte (U;, ;) et (Uj, ;) telles que U;NU; # ¢ ou
pij 2 (UiNU;) — ¢;(U:NU;)

est C* un diffeomorphisme -

Exemple 3.4.1 Soit l’ensemle S qui définit par S = {($1,$27 ey Tpy1) € RPHL: Z?jll xf} un Atlas sur S™

formé par deuz cartes (U, pn) (Us, ps) -
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Chapitre 3 : Forme différentielle

Définition 3.4.2 Soit M une sous variété de dimension p dans R" et o € QF(M)(I’ensembles de k forme

différentielle sur M et de classe C* ) telque : o: z € M — ar) =a, € AT M* = (AkaM)*

Soit X1, X, ..., X € T,.S est les champs de vecteurs tangents . On peut définir la fonction par :

r — oy(Xq(2), Xo(x), .., Xi(x))

En fait , au moyen de cartes , on se remene a des formes différentielles sur des ouverts de R si » : U — M

est une carte de M et si o € QF(M) , on définit p*a € QF(U) par :

pra(u)(Xy, Xo, oo, Xi) = alp() (¢ (w) X, -, ¢/ (u) X)

Pour u € U et X, Xs,...,Xx € RP - Soit (Us, ;) un Atlas de M .On obtient une famille de k forme

différentielle ¢ € QF(U;) qui sont compatibles dans le sens que pra = h¥pia pour le changement de carte
hji : UZ - U j
Réciproquement , étant donnée une famille de &k forme différentielle o; € Q(U;) qui sont compatibles , il

existe une seule k forme o € QF(M) telle que o; = p*a -
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Conclusion

En conclusion , Pour accéder a notre but celui-ci est de comprendre Ce théme qui s’intitule sous titre "
variété abstraite " on a choisi un objet qui s’appelle les sous variétés de R™ - celles-ci sont variété différentielles
qui sont partie de R™ sur lesquelles nous pouvons appliquer les méthodes de calcul différentiel -

Pour cela on a divisé ce travail en trois chapitre :

Dans le premier chapitre nous avons rapplé les préliminaires fondamentaux de calcul différentiel des fonctions
sur R" ,comme les applications différentiables , les notions d’immersion , submersion , ainsi le théoréme

d’inversion local , les fonctions implicites et du rang constant -

Au dieuxiéme chapitre nous avons introduit la notion d’une sous de dimension p de R"™ , commencant par

sa difénition et quelque théorémes et des exemples -

En fin , on a donné une nouvelle notion que ’on applique sur sous variété qui’s’apelle la forme différentielle
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Dans ce modeste travail nous intéressons aux variétés différentielle ou bien variétés
différentiables qui sont des objets de base la topologie différentielle et la géométrie
différentiable - il s'agit de variété sur lesquelles il est possible d'éffectuer les opérations du
calcul différentiel et intégrale -

Notre but c'est I'étude les variétés différentielles et Comme les sous variétés parmi les -
On a le pris comme un exemple -

Pour aboutir a notre but nous avons donner la notion d'une sous variété de R" et ses
caractérisations correspondantes , et généraliser les resulats concernant le calcul
différentiel sur les sous variétés -

\ Enfin Nous terminons ce mémoire par un appplication telle que le forme différentielle/
/Abst ract

In this modest work we are interested in differential or differentiable varieties which are basic

objects of differential topology and differentiable geometry - These are varieties on which it is
possible to carry out the operations of differential and integral calculation -

Our goal is the study of the differential varieties and as sub-varieties among the - We have
taken it as an example.

To reach our goal we have given the notion of a under-variety of R" and its corresponding
characterizations , and to generalize the results concerning the differential calculation on the
under-variety -

Finally , we end this paper by an application such as the differential form on under-variety -
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