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Introduction

Dans ce mémoire, on étudiera quelques théorémes du point fixe de Bourbaki-Kneser et
quelques-unes de leurs applications. Aprés le théoémes du point fixe de Banach et Schauder,
Etant donné un ensemble M et une application 1" : M — M ; on s’intéresse & donner des

conditions suffisantes sur 7" et M pour que 1" admet un point fixe.

Ces résultats théoriques nous permettent de résoudre certains problémes comme par exemple
Chaque équation F'(x) = 0 ou F' est une application dans un espace Banach, peut étre écrit
comme ’équation du point fixe

r=uz+ F(z)

le théoreme du point fixe de Bourbaki-Kneser sut ensemble ordonnés et ses application.
En particulier, cela monter que en derniere analyse. le théoéme de Hahn-Banach est une

conséquence du le théoéme du point fixe de Bourbaki-Kneser .
Aprés cette introduction, le rest de ce mémoire se partage comme suit.

Dans le premier chapitre, on donne toutes les définitions et les outils indispensable pour le
reste du mémoire. par exemple la définitions et la Proposition d’un Espase métrique et Espace
vectoriels normé, Espace de Banach et Espase Hilbert, on donne les théorémes des :Brouwer,
Schauder, Picard-Lindelof, Krasnoselskii-Schaefer sera énoncé (qui ont été étudiés dans de

vieilles mémoire)

Dans le deuxiéme chapitre, nous appelons le théoréeme du point fixe de Bourbaki-Kneser

des notations et des propriétés fondamentales sur Application équations différentielles dans



Introduction

'espace Banach. et donné le théorem de (Krasnoselskii (1955), Reinermann (1971), généralisé
de Picard Lindelof, généralisé du Peauo) et les exemples de cette théoréme
Dans le troisiéme chapitre,on donnée le Conséquences du théoréme de point fixe de Bourbaki-

Kneser par exemple le théoréme d’Amann(1977) et de Tarski (1955), on applée le théoréme
de (Browder (1965c), Gohde (1965), Kirk (1965)



Chapitre 1

Quelques définitions et propriétés de

Base :

1.1 Introduction :

Dans ce chapitre, nous introduisons les notions nécessaires pour la bonne compréhension
de ce manuscrit. On introduit par un bref rappel sur les éléments de base topologique. En
particulier, comme les pac métrique et quelques définitions de conve rgence et continuté.
Depuis on va consacrée a la présentation d’espace vectoriels normé Ensuit, on va donne un
rappel sur 'espace de Banach et des théoréme de base est donné aussi dans cette partie de ce
projet. On conclut le chapitre par une petite section sur ’espase Hilbert. Les éléments qu’on
va exposer ci-dessous ont été cueilli de plusieurs ouvrages de la topologie et certains livres
de spécialisés sur les espaces et la plupart se trouve dans la bibliographie suivante( aussi a

jouter bibliographie)



Chapitre 1. Quelques définitions et propriétés de Base

1.2 Espase métrique

1.2.1 Meétrique :

Définition 1.2.1 Rappelons qu’une fonction d : X x X — R, définis sur un ensemble quel-

conque X vérifiant les conditions suivantes pour tout x,y,z € X :

1) d(x,y)=d(y,x) (symétrique)
2) d(x,y)=0& 2=y
3) d(x,2)<d(x,y)+d(y,z) (inégalite triangulaire)

(X,d) sappelle espace métrique

1.2.2 Boules :

Définition 1.2.2 pour x€ E et r>0 on note :

B(x,r)={y€ E/|lz — y|| < r}, la boule ouvert de centre x et de rayon r

B(x,r)={y€ E/||lz — y|| < r}, la boule fermé de centre x et de rayon r

Définition 1.2.3 (ouverte) : soit U une partie de E , On dit que U est ouvert si pour tout

z€ U il existe r>0 tel que B(z,r)C U

Définition 1.2.4 (fermée) : une partie non vide de F est fermée si et seulement si elle

posséde la propriété suivante :

tout suite de points de F qui converge dans E admet sa limite dans F

1.2.3 Top d’un espace métrique :

Définitions et propriétés



Chapitre 1. Quelques définitions et propriétés de Base

Proposition 1.2.1 l’ensemble de parties Ty={0 C X/Vx € 6,3B(x,r,) C 0}
est une topologie sur X

Définition 1.2.5 T est une topologie associée & la métrique d on supposera toujours que

espace métrique (X,d) est muni de T

1)la boule B(a,r) est un ouvert
2)les boules By(a, r)est fermé

Base de voisinages : Nous avons les propositions suivantes qui donnent des bases de voisinage

Proposition 1.2.2 les énsembles

Y ={B(z,r)/r > 0}

Yy = {By(z,r)/r > 0}
sont des bases de voisinage de x

Proposition 1.2.3 les ensembles

Y ={B(z,1/n)/n > 0}

Yy = {By(z,1/n)/n > 0}

sont des bases de voisinage de x

1.2.4 Convargence des suites :

Nous définirons la convergence des suites dans les espase métriques

Soit (X,d) un espase métriques, On dit qu’'une suite (x,), d’é¢léments de X converge vers un

élément x de X ou que x est une limite de (x,), si lim d(x,,z) =0

r—00



Chapitre 1. Quelques définitions et propriétés de Base

Proposition 1.2.4 Si une limite d’une suite d’éléments d’un espace métrique existe alors

elle est unique

Preuve. Si x # y étaient les limites de (xy,), alors :

r:=d(z,y) > 0 et dlautre part d(z,z) < d(z,z,) + d(x,,y)

Donc :

d(z,z) < lim (d(z,z,) + d(x,,y)) = limd(z,z,) + lim d(z,,y) =0

T—00 T—00 r—00

donne une contradiction m

Si(x,,)nconverge vers z, On écrit x=lim =z,

Tr—00

En écrivant la définition de la convergense d’une suite numeérique (d(x,,x)),vers 0, On obtient
la contradiction x=lim x, si et seulement si pour tout r>0 il éxiste n, € N tel que d(x,,x)<r
r—0oQ0

pour tout n>n, , Auterement dit x=lim x,, si et seulement si :

Tr—00

Vr >0, In, € N, Vn > n, : z, € B.(z)

c’est-a-~dire : Dans un espace métrique x=lim x, si et seulement si pour tout r>0 I’énesemble

Tr—00

{ne N :x, ¢ B,(x)} est fini

Donc : un point x d’'un espace métrique est isolé si et seulement si x=1lim x, implique

Tr—00

que(x,), est stationnaire

1.2.5 Continuité métrique :

Soit f :X— Y ou X,Y sont des espace métrique dx dy leurs métrique respectives, on dit que f
est continue en x si pour tout we X , En termes des boules, f continues en x si et seulement
si

Ve > 0,36 > 0, f(Bsw) € Bo(f(x))



Chapitre 1. Quelques définitions et propriétés de Base

Bien sur, la boule autour de x est définie par rapport a dx et celle autour de f(x) par rapport

a dy, Une application f :X — Y est dite continue si elle est continue en x pour tout x€ X

Proposition 1.2.5 une application f est continue en x si et seulement si x=1im =z, entraine

r—00

f(z)=lim f(x,) pour tout suite (x,), dans le domaine def

Tr—00

1.3 Espaces vectoriels normés :

1.3.1 Norme :

Définition 1.3.1 On appelle norme sur E, stoute application P de E dans R, telle que pour

tout x,y € K et A € R ou C on dit :

1) p(x)=0 < = = 0 (condition de séparation)
2) p(Az) = |A| p(x) (condition d’homogénéité)

3) p(x+y)< p(z) + p(y) (inégalité du triangle)

1.3.2 Meétrique associée a une norme :

Proposition 1.3.1 Uapplication d :(x,y)— ||z — y|| est une métrique sur E invariante (c’est-

a-dire d(x+a,y+a)=d(z,y))on dit que d est la métrique associée & la norme

1.3.3 Continuité :

Proposition 1.3.2 lapplication x — ||z|| est uniformément continue sur E
Preuve. Cela résulte de la continuité uniforme de lapplication x— d(x,{0}) = ||z||

Proposition 1.3.3 toute forme linéaire continue en 0 est lipschitzienne donc continue (par

tout)

Preuve. En effet si f € X*et f est continue en 0 alors : =

7
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m
il existe § > 0 tel que sup{|f(z)|: ||z <0} <1

alors : sup{|f(x)| : ||z]| <1} < 1/0 dest — a — dire :

Ve e X :[f(x)] < 1/0]

par conséquent |f(x) — f(zo)| = [f(2 — wo)| < 1/0 ||z — ol

pour tout x et xg

1.3.4 Normes équivalentes :

Deux normes ||.||, et||.]|, sur un espace vectoriel E sont équivalentes s’il existe deux nombres

réels strictement positife a et b telle que a||.||; < .||, < b |||,

On montre facilement que si deux normes ||.||, et||.||, sur un espace vectoriel E sont équiva-

lentes alors les distances associées sont équivalentes
Terminons par le célebre théoreme suivant :

Si E est un espace vectoriel de dimonsion fini sur R, ouC, toutes les normes sur E sont

équivalentes

1.3.5 Limite et continuité dans les espaces normés :

Dans toute la suite (E,||||;)et(F, ||| ) sont des espaces vectoriels normés sur R ou C

limite d’une fonction et continuité en un point :

La proposition suivante ne pose pas de difficulté.

Proposition 1.3.4 Soient A une partie de (E,||||) a € A, f et g des applications de (E,||||)vers(F,|),

A un nombre réel on suppose que f tend versl et g tend vers m quand x tend vers a Alors :
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1) f + g tend vers | +m quand x tend vers a.
2) Af tend vers Al quand x tend vers a.
3) ||f(z)] tend vers A ||l|| quand = tend vers a.

Traduisons maintenant simplement la définition de la continuité

Proposition 1.3.5 Soient (E,||||z)et(F, ||||z) des espaces vectoriels normés et f :(E,|||| z) —

(F, |l ) une application soit xog € E Alors f est continue au point xq si et seulement si

Ve > 0,30 >0, [l =zl <n = [f(z) = flwo)|lp <e

1.3.6 Boule :

Proposition 1.3.6 toute boule (ouverte ou fermée)est convexe

Preuve. par translation, on peut toujours se ramener a l’origine soit B(0,r) la boule de centre
0 et de rayon v, Si x et y le segment d’origine x et d’extrémité y est (1-t)z+ty=z avec t€ [0, 1]

vérifions que z€ B(0,r), Nous avons
[l < @ =) [lzf[ +tllyll <A =t)r +tr=r

Ainsi puisque ||z|| < r, alors zeB(0,r)

Corollaire 1.3.1 Si lim z, =a = lim |z,| = |«

r—00

1.4 Espace de Banach :
Définition 1.4.1 On appelle espace de Banache un espace vectoriel normé complet

Définition 1.4.2 On suppose que le corps K des scalaires est complet par rapport o la mé-

trique d(r,s)=|r — s| ( en particulier si K=R ou K = C)

9
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Théoréme 1.4.1 (du graphe fermé )Si X,Y sont deux espaces de Banach et f : X —Y est

linéaire et son graphe est fermé, alors f continu

Théoréme 1.4.2 (Banach stefan) Si X est un espace de Banach Y est normé et F C

L.(X,Y) vérifiée

sup{||f(z)]| : f € F} < 400 pour tout x€ X

alors : sup{||f||: f € F} < 400

1.5 Espace Hilbert :

Définition 1.5.1 On appalle produit scalaires sur E, toute application f : E x E — RouQ

telle que, pour tout x et yc¢ E on dit :

1)L’application x— f(z,y) est linéaire
2)f(y,z) = f(z,y)
3)f(x,z) > 0 (positive)

Nf(x,2) =0=2=0
Théoréme 1.5.1 (Théoréme du point fixe de Banach) Supposons que

(i) On nous donne une application T : MC X — M;
(ii) M est un ensemble non vide fermé dans un espace métrique complet (X,d);

(iii) T est k-contractif, c’est-a-dire :
d(Tz,Ty) < kd(z,y) (1,1)

pour tous X, y € M et pour un constante k, 0< k < 1.

Ensuite, nous pouvons conclure ce qui suit :

10



Chapitre 1. Quelques définitions et propriétés de Base

(a) Existence et unicité : I’équation

r=Tzr, xeM (1,2)

a exactement une solution, c’est-a-dire T a exactement un point fixe sur M ;

(b) Convergence de 'itération : La suite (x,) d’approximations successives converge vers
la solution x pour un choix arbitraire du point initial xq dans M;

(c) Estimations d’erreur : Pour tout n = 0,1,2, nous avons l’estimation de l'erreur a

priori

d(z,, x) < kK"(1 — k) td(z, z1) (1,3)

et I’estimation de l'erreur a posteriori

d(*rn—i-l; CU) < k(l - k)_ld('rm 17n+1> (174)

(d) Taux de convergence : Pour tous n = 0,1,2,... nous avons

d(zpi1,7) < kd(z,, ) (1,5)

Nous utilisons la terminologie suivante

Preuve. (I) (x,) est une suite de Cauchy. Cela découle de

d([[‘n, xn—s—l) = d(Tmn—la Txn)

< kd(xp_1, %)

11
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utiliser [I], 1] :

< Kd(zp—2,Tn-1) < ...

S ]{?nd(JIo, xl)

Application répétée de l'inégalité triangulaire et enfin la formule de somme pour une série

géométrique

d($na xn+m) S d(l’n, anrl) + d($n+1> xn+2) + ...+ d(anrmfla anrm)
<K R RN (g, 1)

S ]{Zn<1 — k)71d<$0, SL’1>

Puisque X est complet, la suite de Cauchy converge, c’est-a-dire, x,, — x quand n— oo =
L’équation [1, 3] suit en laisant m— oo.

(IT ) L’estimation de Perreur [Il, 4] suit en laisant m — oo dans

d(xn+17 xn+m+1) S d<xn+1’ xn+2) + ...+ d(xn—i-m) xn—&—m—l—l)
< (k+ k4 ..+ E™)d(r, + Tnt)

< k(1 — k) rd(z, + T0g)

(III) Le point x est une solution de [I], 2]. Car T est continu par [I}, 1]. Depuis T(M)CM et
Xg € M, on a aussi x,, € M, pour tout n. Puisque M est fermé et x, — x quand n — oo,

on obtient x € M. L’équation

Tpi1 =Txp,x90€ M,n=20,1,2, ...

implique que Tx=x pour n— oo .

12



Chapitre 1. Quelques définitions et propriétés de Base

(IV) L’équation [Il, 5] découle de

d(zpi1,2) = d(Tx,, Tr) < kd(z,, ).

(V) L’unicité de la solution. Supposer Tx=x et Ty=y, alors d(x,y)=d(Tx,Ty)< kd(x,y), qui

forces d(x,y)=0, c¢’est-a-dire, x=y

Théoréme 1.5.2 Si X a la propriété du point fixe et X est homéomorphe o Y, alors Y a la
propriété du point fixe

Théoréme 1.5.3 La boule de l'unité fermée B", dans R", a la propriété du point fixe

Pour le reste de cette section, nous supposerons que R" est doté de son produit intérieur

standard
n
<@y >= wy
i=1

et norme

lz]| =< @,z >

De plus, B™ la boule d’unité fermée dans R"

B"={zx e R": ||z]| <1}
Théoréme 1.5.4 Tout sous-ensemble non vide, fermé, convexe C de R" est un retrait de R"
Théoréme 1.5.5 St X a la propriété du point fixe et A est une rétractation de X, alors A
a la propriété du point fixe

Théoréme 1.5.6 (de Brouwer) Tout sous-ensemble non vide, borné, fermé, convexe C

13
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de R™ a la propriété du point fixe

Preuve. Notez que C est un sous-ensemble d’une boule B* Dans R". Depuis R"™ et B* sont
homéomorphes, le théoréme[1.4.2] et le théorémel.5.lgarantissent que B*la propriété du point

fixe. En outre, le théoréemdI.5.2| implique que C est une rétractation de B* et m

donc : le théorémdl.5.25’assure que C a la propriété du point fixe

Théoréme 1.5.7 Soit D un sous-ensemble fermé d’un espace linéaire normé E et F :D —
E une application compacte et continue. Alors F a un point fize si et seulement si F' a un

e-point fixé .

Théoréme 1.5.8 Soit C un sous-ensemble convexe d’un espace linaire normé E et f :E —

C une application compacte et continue. Alors pour chaque €> 0, il y a un ensemble

fini A ={ay, ..., a,},dans F(F) et une application continue de dimension finie F; : E—=C
avec les propriétés suivantes :
(i)

|Fo(z) — F(x)|| <€, pour tout v € B

(i)
F.(x) Cco(A) CC

Théoréme 1.5.9 (le théoréme du point five de Schauder) Soit C' un sous-ensemble fermé

convexe d’un espace linéaire normé E. Ensuite, toute applications compacte et continue
f : C — C posséde au moins un point fixe
Preuve. D’apres le théoremdl.5.5] avec D=C, il suffit de montrer que f a un e-fixé m

point pour tout €> 0. Fix e> 0. Le théorémdl.5.6garantit 1’existence d’une application conti-

nue de dimension finie

fe:c— cavec

[Fe(x) = F(z)] < e, pour x € C (1,6)

14
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et F.(C) C co(A)C C pour un ensemble fini A CC. Puisque co(A) est fermé et borné et
F.(co(A) C co(A)), on peut appliquer le théoremdl.5.4{(théoréme du point fixe de Brouwer)

pour déduire qu'il existe z. € co(A) avec z.=F.(x_). De plus, [1, 6] rendements
|z = Fe(zo)|| = [[Fe(z:) — F(z.)|| < €

Théoréme 1.5.10 Le théoréme de Picard-Lindelof garantit [’existence d’une solution unique

a probléme de

la valeur initiale lorsque f est Lipschitzienne continue.
Soit z : [tg — ¢, to + ¢] — y un application dans B-espace y, et considérons le probléme

de la valeur initiale

Z'(t) = f(t,z(t)),z(to) = yo

Ici yo € y La norme sur y est notée||.||. Nous mettons :
X=C(to—c,to+¢,Y),0 < ¢ < o0

c’est-a-dire que X est l'espace de toutes les fonctions continues x : [tg — ¢, tg + ¢| — v.

En tant que norme, nous choisissons

2] = max [|z(t)
tE[to—C,to-‘rC

%I;
Théoréme 1.5.11 (théoréme du point fixe de type Krasnoselskii-Schaefer)

Le théoréme du point fixe de Schaefer donnera une solution T-périodique de

z(t) = a(t) + /D(t, s)g(s,x(s))ds : (2.1)

t+h

15
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Si D et g vérifient certaines conditions de signes indépendantes de leur grandeur. Une
combinaison du théoréme de P'application contractante et le théoréme de Schauder (connu

sous le nom de Krasnoselskii théoréme) donnera une solution T-périodique de

o) = f(t (1)) + /D(t, $)g(s,2(5))ds (1,7)

t+h

Si f définit une contraction et si D et g sont assez petits. On prouve un théoréeme de
point fixe qui est une combinaison du théoréme de I’application contractante et théoréme
de Schaefer qui donne une solution T-périodique de [I], 7] lorsque f définit une contraction,

tandis que D et g satisfont aux conditions de signes précitées.

16



Chapitre 2

Le théoréme du point fixe de

Bourbaki-Kneser :

2.1 Introduction :

Dans ce chapitre nous introduisons des concepts de base, des notations et des propriétés
fondamentales sur Application équations différentielles dans I’espace Banach. De plus, nous

rappelons Le théoréme du point fixe de Bourbaki-Kneser
Théoréme 2.1.1 (théoréme de Taylor généralise) :

Soit la fonction f : U(x) — Y défini sur un voisinage convexe ouvert U(x) de x et soit XetY

des espace Banach

a)Si 0% f(y, h) existe, soit k=1...n et pour tous y€ U(x) et fixé h avec x+he U(z) alors
n—1 1
fl+h) = flo)+) 0" f(o.h) + R,
k=1

est valable avec le reste

|RE| < = sup (6" f(a -+ 7h,B)]|
nio<r<1
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Chapitre 2.Le théoréme du point fixe de Bourbaki-Kneser :

si la fonction g— 6" f(y,h)est continue sur U(x) alors

_ ! (1 — T)n_l n

b)Si f, f", ..., f existent en fait sous la forme de dérivé f sur U(x) puis f(z +h) = f(z) +
n—1
> &0k f(ah) + Ry

k=1
les reste lié

|R,| < l' sup Hf“”(x%%’h)h””
n o<r<1

Si f(™ est également continue sur U(x), alors

_ 1(1_7—)1171 (n)x - ndr
R"_/o NCESE f"(x+ Th)h"d

Proposition 2.1.1 (Picard(1890), Lindelof(1894)) :

soit donné les nombres a ty pg et le rectangle
Qv = {(t,x) € R*: |t —to| < a, |z —po| < p}
pour a>0, b>0 fixé supposons que f : () — R est continue et que

’f<t7x) - f(t>y)‘ < ! ’l’ - y’ pour tous (t,l’), (tay) € Qb

|f(t,z)| <k pour tous (t,z) € Qp

Ou >0 et k>0 sont fixés alors :

a) Existence et caractére unique. Si nous posons c=min(a,b/k) et b=pg, I’équation intégrale

t
z(t) = po + / f(s,x(s))ds pour tous t € [ty — ¢, to + ]
to
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a exactement une solution continue x(.). Sur Uintervalle [ty — ¢, 1y + ¢], cette fonction est

également la seule solution du probléme de valeur initiale
' (t) = f(t,z(t)), z(tg) = p sur [to — ¢, to + ]
b) Approximation successive, Les approximations successives
t
J;n+1(t) = Po +/ f(87xn<8))d87 XO(t) = 07 11:0,1,...
to

pour convergence uniformément sur [ty — ¢, tg + ¢| vers la solution x(.)

c¢) Dépendance continue de la solution aux valeurs initiales. Soit [ty — d, ty + d] avec un d fixé

0O<d<c choisi

Alors ’équation intégrale
t
z(t)=p +/ f(s,z(s))ds pour tous t € [ty — ¢, to + ]
to

a exactement une solution continue x,(.). Sur l'intervalle [ty — d, ty + d], pour chaque p dans

un voisinage suffisamment petit de pg
De plus, ce qui suit est vrai :

Si p— po, alors z,(t) — x,,(t) uniformément sur [ty — d, ¢y + d|
Corollaire 2.1.1 (Error estimée)

Soit k=1-exp(-l X ¢) = 1 — e~'*¢ et pour tous n=0,1,...0na :
|z — 2, < E"(1 = k)~ lar — ol
|lzn1 — 2lly < KL =) 2041 — @ally

[#nsr =2l < kllzn =2,
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Chapitre 2.Le théoréme du point fixe de Bourbaki-Kneser :

et

— —l‘t—to‘
lll, =, max |a(t)]e

Dans le corollaire suivant, nous considérons une situation ou contrairement & la proposi-

tion2.2.1un plus grand intervalle d’existence pour la solution peut étre garantie

Corollaire 2.1.2 Soit fixé a>0 et L> 0, et soit
Q={(t,z) eR*: |t —to| < a}
Sif: @ — R est continu avec
|f(t,x) = f(t,y)] < Lz —y| pour tous (£, 2),(t,y) € Q

Dans le théoremd2.1.Tjnous généraliserons la proposition?2.1.Taux équations différentielles or-
dinaires pour les fonctions avec des valeurs dans les espaces B, Nous y tirons également des

conclusions sur des solutions globales.
Théoréme 2.1.2 (Krasnoselskii (1955), Reinermann (1971)). Supposons que :

(i) ensemble M est un sous-ensemble non vide, fermé, borné et convexe de ’espace Banach

X,
et
(ii) les opérateurs T, S : MCX—X ont la propriété (T + S) (M)CM.

Alors T + S a un point fixe sur M si 'une des deux conditions supplémentaires suivantes est

remplie :
(a) T est k-contractif et S est compact ;

(b) T est non expansif, S est fortement continue et X est uniformément convexe.
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Chapitre 2.Le théoréme du point fixe de Bourbaki-Kneser :

Théoréme 2.1.3 (théoréme généralisé de Picard Lindeldf).soit tg € R,yg € Y et
Qy =A{(t,y) € [RxY [t —to| < a,|ly — yol| < b}
pour le point fixe a,b> 0. Supposons f :(), —Y est continue et

1t x) = f(E o)l < Llle =yl pour tous (L, x), (t,y) € Qy

et

| f(t, )|l <k, pour tous (t,y) € Qs

ou L.>0 et k> 0 sont des nombres réels fixes. Choisissez C tel que 0<C<a et kc <b. Ensuite,

les suivants sont vrais.

(a)L’ existence et unicité. Le probleme de la valeur initiale (x'(t)=f(t,z(t)),z(to) = 0)) a
exactement une solution continuellement différente X (.) Sur l'intervalle [to-C, to+ C].

(b) L’approximation successive. Les approximations successives (x,) ou
t
Tnt1 = Yo + / f(s,2(5))ds, zo(t) = yo
to

convergent uniformément sur [to-c,tp+c] comme n— oo vers la solution x (.).

(c) Dépendance continue & la valeur initiale. La solution x (.) dépend en permanence, par

rapport & la norme de
C([to-c,to+c],Y), de la valeur initiale y

Erreur d’estimation, ’approximation successive(z, ) peut étre formulée de maniére similaire &

corollaire2.1.1)en remplacant simplement la quantité |z(t)| dans ||z||, = . max |z(t)] ottt
0—CxUxtoTC

par la norme ||z(t)||, la preuve du résultat suivant est similaire & la corollairg2.1.2

Théoréme 2.1.4 (théoréme généralisé du Peauo) : Soit ty € R, yy €Y et
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Chapitre 2.Le théoréme du point fixe de Bourbaki-Kneser :

Qb:{(tay)eRXY|t_t0|§aa||y_y0||§b}

pour les numeéros fixes, 0<a, b<oco. Supposons que f :Q), —y est compact et c’est || f(¢,y)| < k

pour

tous (t,y)€ @, avec k> 0. Nous avons défini c=min (a,2).

Ensuite x'(t) = f(t,x(t)); x(to) = yo; a une solution continuellement différente solution sur

[to - C, to +C]

2.2 Applications équations différentielles dans 1’espace

Banach :

Nous considérons le probléme de la valeur initiale

’

z (t) = ft,2(t) + g(t, x(t)), 2(to) = yo (2.1)

Ici yo € Y Ce qui suit est une généralisation des théorémes [2.1.3pt2.1.4] En préparation, nous

définissons

Q={ty) e RxY |t —to| <a,lly —woll, < b}

pour les nombres positifs fixes a et b.

Proposition 2.2.1 (Solution de (1)). Pour fize, étant donné yeY et t, € R, Uéquatior|2.1a
une solution différentiellement continue x (.) Sur lintervalle compact [ty - ¢,ty + ¢/ avec des

valeurs dans l'espace B 'Y si le Les conditions suivantes sont remplies :

i) La fonction : f: Q — Y est continue et également Lipschitzienne - continue par rapport a
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la deuxiéme variable c’est-a-dire
|f(t,z) = f(t,y)| < Lilx —ylly

pour tous (t,x) et (t,y) dans Q et L fixes;

(ii) la fonction g :Q—Y est compacte;

(iii) la Somme f+ g est bornée, i.e : || f(t,y)+g(t,y)|, < B, pour tous (t,y) dans Q et B fixes;
(iv) Nous choisissons le nombre ¢> 0 pour que cL.<1, c<a et Be<b

Preuve. Au lieu de nous considérons I’équation intégrale m
t
ot) =+ [ {(s,2(5)) + gls,(5)) s (22
to

Laisser

X =C([to— C,to+ ¢, Y)

et

M={ze X : ||z —yll. <b}.

ensuite [2.2] devient I’équation de 1’opérateur

r=Kae+Cx ,xeM (2.3)

ou
t

(Kz)(t) = yo + /f(s,x(s))ds

to
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t

(Ca)(t) = / 9(s, 2(s))ds

to

Comme dans les démonstrations des théoréemes?2.1.1|eti2.1.2] il s’ensuite que (K + C) (M) C
M.

De plus, 'opérateur K est k-contractuel avec K=Lc
Donc le théoremd2.1.2] implique existence d’une solution de 2.3 donc dg2.2] et donc, finale-
ment, de 2.1}

2.2.1 Le théoréme du point fixe de Bourbaki-Kneser :

Définition 2.2.1 (1) Un ensemble M est appelé ordonné si M n’est pas vide et pour cer-

taines paires (x,y) dans M x M il existe une relation x<y qui satisfait :

(i) x <y pour tout xeM;

(ii) si x <y et y <x alors x = y;

(iii) si x <y et y <z alors x <z.

La notation x<y signifie x <y et x # y.

(2) Soit N CM et M ordonnés. L’ensemble N est appelé chaine (de M) si N est non vide et

pour tout x,yeN, I'une des deux conditions x<y et y<x est vraie.

(3) Soit NCM encore. L’élément x€N est appelé le plus grand ou le plus petit dans N si y<x
ou x<y, respectivement, pour tout yeN. L’élément x€N est appelé élément maximal de N
ssi il n’y a pas de yeN tel que x<y.

(4) L’ensemble ordonné M est appelé bien ordonné si chaque sous-ensemble non vide de M a
le plus petit élément

Il résulte de (ii) que ’ensemble N peut avoir au plus un plus grand et un plus petit élément. Les

éléments maximaux n’ont pas besoin d’étre uniques. Chaque plus grand élément est également
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un élément maximal. De nombreux autres concepts sont définis comme pour les nombres réels.
Parmi ceux-ci, il y a les limites supérieures et inférieures, infimum et supremum. Soit yeM
et N CM. Alors y est appelé le supremum (la plus petite borne supérieure) de N si y est
une borne supérieure de N, c’est-a-dire x<y pour tout x€N, et y<u pour toutes les bornes
supérieures u de N. Nous écrivons y=sup(N). De méme, inf(N) est défini comme étant la plus

grande borne inférieure. Si sup(N) et inf(N) existent, ils sont uniques.

Définition 2.2.2 Par un réseau, nous entendons un ensemble ordonné M avec la propriété

que inf{z,y} et sup{x,y} existent pour tout z,yc M.

Un treillis est appelé IFF inf(N) et sup(N) existent pour tous les sous-ensembles non impartis

N de M.
Exemple 2.2.1 L’ensemble des nombres réels avec l’habituel <-relation est

commandé, mais pas bien

commandé, car|0,1], par exemple, ne contient aucun élément plus petit. De plus, R est une
chaine. De plus, R est un treillis, mais pas un réseau complet, car infR et supR n’existent

pas. En revanche, l'intervalle [0,1] est un réseau complet.

Exemple 2.2.2 Soit x étre un ensemble et laisser m=2" étre l’ensemble de tous les sous-
ensembles de X. Nous définissons une relation de commande A <B sur M par un AC B.

Puis m est un réseau complet avec
AeM
infM = ﬂ A et supM = ﬂ A.

AeM

Théoréme 2.2.1 (Théoréme a point fize de Bourbaki (1940) et Kneser (1950)). Supposons

que

(i) la fonction f : M— M sur un ensemble ordonné M satisfait x < f(x) pour tous x€ M,
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et
(ii) chaque chaine de M a un supérieur.

Alors : f a un point fixe

Corollaire 2.2.1 Le théoréme reste vrai si nous remplagons "<" dans (i) par ">", et "su-

périeur” par "inférieur"” dans (ii).

Des éléments de ce théoréme peuvent déja étre trouvés dans Zermelo (1908), dans la preuve
du théoréeme de bon ordre. Une interprétation visuelle est montrée a la figure [2, 1] avec

M=[0,1]. Si nous supposons le lemme de Zorn alors :

s i e e e e ——

Fic. 2.1 — figure

La preuve du théoréme est triviale. En effet, avec le lemme de Zorn, (ii) implique

I'existence d’un élément maximal x, chez M. par (i), xo < f(xo), de sorte que xo=f (o).

Cependant, nous voulons présenter une preuve ici qui est indépendante du lemme de Zorn
et de I'axiome de choix (cf. A;(0)). L’avoir fait, nous pourrons utiliser le théoréme?2.2.1| afin

d’établir de nombreux résultats importants appartenant aux fondements de la théorie définie.

Preuve. L’idée de la preuve est de construire une chaine A avec f(A)CA et sup(A)€A.
Laisser U=sup (A).Alors f(u)€ A implique f(u)<u. Par (i), u< f(u) de sorte que u = f(u)

et sup(A) est le point fixe souhaité. m
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(I) Construction de A. Nous choisissons un =y € Met appelé un sous-ensemble B dans M
Admissible IFF :

(a) xo € B;

(b)-f(b)e B;

(c) le supérieur de chaque chaine de B appartient a B.

L’ensemble M est admissible par (ii). Soit un désigné I'intersection de tous les ensembles
admissibles B. Evidemment A est admissible. En particulier,f(A) C A. Ainsi, la preuve est
compléte si nous pouvons montrer que A est une chaine. A cette fin, nous définissons les deux

ensembles :

Pdéf{meA:SiAeyety<xalorsf(y)Sw}

Bxdéf{zeA:zgwouf(x)gz}.

(IT) Nous montrons que B, = A, pour x€ P, puisque B, C A il suffit de montrer que B, est
admissible, car dans ce cas AC B,

(II-1) La condition (a) est vraie pour B,. Pour ’ensemble D/ {xeM :y> x}est admis par
(i), (ii), donc ACD et donc

x9 < y pour tout y € A. (2.4)

Pour x€P, nous avons x€ A, de sort que xo <x pai2.4 L’ensemble A est admissible, c’est-a-
dire xg €A. Par conséquent, xq €By.

(II-2) La condition (b) est vraie pour B,, Soit z€B,.. Alors z=x, z<x ou f(x)<z. Or f(A) CA
et z€ B, CA implique f(z) € A. Pour montrer quef(z) €B,, il suffit donc de montrer que
f(z) <xou f(x) < f(z). Si z=x alors f (z)=f(x). Si z<x alors f(z)<x depuis x€P et z€ A.

Enfin, f(x)<z implique immédiatement f(x)<z < f(z) par (i).
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(II-3) La condition (c) est vraie pour B,. Soit C une chaine de B, et udifsup (C), qui existe
par (ii). Nous devons montrer que ue B,.

Par Padmissibilité de A et (c), CCA implique uCA. Par la définition de B,, soit ¢c<x pour
tout ce C ou f(x)<c pour un certain c€C. Dans le premier cas u=sup(C)< z, Dans le second
cas f(x)< u Ainsi u€B, pour x€ P implique la difinition de B, et A=B, pour x€ P implique
si x€ P et ze A alors

z<zou f(r)<z (2.5)

(ITI) Nous montrons que P=A. Depuis PC A, il suffit de montrer que P est admissible, car
alors A CP.

(ITI-1) La condition (a) est vraie pour P, c’est-a-dire xo € P. En effet, nous avons xq €A.
De plus, y€ A et y<xq impliquent toujours trivialement que f(y)<xg, puisqu’il n’y a pas de
yeEA, par 2.4 tel que y<xg

(ITI-2) La condition (b) est vraie pour P. Soit x€ P. Nous devons montrer que f(x) € P,
c’est-a-dire que f(x)€A et que si z€ A avec z<f(x) alors f(z)< f(x).

Puisque f(A)C A et x€ A, nous avons f(x)€ A. Soit maintenant z€ A et z <f (x). Paif2.5
nous avons z <x ou f(x)<z. Puisque z< f (x), seul z<x est possible.

Nous considérons les deux cas, z=x et z<x. Si z=x alors f(z)=f (x). Si z <x alors f(z)<x
parce que x€ P, z€ A, et par la définition de P By (i), f(z) <x < f (x). Donc f(z)< f(x)
dans les deux cas.

(ITI-3) est vraie pour P. Pour voir cela, soit C une chaine de P et défsup (C). Nous devons

montrer que ¥ € P, c’est-a-dire que ¥ € A et que si z€ A et z<d alors f(z)< V.
Puisque PCA est aussi une chaine de A. Mais A est admissible, donc par (c)

Y € A. Soit maintenant z€ A et z<v. Depuis C C P, il résulte de que si XeC alors on a
z<x ou z> f(x)> x. Remarque (i). Il est impossible que z>x soit valable pour tout x€ C, car
z<¥=sup(C). Par conséquent z<x; pour certains x; €C. On distingue les deux cas z=x;et

7<Xj.
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Supposons que z=x; Rappelez x; €C. Alors z<) =sup(C) implique qu'il y a un y; € C pour
lequel z<y;.Sinon

y <z pour tout yeC, puisque C est une chaine. Mais cela contredit z<sup (C). Puisque C C
P, on a y; €P. Par la définition de P, il découle a la fois de y; €P, z€A et z<y;que f(z)<y;.

Puisque y; €C, nous avons y; <sup(C)=1, de sorte que f(z)<y; < 9.

Supposons que z<xj. Alors par la définition de P, x; €P et z€ A implique immédiatement
f(z)<xi. De plus, x; €C implique x; <sup(C)=1, de sorte que f(z)< 9.

Ainsi, nous avons obtenu f(z)< 1

dans les deux cas.

(IV) Nous montrons que A est une chaine. D€ P=A et il s’ensuit que pour x€A et z€

A, nous avons z<x ou

z> f(x)>x. Remarque (i)
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Chapitre 3

Le résultat du théoréme du point fixe

de Bourbaki-Kneser :

3.1 Introduction :

Conséquences du théoréme du point fixe Bourbaki-Kneser. Utilisez le théoréme (3.2.1] et le

théoremd3.2.2| ou le corollaire pour prouver les théorémes a point fixe suivants.

3.2 Les théorémes a point fixe d’Amann et de Tarski

et Browder :

Théoréme 3.2.1 (Browder (1965¢), Géhde (1965), Kirk (1965)). Supposons que la fonction
T : MCX — M est non expansive, ot M est un ensemble non vide, fermé, borné et convexe
dans 'espace B uniformément convere X. Ensuite, l’ensemble de points fizes de T, Fiz (T),

est non vide , fermé et convexe.

Théoréme 3.2.2 (Théoréme a point fivze d’Amann (1977)) :supposons que
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(i) la fonction f : X—X est monotone augmentant sur un ensemble ordonné X, c’est-a-dire

si x<y alors f(x)< f (v).et
(ii) chaque chaine de X a un supérieur, et

(iii) 1a est un élément xy € X pour lequel xg <f(xg). Alors f a un plus petit point fixe dans

I'ensemble {xeX : x¢ <x}.

Corollaire 3.2.1 La carte f a le plus grand point fize dans [’ensemble

{r e Xz < x}

si (i) est vrai, (ii) est vrai avec "supérieur" remplacé par "inférieur", et (iii) est vrai avec
xo <f(x¢) remplacé par
f(x0) <xg. Ce théoréme a point fixe fournit une approche uniforme a un certain nombre de

théorémes a point fixe supplémentaires, y compris le théoréme3.2.1].

(I) Existence d’un point fixe. Nous posons

M={zeX: :x< f(x)etzg<ua}

et montrons que les hypothéses du théoreme sont remplies. M# (), puisque xq €M par
(ii).

Nous avons f (M)CM. Pour xeM implique x< f(x) et xo <x. La monotonie de f implique
que f(x) <f(f(x)), c’est-a-dire

f(x)eM.

Evidemment, x< f(x) pour tout x€M. Nous montrons que chaque chaine C de M a un
supérieur dans M. Tout d’abord, C a un supérieur u dans X par (ii). Maintenant x<u pour
tout xeM implique que x< f(x)< f(u) pour tout x€ M. Puisque u=sup(C), cela dit que

u< f(u). Alors xg €M implique xo <u, de sorte que ueM.
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Maintenant le théoréemd2.2.1] garantit 1’existence d’un point fixe dans M.

(IT) Existence du plus petit point fixe dans I'ensemble {x€X : x¢ <x}. Nous définissons

maintenant

N ={y € M : y est une borne inférieur pour llensemble a point fixe de f dans M}.

Par analogie avec et sous utilisation de (I), on montre facilement que f a un point fixe sur
N, & nouveau a ’aide du théoréme [2.2.1] Ce point fixe est alors le plus petit point fixe de f

en M et donc dans {x€ X : xg < x}.

Théoréme 3.2.3 (Le théoréme a point fize de Tarski (1955)). Chaque fonction croissante

monotone f : X— X on a Terminé Trettice X a un point fixe le plus petit et le plus grand.

L’interprétation intuitive de ceci est contenue a la figure [3, 1] Ici x = [0,1]

f

1+

—

Fic. 3.1 — figure

Preuve. Chaque sous-ensemble non vide de X & la fois un inférieur et un supérieur, puisque
X est un réseau complet. Soit up=inf (x) et Jp=sup (x). Ensuite, ug < f(ug) et f(9y)< . La

conclusion suit maintenant du théorémd3.2.1let du corollaire [3.2.1]
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Annexe B : Abréviations et Notations

Les différentes abréviations et notations utilisées tout au long de ce mémoire sont expliquées

ci-dessous :
£, A . Des petites paramétres positives.
N . Ensemble des nombres naturels
Ensemble des nombres réels
C . Ensemble des nombres complexes
co(A) . Le plus petite ensemble convexe contenant A.

B —espace : FEspace de Banach
B" : La boule d'unité fermée dans R™.

1%} . Ensemble vide
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