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Introduction

La théorie des systemes dynamiques est une branche calssique des mathématiques introduite
par Newton vers 1665. Elle fournit des modéles mathématiques, pour des systémes évoluant
dans le temps et suivant des régles généralement exprimés sous forme analytique comme un
systéeme d’équation différentielles ordinaires. Ces modeéles sont appelés systémes dynamiques
continus. Dans les années 1880, Poincaré trouva commode de remplacer certains systémes
dynamiques par des systémes dynamiques discrets. C’est a dire, des systémes dans lesquels le
temps évolue par ruptures de séquences réguliéres. Ainsi, depuis plus de cent ans, les systémes
dynamiques sont définis en deux classes : les systémes continus et discrets.

Historiquement, les systémes dynamiques se sont développés et spécialisés au cours du XIXe
siecle.

En effet, vers la fin du ce siécle le mathématicien, physicien et philosophe francais Henri
Poincaré avait déja mis en évidence le phénomeéne de stabilité aux conditions initiales lors de
I’étude astronomique du probéme des trois corps.

Toujours au XIXe siécle, le mathématicien russe Alexandre Lyapunov effectue des recherches
sur la stabilité du mouvement. Il introduit 1'idée de mesurer I’écart entre deux trajectoires
ayant des conditions initiales voisines, lorsque cet écart évolue exponentiellement on parle de
sensibilité aux conditions initiales.

Les tavaux de Lyapunov, d’abord tombés dans I'oubli, seront plus tard trés précieux pour
étudier certains aspects de la théorie du chaos.

En 1963 le météorologue Edward Lorenz exprémentait une méthode lui permettant de prévoir
les phénomeénes météorologiques. C’est par pur hasard qu’il observa qu’une modification

minime des données initiales pouvait changer de maniére considérable ses résultats. Lorenz



Introduction

venait de découvrir le phénomeéne de sensibilité aux conditions initiales.

Les systémes répendant a cette propriété seront de 1975 dénommeés : Systeme chaotique.
C’est donc au cours des années soixante dix que la théorie du chaos a pris son essor.

Dans ce mémoire, I’objectif est d’étudier la dynamique d’un systéme chaotique dépendant de
parameétre et les différents comportements asymptotiques des solutions. Ainsi il est organisé
comme suit :

Le premier chapitre, nous allons présenter quelques définitions et propriétés des systémes
dynamiques non linéaires (notion des espace des phases , des orbites, de flot, des points
critiques, des points d’équilibre, stabilité, attracteurs et des bifurcation).

Le deuxiéme chapitre, nous allons présenter d’abord les notions de base des systémes
chaotiques, ot nous allons données les caractéristiques du chaos et les différentes maniéres de
transition vers le chaos. Nous terminons ce chapitre par une illustration concréte de quelques
notions précédentes qui est un exemple céléebre "modeéle de Hénon", ou nous allons faire

I’étude analytique et numérique de ce modéle.



Chapitre 1

Généralités sur les systémes

dynamiques

Dans ce chapitre nous introduisons les notions de base pour 1’étude qualitative des systémes
dynamiques. Nous commencons par donner la définition formelle d’un systéme dynamique et

nous terminons par I’étude de stabilité des solutions dans les deux cas : continu et discret.

1.1 Systémes dynamiques

Un systéeme dynamique est un systéme dont 1’état change avec le temps. Mathématiquement,
un systéme dynamique consiste en un espace d’état et une loi appelée dynamique qui permet
de déterminer quel état correspondra, dans un temps futur, & un état présent. Discutons les

ingrédients d’un systéme dynamique séparément et donnons ensuite sa définition formelle :

1. Espace d’état : Tous les états possibles d’un systéme sont caractérisés par les points
de certains ensembles U. Cet ensemble s’appelle ’espace d’état du systéme. En réalité,
la spécification d’un point x € U doit étre suffisante non seulement pour décrire la

«position» actuelle du systéme, mais également pour déterminer son évolution.

2. L’espace du temps : L’évolution d’'un systéme dynamique signifie un changement
d’état du systéme avec le temps ¢ € I, ot [ est un ensemble de nombres. Nous considé-

rerons deux types de systémes dynamiques : ceux a temps continu (réel) I = R et ceux

3



Chapitre 1. Généralités sur les systémes dynamiques

a temps discret (entier) I = Z. Les systémes du premier type sont appelés systémes
dynamiques & temps continu, alors que ceux du second type sont appelés systémes

dynamiques & temps discret.

3. L’opérateur d’évolution : Le composant principal d’un systéme dynamique est une
loi d’évolution qui détermine 1’état x(t) du systéme a l'instant t, & condition que I'état
initial zy soit connu. La maniére la plus générale de spécifier I’évolution consiste a

définir pour tout ¢ € I, 'application ¢' dans I'espace d’états U par:

ot U — U

rg — d'zg = x(t).

ol xg € U est ’état initial.
L’opérateur d’évolution ¢' a deux propriétés naturelles qui expliquent le caractére dé-

terministe du comportement des systémes dynamiques.

(i) ¢° =id.

(i6) ¢+ = gl o "
Nous pouvons maintenant donner une définition formelle d’un systéme dynamique.
Définition 1.1 Un systeme dynamique est un triple {I,U,¢'}, ot I est un ensemble de

temps, U est un espace d’état et ¢' : U — U est une famille d’opérateurs d’évolution

paramétrés part € I et satisfaisant les propriétés (i) et (ii).

1.1.1 Systémes dynamiques a temps continus

Si le systéme évolue en temps continu, il est dit systéme continu. La description mathéma-
tique de son évolution est donnée par une équation différentielle ordinaire et un ensemble de

conditions initiales :

teR, X e QCR" (1.1)
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Lorsque F' dépend explicitement du temps le systéme (|1.1]) est dit non autonome. Dans le

cas contraire on dit que le systéme (1.1)) autonome.

Définition 1.2 Une solution du systéme est une fonction t — X(t), définie d’un in-

tervalle I C R dans Q telle que pour tout t € I on a X (t) = F(X(t)).

Définition 1.3 L’image d’une solution X est appelée orbite ( trajectoire ) et notée :
vx={a€Q; el : X(t)=a}

L’orbite est tangente en chacun de ses points au champ de vecteur F.

Définition 1.4 Le flot du systéme est la famille avec un parametre d’application {¢;}, p

de ) dans lur méme définies par :
gla) = X(ta);  VaeQ

X(t,a) est 'unique solution du probléme de cauchy :

dX
- = F(X(t)
X(0)=a

¢ possede les propriétés suivant :

i) ¢, est différentiable sur 2.

ii) o =1I.

iii) ¢; 0 s = Y5, pour tout t, s € R.
iv) ¢; est une bijection et (p;) ™' = p_;.

Définition 1.5 Un point critique (ou point singulier, ou point stationnaire) de [’équation

X = F(X) est un point X de lespace de phases vérifiant F(X) = 0.
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1.1.2 Systémes dynamiques a temps discrets

Si le systéme prends ses valeurs uniquement & des instant régulierement distribués, celui-
ci est dit systéme en temps discret ou tout simplement systéme discret. Sa représentation

mathématique est donnée par le systéme d’équation suivant :

(1.2)

avec n est 'instant discret, ny est 'instant discret initial et X (0) est le vecteur des états
initiaux.
Dans le cas général un systéme dynamique discret est décrit par un systéme d’équation

aux différences finies, autrement dit, par une récurrence.
Définition 1.6 Un point fixe de I’équation est un point X vérifiant F(X) = X.

Définition 1.7 FEtant donné le point initiale Xo, on appelle orbite ou trajectoire du systéme

dynamique discret d’ordre 1 définit par l’itération d’une fonction F :

X(0) = Xo, X(n+1) = F(X(n)), VYn>0

La suite

O(Xo) = {X(0) = Xo, X(1) = F(X(0), ,X(n+1)=F(X(n))}.

Exemple 1.1 Soit un systéme dynamique discret en dimension 1 défini par la fonction :
F(X) = X2 sur lintervalle [0, +00).

Prenons pour condition initial Xo = 1/2. L’orbite correspondante est :

X(0) = Xo =1/2, X(1) = F(X(0)) = 1/4, X(2) = F(X(1)) = 1/16.

Remarquons que X(n) = F(X(n —1)) = F*(X(0)) = (1/2)** — 0 quand n — oo.



Chapitre 1. Généralités sur les systémes dynamiques

Prenons un autre point initial, Xq = 2. Alors :
X(0)=2, X(1)=F(X(0)) =4, X(2)=F(X(1)) =1/16.
Dans ce cas, quand n — oo on a :
X(n)=F(X(n—1))=F"(X(0)) =2*" — o
Et enfin, si l’on choisit pour point initial Xo = 1, on voit que :
O(Xo)=1{1, 1, X(n)=1""=1, ..},

On observe donc ici trois comportements différents du méme systéme en fonction du point
initial choisi. Ainsi nous pouvons parler des propriétés d’un systéme, en décrivant toutes ses

orbites possibles.

1.1.3 Stabilité au sens de Lyapunov

1.1.3.1 Etude de stabilité dans le cas continu

Définition 1.8 Le point d’équilibre X du systéme est :

e Stable si :
Ve > 0,30 > 0: || X(to) - X |l<d=| X(t)— X l|< e, Vt >t (1.3)

o Asymptotiquement stable si :
Vo >0 X(t) — X |I< 5:>tlim | X(#) - X =0
e FExponentiellement stable si :

Ve >0,30 >0 X(to) — X ||< 6 = X(t) = X [|< ae™@ || X(to) — X ||,Vt > to
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e [nstable si la condition n’est pas satisfaite.

Premiére méthode de Lyapunov (méthode indirecte)

La premiére méthode de Lyapunov est basée sur ’examen de la linéarisation autour du point
d’équilibre X du systéme (1.1)). Plus précisement, on examine les valeurs propres \; de la

matrice jacobienne évaluée au point d’équilibre.

Théoréme 1.1 Soit le systéme dynamique autonome , et X un point d’equilibre

o Si toutes les valeurs propres de la matrice jacobienne ont une partie réelle strictement

négative alors X est asymptotiquement stable.

e Si la matrice jacobienne posséde au moins une valeur propre o partie réelle strictement
positive et les autres valeurs propres ont une partie réelle strictement négative, alors X

est instable.

Exemple 1.2 Soit le systéme

X=Y?-X
Y =X3-2Y - XZ
J=—-7+XY

L’origine 0 est un point critique. Son linéarisé est :

X -1 0 0 X
y | = 0 -2 0 Y
7z 0 0 -1 Z

Les valeurs propres de D f(0) sont Ay = —1, Ao = —2, A3 = —1 toutes négatives d’ou I’équilibre

0 est asymptotiquement stable.

Remarque 1.1 Cette méthode ne permet pas de dire si l’équilibre est stable ou instable quand
la matrice jacobienne comporte au moins une valeur propre nulle, et aucune valeur propre
avec partie réelle strictement positive.

Dans ce cas la stabilité de [’équilibre peut étre étudié par la seconde méthode.

8
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Seconde méthode de Lyapunov (méthode directe)

La premiére méthode de Lyapunov est simple & appliquer mais ne permet d’analyser la
stabilité des équilibres que trés partiellement. La seconde méthode est plus difficile & mettre
en oeuvre mais, en contrepartie, elle est d'une portée beaucoup plus générale. Elle est basée
sur la définition d’une fonction particuliére, notée V(x) est appelée fonction de Lyapunov.

Le théoréme suivant résumer cette méthode.

Théoréme 1.2 Si X est un point d’équilibre du systéme et s’il existe une fonction

V(X) :R* — R continument dérivable, telle que :

1. V(X)=0etV(X)>0, pour X # X.

2. V(X) = dvath) <0, pout X # X.

Alors X est stable au sens de Lyapunov.
e Si la derniére condition était plutot V(X ) < 0, alors X est asymptotiquement stable.

e Si on suppose que V tend vers Uinfini lorsque | X ||— oo , donc X est globalement

asymptotiquement stable.
V' est appelé fonction de Lyapunov du systéme.
Le choix de la fonction de Lyapunov a un effet sur ’évaluation de la zone de stabilité d’un

systéme non linéaire. Mais il n’y a aucune méthode générale pour déterminer une fonction

de Lyapunov.

Exemple 1.3 Soit le systéme

Xl — X2
X2 = —Xl + €X1X2
o (e systéme posséde un point d’équilibre ¢ (X1, Xs2) = (0,0).
e Analysons la stabilité de ce systéme avec cette fonction de Lyapunov :

X? + X2

VX1, Xs) = 5
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Dérivant V(X), on trouve : V(X1, Xa) = X1 Xy — X1 Xy + eX2X? = e X?X2.
Ainssi, V(X)) est une fonction définie positive qui est strictement décroissante si e < 0.
En vertu de la théorie de Lyapunov, le systéme est globalement stable si ¢ = 0. 1l est globale-

ment asymptotiquement stable si € < 0. Sinon, il est globalement instable.

1.1.3.1 Etude de stabilité dans le cas discret

L’étude du comportement d’un systéme dynamique discret, correspond a I’étude de stabilité
des points fixes.

Soint F' : R? — R? une fonction vectoriel définie une application discrét, soit DF(X) sa
matrice Jacobienne évaluée au point fixe X de I'application F, pour simplifier les notions de
la stabilité du point fixe X on introduit la notion de multiplicateur et pour caractériser la

nature de ce point fixe nous donnons les définitions :

Définition 1.9 Les valeurs propres du Jacobien DF(X) sont appelées multiplicateurs carac-

téristique de F en X.

Théoréme 1.3 Le point fize X de I est asymptotiquement stable si ses multiplication ca-
ractéristique sont tous de module strictement inférieur a 1.
Le point fire X de F est instable si l'un des multiplication caractéristique est de module

strictement supérieur a 1.

Définition 1.10 Le point fizxe X de F est dit point selle si au moins un multiplication ca-
ractéristique est de module strictement inférieur a 1 et les autre multiplication caractéristique

sont tous de module strictement supérieur a 1.

Exemple 1.4 On considére le systéme suivant :

Xoi1 = —ah(Y,) + X,
+1 (Ya) (1.4)

YnJrl = Xn

10



Chapitre 1. Généralités sur les systémes dynamiques

et h est un fonction définit par :

bY —csiY >0
h(y) =
bY +csiY <0
Pour tout les valeur a > 0, ¢ > 0 et b > 0, le systéme admet deuzx points fizes, sont
définé par :

cc
P=(--),
Les matrices Jacobienne du systéme , évalué aux points fixes Py et Py sont les mémes

et elle est donnée par :

1 ab
Jio =
1 0

Et les polynomes caractéristiques pour Jy o sont données par :
M —A+ab=0

Nous avons prouvé le résultat suivant :

1
1. Si0<a< 7 alors les deux points fixes Py et P, sont stable.

1
2. Sia> b alors les deux points fixes Py et P, sont instable.
1.2 Passage de temps continu a temps discret
Il existe plusieurs technique de discrétisation (échantillonnage) des systémes.

1.2.1 La méthode d’Euler

Soit une équation différentielle d’ordrel :

X = F(X)

11
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Nous voulons étudier la trajectoire de cette équation seulement a des instant choisis, équi-
distants t,, = to + n.At. Si la période d’échantillonnage At est choisie assez petite, on

peut approcher la dérivé X (t) par la différence :

X(tn) = X(tns1)

X:
At

Alors, le systéeme dynamique a temps continu peut étre approché par le systéme dynamique
a temps discret suivant :

X(n+1) = X(n) + ALF(X (n))

1.2.2 La section de Poincaré

La section de Poincaré est un outil trés fréquement utilisé pour étudier les systémes dy-
namiques et notamment les trajectoires périodiques.Cette méthode transforme un systéme
dynamique continu en un systéme discret et de réduit sa dimension en conservant les méme
propriétés topologiques. Plus précisement elle remplace ’analyse des trajectoires d'un sys-
teme dynamique continu autonome de type dont I'espace des phases est de dimension n
par celle de la suite des points d’intersections successives : pg, p1, ... d’'une trajectoire ¢ (t, Xo)
avec un hyperplan ¥, de dimension (n — 1), ce dernier peut étre quelconque. Mais un bon
choix permet d’obtenir les sections aisément exploitables. L’hyparplan ¥, est appelé la section

de Poincaré.

1.3 Attracteurs

Définition 1.11 L’attracteur :est un objet géométrique vers lequel tendent toutes les tra-
jectoires des points de l’espace des phases, c’est a dire une situation (ou un ensemble de
situations)vers lesquelles évolue un systéme dynamique, quelles que soient ses conditions ini-

tiales.

Définition 1.12 Le bassin d’attraction d’un attracteur est ’ensemble des points de [’espace

des phases qui donnent une trajectoire évoluant vers [’attracteur.

12
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Il y a deux types d’attracteurs : les attracteurs réguliers et les attracteurs étranges ou

chaotiques

1. Attracteurs réguliéres : Les attracteurs réguliers caractérisent ’évolution de sys-

témes non chaotiques, et peuvent étre de trois sortes :

e Un attracteur réduit a un point fixe, c’est le plus simple attracteur.
e Un attracteur formant une courbe fermé est appelé cycle limite.

e L’attracteur "tore" représente les mouvements résultant de deux ou plusieurs oscila-

tions indépendantes que I'on appelle par fois "mouvements quasi périodique".

2. Attracteurs étranges : L’attracteur étrange est une forme géométrique plus complexe

qui caractérise I’évolution des systémes dynamiques chaotiques.

1.4 Bifurcation

Un autre ensemble de concepts utile a I’analyse des systémes dynamiques est la théorie de la
" bifurcation ". La théorie de bifurcation s’intéresse aux familles des systémes dynamiques (
continu ou discret ) dépendant d’un parameétre p € R*. Cette théorie renvoie a I'étude des

changements de comportement d’un systéme lorsque les parameétres de ce dernier changent.

Définition 1.13 Une bifurcation est un changement de type topologique du systéme ( chan-
gement qualitatif et quantitatif ) lorsque le paramétre pu passe & travers une valeur critique.p =

Lo appeler valeur de bifurcation.

Définition 1.14 Le diagramme de bifurcation est un tracé des points de l’état stationnaire
du systéme en fonction du paramétre du contréle. Typiquement, on choisit un état variable
et on trace la valeur limite de celui-ci en fonction d’un seul paramétre de contréle. Pour
les systémes discontinus, on trace simplement les valeurs successives d’un état varaible. Un
diagramme de bifurcation résume l'information sur ’espace d’état et la variation en fonction

du parameétre peut étre visualisée.

13
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Dans ce travail nous considérons les systémes dynamiques discrets dépendant d’un paramétre
réel p € R
Xpy1=F(p, X)) , YneN

Il existe quatre types de bifurcations de codimension un, qui correspondent tous & des com-

portements génériques

1.4.1 Bifurcation fold ou noeud-col

Cette bifurcation correspond & la situation ou I'une des valeurs propres est égale & +1. Ce
type de bifurcation donne naissance a deux cycles d’ordre k en méme temps, ['un est attractif

et l'autre est instable.

1.4.2 Bifurcation flip ou doublement de période

Cette bifurcation a lieu lorsqu’un cycle d’ordre k stable a un multiplicateur qui passe par la

valeur A = —1. Ce cycle devient alors instable et donne naissance a un cycle d’ordre 2k.

1.4.3 Bifurcation de Neimark

Cette bifurcation se produit lorsque la matrice Jacobienne posséde deux valeurs propres

complexes conjuguées \; = A, et de plus |1 2| = 1.

Exemple 1.5 Soit le systéme dynamique discret généré par la transformation F' définie par :

o] K= X, (1=Y,), pn>0

Yn+1 = Xn

Ce systéeme admet deuz points fizes :

(Xh le) = (07 0)

— 14 _1
(X27}/2) - (1 w 1 M)
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Chapitre 1. Généralités sur les systémes dynamiques

La matrice Jacobienne évaluée au point fize (Xo,Ys) est :

1 1—p
DF(X27§/2> =

1 0

Elle a pour équation caractéristique :

NM=A+pu—1=0
On en déduit les valeurs propres :
1 )
AMo==%4/-—
12=35 1 H

St > %, les valeurs propres sont comlexes avec |M\2|* = u— 1. Pour u = 2 le point fize

+i—
(X2, Ys) perd sa stabilité. Les valeurs propres sont alors Aio = e "3 et le systéme présente

une bifurcation de Neimark.
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Chapitre 2

Etude d’un systéme chaotique discret

2.1 Les systémes dynamiques chaotiques

La théorie du chaos est un domaine des études en mathématiques, avec des applications dans
plusieurs disciplines comme la physique, I'ingénierie, la biologie, I’économie, ...

La théorie du chaos étudie le comportement des systémes dynamiques qui sont trés sensibles
aux conditions initiales. Cette théorie fut développée a partir des années soixante, lorsque
Edwarde Lorenz montera le caractére chaotique de ’atmospheére terrestre.

Actuellement il n’y a pas de définition précise du terme Chaos, on peut donner une définition

approche du chaos comme .

Définition 2.1 Un systéme chaotique est un systéme dynamique déterministe non linéaire

qui se distingue par son imprévisibilité due a son extréme sensibilité aux conditions initiales.

2.1.1 Caractéristiques du chaos

Il existe un ensemble de propriétés qui résument les caractéristiques observées dans les sys-
téemes chaotiques. Elles sont considérées comme des critéres mathématiques qui définissent le

chaos. Les plus connues sont :

1. Non linéarité :
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Chapitre 2. Etude d’un systéme chaotique discret

L’évolution irréguliere du comportement d’un systéme chaotique est due aux non linéarités.
Un systeéme chaotique est un systéme dynamique non linéaire. Un systéme linéaire, ne peut

pas étre chaotique.
2. Non périodicité :

Un systéme présentant un comportement chaotique évolue dans une orbite qui ne se répete

jamais sur elle-méme. C’est a dire, les orbites ne sont jamais périodiques.
3. Sensibilité aux conditions initiales :

La sensibilité aux conditions initiales est un phénomeéne découvert pour la premieére fois,
dés la fin du xixe siécle par Poincaré, puis a été redécouvert en 1963 par Lorenz lors de ses
travaux en météorologie. Cette découverte a entrainé un grand nombre de travaux importants,
principalement dans le domaine des mathématiques. Cette sensibilité explique le fait que,
pour un systéme chaotique, une modification infime des conditions initiales peut entrainer
des résultats imprévisibles sur long terme. Le degré de sensibilité aux conditions initiales

quantifie le caractére chaotique du systéme.
4. Déterminisme :

Le déterminisme signifie que le systéme est non aléatoire et ne possede aucun paramétre
ou entrée stochastique. Cette propriété est propre a tous les systémes dont I’évolution est
définie par un ensemble d’équation différentielles ou d’équations aux différences. Dans les
phénomeénes aléatoires, il est imposible de prévoir la trajectoire d’une quelconque particule.
A Topposé, et bien qu’ils paraissent, & premiére vue, aléatoires, les systémes dynamiques
chaotiques sont régis par certaines équations rendant compte du phénomeéne, mais dont les

solutions sensibles aux conditions initiales.
5. Attracteur étrange :

L’attracteur étrange est une caractéristique géometrique du chaos. Il n’existe pas une défini-
tion rigoureuse d’un attracteur étrange ou chaotique et toutes les définitions qui on trouve

dans la littérature sont restrictives.
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Chapitre 2. Etude d’un systéme chaotique discret

Définition 2.2 Un sous-ensemble borné A de [’espace des phases est un attracteur étrange
pour une transformation T de [’espace s’il existe un voisinage U de A, c’est a dire que
pour tout point de A il existe une boule contenant ce point et contenue dans R vérifiant les

propriétés suivantes :

— U est une zone de capture, ce qui signifie que toute orbite par T dont le point initial est
dans U est entierement contenue dans U. De plus, toute orbite de ce type devient et reste
aussi proche de A que 'on veut.

— Les orbites dont le point initial est dans R sont extrémement sensibles aux conditions
initiales.

— A est un objet fractal.

— Pour tout point de A, il existe des orbites démarrées dans R qui passent aussi prés que

I’on veut de ce point.

2.1.2 Les exposants de Lyapunov

Alexander Lyapunov (1857-1918) a dévéloppé un parameétre qui nous permet de calculer le
taux de divergence entre I’évolution de trajectoires issues de conditions initiales proches au
sein de cet espace borné qu’est I'attracteur étrange.

Ce moyen de control est appelé "Exposant de Lyapunov" qui est une quantité permettant de

cararctériser le chaos temporel et est définit pour un systéme dynamique par :

AXp) = lim 1 In

n—oo 1,

dF"(X,)
X

n—1
lim %Z,_O In | F'(X;) |

ol F': R — R est une application, et X, est une condition initiale.

Le nombre d’exposant de Lyapunov est égal a la dimension de I’espce des phases et ils sont
souvent rangés du plus grand au plus petit : A\; > Ay > .... La valeur du plus grand exposant
quantifie le degrés du chaos.

Les conditions suivantes sont nécessaires pour I'apparition du chaos dans un systéme dyna-
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Chapitre 2. Etude d’un systéme chaotique discret

mique.

— Au moins 'un des exposants de Lyapunov est positif pour expliquer la divergence des
trajectoires.

— Au moins 'un des exposants de Lyapunov est négatif pour justifier le repliement des
trajectoires.

— La somme de tous les exposants est négative pour indiquer qu'un systéme chaotique est
dissipatif, c’est-a-dire qu’il perd énergie.

Le tableau 2.1 illustre le lien entre les exposants de Lyapunov et les formes d’attracteurs et

donnes les signes des exposants de Lyapunov pour chaque type d’attracteur.

Attracteur Exposants de Lyapunov

Point d’équilibre 0>\ >..> A\,

Cycle limite AM=0,0>X>...2>2 )\,

Tore d’ordre 2 AM=X=0,0> A3

Tore d’ordre k M=0.=2%=0,0> X1 > ... 2\,
Attracteur chaotique | A\; > 0, Zj_l)‘i <0

TAB. 2.1 — Exposants de Lyapunov pour différents attracteurs

Exemple 2.1 Considérons l'application logistique :

Ce systéme est chaotique puisque :

171
A= lim —» In|4(1-2X;)|=In2>0.
Jin 73 1n 401~ 2X) =12 >

2.1.3 Dimension de Lyapunov

Parameétre permettant de mesurer la dimension du chaos. Suivant le type de chaos généré, la
dimension de Lyapunov est plus ou moins grande : pour des systémes non retardés (dimension
finie) tels que les systémes de Lorenz ou Réssler, la dimension de Lyapunov est au maximum

égale au nombre de variable du systéme (dimension faible), alors que pour les systémes a
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Chapitre 2. Etude d’un systéme chaotique discret

retard (dimension infinie) la dimension de Lyapunov tend vers de grandes valeurs. Plus la
dimension sera grande, plus la complexité du chaos sera élevée.
Classant les exposants de Lyapunov A\; > Ay > ... > \,.

La dimension de Lyapunov D, est définie par :

J
DA
L=1J Aot

Ou j est le plus grand entier qui satisfait :

/\1+)\2+>\3+...+)\j20.

2.1.4 Transitions vers le chaos

On ne sait toujours pas a I’heure actuelle dans quelles conditions un systéme va devenir
chaotique. Cependant, il existe plusieurs scénarios qui décrivant le passage vers le chaos. On
constate dans tous les cas que I'évolution du point fixe vers le chaos n’est pas progressive,
mais marquée par des changement discontinus qu’on déja appelé bifurcation. On peut citer
trois scénarios de transition d’une dynamique réguliére & une dynamique chaotique lors de la
variation d’'un parameétre :

Par intermittence :

Ce scénario via les intermittences se caractérise par I’apparition de bouffées chaotiques dans
un systéme qui oscille de maniére réguliére.

Par doublement de période :

Ce scénario est caractérisé par une succession de bifurcation de fourche. A mesure que la
contrainte augmente, la période d’un systéme forcé est multipliée par 2, puis par 4, puis par
8, etc..., ces doublement de périodes sont de plus en plus rapprochés, lorsque la période est
infinie, le systéme devient chaotique.

Quasi-périodicité :

Le scénario via la quasi-périodicité a été mis en évidence par les travaux théoriques de Ruelle
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Chapitre 2. Etude d’un systéme chaotique discret

et Takens (1971) illustré par exemple sur le modeéle de Lorenz (1963). Dans un systéme
dynamique a comportement périodique a une seule fréquence, si nous changeons un paramétre
alors il apparait une deuxiéme fréquence. Si le rapport entre les deux fréquence est ratonnelle
comportement est périodique. Mais, si le rapport est irrationnel, le comportement est quasi-
périodique. Alors, on change de nouveau le parameétre et il apparaitnune troisiéme fréquence

et ainsi de suite jusqu’au chaos.

2.2 Le modéle de Hénon

Dans cette section, nous donnons une illustration concréte de toutes les notions précédentes
par un exemple célébre de systémes dynamiques chaotiques discrets dans le plan. Le premier
objectif est la recherche des points fixes et ’étude de stabilité de ces points, et le second est

la localisation des courbes de bifurcations et leur évolution dans le plan paramétrique.

2.2.1 Présentation et définition du systéme de Hénon

L’astronome Michel Hénon exploitera la suggestion de Pomeau et Ibanez, pour obtenir un
systéme trés simple. Celui-ci est présent au séminaire de Nice ( sur la turbulence), en janvier
1976 lorsque Pomeau expose 1'idée de réaliser des systemes dynamiques plus simples encore
que celui de Lorenz, mais présentant des caractéristiques similaires, et qui permettraient de
prouver plus clairement des "évidences" mises en lumiére par les calculs numériques. Puisque
le raisonnement repose sur la section de Poincaré il propose de produire une application
du plan dans lui-méme, plutét qu’une équation différentielle, imitant le comportement de
Lorenz et son attracteur étrange. La familiarité de Hénon avec les applications du plan dans
lui-méme, lui permet de réagir rapidement et de produire un systéme trés simple donnant un
attracteur étrange. Il est connu depuis sous le nom de systeme de Hénon.

Le modeéle de Hénon consiste en une itération a deux dimensions qui peut prendre différentes
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Chapitre 2. Etude d’un systéme chaotique discret

formes. On utilisera la forme suivant :

Xpi1=—aX2+Y, +1
H(X,,Y,):
Yn+1 =0X,

Ou a et b étant deux parametres réels, ou la valeurs de la constante a controéle la non-linéarité
de l'itération, et celle de b traduit le role de la dissipation. Et X, ,Y,, un point de coordonnées.
On dit que c’est un systéme dynamique de dimension 2 car (X,Y) € R?, et a temps discret

car les points évoluent par étape et non continiment.

2.2.2 Calcul des points fixes

On peut obtenir les points fixes du systéme de Hénon en résolvant ’équation H(X,,Y,) =
(Xn, Yn) :

—aX2+Y,+1=2X,
H(X,,Y,) = (X,,Y,) (2.1)
bX, =Y,

1
Théoréme 2.1 Pour | b|< 1, et ag(b) = _Z<b —1)?ona:
1. Sia < ag(b), léteration H n’a aucun point fize.
2. Sia=ay(b), 'étération H a un seul point fize.

3. Si.a > ag(b), l'étération H a deux points fizes.

Preuve. Le discriminant de I’équation ({2.1)) est donné par I’équation
(b—1)>+4a =0,

1
Donc pour | b |< 1, et ag(b) = _Z(b —1)?ona:

1. Sia < ao(b), X+(a,b) ¢ R?, alors dans ce cas il n’y a aucun point fixe pour H.

b—1
2. Si a = ag(b), nous obtenans X (a,b) = X_(a,b) = ———. Donc dans ce cas le systéme

b—1 b—1
H admet exactement un seul point fixe (X1,Y7) = ( 5 N ( 5 ))
a a
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Chapitre 2. Etude d’un systéme chaotique discret

3. Pour a > ag(b), nous avons X (a,b) et X _(a,b) dans R? et X (a,b) # X_(a,b)

Dans ce cas nous avons deux points fixes de la forme :

Py = (X1, Y1), et P, = (X3,Y5)
avec : ( b1
Xl — _'_67
(b31+5) (2.2)

}/1 f—

L 2a

( — _
X2 b 1 57

PR

)

\ 2a

O B = \/4a + (b— 1)

2.2.3 Stabilité des points fixes

La stabilité de ces points fixes est fixée par les valeurs propres obtenues en résolvant I’équa-

tion det (J-AI) = 0, ou I est la matrice identité et J est la matrice jacobienne donne par

I’expression :

et comme det (J-AI) = 0, nous avons I’équation caracteristique suivant :
N +2aXA—b=0
Alors les valeurs propres (multiplicateurs) de la récurrence de Hénon sont :

A= —aX +Va?X?+ 0, A= —aX —VatX?2+b

1. Pour le point fixe P, :
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Chapitre 2. Etude d’un systéme chaotique discret

La matrice jacobienne correspond a cette point s’éctit :

—(b-1+p) 1
b 0

J:

Ses valeurs propres sont les racines du polyndéme caractéristique :

det(J —A) =N+ Ab—1+8)—b

On résout donc :

A=b—-1+p8)>+4b

Les valeurs propres sont donc :

M= LB+ b+ HB b1 -
Agzi(éﬁ—\/b+;{(5—b+1)2—§b

b+
_l’_

NI= N

2. Pour le point fixe P, :

La matrice jacobienne correspond a cette point s’éctit :

—(b-1-p) 1
b 0

J =

Ses valeurs propres sont les racines du polyndéme caractéristique :

det(J —A) =N +Xb—-1-53)—b

On résout donc :

A=(b—1-p5)+4b
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Chapitre 2. Etude d’un systéme chaotique discret

Les valeurs propres sont donc :

M=L(\orte+s-12-15-1b+1)
o= (o do+ - 12— 15— 1o+ 1)

Il peut étre également démontré que I'un de ces deux points est stable a la signe positive
devant le radical, 'autre est toujours instable.

En effet, les valeurs des parameétres connues pour présenter un comportement chaotique sont
a = 1,4et b = 0,3 et les deux points d’équilibre du systéme pour ces parametres sont
(—1,1314; —0,3394) et (0,6314;0,1894), les valeurs propres au premier point d’équilibre sont
(2,3284; —0,0657) et les valeurs propres au deuxiéme point sont (0,5657; —1,8284). D’ou le

premier est un point selle et le deuxiéme est clairement un point stable.

Eégion de stabilité
de point fixe P,

0,5

-1 Eégion de stabilité
de point fixe Po

Fic. 2.1 — Les régions de la stabilité des points fixes P; et P,
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Chapitre 2. Etude d’un systéme chaotique discret

2.2.4 Attracteur de Hénon pour a =14 et b =0.3

Le modeéle de Hénon est un systéme dynamique de comportement chaotique les plus étudiés.
Il dépend de deux parameétres a et b, qui ont pour valeurs canoniques : a = 1.4 et b = 0.3.
Pour ces valeurs, I'attracteur de Hénon est chaotique. Pour d’autres valeurs de a et b, il peut
étre chaotique, intermittent ou converger vers une orbite périodique.

On peut voir la forme connue du croissant de cet attracteur, voir Fig (2.2).

04 | T T T .

0.3 7

0.2 g

0.1 -

01F 7

0.2 -

0.3 7

04 L ! 1 ! |
-1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 135

Fic. 2.2 — Attracteur de Hénon pour a = 1.4,6 = 0.3

On remarque que les valeurs prises par ’application ne correspondent pas graphiquement
a n’importe quelle position dans le plan, elles convergent toutes vers une courbe appelée
attracteur étrange.

On peut voir aussi comment évoluent les variables X et Y pour une condition initiale
(Xo, Ys) = (0,0), voir Fig (2.3) et Fig (2.4) respectivement.

On constate que I'évolution est chaotique pour les deux variables.
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0 10 20 30 40 50 &0 70 80 g0 100
indice

F1a. 2.3 — Les 100 premieres iterees de X,, avec a = 1.4 et b = 0.3 avec (X, Yy) = (0,0)

2.2.5 Analyse numérique de bifurcation

Nous procédons en donnant les résultats de stabilité pour le systéme de Hénon. Nous rappe-

lons que le systeme de Hénon a deux points d’équilibre réels pour a > —i(b —1)2

Lemme 2.1 Poura = —:(b—1)% et B = 0 le systéme de Hénon a un unique point d’équilibre

1
1

b—1 b—1
en (- 5. b ( 5 >) avec les valeurs propres {1, —b} indiquant une bifurcation selle-noeud.
a a
Preuve. En substituant a = —%(b —1)? et § = 0 dans D'équation (2.2) les deux points

-1 b—1
d’équilibre se trouvent a s’imbriquer les uns les autres en ( 5 b ( 5 )) La jacobienne
a a

du systéme en ce point d’équilibre est :

1-0b 1

et ainsi les valeurs propres sont {1,—b}. =

On considére la bifurcation selle-noeud avec un example numérique.
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0
F1G. 2.4 — Les 100 premieres iterees de Y,, avec a = 1.4 et b = 0.3 avec (Xo, Yo) = (0,0)

Proposition 2.1 Pour b= 0,3 et a = —0,1225, on a une bifurcation selle-noeud.

Preuve. Pour b = 0,3 et a = —0,1225; le point d’équilibre du systéme est (2,8571;0,8571)
indiquent une bifurcation selle-noeud avec une branche stable et une branche instable mon-

trées dans la Figure (2.5). La région de a de la branche stable est comprise entre —0, 1225 <

a<0,3675. m

Proposition 2.2 Pour le cas particulier de a = 0,3675 une bifurcation par doublement de

la période est observée.

Preuve. Pour a = %(b —1)% = 0,3675; le systéme de Hénon a deux points d’équilibre en
(0,9524;0,2857). Les valeurs propres sont {—1;0,3} et {2,2343; —0,1343}. En effet, quand
a s’approche de 0, 3675, une orbite périodique de période 2 est constatée. m

Diagramme de bifurcation

La construction de diagramme de bifurcation est faite en faisant varier le parametre a de 0

a 1,4 avec un pas de 0,001, b est égale a 0,3. On obtient le diagramme suivant :
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(]

\n

Fic. 2.5 — Diagramme de bifurcation pour le systéme de Hénon pour —0.15 < a < 0.4 et
b=0.3

1. Si —0.1225 < a < 0.3675, les itérations convergent vers un point du plan.

2. Si 0.3675 < a < 0.9, les itérations tendent & constituer un suite (X,,Y) telle que
(Xan, Ya,) converge vers un point et (Xa, 11, Y2,11) converge vers un autre point. On a
donc deux points limites : on observe un doublement de période.

3. S5i0.9 <a < 1.02, on assiste & un nouveau doublement de période.

La période continue de doubler jusqu’a une valeur déterminée ou la trajectoire com-

mence & prendre une forme particuliére.

4. Pour a > 1.02, on ne distingue plus les cycles, et donc le systéme est chaotique.

2.2.6 Sensibilité aux conditions initiales

Que-ce passe-t-il quand on choisit des conditions initiales extrémement voisines? Prenons
par exemple (X, Yp) = (0.001,0.001).
On constate que les courbes rendues sont différentes de celles quant a (X, Yy) = (0,0), voir

Fig (2.7) et Fig (2.8).
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Fic. 2.6 — Diagramme de bifurcation de Hénon

2.2.7 Les exposants de Lyapunov

Pour justifier I'apparition de I’état chaotique et pour déterminer les différentes zones de

stabilité, il suffit de calculer I’exposant de Lyapunov en fonction du paramétre a ou b.

e Pour a = 1.4, b = 0.3, I'application de Hénon a deux exposants de Lyapunov \; = 0.42205,

A2 = —1.626 la dimension de Lyapunov par définition est égale & Dy = 1.2596.

e On fixe b = 0.3, on laisse a varie entre 0 et 1.4.

A partir de la Figure (2.9) on obtient deux zones :

e Une zone stable lorsque a varie dans Uintervalle [0, 1.052].

e Une zone chaotique lorsque a varie dans l'intervalle |1.052, 1.4].
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F1G. 2.7 — Les 100 premieres iterees de X, avec a = 1.4 et b = 0.3 avec (Xo,Yy) =
(0.001,0.001)
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Fic. 2.8 — Les 100 premieres iterees de Y, avec a = 1.4 et b = 0.3 avec (Xo, Yy) =
(0.001,0.001)
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FiG. 2.9 — L’évolution de I'exposant le Lyapunov A de systéme de Hénon en fonction de a
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Conclusion

Ce mémoire a pour but I’étude des systémes dynamiques chaotiques dépendant de parameétre
et les différents comportements asymptotiques des solutions. Nous avons fourni les notions
de bases et les outils mathématiques nécessaires pour étudier et appliquer les systémes chao-
tiques. En premier lieu, a maitriser et & comprendre certaines des propriétés complexes de la

dynamique chaotique. Cette compréhension a été accompagnée par une illustration concréte

! "

de quelque notions précédentes par un exemple célébre " modeéle de Hénon
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Annexe : Abréviations et Notations

Les différentes abréviations et notations utilisées tout au long de ce mémoire sont expliquées

ci-dessous.
X : dérévable de X.
0 . orbite.
Ai . les valeurs propres.
1 : matrice identite.
det J : determinant d’une matrice jacobienne J.
H . application de Hénon.
> : la somme algébrique.

| .| : valeur absolue d’'un nombre réel ou module d’'un nombre complexe.
R : ensemble des nombres réels.

R™ : vecteur de réels de dimension n.
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