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Introduction

Les équations intégro-différentielles s’inscrit comme un des problémes les plus appliqués
ou les opérateurs différentiels et intégrals apparaitrons dans la méme équation, ce type
d’équations a été introduit par Volterra pour la premieére fois dans le début des années
1900, Volterra a examiné I'augmentation de la population. On consiste son étude sur
les influences héréditaires o & travers sa recherche le sujet de (E.I—D) a été établie, la
deuxiéme borne de I'intégration est variable.

Notre présent travail s’inscrit dans le cadre de I’analyse numérique, le but est de trouver
résolution numérique des (E.I-D) de Fredholm ou les deux bornes de lintérgation sont
fixés, pour cela on divise ce mémoire en trois chapitres :

Le premier chapitre aborde des notions préliminaires sur quelques définitions et rappel
sur les équations intégrales. Et aussi, nous présentons des définitions sur des équations
intégro-différentielles.

Le deuxiéme chapitre consacre sur les méthodes analytiques pour résolution exacte de
I’équation integro-différentielle de Fredholm linéaire, nous intéressons sur la méthode de
calcul direct et la méthode de décomposition Adomian.

Dans le troisiéme chapitre, quand on ne peut pas résoudre tous les types de 1’(E.I—
D) de Fredholm avec les méthodes analytiques, alors on a besoins de chercher d’autre
méthodes de résolution dite numériques, en se basant sur la méthode de collocation telle
que les solutions approchées sont données sous forme de séries de polynémes de Taylor a

la fois et sous la forme de séries de Legendre d’autre fois.
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La méthode de collocation seraient conjuguées avec des exemples, en estimant les erreurs
pour les deux méthodes de comparer les solutions approchées avec la solution exacte par

programmation en MATLAB.



Chapitre 1

Généralités sur les équations

intégro-différentielles

1.1 Equations intégrales linéaires

1.1.1 Opérateur intégral linéaire

Définition 1.1.1 Soit K : C'[a,b] x C'[a,b] — R une fonction continue.

I'opérateur intégral linéaire ou opérateur a noyau linéaire sur C'[a, b] définit par la formule

suivante :

A:ueCla,b] — Au € Cla,b]

b
(Au)(x):/ K (x,t)u(t)dt

ou la fonction K (x,t) s’appelle le noyau de 'opérateur intégral A.



Chapitre 1.Généralités sur les équations intégro-différentielles

Remarque

- Si le noyau K(x,t) d’'une équation intégrale s’écrit sous la forme :

K(z,t) = Z a;(z)Bi(t)

ou les fonctions «;(x) pour i = 1,....,n , sont linéairement indépendantes, alors il est dit

noyau séparable ou dégénéré. Par exemple, les noyaux : x — t, ot, 22 — t2, xt? + ta?...

1.1.2 Les équations intégrales (E.I)

Définition 1.1.2 Une équation intégrale est définie comme une équation dans laquelle la
fonction inconnue figure sous le signe d’intégration [ . La forme générale d’une équation

ntégrale est

a(x)u(x) = f(z) + /\/QK(x,t)u(t)dt (1.1)

ou a(z), f(x), K(x,t) sont des fonctions données, la fonction u(x) qui figure a I'intérieur et
a lextérieur du signe intégral est I'inconnu a déterminer, \ est un paramétre réel ou com-
plexe différent de zéro et 2 un ensemble fermé, borné et mesurable d’un espace euclidien

de dimension finie. La fonction K (z,t) est appelée noyau de I’équation intégrale.

1.1.3 Classification des équations intégrales
Equation intégrale de Fredholm

Une équation de la forme (1.1) dont les bornes d’intégration sont fixées est dite équation
intégrale linéaire de Fredholm.

i) Si a(z) = 1, 'équation s’écrit

b
u(z) = f(z) + )\/ K (x, t)u(t)dt
4



Chapitre 1.Généralités sur les équations intégro-différentielles

et elle est dite de seconde espece.

ii) Si a(x) = 0, ’équation s’écrit

f(z)+ )\/bK(:E, Hu(t)dt =0

et elle est dite de premiére espeéce.

iii) Si f(z) = 0, ’équation s’écrit
b
u(z) = )\/ K(x,t)u(t)dt

et elle est dite homogene.

Equation intégrale de Volterra

La forme la plus classique de Volterra est de la forme

a(x)u(z) = f(z) + A / K (x, t)u(t)dt (1.3)
ou les bornes de l'intégration sont fonction de z et la fonction inconnue u(x) apparait
linéairement sous le signe intégral.

i) Si a(z) = 1, 'équation s’écrit
(@) = f(z)+ A / Kz, )ult)dt
Cet équation est connue comme ’équation intégrale de Volterra de deuxiéme espéce.
ii) Si a(x) = 0, 'équation s’écrit
f(z) + )\/ K(z,t)u(t)dt =0

qui s’appelle ’équation intégrale de Volterra de premiére espéce.
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iii) Si f(z) = 0, ’équation s’écrit
u(w) = A / Kz, )ult)dt

et elle est dite homogéne.

1.2 Equation intégro-différentielles (E.I-D)

Une équation intégro-différentielle (E.I-D) est une équation composée de deux opérations
intégrale et différentiel qui impliquent la fonction inconnue u. La forme générale d’une

équation intégro-differentielle linéaire d’ordre n est

u™(z) = f(z) + )\/QK(x,t)u(t)dt (1.4)

ot ) un ensemble fermé et borné et mesurable d’un espace euclidien de dimension finie, A
est un paramétre numeérique, K (x,t) le noyau de I’équation intégrale, f(x) est la fonction

donnée, u(t) est la fonction inconnue, u((™ est la dérivée nieme de u(x).

1.2.1 Classification des équations intégro-différentielles

1- Equation intégro-différentielle de Fredholm
L’équation de la forme (1.4) dont les bornes d’intégration sont fixées est dite équation
intégro-différentielle linéaire de Fredholm.

L’(E.I-D) de Fredholm s’écrit sous la forme

u™(@) = () + A / K (x, t)u(t)dt (1.5)

ot u™(z) indique la dérivée nieme de u(x). Autre dérivés de 1’ordre moins peuvent ap-

paraitre avec u(™ sur le coté gauche. Des exemples de Fredholm intégro-différentielles
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w(z) =1-— %LE + /01 zu(t)dt,u(0) =0

et

bl
u'(z) +w(z) =2 —sinz — / xtu(t)dt,u(0) = 0,u/(0) =1
0
2- Equation intégro-différentielle de Volterra
Les équations intégro-différentielle de Volterra de premiere espéce, de seconde espéce ou
homogéne sont définies de la méme maniére précédente sauf que le borne d’intégration

supérieure est variable, c-‘a-d, b = x.

L’équation intégro-différentielle de Volterra s’écrit sous la forme

u™(z) = f(z) + )\/l‘ K (z, t)u(t)dt (1.6)

Exemples d’équations 'integro-différentielles de Volterra sont

1 x
w(x) =—1+ 53:2 — e’ — /0 tu(t)dt,u(0) =0

et

u'(z) +u'(z) =1—x — (sinx + cosz) — /Ox tu(t)dt,u(0) = —1,4'(0) =1

3- Equation intégro-différentielle de Volterra- Fredholm
Si les deux opérateurs de l'intégration de Fredholm et Volterra consistent alors 1’'(E.I-D)
est dite de Fredholm-Volterra ou Volterra-Fredholm.

L’équation intégro-différentielle de Volterra- Fredholm s’écrit sous la forme :

u™(z) = f(z) + M /w Ky (z, Hu(t)dt + Ay /b Ky, t)u(t)dt (1.7)

ol A et \g sont des parameétres numériques, Ki(x,t) et Ky(z,t) les noyaux de ’équation
intégrale (1.1), f(x) est la fonction donnée et u(t) est la fonction inconnue.

Et la forme mixte
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T b
u™(z) = f(z) + )\/ / K(r, t)u(t)dt

Un exemple de Volterra- Fredholm intégro-différentielles

W (x) = 24z + 20 43 — /m(x — HYult)dt — /1 tut)dt, u(0) = 0

Linéarité et Homogénéité de I’(E.I-D)

Définition 1.2.1 L’équation intégro-différentielle

b
u™(z) = f(z) + /\/ K(z,t)u(t)dt

est dite linéaire si ’éxposant de la fonction inconnue u(x) sous le signe intégral est un et
que I’équation ne contient pas de fonctions non linéaires de u(x), sinon I’équation est dite

non linéaire.

Définition 1.2.2 L’équation intégro-différentielle

u™(z) = f(z) + )\/ K(z, t)u(t)dt

est dit homogene si f(z) est identiquement nul, sinon on dit non homogene.

Singularité de I’(E.I-D)

Définition 1.2.3 Une équation intégro-différentielle est dite singuliére si l'un ou les deux

hypothéses suivantes consistent dans (E.I-D)

1. L’un ou les deux limites de I'intégration sont infinies.
2. Le noyau devient infini au voisinage d’un ou plusieurs points de 'intervalle de I'intégra-

tion.
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Remarque

1- L’ordre d’une (E.I—D) est 'ordre de plus haute dérivée qui apparait dans I'opérateur
différentiel.

2- Le (E.I—D) est dite premiére espéce si la partie différentiel est nul, sinon est dite de
deuxiéme espéce

3- Une (E.I-D) est dite ordinaire si la fonction inconnue dépende d’une seule variable
indépendante, alors si dépende de deux ou plusieurs variables indépendantes 1’(E.I—D) est

dite partielle.



Chapitre 2

Résolution analytique des équations

intégro-différentielles linéaires de

Fredholm

Nous intéressons dans ce chapitre aux types les plus simples qui concernent les (E.I—D)
unidimensionnelle (la fonction inconnue v dépend d’un variable).
Les équations intégro-différentielles linéaires de Fredholm de deuxiéme type s’écrit sous la

forme

_

- — (2.1)

b
u™(z) = f(z) + )\/ K (x, t)yu(t)dt ot u™ (z)

Parce que I’équation a entrainé dans (2.1) combine les opérateurs différentiels et 'opérateur
intégral, alors il est nécessaire de définir les conditions initiales u(0),u'(0), ..., u™ =1 (0)
pour la détermination de la u(z) solution particuliere de ’équation intégro-différentielle
de Fredholm (2.1). Toute équation intégro-différentielle de Fredholm se caractérise par

'existence de une ou plusieurs des dérivés u/(z),u”(z), ... dehors le signe intégral.

10



Chapitre 3. Résolution analytique des équations intégro-différentielles linéaires de
Fredholm

2.1 Méthode de calcul direct

Cette méthode peut étre utilisée pour résoudre I’équation intégro-différentielle de Fredholm
de deuxiéme espéce directement au lieu d’une forme série.

Pour I'application de cette méthode, nous considérons le noyau séparable de la forme

K(z,t) = g(x)h(t) (2.2)
Nous considérons ’équation intégro-différentielle de Fredholm de la forme générale

b
u™(z) = f(z) +/ K (x, t)u(t)dt (2.3)

aux conditions initiales

u®(0) = b, 0 <k <n—1

En substituant (2.2) dans (2.3), on trouve

b
u(”)(x) = f(x) —I—g(x)/ h(t)u(t)dt (2.4)

Puisque l'intégrale dans 1’équation (2.4) est une intégrale bornée et ne dépend que d’une

seule variable ¢, alors nous pouvons assigner cet intégrale par une constante 5 c’est-a-dire

/ ’ htu(t)dt = B (2.5)

L’équation (2.4) devient

u(z) = f(x) + By () (2.6)

En intégrant les deux cotés de (2.6) n fois de 0 a z, en utilisant également les conditions

initiales, nous pouvons trouver une formule pour u(z) qui dépend de 3 et z. Cela signifie

11
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Fredholm

que nous pouvons écrire

u(x) = u(z; f) (2.7)

En substituant (2.7) dans le coté droit de (2.5), en calculant l'intégrale, en résolvant
également ’équation résultante. Quand on a déterminé [, nous obtenons la solution exacte
u(z) apres avoir substitué g dans (2.7).

Exemple 2.1

Considérons 1’équation intégro-différentielle de Fredholm

o' (z) =12z + /1 u(t)dt avec u(0) =0 (2.8)

Cet équation peut s’écrire
q p

u'(z) =122+ 3, wu(0)=0. (2.9)

On pose

/ ()t = B (2.10)

En intégrant les deux cotés de (2.9) de 0 & z, et en utilisant la condition initiale, nous

obtenons

u(z) = 62* + B (2.11)

En remplagant (2.11) dans (2.10) et évaluer le rendement intégral

! 1
ﬁ:/o u(t)dt =2+

Donc, on trouve

12
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Fredholm

La solution exacte est donnée par

u(z) = 62° + 4x

2.2 Meéthode de décomposition d’Adomian

La méthode de décomposition Adomian (MDA) a été introduite et développée par George
Adomain. (MDA) donne la solution dans un infini série de composants. L’idée de la mé-
thode de décomposition Adomian transforme ’équation intégro-différentielle de Fredholm
en une équation intégrale.

Nous considérons 1’équation intégro-différentielle de Fredholm du second ordre et du second

type

u'(z) = f(x) +/ K(z,t)u(t)dt (2.11)

avec les conditions initiales u(0) = by, u'(0) = by.

Intégrant les deux cotés de (2.11) de 0 & x deux fois, nous obtenons

(@) = bo + i + L N(f(2)) + LN / K (x, t)u(t)dt) (2.12)

ol les conditions initiales sont utilisées et L™! est un opérateur intégral double

u(z) = Zun(x) (2.13)

Nous utilisons la série de décomposition (2.13) dans les deux cotés de (2.12), on obtient

13



Chapitre 3. Résolution analytique des équations intégro-différentielles linéaires de
Fredholm

E:Wuj:%+hx+L1U@D+L%/Zﬂ@ﬂé:%@»ﬁ)

ou de fagon équivalent

ug(x) + uy(x) + uz(x) + ... = by + by (x) + L7 (f(2))

+L%(iK%%ﬂUMﬂﬁ)+L%KfKWRQUJ@dﬂ

_1(/093 K (x, t)ug(z)dt) +

Par conséquent, pour déterminer les composants ug (), uq (), ug(z), us(x), ...de la solution

u(z), nous définissons la relation de récurrence

ug(x) = b + bz + L7 (f(2))

g1 (z /K$tuk (t)dt), =0

Notons que ug(z) est défini par tous les termes qui ne sont pas inclus sous le signe intégral,

c’est-a-dire

uo(x) = bo + bi(x) + L7 (f(x)) (2.14)

U1 (x /thuk )dt)..k > 0.

En utilisant (2.14), la série obtenue converge vers la solution exacte si une telle solution
existe.

Exemple 2.2

Utilisez la méthode de décomposition d’Adomain pour résoudre I’équation intégro-différentielle

de Fredholm

14



Chapitre 3. Résolution analytique des équations intégro-différentielles linéaires de
Fredholm

u"(z) =" — 1+ /0 x tu(t)dt avec u(0) =u'(0) = u"(0) = 1. (2.15)

Intégrant les deux cotés de 1’équation (2.15) trois fois de 0 & z, nous obtenons

_x 1 3 1 3 ! d
u(x)—e—gx —I—ﬁx Otu(t)t

D’aprés la procédure précédente, nous définissons les relations de récurrence

1 1 !
up(w) =€ — Za”, Uy (2) —'x?’/ tug(t)dt, k>0
3- 3. O
Cela on donne
1
uo(x) =¥ — 5333
1, [ 29
ui(x) = Tk /0 t ug(t)dt = T50”

1 ! 29
ug(z) = —:c?’/ t uy(t)dt = %f’
0

! 29
3 3
us(r) = gy /0 ualt) 162000

La solution sous forme de série est donnée par

1, 29 , 11
et by B —
uw) =€ — gt + e (L4 g5+ gog )

La somme de la série géométrique infinie entre paranthése est

11 30
1l —— =
S=1t g o0 29

L’utilisation de ce résultat donne la solution exacte u(x) = e”

15



Chapitre 3

Résolution numérique des équations

intégro-différentielles de Fredholm

Dans ce chapitre, on essaye de trouver la solution numérique de certaines classes d’équa-
tions intégro-différentielles linéaires de Fredholm, en basant sur la méthode de collocation.
En utilisant les séries de Taylor et les polynémes de Legendre, les solutions approximatives
sont donnée sous forme des polynémes. En estimant les erreurs pour ces méthodes avec

comparaison des solutions approchées avec les solutions exactes.

3.1 Meéthode de collocation de Taylor

3.1.1 Série de Taylor

Soit f une fonction avec des dérivés de tous des ordres dans un intervalle [zg, 1] qui

contient un point intérieur a. La série de Taylor de f(x) générée & = = a est :

o £(n) (g
f) =3 D gy

ou équivalent

16



Chapitre 3. Résolution numérique des équations intégro-différentielles de Fredholm

"(a "(a " ") (q n
f@) = fla) + L2 —a) + Ll (2 — a2 + B0 —a) + .+ LD —a)n + .

La série de Taylor générée par f(z) a a = 0 est appelée la série Maclaurin et donnée par

O f(n)
f) =3 0,

Cela équivaut a

’ " " (n)
f@) = f0) + Lo + E0a2 4 203 4 L2Ogny |

3.1.2 Principe de la méthode

Soit 1'(E.I-D) de Fredholm d’ordre m

m

S pele)u™(z) = f(z) + A / K(z, u(t)dt, a<at<b (3.1)

k=0
ou les fonctions inconnues pi(x), f(z) et K(x,t) sont définis sur 'intervalle [a, b], A est un
parameétre numeérique et u(z) est la fonction inconnue.

avec les conditions (en général)

3
R

[ uP(a) + by; u (b) + ¢ u(j)(c)} =XN; i=0,1,..m—1 (3.2)

I
o

J

ol a < ¢ < b, les coefficients réels a;j, b;;, c;; et \; sont des constantes.

77

Nous supposons que la solution de (3.1) s’écrit sous la forme de la série Taylor tronquée

N ) (e
u(z) :Z ( )(:L'—c)", n=0,1,...,N. (3.3)

n!
n=0

ol u(")(c) sont les coefficients de Taylor & déterminer et N est un entier positif tel que
N > m.

Alors la solution (3.3) de I’équation (3.1) peut étre écrire sous la forme matricielle :

[u(z)] =X My A

17
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ou

et

5 00 0
0 4 0 0
Mo=10 0 2 0
|00 0 -+

Pour obtenir la solution (3.3), nous pouvons utiliser la méthode de collocation de Taylor.
Nous adaptons cette méthode pour calcul des coefficients de Taylor en utilisant les points
de collocation de Taylor.

Premiérement, nous substituons les points de collocation de Taylor définis par

ri=a+1 N i=0,1,..,N; g =a,zy = b. (3.4)
dans Eq (3.1) on obtient
> pr(au® () = fl@) + M () (35)
k=0

ou

18
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Alors nous pouvons écrire le systéme (3.5) sous la forme d’une matrice

poU @ + pUW + 4 p, U™ =" pU*) = F 4 AT (3.6)
k=0
ou
f(zo) ul®) (o) I(xo)
pr(xo) .. 0 ®)
Pk = 7F = f<ajl) 7U(k) == ! (xl) 7I = [<:U1)
0 .. (o)
| flan) | | u®(ay) | | [(zn) |

On supposons que la kieme dérivée de la fonction (3.3) par rapport a x ait & ’expansion

tronquée de la série de Taylor définie par Eq (3.3)

n

N

Oy =5 2O ok <<

u (mz)—z:(n_k)'(a:z )" a< <
n=~k )

ot u®)(z) (k=0,1,..., N) sont des coefficients de Taylor.
On a u®(z) = u(x). Puis en substituant les points de collocation de Taylor dans cette

expression, nous obtenons les formes matricielles
[u®(2)] = X,, My A, k=0,1,..N (3.7)

ou I’équation matricielle

ut) = C M, A (3.8)

19
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Xzo
Xz,
C P— p—

Xuy

0

0

M,=10

0

0

(20 — ¢)°

(21 —¢)°

(rn —¢)°

0

0

(20 — o)t

(21 — )

(xn — )

)

. :|._.

jan)

0

Alors nous pouvons écrire la matrice Eq (3.4) comme

) pe € M) A=F +AI

k=0

Le noyau K (z,t) est étendu pour construire la série Taylor

knm =

1 9" mk(0,0)

nlm!  Ox"ot™

La forme matricielle de K (x,t) définie par

ou

X=[1 z—c (z—¢)

(K(z,0)] =X KT

20
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T=[1 t—c (t—c® - (t—0)V ]
koo ko1 -+ kon
ko ki -0 kan
K pr—
| knvo knioco BN

De plus, la forme matricielle de u(z) et u(t) sont

[w(x)] = X My A, [u(t) =T M, A (3.11)

En substituant ’expression (3.10) et (3.11) dans l'intégrale I(x;) définie dans (3.5), nous
avons

[I(z)] = /b (X KT'T My A}ydt =X K H My A (3.12)

(b _ C)n+m+1 _ (CL _ C)n+m+1

n+m+ 1 n,m=0,1,..,.N

b
H = [h] = / AL, by —

de (3.12) nous obtenons la matrice I sous la forme
[=CK H MA (3.13)
Enfin, en substituant (3.13) dans (3.9), nous obtenons ’équation de la matrice

(Z P.C M, —\C K H M0> A=F (3.14)

k=0

Cet équation est la relation fondamentale pour résoudre I’équation intégro-différentielle de
Fredholm défini dans l'intervalle a < 2 < b.

L’équation (3.14) peut s’écrire

21
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WA=F (3.15)

ce qui correspond & un systéme de (N + 1) équations algébriques avec les coefficients de

Taylor inconnus

W= [wy] =Y pC My —AC K H My, i,j=0,1,..,N.

k=0

Ainsi que pour les conditions (3.2). Nous supposons

[W(a)] =P M; A (3.16)
(WD (b)] =Q M; A

[u(i)(c)] =R M,; A

ou

En remplagant les formes matricielles (3.16) dans (3.2), on obtient

—_

> Aay P+by Q+cy RYM; A= [\]

1=

Nous définissons Y; comme

22
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m—1

Y= Z {aij P+bi; Q+ ¢ R} M; = [Yio Yi1 - Yin] (3.17)

Jj=0

i=0,1,...,m—1

les conditions de forme matricielle deviennent

Y A =[] (3.18)

et leurs matrices sont

Y 5N = [wio Yir - Uin 3 A 4] (3.19)

Enfin, la matrice [W; F] est définie par les matrices

Woo Wo1 T WoN
W10 W11 T W1iN

W= WN-m,0 WN-m31 °°° WN-mN
Yoo Yo1 T YoN

Yn—1,0 Ym-11 " Ym—-1,N

23
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f(x0)
f(z1)

F= f(fom)
Ao

Si |W| # 0, nous pouvons écrire

A=WF

Alors on peut dire que I’équation intégro-différentielle (3.1) avec des conditions (3.2) a une

solution unique sous la forme (3.3).

3.2 Meéthode polynomiale de Legendre

3.2.1 Polynéme de Legendre

Les polynémes de Legendre sont les polynémes définis par :

12N (20 — 2k
Pn<x>:2—nZ(—1) <k)( . )x"% n=0,1,.. (3.20.a)

P, est en particulier de degré n. Les premiers termes sont :
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Py(x) = %(3932 _ )
Py(a) = 5 (5" — 32)
Py(z) = %(35:54 —302° + 3)

1
Ps(z) = g(639;5 — 702° + 15z)

Comme tout famille de polynémes orthogonaux, les polynémes de Legendre vérifient cer-

taines propriétés :

i) Ils vérifient une relation de récurrence d’ordre 2
Poii(z) = Poy(z) = 2n+ 1)P,(z) n=>1

ii) P, est solution de I’équation différentielle de Legendre
(1 -2 =220 +n(n+1Du=0

3.2.2 Principe de la méthode

Soit I’(E.I-D) de Fredholm d’ordre m & coefficient variable

zm:Gk(:v)u(k)(x) = f(z)+ A 1 K(zx,t)ult)dt , —1<z,t<1

k=0 -1

avec les conditions
> " apu® (=1) + bju® (1) + cpu®(0) = py, j=0,1,..,m —1
k=0

25
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ou les constantes a;y, bix, ¢ii, et p; sont des constantes stables.

Notre objectif est d’obtenir une solution exprimée sous la forme

u(z) = ZanPn(x), —1<z<1 (3.23)

Les coefficients de Legendre a déterminer sont les a,, ou n = 0,1,2,...N et les fonctions
P,(x);(n=0,1,2,...,N) sont les polyndomes de Legendre .
Relations matricielles fondamentales

On pose Eq (3.21) sous forme

D(z) = f(x) + My(x) (3.24)

ou

D(z) = Gi(x)uM(z) , I,(z) = / 1 K (x, t)u(t)dt

k=0
Maintenant, on va convertir la solution u(x) et ses dérivées u'¥)(z), la partie différentielle
D(x) et la partie intégrale I(z) et les conditions mixtes aux formes matricielles.
Relations matricielles pour u(z) et u® ()
La fonction u(x) définie par (3.23) ne peut étre étendue a la série de Legendre tronquée

sous la forme

u(z) = ZanPn(ar), —1<z<1, (3.25)

[u(z)] = P(x)A et [u(k)(m)] = P®(z)A (3.26)
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ou

et

A= [ao CLl...CLN] s

dont A est la matrice des coefficients.
D’autre part, en utilisant la formule récursive de Legendre (3.20.a) et (3.20.b) et en prenant

n=0,1,..., N , on peut obtenir I’équation matricielle

PW(z) = P(2)IT* (3.27)
ol, pour les valeurs impaires de N
0000 0 0 0
1 000 0 0 0
0300 0 0 0
1 050 0 0 0
0307 - 2N-3 0 0
1050 --- 0 2N—-1 0

pour les valeurs paires de N

27
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0000 0 0 0
1 000 0 0 0
03 00 0 0 0
1 050 0 0 0
1050 -+ 2N-3 0 0
0307 - 0 2N -1 0
On a aussi la relation entre P(x) et ses dérivées est
PY(z) = P(x)IT* (3.28)

P® (z) = PED () (IT) ! = P(z)(ITH*, k = 0,1,2, ...

Par conséquent, en substituant les relations matricielles (3.28) dans I’équation (3.26), on

obtient les relations matricielles pour u(z), u®(z) et P®)(z) comme

[u®) (z)] = P(z)(IT")F A, (3.29)

Représentations matricielles basées sur des points de collocation

Les points de collocation de Legendre définis par
2.
x;=—1+—i, i=0,1,...,N (3.30)

N

Nous substituons les points de collocation (3.30) dans l’équation (3.24) pour obtenir le

28
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systéme

D(w) = f(:) + Mg(:)

repésenté dans 1’équation matricielle comme

D=F+A, (3.31)
Do) | [t | ] L) |
b_ D(zy) P f(z1) - Iy(z1)
| D(zn) | | f(an) | | Lg(zn) |

Relation matricielle pour la partie différentielle D(x)
Réduire la partie D(z) a la forme matricielle en utilisant des points de collocation, nous

écrivons d’abord la matrice D définie dans (3.31) comme

D =Y GU® (3.32)
k=0
ou _ ) ) )
e (k)
G — 0 Gr(x1) 0 g — ul™ (1)
0 0 o Grlay) u®) ()

En utilisant les points de collocation x;; (i = 0,1,..,N) (3.23), nous avons le systéme

d’équations matricielles

[u(k)(xi) = P(z;)(II"*A4, k=0,1,...,m]
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ou o T e
Uk — u(e) - P(j“) [(IT")*A] = P(IT")* 4, (3.33)
_uw)ém_ | Play) |
| Pwo) Piwe) - Pulao) |
o | Ble) Pile) e Pyl
| Ray) Plax) - Pulow) |

Donc, a partir des formes matricielles (3.32) et (3.33), on obtient la relation matricielle

fondamentale pour la partie différentielle D(z)

D= zm: Gy P (IIH* A. (3.34)

k=0

Relation matricielle pour la partie intégrante de Fredholm I (z)

La fonction K (z,t) du noyau peut étre approximée par la série de Legendre tronquée
N N N N
K(x,t) =Y Y kb, Pu(x)Pu(t) ou K(z,t) = Y > kl,a™t" (3.35)
ou

1 90™™K(0,0)
> . =0,1,....N.
min!  dx™motn 1T T T

t _
kmn -

Nous convertissons (3.35) en formes matricielles puis égalisons

(K (x,t)] = P(x)K,P'(t) = X (z) K, X" (t) (3.36)
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ou

P(z) = [Py(z) Pi(z)..Py(z)] , X(z)=[1 z ..2V]

K = [kf,m] , K = [kfnn] ; m,n=20,1,...,N.

D’autre part, en utilisant la formule récursive de Legendre (3.20.b) pour n = 0,1, ..., N, on

trouve 1’équation matricielle

P'(z) =D X'(z) ou P(z)= X(z) D' (3.37)

ou pour les valeurs impaires de N et pour des valeurs paires de N. Par conséquent, en
remplagant la matrice P(z) (3.37) dans la relation (3.36) et simplifier I’équation de résultat,

on trouve la relation matricielle

K, = (DY K,D™! (3.38)

qui est la relation entre les coefficients de Legendre et Taylor de K(x,t). En remplagant
les formes matricielles (3.36) et (3.26) correspondant aux fonctions K (z,t) et u(t) dans la

partie intégrante de Fredholm I (z), on obtient

1, (2)] = /_ " Pla)K: PUOP() Ad = P(e)K: Q A (3.39)

1

ou

Q- / PP = g

2N

=S m=mn

Gmn = 2l ;man:Oa]-?"'vN
0 sm#n
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et la matrice K; est définie dans (3.38).
En remplagant les points de collocation x; ,(i = 0,1, ..., N) (3.30) dans la relation (3.39),

on obtient le systéme des équations matricielles

I,(z;) = P(z;) K|QA;i=0,1,..., N

ou

[,=PK QA (3.40)

qui est la relation matricielle fondamentale pour I (x).
Relation matricielle pour les conditions mixtes
On peut obtenir la forme matricielle correspondante pour les conditions (3.22), en utilisant

la relation (3.28), comme :

3
L

[ajxP(—=1) + b P(1) + ¢;,P(0)] (I)*A = 1j,5 = 0,1,...,m — 1 (3.41)
0

Meéthode de solution

i

Maintenant, nous sommes préts a construire ’équation de matrice fondamentale corres-
pondant a (3.21). Dans ce cas, en remplacant les relations matricielles (3.34) et (3.40) dans

Eq (3.31), puis en le simplifiant, on obtient 1’équation matricielle

m

Y {GwP (') - AP KQ}A=F (3.42)

k=0
qui correspond au systéme de (N + 1) équations algébriques pour les (N + 1) coefficients

de Legendre inconnus ay, ay, ..., ax. On peut écrire (3.42) sous la forme

W A=F ou [W;F| (3.43)
ou
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m

W:[wPQ]IZGkP (Ht)k_)\P KlQ7 paq:()al?"‘aN

F=[f(zo) f(z1) .. flzn)]

D’autre part, la forme matricielle (3.42) des conditions (3.22) peut s’écrire

Y; A=1[p;] ou [Yipl, 7=0,1,...,m—1 (3.44)
ou
m—1
Y; =Y lanP(—1) + by P(1) + ¢ P(0)] (IT')*
k=0
= [yjo Yj1 - yjN]

Pour obtenir la solution de Eq (3.43) avec les conditions (3.44), en remplagant les matrices
de lignes (3.44) par les m derniérres lignes de la matrice (3.42) nous avons la nouvelle

matrice

Woo Wo1 s WoN ; f(%)
W10 w11 s WiN ; f(xl)
-~ ~ WN-m,0 WN-ma1 *°° WN-mN ; f(xN—m>
[W; F} — (3.45)
Yoo Yo1 s YonN ; Ko
Y10 Y11 s YN ; H1
| Ym-10  Ym-11 " Ym-1N Hm-1 ]
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Si mngW = rang [W, ﬁ} = N + 1, alors on peut écrire

A= (W)'F

Ainsi les coefficients a,; (n = 0,1, ..., N) sont uniquement déterminés par Eq. (3.45) .

3.2.3 Estimation d’erreurs

Soit En(x) est la fonction d’erreur qui provient la solution de la série de Taylor ou poly-

nome de Legendre dans (3.3) et (3.23) respectivement.

En(x) = Pu(2)u (@) — f(z) — M(z), Yz € [a,0]

Les erreurs de calcul sont minimales, si Ex(x) est équivalente & la fonction nulle sur les
noeuds xg, T, ..., TN.

E(x;) = |D(x;) — f(z;) = M(z;)| = 0

Pour trouver les erreurs sur les noeuds de l'intervalle donnée, on écrit :

Avec u(z) est la solution exacte et un(z) : est le polynome de la solution approchée;

polynéme de (Taylor ou Legendre).
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3.3 Exemples numériques

1- La méthode de collocation de Taylor
Exemple 3.1

Considérons I’équation intégro-différentielle de Fredholm

W'+ xu — xu = e® —2sinx + [ sinx et w(t)dt
{ s (*) —1<z,t<1

u@0)=1, (0)=1
ota=-1,b=1¢c=0,A=1, P =1 P =z, Pb = —z, f(zr) = exp(x — 2)sinz,
K(z,t) = sinz exp(—t).

Pour N = 5, la solution approchée par le polynéme de Taylor s’écrit

5

4™
u(x) = Z n'(o):n”

n=0

Ensuite, la matrice Eq (3.14) écrit sous forme

(P20M2+P10M1+PO0MO—CKHM())A:F

ou Py, Py, Py, H,C, K, My, My, My sont des matrices d’ordre (6 x 6) définies par

100000 -1 0 0 000 2 020

3 2 2

010000 0 -2 0 000 020 2
001000 0 0 - 000 2020

Py = Pr=1F = H =

000100 0 0 0 £ 00 020 2

2 2 2

000010 0 0 0 020 2020
000001 0 0 0 001 020 2
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[ R T N [0 0 o 0 0
L =3 (=3 (=8 (=9)" (=50 -1 5 -5 3
e L i I I
G I e B
L@ @ @ @y 00 0 0 0
11 1 1 1 L _;,—;,ﬁ—%ﬁ
-éoooo_ _050000_ -00&0
0L ooo 00 % 000 000 %
MO:00%000’%:000%00’%:0000
000 4 00 00 0 0 5 0 000 0
0000 % 0 00000 % 000 0
00000 3% 000000 000 0

Les formes matricielles pour N = 5 sont

10000 O 1]

01000 0 1]

Pour N = 5, on obtient la solution approchée donnée par

w(z) =1+ + 0.50034322 + 0.1668862° + 0.0403378z* + 0.0055774932°
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x; solution exacte u(z) | solution approchée uy(x) | erreur=|u — uy
—1 0.3678 0.3680 1.4 x 107
—0.8 ] 0.4493 0.4494 7.5 x 107
—0.6 | 0.5488 0.5488 4.3 x 107
—0.4 ] 0.6703 0.6703 2.7 x 107
—0.2 | 0.8187 0.8187 1.1 x10°°
0 1.0000 1.0000 0.0 x 1075
0.2 1.2214 1.2214 1.3 x107°
0.4 1.4918 1.4918 3.0 x 1076
0.6 1.8221 1.8218 2.7 x 1074
0.8 2.2255 2.2240 1.5 x 1073
1 2.7182 2.7133 4.9 %1073

Table 3.1 Comparaison entre la solution approchée et la solution exacte de I'exemple

3.1 pour N =5
3 T
exct
2.5 X Aprxtyl
oL
< L
\3/1.5
1k
L ¥ i
0.5 o
;k}—/’ %
O | | | | | | | | |
-1 0.8 0.6 0.4 0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

FiG. 3.1 — Comparison entre la solution exacte et la solution approchée de I'exemple 3.1
pour N =5
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X10

tyl err

-1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Fic. 3.2 — L’erreur absolu de la méthode de polyndéme de Taylor pour 'exemple 3.1

Exemple 3.2

Soit I’équation intégro-diftérentielle de Fredholm

La solution exacte de cet équation est u(x) = e”.
Nous trouvons la solution de notre probléme pour N = 4 en utilisant la méme méthode,

comme suit :

u(x) = 14 0.98z + 0.4852% + 0.162> + 0.04x*
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x; | solution exacteu(z) | solution approchéeuy(z) | erreur=|u — uy
0 1.0000 1.0000 0.0000
0.2 | 1.2214 1.2167 0.0047
0.4 | 1.4918 1.4809 0.0110
0.6 | 1.8221 1.8023 0.0198
0.8 | 2.2255 2.1927 0.0328
1 2.7183 2.6650 0.0533

Table 3.2 Comparaison entre la solution approchée et la solution exacte de I'exemple

3.2pour N =4
3
exct

251

= L
Z 2

15 [
1

0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

Xi

FiG. 3.3 — Comparison entre la solution exacte et la solution approchée de I’exemple 3.2
pour N = 4.
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0.06

tyl err
0.05 - |

0.04 - B

0.03 - B

erreur

0.02 - B

0.01 [ -

o 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Xi

Fi1G. 3.4 — L’erreur absolu de la méthode de polynéme de Taylor pour I’exemple 3.

2- La méthode de polynéme de Legendre
Exemple 3.3

Soit I’équation intégro-différentielle

W+ zu — xu = —32 + 6z + [, zu(t)dt
uw(0) =7,u(0) =—4

telles que
Go(z) = —x, Gi(x) = 2, Go(x) = 1, f(z) = =32 + 62, A\ =1 et K(x,t) = z.

L’approximation de la solution u(z) par le polynéme de Legendre écrit sous la forme

pour (N = 3) les points de collocation sont

= 1—|—'2— 1+'2 , =0,1,2,3
':EZ_ Z]\[_ 237 Z_7a7

on obtient
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k=0
telle que
10 0 O 1 0 00 1 000
03 0 0 0 —3 00 0100
G0: 7G1: 7G2:
0 0 —% 0 0 O % 0 0010
00 0 -1 0 0 01 0 0 01
1 -1 1 -1 0000 &
1 111 199
P:1—§—§2—7 1‘[:100017:7
1 % —% —% 0300 g
1 1 1 1 0050 %
la matrice obtenue est
1 -2 7 =22
12 29 376
GOP(Ht)U + Glp(Ht)l + G2P(Ht)2 _ 3 9 9 81
1 2 31 _ 39
3 9 9 81
-1 0 5 20
les matrices K; et () sont
00 0O 2 0 0 O
1 000 0 % 0 0
Kt: 7@2
0000 -3 0 %20
0000 0 -2 o0 2

K est définie par
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Chapitre 3. Résolution numérique des équations intégro-différentielles de Fredholm

0000 2 000 2 000

1000 0200 2000
K= @ AP K Q=

0000 00 20 2000

0000 000 2 2 000

En utilisant la formule

GoP(IT"° + G, P(IT")' + GoP(T)? — AP K, Q =W

La matrice W est

3 =2 7 =22
1 _4 29 _3m
W — 9 9 81
-1 2 31 _ 3%
9 9 81
-3 0 5 20
Pour les conditions u(0) = —1,4’(0) = 3 on obtient les matrices

Yo=[1000;-1] et Y, =[0100 ;3]

_ f(xo) | =
e f(z1) _ —7
f(x2) —1

| flzs) || 3]

Les matrices W et GG peuvent s’écrire
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Chapitre 3. Résolution numérique des équations intégro-différentielles de Fredholm

3 -2 7 -22 -9
1 _4 2 _3m 1
’W: 9 9 81 é: 3
1 0 0 0 —1
01 0 0 3
La matrice A est
0 0 1 0 -9 ~1
-1 0 0 0 1 -1 3
A:[W} G = =
_ 188 891 _ 3271 4 ~1 0
1555 1555 1555 311
261 567 108 27
| —3t6 30 s st LS ] L O]

pour (N = 3), la solution approchée est :

u(z) = Z an Pp(x) = agPo(x) + a1 Pi(x) + as Py(x) 4+ agPs(x)

n=0

=(-1)1+32+0+0=—-1+3z.
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Chapitre 3. Résolution numérique des équations intégro-différentielles de Fredholm

x; solution exacte | solution approchée
-1 —4.0000 —4.000
—0.8 | —3.4000 —3.4000
—0.6 | —2.8000 —2.8000
—0.4 | —2.8000 —2.8000
—0.2 | —1.6000 —1.6000
0 —1.0000 —1.0000
0.2 —0.4000 —0.4000
0.4 | 0.2000 0.2000
0.6 | 0.8000 0.8000
0.8 | 1.4000 1.4000

1 2.0000 2.0000

Table3.3 Comparaison entre la solution approchée et la solution exacte de ’exemple 3.3

pour N =3
2
exct

1ir X Aprx tyl I

ol i
ar .
>

2 F e

3F .

_4 | | | | | | | | |

-1 08 06 04 -02 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

xi

Fic. 3.5 — Comparison entre la solution exacte et la solution approchée de I'exemple 3.3
pour N = 3.
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Chapitre 3. Résolution numérique des équations intégro-différentielles de Fredholm

1 1 1
05 7
3 0
5
05 i
1 | | | | | | | | |
-1 -0.8 -0.6 -04 -0.2 0 0.2 04 0.6 0.8 1

Xi

FiG. 3.6 — L’erreur absolu de la méthode de polynéme de Legendre pour ’exemple 3.3

Exemple 3.4

Considérons 1’équation intégro-différentielle de Fredholm
{u” + zu’ — zu = e — 2sin(x) + fjl sin(z)e tu(t)dt
u(0) = 1,u(0) =1
La solution exacte de cet équation est : u(z) = e*.
Telles que
Go(x) = —x, G1(x) = 2,Ga(x) = 1, f(x) = e* — 2sin(z), A =1 et K(x,t) =sin(z)e .

L’approximation de la solution u(z) par le polynéme de Legendre est sous la forme

u(z) = 1+ z + 0.5003432° + 0.1668862> + 0.0403378z* + 0.005577493°
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Chapitre 3. Résolution numérique des équations intégro-différentielles de Fredholm

T solution exacte | solution approchée | erreur=|u — uy|
-1 0.3679 0.3678 0.7944 x 1074
—0.8 | 0.4493 0.4493 0.2896 x 1074
—0.6 | 0.5488 0.5488 0.1164 x 10~*
—0.4 ] 0.6703 0.6703 0.2005 x 104
—0.2 | 0.8187 0.8187 0.3075 x 1074
0 1.0000 1.0000 0x1074

0.2 1.2214 1.2214 0.0276 x 1074
0.4 1.4918 1.4918 0.2470 x 1074
0.6 1.8221 1.8221 0.1880 x 1074
0.8 2.2255 2.2255 0.4093 x 1074
1 2.7183 2.7182 0.8183 x 1074

Table3.4 Comparaison entre la solution approchée et la solution exacte de 'exemple 3.4

pour N =8

exct

25 ¥ Aprxlegend

Z15F
1k
L ok i
0.5 e
%'”/"%
O | | | | | | | | |
-1 0.8 -0.6 0.4 0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Fic. 3.7 — Comparison entre la solution exacte et la solution approchée de I'exemple 3.4
pour N = 8.
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Chapitre 3. Résolution numérique des équations intégro-différentielles de Fredholm

3

x10°

6 T T

5k 4

4t i
5
Q3 b
5]

ot i

1h i

0 i — S S | | L |

-1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Xi

FiG. 3.8 — L’erreur absolu de la méthode de polynéme de Legendre pour ’exemple 3.4

3 I I
+  Aprx(Taylor)
O Aprx(Legendre P
exct
25 =
&
oL _
&
215 & T
=3
&
1r & :
$
@
@
05 o i B
@
0 1 1 1 1 1 1 1 1 1
-1 0.8 0.6 0.4 0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Xi

F1G. 3.9 — Comparaison entre les solutions approchées par les deux méthodes ( polynéme
Taylor et polynome Legendre) de ’exemple 1.1.
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Conclusion

Notre but est de faire une résolution numérique des équations intégro-différentielle de
type de Fredholm. En particulier, on a étudé les équations intégro-différentielles (E.I-D)
de Fredholm linéaire. De plus, on a consacré aux méthodes exactes de résolutions des (E.I-
D) de Fredholm dont les équations qui impliquent des noyaux séparables ( la méthode de
calcul directe et la méthode de décomposition Adomian).

On a appliqué la méthode de collocation ot on a trouvé la solution sous forme de polynéme
de Taylor, ainsi que polynome de Legendre. On peut appliquer cette derniére pour les
équations différentielles et aussi pour les équations intégrales si la partie différentielle est
nulle.

On a illustré a la fin de notre mémoire des exemples en utilisant la programmation par
logiciel de calcul numérique (MATLAB) ot on a estimé les erreurs pour les deux méthodes

de comparer les solutions approchées avec les solutions exactes.
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