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Introduction

Les équations intégro-di¤érentielles s�inscrit comme un des problèmes les plus appliqués

où les opérateurs di¤érentiels et intégrals apparaîtrons dans la même équation, ce type

d�équations a été introduit par Volterra pour la première fois dans le début des années

1900; Volterra a examiné l�augmentation de la population. On consiste son étude sur

les in�uences héréditaires où à travers sa recherche le sujet de (É.I-D) a été établie, la

deuxième borne de l�intégration est variable.

Notre présent travail s�inscrit dans le cadre de l�analyse numérique, le but est de trouver

résolution numérique des (É.I-D) de Fredholm où les deux bornes de l�intérgation sont

�xés, pour cela on divise ce mémoire en trois chapitres :

Le premier chapitre aborde des notions préliminaires sur quelques dé�nitions et rappel

sur les équations intégrales. Et aussi, nous présentons des dé�nitions sur des équations

intégro-di¤érentielles.

Le deuxième chapitre consacre sur les méthodes analytiques pour résolution exacte de

l�équation integro-di¤érentielle de Fredholm linéaire, nous intéressons sur la méthode de

calcul direct et la méthode de décomposition Adomian.

Dans le troisième chapitre, quand on ne peut pas résoudre tous les types de l�(É.I-

D) de Fredholm avec les méthodes analytiques, alors on a besoins de chercher d�autre

méthodes de résolution dite numériques, en se basant sur la méthode de collocation telle

que les solutions approchées sont données sous forme de séries de polynômes de Taylor à

la fois et sous la forme de séries de Legendre d�autre fois.
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Introduction

La méthode de collocation seraient conjuguées avec des exemples, en estimant les erreurs

pour les deux méthodes de comparer les solutions approchées avec la solution exacte par

programmation en MATLAB.
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Chapitre 1

Généralités sur les équations

intégro-di¤érentielles

1.1 Équations intégrales linéaires

1.1.1 Opérateur intégral linéaire

Dé�nition 1.1.1 Soit K : C [a; b]� C [a; b]! R une fonction continue.

l�opérateur intégral linéaire ou opérateur à noyau linéaire sur C [a; b] dé�nit par la formule

suivante :

A : u 2 C [a; b] �! Au 2 C [a; b]

(Au)(x) =

Z b

a

K(x; t)u(t)dt

où la fonction K (x; t) s�appelle le noyau de l�opérateur intégral A:

3



Chapitre 1.Généralités sur les équations intégro-di¤érentielles

Remarque

- Si le noyau K(x; t) d�une équation intégrale s�écrit sous la forme :

K(x; t) =
nX
i=1

�i(x)�i(t)

où les fonctions �i(x) pour i = 1; :::; n , sont linéairement indépendantes, alors il est dit

noyau séparable ou dégénéré. Par exemple, les noyaux : x� t; xt; x2 � t2; xt2 + tx2:::

1.1.2 Les équations intégrales (É.I)

Dé�nition 1.1.2 Une équation intégrale est dé�nie comme une équation dans laquelle la

fonction inconnue �gure sous le signe d�intégration
R
: La forme générale d�une équation

intégrale est

�(x)u(x) = f(x) + �

Z



K(x; t)u(t)dt (1.1)

où �(x); f(x); K(x; t) sont des fonctions données, la fonction u(x) qui �gure à l�intérieur et

à l�extérieur du signe intégral est l�inconnu à déterminer, � est un paramètre réel ou com-

plexe di¤érent de zéro et 
 un ensemble fermé, borné et mesurable d�un espace euclidien

de dimension �nie. La fonction K(x; t) est appelée noyau de l�équation intégrale.

1.1.3 Classi�cation des équations intégrales

Équation intégrale de Fredholm

Une équation de la forme (1:1) dont les bornes d�intégration sont �xées est dite équation

intégrale linéaire de Fredholm.

i) Si �(x) = 1; l�équation s�écrit

u(x) = f(x) + �

Z b

a

K(x; t)u(t)dt

4



Chapitre 1.Généralités sur les équations intégro-di¤érentielles

et elle est dite de seconde espèce.

ii) Si �(x) = 0; l�équation s�écrit

f(x) + �

Z b

a

K(x; t)u(t)dt = 0

et elle est dite de premiére espèce.

iii) Si f(x) = 0, l�équation s�écrit

u(x) = �

Z b

a

K(x; t)u(t)dt

et elle est dite homogène.

Équation intégrale de Volterra

La forme la plus classique de Volterra est de la forme

�(x)u(x) = f(x) + �

Z x

a

K(x; t)u(t)dt (1.3)

où les bornes de l�intégration sont fonction de x et la fonction inconnue u(x) apparaît

linéairement sous le signe intégral.

i) Si �(x) = 1, l�équation s�écrit

u(x) = f(x) + �

Z x

a

K(x; t)u(t)dt

Cet équation est connue comme l�équation intégrale de Volterra de deuxième espèce.

ii) Si �(x) = 0; l�équation s�écrit

f(x) + �

Z x

a

K(x; t)u(t)dt = 0

qui s�appelle l�équation intégrale de Volterra de première espèce.
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Chapitre 1.Généralités sur les équations intégro-di¤érentielles

iii) Si f(x) = 0, l�équation s�écrit

u(x) = �

Z x

a

K(x; t)u(t)dt

et elle est dite homogène.

1.2 Équation intégro-di¤érentielles (É.I-D)

Une équation intégro-di¤érentielle (É.I-D) est une équation composée de deux opérations

intégrale et di¤érentiel qui impliquent la fonction inconnue u. La forme générale d�une

équation intégro-di¤erentielle linéaire d�ordre n est

u(n)(x) = f(x) + �

Z



K(x; t)u(t)dt (1.4)

où 
 un ensemble fermé et borné et mesurable d�un espace euclidien de dimension �nie, �

est un paramètre numérique, K(x; t) le noyau de l�équation intégrale, f(x) est la fonction

donnée, u(t) est la fonction inconnue, u((n) est la dérivée ni�eme de u(x):

1.2.1 Classi�cation des équations intégro-di¤érentielles

1- Équation intégro-di¤érentielle de Fredholm

L�équation de la forme (1:4) dont les bornes d�intégration sont �xées est dite équation

intégro-di¤érentielle linéaire de Fredholm.

L�(É.I-D) de Fredholm s�écrit sous la forme

u(n)(x) = f(x) + �

Z b

a

K(x; t)u(t)dt (1.5)

où u(n)(x) indique la dérivée ni�eme de u(x): Autre dérivés de l�ordre moins peuvent ap-

paraître avec u(n) sur le côté gauche. Des exemples de Fredholm intégro-di¤érentielles
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Chapitre 1.Généralités sur les équations intégro-di¤érentielles

u0(x) = 1� 1
3
x+

Z 1

0

xu(t)dt; u(0) = 0

et

u00(x) + u0(x) = x� sin x�
Z �

2

0

xtu(t)dt; u(0) = 0; u0(0) = 1

2- Équation intégro-di¤érentielle de Volterra

Les équations intégro-di¤érentielle de Volterra de première espèce, de seconde espèce ou

homogène sont dé�nies de la même manière précédente sauf que le borne d�intégration

supérieure est variable, c-�a-d, b = x:

L�équation intégro-di¤érentielle de Volterra s�écrit sous la forme

u(n)(x) = f(x) + �

Z x

a

K(x; t)u(t)dt (1.6)

Exemples d�équations l�integro-di¤érentielles de Volterra sont

u0(x) = �1 + 1
2
x2 � xex �

Z x

0

tu(t)dt; u(0) = 0

et

u00(x) + u0(x) = 1� x� (sinx+ cosx)�
Z x

0

tu(t)dt; u(0) = �1; u0(0) = 1

3- Équation intégro-di¤érentielle de Volterra- Fredholm

Si les deux opérateurs de l�intégration de Fredholm et Volterra consistent alors l�(É.I-D)

est dite de Fredholm-Volterra ou Volterra-Fredholm.

L�équation intégro-di¤érentielle de Volterra- Fredholm s�écrit sous la forme :

u(n)(x) = f(x) + �1

Z x

a

K1(x; t)u(t)dt+ �2

Z b

a

K2(x; t)u(t)dt (1.7)

où �1 et �2 sont des paramètres numériques, K1(x; t) et K2(x; t) les noyaux de l�équation

intégrale (1:1), f(x) est la fonction donnée et u(t) est la fonction inconnue.

Et la forme mixte
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Chapitre 1.Généralités sur les équations intégro-di¤érentielles

u(n)(x) = f(x) + �

Z x

a

Z b

a

K(r; t)u(t)dt

Un exemple de Volterra- Fredholm intégro-di¤érentielles

u0(x) = 24x+ x4 + 3�
Z x

0

(x� t)u(t)dt�
Z 1

0

tu(t)dt; u(0) = 0

Linéarité et Homogénéité de l�(É.I-D)

Dé�nition 1.2.1 L�équation intégro-di¤érentielle

u(n)(x) = f(x) + �

Z b

a

K(x; t)u(t)dt

est dite linéaire si l�éxposant de la fonction inconnue u(x) sous le signe intégral est un et

que l�équation ne contient pas de fonctions non linéaires de u(x); sinon l�équation est dite

non linéaire.

Dé�nition 1.2.2 L�équation intégro-di¤érentielle

u(n)(x) = f(x) + �

Z b

a

K(x; t)u(t)dt

est dit homogène si f(x) est identiquement nul, sinon on dit non homogène.

Singularité de l�(É.I-D)

Dé�nition 1.2.3 Une équation intégro-di¤érentielle est dite singulière si l�un ou les deux

hypothèses suivantes consistent dans (É.I-D)

1. L�un ou les deux limites de l�intégration sont in�nies.

2. Le noyau devient in�ni au voisinage d�un ou plusieurs points de l�intervalle de l�intégra-

tion.
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Chapitre 1.Généralités sur les équations intégro-di¤érentielles

Remarque

1- L�ordre d�une (É.I-D) est l�ordre de plus haute dérivée qui apparaît dans l�opérateur

di¤érentiel.

2- Le (É.I-D) est dite première espèce si la partie di¤érentiel est nul, sinon est dite de

deuxième espèce

3- Une (É.I-D) est dite ordinaire si la fonction inconnue dépende d�une seule variable

indépendante, alors si dépende de deux ou plusieurs variables indépendantes l�(É.I-D) est

dite partielle.

9



Chapitre 2

Résolution analytique des équations

intégro-di¤érentielles linéaires de

Fredholm

Nous intéressons dans ce chapitre aux types les plus simples qui concernent les (É.I-D)

unidimensionnelle (la fonction inconnue u dépend d�un variable).

Les équations intégro-di¤érentielles linéaires de Fredholm de deuxième type s�écrit sous la

forme

u(n)(x) = f(x) + �

Z b

a

K(x; t)u(t)dt où u(n)(x) =
dnu

dxn
(2.1)

Parce que l�équation a entrainé dans (2:1) combine les opérateurs di¤érentiels et l�opérateur

intégral, alors il est nécessaire de dé�nir les conditions initiales u(0); u0(0); :::; u(n�1)(0)

pour la détermination de la u(x) solution particulière de l�équation intégro-di¤érentielle

de Fredholm (2:1). Toute équation intégro-di¤érentielle de Fredholm se caractérise par

l�existence de une ou plusieurs des dérivés u0(x); u00(x); ::: dehors le signe intégral.
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Chapitre 3. Résolution analytique des équations intégro-di¤érentielles linéaires de
Fredholm

2.1 Méthode de calcul direct

Cette méthode peut être utilisée pour résoudre l�équation intégro-di¤érentielle de Fredholm

de deuxième espèce directement au lieu d�une forme série.

Pour l�application de cette méthode, nous considérons le noyau séparable de la forme

K(x; t) = g(x)h(t) (2.2)

Nous considérons l�équation intégro-di¤érentielle de Fredholm de la forme générale

u(n)(x) = f(x) +

Z b

a

K(x; t)u(t)dt (2.3)

aux conditions initiales

u(k)(0) = bk; 0 6 k 6 n� 1

En substituant (2:2) dans (2:3); on trouve

u(n)(x) = f(x) + g(x)

Z b

a

h(t)u(t)dt (2.4)

Puisque l�intégrale dans l�équation (2:4) est une intégrale bornée et ne dépend que d�une

seule variable t, alors nous pouvons assigner cet intégrale par une constante � c�est-à-dire

Z b

a

h(t)u(t)dt = � (2.5)

L�équation (2:4) devient

u(n)(x) = f(x) + �g(x) (2.6)

En intégrant les deux côtés de (2:6) n fois de 0 à x, en utilisant également les conditions

initiales, nous pouvons trouver une formule pour u(x) qui dépend de � et x. Cela signi�e

11



Chapitre 3. Résolution analytique des équations intégro-di¤érentielles linéaires de
Fredholm

que nous pouvons écrire

u(x) = u(x; �) (2.7)

En substituant (2:7) dans le côté droit de (2:5), en calculant l�intégrale, en résolvant

également l�équation résultante. Quand on a déterminé �; nous obtenons la solution exacte

u(x) après avoir substitué � dans (2:7).

Exemple 2.1

Considérons l�équation intégro-di¤érentielle de Fredholm

u0(x) = 12x+

Z 1

0

u(t)dt avec u(0) = 0 (2.8)

Cet équation peut s�écrire

u0(x) = 12x+ �; u(0) = 0: (2.9)

On pose

Z 1

0

u(t)dt = �: (2.10)

En intégrant les deux côtés de (2:9) de 0 à x, et en utilisant la condition initiale, nous

obtenons

u(x) = 6x2 + �x (2.11)

En remplaçant (2:11) dans (2:10) et évaluer le rendement intégral

� =

Z 1

0

u(t)dt = 2 +
1

2
�

Donc, on trouve
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Chapitre 3. Résolution analytique des équations intégro-di¤érentielles linéaires de
Fredholm

� = 4

La solution exacte est donnée par

u(x) = 6x2 + 4x

2.2 Méthode de décomposition d�Adomian

La méthode de décomposition Adomian (MDA) a été introduite et développée par George

Adomain. (MDA) donne la solution dans un in�ni série de composants. L�idée de la mé-

thode de décomposition Adomian transforme l�équation intégro-di¤érentielle de Fredholm

en une équation intégrale.

Nous considérons l�équation intégro-di¤érentielle de Fredholm du second ordre et du second

type

u00(x) = f(x) +

Z b

a

K(x; t)u(t)dt (2.11)

avec les conditions initiales u(0) = b0; u0(0) = b1:

Intégrant les deux côtés de (2:11) de 0 à x deux fois, nous obtenons

u(x) = b0 + b1x+ L
�1(f(x)) + L�1(

Z b

a

K(x; t)u(t)dt) (2.12)

où les conditions initiales sont utilisées et L�1 est un opérateur intégral double

u(x) =
1X
n=0

un(x) (2.13)

Nous utilisons la série de décomposition (2:13) dans les deux côtés de (2:12), on obtient
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Chapitre 3. Résolution analytique des équations intégro-di¤érentielles linéaires de
Fredholm

1X
n=0

un(x) = b0 + b1x+ L
�1(f(x)) + L�1(

Z b

a

K(x; t)(
1X
n=0

un(x))dt)

ou de façon équivalent

u0(x) + u1(x) + u2(x) + ::: = b0 + b1(x) + L
�1(f(x))

+ L�1(

Z x

0

K(x; t)u0(t)dt) + L
�1(

Z x

0

K(x; t)u1(x)dt)

+ L�1(

Z x

0

K(x; t)u2(x)dt) + :::

Par conséquent, pour déterminer les composants u0(x); u1(x); u2(x); u3(x); :::de la solution

u(x), nous dé�nissons la relation de récurrence

u0(x) = b0 + b1x+ L
�1(f(x))

uk+1(x) = L
�1(

Z b

a

K(x; t)uk(t)dt); k > 0

Notons que u0(x) est dé�ni par tous les termes qui ne sont pas inclus sous le signe intégral,

c�est-à-dire

u0(x) = b0 + b1(x) + L
�1(f(x)) (2.14)

un+1(x) = L
�1(

Z b

a

K(x; t)uk(t)dt)::k > 0:

En utilisant (2:14), la série obtenue converge vers la solution exacte si une telle solution

existe.

Exemple 2.2

Utilisez la méthode de décomposition d�Adomain pour résoudre l�équation intégro-di¤érentielle

de Fredholm

14



Chapitre 3. Résolution analytique des équations intégro-di¤érentielles linéaires de
Fredholm

u000(x) = ex � x+
Z 1

0

x t u(t)dt avec u(0) = u0(0) = u00(0) = 1: (2.15)

Intégrant les deux côtés de l�équation (2:15) trois fois de 0 à x, nous obtenons

u(x) = ex � 1

3!
x3 +

1

3!
x3
�Z 1

0

t u(t)dt

�
D�après la procédure précédente, nous dé�nissons les relations de récurrence

u0(x) = e
x � 1

3!
x3; uk+1(x) =

1

3!
x3
Z 1

0

t uk(t)dt; k > 0

Cela on donne

u0(x) = e
x � 1

3!
x3

u1(x) =
1

3!
x3
Z 1

0

t u0(t)dt =
29

180
x3

u2(x) =
1

3!
x3
Z 1

0

t u1(t)dt =
29

5400
x3

u3(x) =
1

3!
x3
Z 1

0

t u2(t)dt =
29

162000
x3

...

La solution sous forme de série est donnée par

u(x) = ex � 1

3!
x3 +

29

180
x3(1 +

1

30
+

1

900
+ :::)

La somme de la série géométrique in�nie entre paranthèse est

S = 1 +
1

30
+

1

900
+ ::: =

30

29

L�utilisation de ce résultat donne la solution exacte u(x) = ex

15



Chapitre 3

Résolution numérique des équations

intégro-di¤érentielles de Fredholm

Dans ce chapitre, on essaye de trouver la solution numérique de certaines classes d�équa-

tions intégro-di¤érentielles linéaires de Fredholm, en basant sur la méthode de collocation.

En utilisant les séries de Taylor et les polynômes de Legendre, les solutions approximatives

sont donnée sous forme des polynômes. En estimant les erreurs pour ces méthodes avec

comparaison des solutions approchées avec les solutions exactes.

3.1 Méthode de collocation de Taylor

3.1.1 Série de Taylor

Soit f une fonction avec des dérivés de tous des ordres dans un intervalle [x0; x1] qui

contient un point intérieur a. La série de Taylor de f(x) générée à x = a est :

f(x) =
1X
n=0

f (n)(a)

n!
(x� a)n

ou équivalent

16



Chapitre 3. Résolution numérique des équations intégro-di¤érentielles de Fredholm

f(x) = f(a) + f 0(a)
1!
(x� a) + f 00(a)

2!
(x� a)2 + f 000(a)

3!
(x� a)3 + :::+ f (n)(a)

n!
(x� a)n + :::

La série de Taylor générée par f(x) à a = 0 est appelée la série Maclaurin et donnée par

f(x) =

1X
n=0

f (n)(0)

n!
xn

Cela équivaut à

f(x) = f(0) + f 0(0)
1!
x+ f 00(0)

2!
x2 + f 000(0)

3!
x3 + :::+ f (n)(0)

n!
xn + :::

3.1.2 Principe de la méthode

Soit l�(É.I-D) de Fredholm d�ordre m

mX
k=0

pk(x)u
(n)(x) = f(x) + �

Z b

a

K(x; t)u(t)dt; a 6 x; t 6 b: (3.1)

où les fonctions inconnues pk(x); f(x) et K(x; t) sont dé�nis sur l�intervalle [a; b], � est un

paramètre numérique et u(x) est la fonction inconnue.

avec les conditions (en général)

m�1X
j=0

�
aij u

(j)(a) + bij u
(j)(b) + cij u

(j)(c)
�
= �i ; i = 0; 1; :::;m� 1 (3.2)

où a 6 c 6 b; les coe¢ cients réels aij; bij; cij et �i sont des constantes.

Nous supposons que la solution de (3:1) s�écrit sous la forme de la série Taylor tronquée

u(x) =
NX
n=0

u(n)(c)

n!
(x� c)n; n = 0; 1; :::; N: (3.3)

où u(n)(c) sont les coe¢ cients de Taylor à déterminer et N est un entier positif tel que

N > m:

Alors la solution (3:3) de l�équation (3:1) peut être écrire sous la forme matricielle :

[u(x)] = X M0 A

17



Chapitre 3. Résolution numérique des équations intégro-di¤érentielles de Fredholm

où

X =
�
1 x� c (x� c)2 ::: (x� c)N

�
A =

�
u(0)(c) u(1)(c) u(2)(c) :::u(N)(c)

�t
et

M0 =

266666666664

1
0!

0 0 ::: 0

0 1
1!

0 ::: 0

0 0 1
2!

::: 0

...
...

...
. . .

...

0 0 0 � � � 1
N !

377777777775
Pour obtenir la solution (3:3), nous pouvons utiliser la méthode de collocation de Taylor.

Nous adaptons cette méthode pour calcul des coe¢ cients de Taylor en utilisant les points

de collocation de Taylor.

Premièrement, nous substituons les points de collocation de Taylor dé�nis par

xi = a+ i
b� a
N

; i = 0; 1; ::; N ; x0 = a; xN = b: (3.4)

dans Eq (3:1) on obtient

mX
k=0

pk(xi)u
(k)(xi) = f(xi) + �I(xi) (3.5)

où

I(xi) =

Z b

a

K(xi; t)u(t)dt

18



Chapitre 3. Résolution numérique des équations intégro-di¤érentielles de Fredholm

Alors nous pouvons écrire le système (3:5) sous la forme d�une matrice

p0U
(0) + p1U

(1) + :::+ pmU
(m) =

mX
k=0

pkU
(k) = F + �I (3.6)

où

Pk =

266664
pk(x0) ::: 0

...
. . .

...

0 ::: pk(xN)

377775 ; F =
266666664

f(x0)

f(x1)

...

f(xN)

377777775
; U (k) =

266666664

u(k)(x0)

u(k)(x1)

...

u(k)(xN)

377777775
; I =

266666664

I(x0)

I(x1)

...

I(xN)

377777775
On supposons que la ki�eme dérivée de la fonction (3:3) par rapport à x ait à l�expansion

tronquée de la série de Taylor dé�nie par Eq (3:3)

u(k)(xi) =
NX
n=k

u(n)(c)

(n� k)!(xi � c)
n�k; a 6 x 6 b

où u(k)(x) (k = 0; 1; :::; N) sont des coe¢ cients de Taylor.

On a u(0)(x) = u(x). Puis en substituant les points de collocation de Taylor dans cette

expression, nous obtenons les formes matricielles

�
u(k)(xi)

�
= Xxi Mk A; k = 0; 1; :::N (3.7)

ou l�équation matricielle

u(k) = C Mk A (3.8)

Où

19



Chapitre 3. Résolution numérique des équations intégro-di¤érentielles de Fredholm

C =

266666664

Xx0

Xx1

...

XxN

377777775
=

266666664

(x0 � c)0 (x0 � c)1 � � � (x0 � c)N

(x1 � c)0 (x1 � c)1 � � � (x1 � c)N
...

...
. . .

...

(xN � c)0 (xN � c)1 � � � (xN � c)N

377777775

Mk =

2666666666666666664

0 0 � � � 1
0!

0 � � � 0

0 0 � � � 0 1
1!
� � � 0

...
...
. . .

...
...
. . .

...

0 0 � � � 0 0 � � � 1
(N�k)!

0 0 � � � 0 0 � � � 0

...
...
. . .

...
...
. . .

...

0 0 � � � 0 0 � � � 0

3777777777777777775
Alors nous pouvons écrire la matrice Eq (3:4) comme

(
mX
k=0

pk C Mk)A = F + �I (3.9)

Le noyau K(x; t) est étendu pour construire la série Taylor

K(x; t) =
NX
n=0

NX
m=0

knm(x� c)n(t� c)m

knm =
1

n!m!

@n+mk(0; 0)

@xn@tm

����
(x=c;t=c)

La forme matricielle de K(x; t) dé�nie par

[K(x; t)] = X K T t (3.10)

où

X =
�
1 x� c (x� c)2 � � � (x� c)N

�
20



Chapitre 3. Résolution numérique des équations intégro-di¤érentielles de Fredholm

T =
�
1 t� c (t� c)2 � � � (t� c)N

�

K =

266666664

k00 k01 � � � k0N

k10 k11 � � � k1N
...

...
. . .

...

kN0 kN1 � � � kNN

377777775
De plus, la forme matricielle de u(x) et u(t) sont

[u(x)] = X M0 A; [u(t)] = T M0 A (3.11)

En substituant l�expression (3:10) et (3:11) dans l�intégrale I(xi) dé�nie dans (3:5), nous

avons

[I(x)] =

Z b

a

�
X K T tT M0 A

	
dt = X K H M0 A (3.12)

H = [hnm] =

Z b

a

T tTdt; hnm =
(b� c)n+m+1 � (a� c)n+m+1

n+m+ 1

����
n;m=0;1;::;N

de (3:12) nous obtenons la matrice I sous la forme

I = C K H M0A (3.13)

En�n, en substituant (3:13) dans (3:9), nous obtenons l�équation de la matrice

 
mX
k=0

PkC Mk � �C K H M0

!
A = F (3.14)

Cet équation est la relation fondamentale pour résoudre l�équation intégro-di¤érentielle de

Fredholm dé�ni dans l�intervalle a 6 x 6 b:

L�équation (3:14) peut s�écrire
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Chapitre 3. Résolution numérique des équations intégro-di¤érentielles de Fredholm

W A = F (3.15)

ce qui correspond à un système de (N + 1) équations algébriques avec les coe¢ cients de

Taylor inconnus

W = [wij] =
mX
k=0

pkC Mk � �C K H M0; i; j = 0; 1; :::; N:

Ainsi que pour les conditions (3:2). Nous supposons

�
u(i)(a)

�
= P Mj A (3.16)�

u(i)(b)
�
= Q Mj A�

u(i)(c)
�
= R Mj A

où

p =
�
1 (a� c) (a� c)2 � � � (a� c)N

�
Q =

�
1 (b� c) (b� c)2 � � � (b� c)N

�
R = [1 0 0 � � � 0] :

En remplaçant les formes matricielles (3:16) dans (3:2), on obtient

m�1X
j=0

faij P + bij Q+ cij RgMj A = [�i]

Nous dé�nissons Yi comme

22



Chapitre 3. Résolution numérique des équations intégro-di¤érentielles de Fredholm

Yi =
m�1X
j=0

faij P + bij Q+ cij RgMj = [yi0 yi1 ::: yiN ] ; (3.17)

i = 0; 1; :::;m� 1

les conditions de forme matricielle deviennent

Yi A = [�i] (3.18)

et leurs matrices sont

[Yi ;�i] = [yi0 yi1 ::: yiN ;� i] (3.19)

En�n, la matrice [W ;F ] est dé�nie par les matrices

W =

2666666666666666664

w00 w01 � � � w0N

w10 w11 � � � w1N
...

... � � � ...

wN�m;0 wN�m;1 � � � wN�m;N

y00 y01 � � � y0N
...

...
. . .

...

ym�1;0 ym�1;1 � � � ym�1;N

3777777777777777775

23



Chapitre 3. Résolution numérique des équations intégro-di¤érentielles de Fredholm

F =

2666666666666666664

f(x0)

f(x1)

...

f(xN�m)

�0
...

�m�1

3777777777777777775
Si jW j 6= 0, nous pouvons écrire

A = W�1F

Alors on peut dire que l�équation intégro-di¤érentielle (3:1) avec des conditions (3:2) a une

solution unique sous la forme (3:3).

3.2 Méthode polynomiale de Legendre

3.2.1 Polynôme de Legendre

Les polynômes de Legendre sont les polynômes dé�nis par :

Pn(x) =
1

2n

[n�2]X
k=0

(�1)k
�
n

k

��
2n� 2k
n

�
xn�2k :n = 0; 1; ::: (3.20.a)

Pn est en particulier de degré n: Les premiers termes sont :
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Chapitre 3. Résolution numérique des équations intégro-di¤érentielles de Fredholm

P0(x) = 1

P1(x) = x

P2(x) =
1

2
(3x2 � 1)

P3(x) =
1

2
(5x3 � 3x)

P4(x) =
1

8
(35x4 � 30x2 + 3)

P5(x) =
1

8
(63x5 � 70x3 + 15x)

Comme tout famille de polynômes orthogonaux, les polynômes de Legendre véri�ent cer-

taines propriétés :

i) Ils véri�ent une relation de récurrence d�ordre 2

Pn+1(x)� Pn�1(x) = (2n+ 1)Pn(x) n > 1 (3.20.b)

ii) Pn est solution de l�équation di¤érentielle de Legendre

(1� x2)u00 � 2xu0 + n(n+ 1)u = 0

3.2.2 Principe de la méthode

Soit l�(É.I-D) de Fredholm d�ordre m à coe¢ cient variable

mX
k=0

Gk(x)u
(k)(x) = f(x) + �

Z 1

�1
K(x; t)u(t)dt ; � 1 6 x; t 6 1 (3.21)

avec les conditions

mX
k=0

ajku
(k)(�1) + bjku(k)(1) + cjku(k)(0) = �j; j = 0; 1; :::;m� 1 (3..22)
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Chapitre 3. Résolution numérique des équations intégro-di¤érentielles de Fredholm

où les constantes aik; bik; cik et �j sont des constantes stables.

Notre objectif est d�obtenir une solution exprimée sous la forme

u(x) =

NX
n=0

anPn(x); � 1 6 x 6 1 (3.23)

Les coe¢ cients de Legendre à déterminer sont les an où n = 0; 1; 2; :::N et les fonctions

Pn(x); (n = 0; 1; 2; :::; N) sont les polynômes de Legendre .

Relations matricielles fondamentales

On pose Eq (3:21) sous forme

D(x) = f(x) + �Ig(x) (3.24)

où

D(x) =
mX
k=0

Gk(x)u
(k)(x) , Ig(x) =

Z 1

�1
K(x; t)u(t)dt

Maintenant, on va convertir la solution u(x) et ses dérivées u(k)(x), la partie di¤érentielle

D(x) et la partie intégrale I(x) et les conditions mixtes aux formes matricielles.

Relations matricielles pour u(x) et u(k)(x)

La fonction u(x) dé�nie par (3:23) ne peut être étendue à la série de Legendre tronquée

sous la forme

u(x) =
NX
n=0

anPn(x); � 1 6 x 6 1; (3.25)

La formule (3:25) et son dérivé peut être écrite sous la forme matricielle

[u(x)] = P (x)A et
�
u(k)(x)

�
= P (k)(x)A (3.26)
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où

P (x) = [P0(x) P1(x) :::PN(x)]

P (k)(x) =
h
P
(k)
0 (x) P

(k)
1 (x):::P

(k)
N (x)

i

et

A = [a0 a1:::aN ] ;

dont A est la matrice des coe¢ cients.

D�autre part, en utilisant la formule récursive de Legendre (3:20:a) et (3:20:b) et en prenant

n = 0; 1; :::; N , on peut obtenir l�équation matricielle

P (1)(x) = P (x)�t (3.27)

oú, pour les valeurs impaires de N

2666666666666666664

0 0 0 0 � � � 0 0 0

1 0 0 0 � � � 0 0 0

0 3 0 0 � � � 0 0 0

1 0 5 0 � � � 0 0 0

...
...
...
...
. . .

...
...

...

0 3 0 7 � � � 2N � 3 0 0

1 0 5 0 � � � 0 2N � 1 0

3777777777777777775
pour les valeurs paires de N
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2666666666666666664

0 0 0 0 � � � 0 0 0

1 0 0 0 � � � 0 0 0

0 3 0 0 � � � 0 0 0

1 0 5 0 � � � 0 0 0

...
...
...
...
. . .

...
...

...

1 0 5 0 � � � 2N � 3 0 0

0 3 0 7 � � � 0 2N � 1 0

3777777777777777775
On a aussi la relation entre P (x) et ses dérivées est

P (1)(x) = P (x)�t (3.28)

P (2)(x) = P (x)�t = P (x)(�t)2

...

P (k)(x) = P (k�1)(x)(�t)k�1 = P (x)(�t)k; k = 0; 1; 2; :::

Par conséquent, en substituant les relations matricielles (3:28) dans l�équation (3:26), on

obtient les relations matricielles pour u(x); u(k)(x) et P (k)(x) comme

�
u(k)(x)

�
= P (x)(�t)kA: (3.29)

Représentations matricielles basées sur des points de collocation

Les points de collocation de Legendre dé�nis par

xi = �1 +
2

N
i; i = 0; 1; :::; N (3.30)

Nous substituons les points de collocation (3:30) dans l�équation (3:24) pour obtenir le
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système

D(xi) = f(xi) + �Ig(xi)

repésenté dans l�équation matricielle comme

D = F + �Ig (3.31)

où

D =

266666664

D(x0)

D(x1)

...

D(xN)

377777775
; F =

266666664

f(x0)

f(x1)

...

f 0(xN)

377777775
; I =

266666664

Ig(x0)

Ig(x1)

...

Ig(xN)

377777775
Relation matricielle pour la partie di¤érentielle D(x)

Réduire la partie D(x) à la forme matricielle en utilisant des points de collocation, nous

écrivons d�abord la matrice D dé�nie dans (3:31) comme

D =
mX
k=0

GkU
(k) (3.32)

où

Gk =

266666664

Gk(x0) 0 � � � 0

0 Gk(x1) � � � 0

...
...

. . .
...

0 0 � � � Gk(xN)

377777775
; U (k) =

266666664

u(k)(x0)

u(k)(x1)

...

u(k)(xN)

377777775
En utilisant les points de collocation xi; (i = 0; 1; ::; N) (3:23); nous avons le système

d�équations matricielles

�
u(k)(xi) = P (xi)(�

t)kA; k = 0; 1; :::;m
�
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ou

U (k) =

2666666664

u(k)(x0)

u(k)(x1)

...
u(k)(xN)

3777777775
=

266666664

P (x0)

P (x1)

...

P (xN)

377777775
�
(�t)kA

�
= P (�t)kA; (3.33)

où

P =

266666664

P0(x0) P1(x0) � � � PN(x0)

P0(x1) P1(x1) � � � PN(x1)

...
...

. . .
...

P0(xN) P1(xN) � � � PN(xN)

377777775
Donc, à partir des formes matricielles (3:32) et (3:33), on obtient la relation matricielle

fondamentale pour la partie di¤érentielle D(x)

D =
mX
k=0

Gk P (�
t)k A: (3.34)

Relation matricielle pour la partie intégrante de Fredholm Ig(x)

La fonction K(x; t) du noyau peut être approximée par la série de Legendre tronquée

K(x; t) =

NX
m=0

NX
n=0

ktmnPm(x)Pn(t) ou K(x; t) =
NX
m=0

NX
n=0

ktmnx
mtn (3.35)

où

ktmn =
1

m!n!

@m+nK(0; 0)

@xm@tn
;m;n = 0; 1; :::; N:

Nous convertissons (3:35) en formes matricielles puis égalisons

[K(x; t)] = P (x)KlP
t(t) = X(x)KtX

t(t) (3.36)
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où

P (x) = [P0(x) P1(x) :::PN(x)] , X(x) =
�
1 x :::xN

�
Kl =

�
ktmn

�
; Kt =

�
ktmn

�
; m;n = 0; 1; :::; N:

D�autre part, en utilisant la formule récursive de Legendre (3:20:b) pour n = 0; 1; :::; N; on

trouve l�équation matricielle

P t(x) = D X t(x) ou P (x) = X(x) Dt (3.37)

où pour les valeurs impaires de N et pour des valeurs paires de N: Par conséquent, en

remplaçant la matrice P (x) (3:37) dans la relation (3:36) et simpli�er l�équation de résultat,

on trouve la relation matricielle

Kl = (D
�1)tKtD

�1 (3.38)

qui est la relation entre les coe¢ cients de Legendre et Taylor de K(x; t): En remplaçant

les formes matricielles (3:36) et (3:26) correspondant aux fonctions K(x; t) et u(t) dans la

partie intégrante de Fredholm Ig(x), on obtient

[Ig(x)] =

Z 1

�1
P (x)Kl P

t(t)P (t) Adt = P (x)Kl Q A (3.39)

où

Q =

Z 1

�1
P t(t)P (t)dt = [qmn]

qmn =

� 2N
2m+1

; m = n

0 ;m 6= n ;m;n = 0; 1; :::; N
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et la matrice Kl est dé�nie dans (3:38):

En remplaçant les points de collocation xi ,(i = 0; 1; :::; N) (3:30) dans la relation (3:39);

on obtient le système des équations matricielles

Ig(xi) = P (xi)KlQA; i = 0; 1; :::; N

ou

Ig = P Kl Q A (3.40)

qui est la relation matricielle fondamentale pour Ig(x):

Relation matricielle pour les conditions mixtes

On peut obtenir la forme matricielle correspondante pour les conditions (3:22), en utilisant

la relation (3:28), comme :

m�1X
k=0

[ajkP (�1) + bjkP (1) + cjkP (0)] (�t)kA = �j; j = 0; 1; :::;m� 1 (3.41)

Méthode de solution

Maintenant, nous sommes prêts à construire l�équation de matrice fondamentale corres-

pondant à (3:21). Dans ce cas, en remplaçant les relations matricielles (3:34) et (3:40) dans

Eq (3:31), puis en le simpli�ant, on obtient l�équation matricielle

mX
k=0

�
GkP (�

t)k � �P KlQ
	
A = F (3.42)

qui correspond au système de (N + 1) équations algébriques pour les (N + 1) coe¢ cients

de Legendre inconnus a0; a1; :::; aN : On peut écrire (3:42) sous la forme

W A = F ou [W ;F ] (3.43)

où
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W = [wpq] =
mX
k=0

GkP (�
t)k � �P KlQ; p; q = 0; 1; :::; N

F = [f(x0) f(x1) ::: f(xN)]
t

D�autre part, la forme matricielle (3:42) des conditions (3:22) peut s�écrire

Yj A = [�j] ou [Yj;�j] ; j = 0; 1; :::;m� 1 (3.44)

où

Yj =
m�1X
k=0

[aikP (�1) + bikP (1) + cikP (0)] (�t)k

� [yj0 yj1 ::: yjN ]

Pour obtenir la solution de Eq (3:43) avec les conditions (3:44), en remplaçant les matrices

de lignes (3:44) par les m dernièrres lignes de la matrice (3:42) nous avons la nouvelle

matrice

hfW ; eFi =

2666666666666666666664

w00 w01 � � � w0N ; f(x0)

w10 w11 � � � w1N ; f(x1)

...
...

. . .
... ;

...

wN�m;0 wN�m;1 � � � wN�m;N ; f(xN�m)

y00 y01 � � � y0N ; �0

y10 y11 � � � y1N ; �1
...

...
. . .

... ;
...

ym�1;0 ym�1;1 � � � ym�1;N ; �m�1

3777777777777777777775

(3.45)
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Si rangfW = rang
hfW ; eFi = N + 1; alors on peut écrire

A = (fW )�1 eF
Ainsi les coe¢ cients an; (n = 0; 1; :::; N) sont uniquement déterminés par Eq. (3:45) .

3.2.3 Estimation d�erreurs

Soit EN(x) est la fonction d�erreur qui provient la solution de la série de Taylor ou poly-

nôme de Legendre dans (3:3) et (3:23) respectivement.

EN : [a; b]! R

EN(x) =
mX
k=0

Pk(x)u
(k)
N (x)� f(x)� �I(x); 8x 2 [a; b]

Les erreurs de calcul sont minimales, si EN(x) est équivalente à la fonction nulle sur les

noeuds x0; x1; ...; xN :

E(xi) = jD(xi)� f(xi)� �I(xi)j t 0

Pour trouver les erreurs sur les noeuds de l�intervalle donnée, on écrit :

EN(x) = ju(x)� uN(x)j

Avec u(x) est la solution exacte et uN(x) : est le polynôme de la solution approchée ;

polynôme de (Taylor ou Legendre).
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3.3 Exemples numériques

1- La méthode de collocation de Taylor

Exemple 3.1

Considérons l�équation intégro-di¤érentielle de Fredholm

�
u00 + xu0 � xu = ex � 2 sin x+

R 1
�1 sin x e

�t u(t)dt

u(0) = 1 ; u0(0) = 1
;�1 6 x; t 6 1

où a = �1; b = 1; c = 0; � = 1; P0 = 1; P1 = x; P2 = �x; f(x) = exp(x � 2) sin x;

K(x; t) = sinx exp(�t):

Pour N = 5; la solution approchée par le polynôme de Taylor s�écrit

u(x) =
5X
n=0

u(n)(0)

n!
xn

Ensuite, la matrice Eq (3:14) écrit sous forme

(P2C M2 + P1C M1 + P0C M0 � C K H M0)A = F

où P0; P1; P2; H;C;K;M0;M1;M2 sont des matrices d�ordre (6� 6) dé�nies par

P2 =

2666666666666664

1 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0

0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 1

3777777777777775
; P1 = P0 =

2666666666666664

�1 0 0 0 0 0

0 �3
5

0 0 0 0

0 0 �1
5
0 0 0

0 0 0 1
5
0 0

0 0 0 0 2
5
0

0 0 0 0 0 1

3777777777777775
; H =

2666666666666664

2 0 2
3
0 2

5
0

0 2
3
0 2

5
0 2

7

2
3
0 2

5
0 2

7
0

0 2
5
0 2

7
0 2

9

2
5
0 2

7
0 2

9
0

0 2
7
0 2

9
0 2

11

3777777777777775
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C =

2666666666666664

1 �1 �1 �1 �1 �1

1 �3
5
(�3

5
)2 (�3

5
)3 (�3

5
)4 (�3

5
)5

1 �1
5
(�1

5
)2 (�1

5
)3 (�1

5
)4 (�1

5
)5

1 1
5

(1
5
)2 (1

5
)3 (1

5
)4 (1

5
)5

1 3
5

(3
5
)2 (3

5
)3 (3

5
)4 (3

5
)5

1 1 1 1 1 1

3777777777777775
; K =

2666666666666664

0 0 0 0 0 0

1 �1 1
2!

� 1
3!

1
4!

� 1
5!

0 0 0 0 0 0

� 1
3!

1
3!

� 1
3!2!

1
3!3!

� 1
3!4!

1
3!5!

0 0 0 0 0 0

1
5!

� 1
5!

1
5!2!

� 1
5!3!

1
5!4!

� 1
5!5!

3777777777777775

M0 =

2666666666666664

1
0!

0 0 0 0 0

0 1
1!

0 0 0 0

0 0 1
2!

0 0 0

0 0 0 1
3!

0 0

0 0 0 0 1
4!

0

0 0 0 0 0 1
5!

3777777777777775
;M1 =

2666666666666664

0 1
0!

0 0 0 0

0 0 1
1!

0 0 0

0 0 0 1
2!

0 0

0 0 0 0 1
3!

0

0 0 0 0 0 1
4!

0 0 0 0 0 0

3777777777777775
;M2 =

2666666666666664

0 0 1
0!

0 0 0

0 0 0 1
1!

0 0

0 0 0 0 1
2!

0

0 0 0 0 0 1
3!

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

3777777777777775
Les formes matricielles pour N = 5 sont

[1 0 0 0 0 0; 1]

[0 1 0 0 0 0; 1]

Pour N = 5, on obtient la solution approchée donnée par

u(x) = 1 + x+ 0:500343x2 + 0:166886x3 + 0:0403378x4 + 0:005577493x5
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xi solution exacte u(x) solution approchée uN(x) erreur=ju� uN j

�1 0:3678 0:3680 1:4� 10�4

�0:8 0:4493 0:4494 7:5� 10�5

�0:6 0:5488 0:5488 4:3� 10�5

�0:4 0:6703 0:6703 2:7� 10�5

�0:2 0:8187 0:8187 1:1� 10�5

0 1:0000 1:0000 0:0� 10�5

0:2 1:2214 1:2214 1:3� 10�5

0:4 1:4918 1:4918 3:0� 10�6

0:6 1:8221 1:8218 2:7� 10�4

0:8 2:2255 2:2240 1:5� 10�3

1 2:7182 2:7133 4:9� 10�3

Table 3.1 Comparaison entre la solution approchée et la solution exacte de l�exemple

3:1 pour N = 5

­1 ­0.8 ­0.6 ­0.4 ­0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
xi

0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

u(
x)

exct

Aprx tyl

Fig. 3.1 �Comparison entre la solution exacte et la solution approchée de l�exemple 3:1
pour N = 5
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­1 ­0.8 ­0.6 ­0.4 ­0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
xi

0

1

2

3

4

5

6

er
re

ur

10­3

tyl err

Fig. 3.2 �L�erreur absolu de la méthode de polynôme de Taylor pour l�exemple 3:1

Exemple 3.2

Soit l�équation intégro-di¤érentielle de Fredholm

�
u0(x) =

R 1
0
etxu(t)dt+ u(x) + u(x) + 1�ex+1

x+1

u(0) = 1

La solution exacte de cet équation est u(x) = ex:

Nous trouvons la solution de notre problème pour N = 4 en utilisant la même méthode,

comme suit :

u(x) = 1 + 0:98x+ 0:485x2 + 0:16x3 + 0:04x4
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xi solution exacteu(x) solution approchéeuN(x) erreur=ju� uN j

0 1:0000 1:0000 0:0000

0:2 1:2214 1:2167 0:0047

0:4 1:4918 1:4809 0:0110

0:6 1:8221 1:8023 0:0198

0:8 2:2255 2:1927 0:0328

1 2:7183 2:6650 0:0533

Table 3.2 Comparaison entre la solution approchée et la solution exacte de l�exemple

3:2 pour N = 4

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
xi

1

1.5

2

2.5

3

u(
x)

exct

Aprx tyl

Fig. 3.3 �Comparison entre la solution exacte et la solution approchée de l�exemple 3:2
pour N = 4:
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0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
xi

0

0.01

0.02

0.03

0.04

0.05

0.06

er
re

ur

tyl err

Fig. 3.4 �L�erreur absolu de la méthode de polynôme de Taylor pour l�exemple 3:

2- La méthode de polynôme de Legendre

Exemple 3.3

Soit l�équation intégro-di¤érentielle

�
u00 + xu0 � xu = �3x2 + 6x+

R 1
�1 xu(t)dt

u(0) = 7; u0(0) = �4

telles que

G0(x) = �x; G1(x) = x; G2(x) = 1; f(x) = �3x2 + 6x; � = 1 et K(x; t) = x:

L�approximation de la solution u(x) par le polynôme de Legendre écrit sous la forme

u(x) =

NX
n=0

anPn(x) � 1 6 x 6 1

pour (N = 3) les points de collocation sont

xi = �1 + i
2

N
= �1 + i2

3
; i = 0; 1; 2; 3

on obtient
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(
2X
k=0

GkP (�
t)k � �Kl Q

)
A = F

telle que

G0 =

266666664

1 0 0 0

0 1
3

0 0

0 0 �1
3

0

0 0 0 �1

377777775
; G1 =

266666664

1 0 0 0

0 �1
3
0 0

0 0 1
3
0

0 0 0 1

377777775
; G2 =

266666664

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

377777775

P =

266666664

1 �1 1 �1

1 �1
3
�1
3

11
27

1 1
3

�1
3
�11
27

1 1 1 1

377777775
;� =

266666664

0 0 0 0

1 0 0 0

0 3 0 0

0 0 5 0

377777775
; F =

266666664

31
3

199
27

7
3

23
3

377777775
la matrice obtenue est

G0P (�
t)0 +G1P (�

t)1 +G2P (�
t)2 =

266666664

1 �2 7 �22
1
3

�2
9

29
9
�376

81

�1
3

2
9

31
9
�398

81

�1 0 5 20

377777775
les matrices Kt et Q sont

Kt =

266666664

0 0 0 0

1 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

377777775
; Q =

266666664

2 0 0 0

0 2
3

0 0

�1
2

0 2
5
0

0 �3
2
0 2

7

377777775
Kl est dé�nie par
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Kl =

266666664

0 0 0 0

1 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

377777775
; Q =

266666664

2 0 0 0

0 2
3
0 0

0 0 2
5
0

0 0 0 2
7

377777775
; �P Kl Q =

266666664

�2 0 0 0

�2
3
0 0 0

2
3

0 0 0

2 0 0 0

377777775
En utilisant la formule

G0P (�
t)0 +G1P (�

t)1 +G2P (�
t)2 � �P Kl Q = W

La matrice W est

W =

266666664

3 �2 7 �22

1 �4
9

29
9
�376

81

�1 2
9

31
9
�398

81

�3 0 5 20

377777775
Pour les conditions u(0) = �1; u0(0) = 3 on obtient les matrices

Y0 = [1 0 0 0 ;�1] et Y1 = [0 1 0 0 ; 3]

F =

266666664

f(x0)

f(x1)

f(x2)

f(x3)

377777775
=

266666664

�9

�7
3

�1

3

377777775
Les matrices fW et eG peuvent s�écrire
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fW =

266666664

3 �2 7 �22

1 �4
9

29
9
�376

81

1 0 0 0

0 1 0 0

377777775
; eG =

266666664

�9

�7
3

�1

3

377777775
La matrice A est

A =
hfWi�1G =

266666664

0 0 1 0

0 0 0 1

� 188
1555

891
1555

� 327
1555

4
311

� 261
3110

567
3110

108
1555

� 27
311

377777775

266666664

�9

�7
3

�1

3

377777775
=

266666664

�1

3

0

0

377777775
pour (N = 3); la solution approchée est :

u(x) =
NX
n=0

anPn(x) = a0P0(x) + a1P1(x) + a2P2(x) + a3P3(x)

= (�1):1 + 3:x+ 0 + 0 = �1 + 3x:
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xi solution exacte solution approchée

�1 �4:0000 �4:000

�0:8 �3:4000 �3:4000

�0:6 �2:8000 �2:8000

�0:4 �2:8000 �2:8000

�0:2 �1:6000 �1:6000

0 �1:0000 �1:0000

0:2 �0:4000 �0:4000

0:4 0:2000 0:2000

0:6 0:8000 0:8000

0:8 1:4000 1:4000

1 2:0000 2:0000

Table3.3 Comparaison entre la solution approchée et la solution exacte de l�exemple 3:3

pour N = 3

­1 ­0.8 ­0.6 ­0.4 ­0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

xi

­4

­3

­2

­1

0

1

2

u(
x)

exct

Aprx tyl

Fig. 3.5 �Comparison entre la solution exacte et la solution approchée de l�exemple 3:3
pour N = 3:
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­1 ­0.8 ­0.6 ­0.4 ­0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
xi

­1

­0.5

0

0.5

1

er
re

ur

lgend err

Fig. 3.6 �L�erreur absolu de la méthode de polynôme de Legendre pour l�exemple 3.3

Exemple 3.4

Considérons l�équation intégro-di¤érentielle de Fredholm

�
u00 + xu0 � xu = ex � 2 sin(x) +

R 1
�1 sin(x)e

�tu(t)dt

u(0) = 1; u0(0) = 1

La solution exacte de cet équation est : u(x) = ex:

Telles que

G0(x) = �x; G1(x) = x;G2(x) = 1; f(x) = ex � 2 sin(x); � = 1 et K(x; t) = sin(x)e�t:

L�approximation de la solution u(x) par le polynôme de Legendre est sous la forme

u(x) = 1 + x+ 0:500343x2 + 0:166886x3 + 0:0403378x4 + 0:005577493x5
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xi solution exacte solution approchée erreur=ju� uN j

�1 0:3679 0:3678 0:7944� 10�4

�0:8 0:4493 0:4493 0:2896� 10�4

�0:6 0:5488 0:5488 0:1164� 10�4

�0:4 0:6703 0:6703 0:2005� 10�4

�0:2 0:8187 0:8187 0:3075� 10�4

0 1:0000 1:0000 0� 10�4

0:2 1:2214 1:2214 0:0276� 10�4

0:4 1:4918 1:4918 0:2470� 10�4

0:6 1:8221 1:8221 0:1880� 10�4

0:8 2:2255 2:2255 0:4093� 10�4

1 2:7183 2:7182 0:8183� 10�4

Table3.4 Comparaison entre la solution approchée et la solution exacte de l�exemple 3:4

pour N = 8

­1 ­0.8 ­0.6 ­0.4 ­0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

xi

0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

u(
x)

exct

Aprx legend

Fig. 3.7 �Comparison entre la solution exacte et la solution approchée de l�exemple 3:4
pour N = 8:
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­1 ­0.8 ­0.6 ­0.4 ­0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
xi

0

1

2

3

4

5

6

er
re

ur

10­3

lgend err

Fig. 3.8 �L�erreur absolu de la méthode de polynôme de Legendre pour l�exemple 3:4

­1 ­0.8 ­0.6 ­0.4 ­0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

xi

0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

u(
x)

Ap rx(T aylo r)
Ap rx(L eg en d re)
exct

Fig. 3.9 �Comparaison entre les solutions approchées par les deux méthodes ( polynôme
Taylor et polynôme Legendre) de l�exemple 1:1:
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Conclusion

Notre but est de faire une résolution numérique des équations intégro-di¤érentielle de

type de Fredholm. En particulier, on a étudé les équations intégro-di¤érentielles (E.I-D)

de Fredholm linéaire. De plus, on a consacré aux méthodes exactes de résolutions des (E.I-

D) de Fredholm dont les équations qui impliquent des noyaux séparables ( la méthode de

calcul directe et la méthode de décomposition Adomian).

On a appliqué la méthode de collocation où on a trouvé la solution sous forme de polynôme

de Taylor, ainsi que polynôme de Legendre. On peut appliquer cette dernière pour les

équations di¤érentielles et aussi pour les équations intégrales si la partie di¤érentielle est

nulle.

On a illustré à la �n de notre mémoire des exemples en utilisant la programmation par

logiciel de calcul numérique (MATLAB) où on a estimé les erreurs pour les deux méthodes

de comparer les solutions approchées avec les solutions exactes.
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