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Résumé

ﬁans ce travail, on étudie des méthodes numériques pour resoudre des
équations intégro-différentielles du Fredholm. Ces méthodes basées sur une
approximation du noyau de rang fini qui permet d’obtenir la solution sous

forme discrétisée.

Mots clés : équation intégrale, Equations intégro-différentielle, Méthodes de
collocation

Abstract

In this work, we are going to study numeric methods of resolution Fredholm
integro-differentials equations these methods rest on an approximation a kernel

of finished rank, that allow to get the solution in discrete form the obtain
results

must be compared with the exact solution with a high precision

Key words :integral equation, Fredholm integro-differentials equations,
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Introduction

Les équations intégro-différentielles (E I D) s’inscrit comme un des problémes les plus appliqués
ou les opérateurs différentielset intégrals apparaitrons dans la méme équation, ce type d’équations
a été introduit par vito-Volterra pour le premiére fois dans le début des années 1900, Volterra a
examiné 'augmentation de la population. Consiste son étude sur les influences héréditaires ou a

travers sa recherche le sujet de (E.I-D) a été établie, le deuxiéme limite de I'intégration est variable

Notre présent travail s’inscrit dans le cadre de I’analyse numérique, le but est de trouver résolution

numérique des (E.I-D) de Fredholm ou les deux limites de l'intérgation sont fixés.
Notre mémoire se compose en deux chapitres
- Le premier chapiter :

indroduit un rappel sur les équations intégrales et les équations intégro-différentielles, ainsi la
relation entre eux ,ainsi la théoréme du point fixe. intégrales et les équations intégro-différentielles,

les théorémes du point fixe qui assure I'existance et 'unicité de solution de I’ E 1 D
intégro-différentielle admette une solution unique
Le deuxiéme chapitre

on a essayé de trouver la solution numérique d’équations intégro-différentielles de fredholm, en se
basant sur la méthode de collocation utilisant les polynémes de Legendre et le polyndme de taylor
,ou on a employé la matrice opérationnelle d’intégration et de dérivation avec laquelle on obtient

la solution approximative sous forme des polynémes.

Finalement, on étudie la convergence de la méthode choisie en estimant ’erreur qui résulte de la
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comparaison de la solution approchée et de la solution exacte.



Chapitre 1

les déffirents types des équations

intégrales et intégro-différentielles

Une équation intégrale est définie comme une équation dans laquelle la fonction inconnue ¢(z) a
déterminer apparaissent sous le signe intégral. Le sujet des équations intégrales est I'un des outils

mathématiques les plus utiles en mathématiques pures et appliquées

1.1 Les équations intégrales

Définition 1.1.1 Une équation intégrale est une équation dans laquelle la fonction inconnue

figure sous le signe d’intégration.

la forme générale d’une équation intégrale est :

h(x)
p(z) = flz) + A K(x,t,(t))dt

g(x)

ou ¢ la fonction inconnue, K est le noyau de I’équation intégrale, f une fonction donnée, \ est un

réel défini comme parametre numérique appartient & R, h et g sont les limites d’intégration.

Il doit étre noté que les limites d’intégration g et h peuvent étre des variables, constants, ou mixte.



Chapitre 1. les déffirents types des équations intégrales et intégro-différentielles

On dit que une équation intégrale est linéaire si :
V(z,t) € R? K(z,t,0(1) = k(z,t)e(t)

ol k est une fonction défine sur R2.

1.1.1 Equations intégrales de Fredholm

la forme standard des équations intégrales linéaires de fredholm est donnée par la forme :
b
ola)ola) = o)+ ) [ bl (e (1)

ou les limites de l'intégration sont des constantes et la fonction inconnue ¢ apparait de fagon
linéaire sous le signe intégral, k£ est le noyau de I’équation intégrale, f une fonction donnée, A
est un parameétre numérique, la fonction ¢ détermine le type de 1’équation intégrale linéaire de

fredholm.

Si la fonction ¢(z) = 0, alors I'équation ([L.1)) s’écrit :
b
f(z) + )\/ k(xz,t)p(t)dt =0 (1.2)

cette équation est appelée équation intégrale linéaire de fredholm de premiére espéce.

Si la fonction ¢(x) = 1, alors I'équation s’écrit :
b
o) = £(a) 41 [ Kw gt (1.3

et s’appelle I’équation intégrale linéaire de fredholm de seconde espéce.

passant maintenant a définir un autre type d’équation intégrale connue par E.i de Volterra



Chapitre 1. les déffirents types des équations intégrales et intégro-différentielles

1.1.2 Equations intégrales de volterra

la forme standard des équations intégrales linéaires de volterra est donnée par la forme suivante :
oa)pla) = F(@) + A [ Ko 0t (14)

ou les limites de l'intégration sont fonction de z et la fonction inconnue ¢ apparait linéairement
sous le signe intégral. k£ est le noyau de I’équation intégrale, f une fonction donnée, A est un

paramétre numeérique, la fonction ¢ détermine le type de ’équation intégrale linéaire de volterra .

Si la fonction ¢(x) = 1, alors 'équation s’écrit
o) = Flz) + ) [ K typlt (1.5

et s’appelle I’équation intégrale linéaire de volterra de seconde espéce.

Si la fonction ¢(z) = 0, alors I’équation (|1.4]) s’écrit
flz)+ )\/ k(x,t)p(t)dt =0 (1.6)

cette équation est appelée ’équation intégrale linéaire de volterra de premiére espéce.

1.1.3 Equation intégrale singuliére

h(z)
o) = F@) 42 [ k(o
g(z)
sont appelés singuliers si l'une des limites d’intégration g(z),h(z) ou les deux sont infini, et I’équa-

tion précédente dite singuliere si le noyau k(z,t) devient illimité en un ou plusieurs points de

I'intervalle d’intégration

Dans ce texte, nous concentrerons notre préoccupation sur les équations de la forme :



Chapitre 1. les déffirents types des équations intégrales et intégro-différentielles

p(x) = f(z) + /:ﬁgo(t)dt 0<a<l

1.1.4 Equations intégrales & noyau de Cauchy

On considére

sﬁ(x)Zf(x)vL)\/olf(x)dt, a<z<b

— X

(1.7)

(1.8)

qui est une équation intégrale singuliére & noyau de Cauchy non homogéne. Cette intégrale est

prise au sens de la valeur principale de Cauchy.

1.2 Relation entre les équations intégrales et les équations

différentielles

pour montre la relation entre les équations intégrales et les équations différentielles on va montrer

lemme suivant

Lemme 1.2.1 pour tout fonction u

/a ’ / Cu(t)dtds — / (@ — u(t)dt

En général, on a

T T Tp—1 1 T
/ / / w(zy)dx,de, 1...dxy = (n—l)'/ (z — )" tu(z)de

soit

g:s—>/ u(t)dt

/:/:u(t)dtds:/jg(s)ds:/j1.g(s)ds

(1.9)

(1.10)



Chapitre 1. les déffirents types des équations intégrales et intégro-différentielles

(intégration par partie)

~ gl — [ s ()
= zg(x) — ag(a) — /I su(s)ds

= x/; u(t)dt — 0 — /: tu(t)dt

::lﬂx—wmwﬁ

1.2.1 Problémes avec conditions initiales

On considére le probléme de Cauchy de second ordre suivant

par L’intégration des deux cotés sur U'intervalle[0 z| de équation différentielle , on obtient

!

u@yﬂg+AZ@w@mu 0<z<1
En intégrant une seconde fois.
u(x) = u + uyr + /OI /Osg(t, u(t))dtds
par l'utilisation de relation , on obtient
u(z) = ug + gz + /Ox(:c —t)g(t,u(t))dtds

C’est I’équation intégrale de Volterra de seconde espéce.
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1.2.2 Probléme aux conditions limites

On considére le probléme de Dirichlet suivant

uw (z) = g(x,u(x)), 0<z<l1

u(0) = uy, u(l) = uy

En intégrant ’équation deux fois de suite par rapport a x le longe de I'intervalle [0, z], il vient

u'(r) =c+ /xg(t,u(t))dt, 0<z<1

et

u(z) = up + cx + /Ox(:v —t)g(t,u(t))dt, 0<z<1

(1.11)

Pour déterminer la constante ¢, on prend x = 1 et on utilise la condition u(1) = wuy, ce qui donne

1
c=u; —uy— / (1 —1t)g(t,u(t))dt,
0
Ainsi, I’"equation (|1.11)) devient

u(x) = up + (w1 — up)x + /Ow(:z: —t)g(t,u(t))dt — x/o (1 —1t)g(t,u(t))dt
=g+ (1 —up)z + /Or t(1 —x)g(t,u(t))dt — / x(1—t)g(t,u(t))dt

qui c’écrit encore comme une équation intégrale de Fredholm de la forme
1
) = o+ (un — wa)s = [ Koyt )
0
ol

x(1—1t), t>=x



Chapitre 1. les déffirents types des équations intégrales et intégro-différentielles

le probléme aux limites suivant

u”(x) = Au(z), 0<zr<l1

u(0) = uyg, u(l) = uy

est équivalent & une équation intégrale linéaire de Fredholm de la forme
1
u(x) = ug + (uy — up)x — A/ E(z, Hu(t)dt, 0<x<1
0

ou k(zx,t) est donné par :
tl—=z), t<z
k(x,t) =
z(1—1t), t>z

1.3 Equation intégro-différentielles

Dans le début des années 1900, Vito Volterra a étudié le phénomeéne de croissance de la population,
et nouveaux types d’équations développées et nommés comme équations intégro-différentielles.
Dans ce type d’équations, la fonction inconnue u(x) apparait comme une combinaison du dérivé
ordinaire et sous le signe intégral. Dans 1’électrique probléme d’ingénierie, le courant I(t) circulant
dans un circuit fermé puisse étre obtenu en forme de ’équation intégro-différentielle suivante sont

classés comme les équations intégrales singulier.
L + RI + — / f(), I(0) =1y (1.12)

ou L est 'inductance, R est la résistance, C' la capacitance et f(t) applique tension. Des exemples

similaires peuvent étre cités comme suit :

u = f(z) + /\/Ux k(x —t)u(t)dt, wu(0)=0, u'(0)=1 (1.13)
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u'(z) = f(z) + )\/O k(xt)u(t)dt, u(0)=1 (1.14)

Equations 1) et {D sont des équations intégro-différentielles de Volterra type, considérant
que lequations intégro-différentielles de forme ([1.14)) est un equation de Fredholm type. Ces ter-

minologies ont été conclus en raison de la présence de durée indéterminée et déterminée intégrales.

1.4 Classification des équations intégro-différentielles

Une équation intégro-différentielle (E,I,D) est une équation composée de deux opérations intégrale

et différentiel qui impliquent la fonction inconnue .

soit I’équation intégro-différentielle linéaire
™ (x) 4+ a1V (2) + ... + anp(z) + Z / b (@, £) 0™ (8)dt = f(x) (1.15)
m=0"¢2

ol aj; Gg....; a, sont des constantes, f(x), ky(z)(m = 0;1.....;s) des fonctions données, p(z) la

fonction cherchée.

La fonction ¢(x) est assujettie & des condition initiales de la forme

0(0) = o,  ¢'(0) = @, .0 V(0) = 5"

1.4.1 Equations intégro-différentielles de Fredholm

L’équation intégro-différentielle de Fredholm apparait sous la forme :
b
#w) = Fla) 4 1 [ Ko 0pt

ot o™ indique la dérivée n-itme de ¢(x). Autres dérivés de 1'ordre de moins peuvent

10



Chapitre 1. les déffirents types des équations intégrales et intégro-différentielles

apparaitre avec (™ sur le coté gauche. exemples de Fredholm intégro-différentielles
1 1
) =1-gat [ apdt w(0)=0
0

et

us

O (x) + ¢ () =2 —sinx — /02 xtp(t)dt, ©(0)=0, ¢'(0)=1

1.4.2 Equations intégro-différentielles de Volterra

L’équation intégro-différentielle de Volterra apparait sous la forme :
S (@) = fr)+ A / k(. £)p(t)dt (1.16)

ott ™ indique la dérivée n-iéme de o.Autres dérivés de 'ordre inférieur peuvent apparaitre

avec @(n) sur le coté gauche. un Exemples d’équations l'integro-différentielle de Volterra sont

données par

1 X
P () = —1+ 50 — e - / to(t)dt,  (0) = 0
0

et

O (x)+¢'(r) =1—2 — (sinz + cosx) — /OI to(t)dt,  p(0)=-1, ¢'(0)=1

1.4.3 Equations intégro-différentielles de Volterra-Fredholm

Equations intégro-différentielles de Volterra-Fredholm apparaissent dans la littérature sous la forme

T

b
cp(")(x) = f(z) + /\1/ ki(x, t)e(t)dt + )\2/ ko(x,t)p(t)dt (1.17)

a

A1 et Ao sont des paramétres numériques,k; et ks les noyaux de I’équation intégrale, f est la fonction

donnée ¢ est la fonction inconnue.

11



Chapitre 1. les déffirents types des équations intégrales et intégro-différentielles

1.5 Existence et unicité de la solution des équations intégro-

différentiells

Cette section est consacrée a l’étude du probléme de la valeur initiale pour systémes intégro-

différentiels du type

1.5.1 Théoréme du point fixe

Définition 1.5.1 Soit une fonction f : E — F. a € E est appelé un point fixe de f si
fla) =a

Théoréme 1.5.1 (picard)

Soit (£, d) un espace métrique complet et ¢ : £ — FE une application contractante,i.e Lipschit-
zienne de rapport k € [0 1]. Alors, ¢ admet un unique point fixe a € E. De plus, pour zy € E, la

suite itérée (mn)ne ~ > avec zg € E quelconque et z,,11 = ¢ (x,) converge vers a.

Soit T" un opérateur défini dans un espace de Banach B, tel que T™ est contractant sur B, alors T’

a un point fixe unique.

Théoréme 1.5.2 (schauder)

si F/ est un borné, sous-ensemble convexe fermé dans un espace de Banach B, et T': E — FE avec

T complétement continue, alors 7' a un point fixe.

Théoréme 1.5.3 Supposons que f € C'[J x R"R"| K € C'[J x J x R",R"| tel que

/St K(o,5,u(s))do < N

12



Chapitre 1. les déffirents types des équations intégrales et intégro-différentielles

pour J = [tg to+ o]ty < s<t<tytaavec u € Q= {pc C[J,R"]: ¢(ty) = ug et |p(t) — up| < b},pour

certains 0 < a < a. Alors I’équation intégro-différentielle de Volterra

uw'(t) = +f0 (t,s,u(s))ds

U(to) = Ug

(1.18)

admet une solution unique.
Théoréme 1.5.4 (tychonoff )

Soit B un espace complet, localement convexe,et linéaire et By un sous-ensemble convexe fermé
de B. soit la cartographie 7' : B — B continue et T'(By) C By : Si la fermeture de 7'(By) est

compact alors T" a un point fixe dans By.

Théoréme 1.5.5 supposons que

Z) f € C[R+,Rn’Rn] y g € C [R?HRJJ

g(t,u) et monotone non décroissante dans u pour chaque 7" € J et

\f(t,z)| < g(t,|z]),  (t,z) € Ry x R"

i) K € C[R2 xR",R"], GeC[R2,R,]

G(t, s,u) monotone non décroissante dans u pour (¢, s) € R% et

K (t,5,2)| < Glt, 5. |z]). (. 5,2) € BE x R

ii1) pour chaque (ug > 0), ’équation intégro-différentielle

uw'(t) = g(t, ul(t) —i—fo (t,s,u(s))ds

U(to) = Ug

a une solution u(t) pour t > t,

13



Chapitre 1. les déffirents types des équations intégrales et intégro-différentielles

) [[|K(0,s,2(s))|do <N  pour t,s€R,x€C[R,R"

Ensuite, pour chaque uy € R™ de tel que |zo| < uy, il existe une solution u(t) de (|1.18) pour t > ¢,
satisfaisant |z(t)| < u(t), t>tg

Les résultats en point fixe qui seront discutés sont de deux types. Le premier type traite avec

des contractions et sont appelés théoréemes de point fixe de Banach. La deuxiéme type traite des

mappages compacts et est plus impliqué. Noms associés a

ces résultats sont Schauder et tychonoff.

14



Chapitre 2

Résolution numérique des équations

intégro-différentiells de fredholm

La résolution des équations intégro-différentielles est trés difficile, donc on doit résoudre numéri-

quement

I’objectif est de trouver une solution approchée de la solution exacte. Dans ce chapitre on va
résoudre numériquement des équations intégro-différentielles linéaires on se basant sur la méthod
de collocation, utilisant Polynome de Legendre et les polynémes de taylor, ott on emploit la matrice
oppérationnelle d’intégration et de dérivation, les solutions approximatives sont donnée sous forme

des polynomes.

L’etude de la convergence de la méthode est nécessaire aussi bien que la vitesse de la convergence,
en estimant les erreurs pour ces méthodes avec comparaison des solutions approchées avec la

solution exacte.

15



Chapitre 1. Résolution numérique des quations intégro-diftérentiells

2.1 Meéthode de collocation(Polynéme de Legendre)

2.1.1 Polynémes de Legendre

Définition 2.1.1 Pour tout entier n, p, est un polyndéme unitaire de degré n et on a

Notons que pour tout n,p,(1) = 2"(n!)?/(2n!).
Les polyndémes de Legendre, que nous désignerons dans la suite par une lettre majuscule P,, sont
proportionnels aux polynémes p, et normalisés de fagon que P,(1) soit égal a 1. Ils sont donc

donnés, grace a la formule de Rodrigues, par

n! d" (2n)!
P, (z) = —((z® = 1)) = ———p,(x), =0,1...
() = gy o (07 = 1) = gopgaenl@).
Ainssi, le coefficient de z"dans I'expression de P, est égal a 222(22;2 .On a par exemple

Py(x) =1, Pi(z)==x, Py(x)=(1/2)(32*—-1)

Py(x) = (1/2) (52 — 3z), Pu(x) = (1/8)(35z* — 3022 + 3)
Théoréme 2.1.1 Pour tout entier n > 0, on a
1
1P = [ PHa)ds =2/n+ 1)
~1

Théoréme 2.1.2 La suite des polynémes de Legendre (P,) est une base orthogonale de l’espace

L% ((=1,1),dz). Toute fonction f de L*((1,1),dz) se développe de fagon unique sous la forme

f= ch(f)Pn avec cn(f)

n=0

ou la convergence de la série a lieu en moyenne quadratique

16
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N
dim |\f =D calf)P]| =0
n=0 L2

On notera que le polyndéme de Legendre de f, de degré n, donné par

Lof(@) = el ) Pulo)

réalise la meilleure approximation en moyenne quadratique de f par des polynomes de degré

inférieur ou égal a n.
Propriétés des polynémes de Legendre

i)L’orthogonalité

1 1

(P.Q) = [Puo)@uoyis = 3 7T
0 si m#n

sim=n
21

it) Parité Pour tout entier naturel n et pour tout x, on a

P,(—x) = (=1)"P,(x), en particulier P,(-1)=(-1)"

Ainsi pour n pair, P,(z) ne contient que des puissances paires de = et pour n impair, P,(x) ne
contient que des puissances impaires de .

i11) Relation derécurrence

n+1 n

——p, —P, () = 2P,
1 +1(l’)+2n+1 1(z) = zF,(2)

iv) Equation différentielle Pour tout entier naturel n, on a

(1— 2P (z) — 2P, (z) + n(n + 1)Py(z) = 0

Principe de la méthode

17
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Soit I’équation intégro-différentielle linéaire de Fredholm d’ordre m suivante

> Rla)y®(e) = g(o) + A [ K.yl (-1<m e <) (2.1)

Avec conditions mixtes

3

(ajpy™(=1) + bjy® (1) + cpy®(0) = p; ,  §=0,1,2,......m — 1 (2.2)
0

el
I

ou les constantes a,, bjk, cjr, A et p; sont des constantes invariantes
approximation polyndome de Legendre

il suffit de trouver une solution exprimée sous la forme de 'approximation comme suit

N
y(x) = Zanpn(x)a
n=0
A = (ag,ay, .....,ap)

ou P,(x) pour n = 0,1,2.....N sont les polynomes de legendre,a,, pour n = 0,1,2,...... , N sont
des coefficients de legendre et F.(x), g(z), K(z,t) sont des fonctions définies sur I'intervalle, —1 <
r,t <1

Meéthode de solution

par recurrence on a

18
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0 0 0o 0 0

10 0o 0 0
=103 -0 0 0

0

00 - 02N-10

Relations matricielles fondamentales

On écrit (2.1)) sous forme :

D(z) = G(z) + M (x)

telle que

D(x) =) Fi(z)y®(x) et Mp(z) =\ / K(z,t)y(t)dt
et

D=) FPI").A et I; = P(z).k,QA
D(z) 9(o) Ay (o)
D(xy) g(71) M (z1)
D=1 D(xy) |+ G=1] glaa) |, AMy=| M(ao)
D(zy) g(xN) Mg(zy)
Ii(x) = / P(2).ku PP (1).P(£). Adt = P(x).Jy. A / P (1) P(t)dt
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/PT(t).P(t)dt Q=g =1 T § men

) 0 si m#n

K(z,t) = P(x).k.PT(t)

It(z) = P(x).k.Q.A

et en le simplifiant ,on obtient ’équation matricielle

{Z F,P(ITT)* — )\PKlQ} A=aG
k=0

(2.3)

ce qui correspond & un systéme d’équations algébriques (N — 1) pour les (N — 1) coefficients de

legendre inconnus ag, ay, ...., ay.briévement, nous pouvons écrire I’équation matricielle (2.3)) sous
la forme
WA =G (2.4)
ou
W=[w,] = Y FPI" —A\PKQ  p.q=0,1,...N;
k=0
G = [g(w0) g(x1) g9(zn)]

et d’autre part ,pour la condition mixtes(2.2)

3

k .
[ P(—1) + b P(1) + ¢ P(O)] [T ]" A=p; ,  j=0,1,2,.....,m—1
0

B
Il

peut s’écrire
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Ui A = [ (2.5)
telle que
m—1 &
Uy =Y [ajP(=1)+bjP(1) + ¢ P(0)] [II"]
k=0
= [1jo w1 11iN]

pour obtenir la solution de I’équation ([2.1)), sous la condition ([2.2)), en remplagant les matrices de

lignes ([2.5)) par les m derniéres lignes de la matrice (2.4) on a alors la nouvelle matrice augmentéé

Woo Wo1 T WoN ; 9(950)
W10 W11 ce wWiN ; g(xo)
~oo WN-m,o0 WN-m,31 *'° WN—mN 9($N—m)
[W : G} - (2.6)
Hoo Ho1 T HonN ; Ho
H1o H11 s HinN ; M1
Mm—10 MHm-11 *°° Hm-1,N ; Hm—1

~ o~

si rang W =rang [W; G] = N + 1, alors on peut écrire

A= (W) 'G

les coefficients a,, (n = 0,1, ....., N) sont uniquement déterminés par (2.6). Au moyen du systéme

(2.4), nous pouvons également obtenir des solutions particuliéres.

21



Chapitre 1. Résolution numérique des quations intégro-diftérentiells

2.2 Polynéme de taylor

Principe de la méthode

Dans cette étude, une méthode matricielle appelée méthode de collocation de Taylor est présen-
tée pour résoudre numériquement les équations intégro-différentielles de fredhom par une série
de Taylor . En utilisant les points de collocation de Taylor, cette méthode transforme I’équa-
tion intégro-différentielle en une équation matricielle qui correspond a un systéme des équations
algébriques linéaires.

soit I’équation intégro-différentielle de fredholm d’ordre m

m

Z Pu(z)y™(z) = f(z) + )\/b K(x, t)y(t)dt, a<xzt<bh. (2.7)

k=0
ou P, f, K sont des fonction connues, définis sur 'intervalle [a,b] A est un parameétre réel, y est la

fonction inconnue.

Les conditions (de fasson général)

—_

3

[aiky(k)(a) + bz-ky(k)(b) + c,»ky(k)(c)] = Y, i=0,1,...m—1 (2.8)
0

e
I

Ou ai ; by s cip et y; sont des constants avec a < ¢ < b.

la solution approximative est exprimée par la série de Taylor suivant :

N ),
y(x)zzyn'(>(m—c)” a<z<b (2.9)

n=0

ot 4y (c) sont les coefficients de Taylor & déterminer.
Relations matricielles fondamentales
Convertissons les expressions définies en (2.7)), (2.8) et (2.9)) en formes matricielles.

d’abord considérons la solution y(z) définie par la série de Taylor (2.9) et alors nous pouvons

mettre sous forme de matrice

[y(z)] = XMoA
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ou
X=[1 (z—c¢ (a:—c)2 ($—C)N]
A=19%0) yV(e) yPc) ... y™()]
et
5z 0 0 0
o 4 0 0
Mo=| 0 0 3 0
0 0 0 - &

Pour obtenir une telle solution, nous pouvons utiliser la méthode de matrice suivante, qui est une

méthode collocation de Taylor . Cette méthode est basée sur le calcul des coefficients de Taylor au

moyen des points de collocation de Taylor permettant ainsi de trouver la matrice A contenant les

coefficients de Taylor inconnus.

Premiérement, nous substituons les points de collocation de Taylor définis par

b
a:i:a—i—iTa, i=(0,1,...,N), xy=a, z,=0b

On pose sous forme
Z Pe(i)y™ (@) = fla) + M(xy)
k=0

ou

b
I(;L'i):/ K (x;, t)y(t)dt

on peut alors écrire le systéme ([2.10) sous forme matricielle

P,Y?O +P,YD ... 4P, Y™ = Z P.Y® =F + I
k=0

23
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Pi(zo) 0 .- 0 f (o) y®) (o) I(z)

To e T (k) 1 T1
P, — 0 Py(xo) 0 CF- f(x1) vk y®) (z1) e I(x1)
0 0 - Pilxo) flan) y " () I(zy)

Forme matricielle pour la partie différentielle

Supposons que la dérivée k de la fonction (2.9)) par rapport a x ait ’expansion de la série de Taylor

définie par

N y™(c)
y () =Y (-t a<a<h

ot y® (z)(k = 0,1,...., N) sont des coefficients de Taylor, clairement y(*)(x) = y(z).Puis en substi-

tuant les points de collocation de Taylor dans cette expression, nous obtenons les formes matricielles

[y (2;)] = X, MiA,  (k=0,1,....,N) (2.12)

ou I’équation matricielle

y(k)(cr) = C,M,A

ou
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00 30 0
0 0 0 4 0
My=110 0 0 0 =
00 0 0 0
00 0 0 0

On peut alors écrire I’équation matricielle. (2.11)) comme

<Z PkCMk> A = F+ I

k=0

Forme matricielle pour la partie intégrale

(2.13)

Le noyau k(x,t) peut étre approximmeé par la série de Taylor de degré N sur(x = ¢ et t = ¢) sous

la forme

p 1 0"™k(c, c)
" nIm! Qandtm

Alors la représentation matricielle de k(z,t) peut étre donné par

[k(z,)] = XKT"

ou

25
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kOO kOl e kON

klO kll e klN
K =

kNO kNl e kNN

En outre, la représentation matricielle de y(x) et y(t) sont

y(x) = XMpA, y(t) = TMpA (2.15)

Substitution des expressions (2.14)) et (2.15)) dans l'intégrale/(z;)définie dans ’équation ([2.10]).

b
[I(x)] = / {XKT'TM,A } dt = XKHMyA (2.16)
b
b— n+m+1 _ \n+m+1
H=|h, ] :/ T'Tdt, h,, — L9 (a=c) . nm=0,1,...N.
a n+m+1
De ([2.16)) on obtient la matrice I sous la forme
I = CKHM,A (2.17)
Enfin, en substituant (2.17)) dans I'expression ([2.13)), nous avons I’équation matricielle
(Z P,CM,, — )\CKHM()) A=F (2.18)
k=0

qui est la relation fondamentale pour résoudre I’équation intégro-différentielle de Fredholm définie

sur l'intervalle ¢ < x < b.

On peut aussi écrire 1’équation ([2.18]) sous la forme

WA =F (2.19)
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ce qui correspond & un systéme de (N + 1) équations algébriques avec les coefficients de Taylor

inconnus,Alors on peut écrire

W =[wy] =Y PCM; = A\CKHM, , i,j=0,1,...,N.
k=0

Ensuite, nous pouvons trouver les coefficients inconnus au moyen de la matrice augmentée de

I’équation ([2.19))

we wor ccc woy ; f(z)
w w cee W i flx
W F] = 10 Wi 1N (z) (2.20)
wyno wyi1 ccc wyn ;o f(®)
Dans I'équation (2.19) si [W]| # 0 on obtient
A=W'F (2.21)

les coefficients inconnus sont uniquement déterminés par 1’équation (2.21)) et ainsi nous trouvons

une solution particuliére de 1’équation intégro-différentielle de Fredholm dans la série de Taylor.

former la représentation matricielle des conditions. pour U'intervalle a < z < b, les conditions (|2.8))

se réduisent a

[ai;y (a) + by (b) + ciyP(c)] = (2.22)

En utilisant la relation (2.12]), nous trouvons les représentations matricielles des fonctions aux
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points a, b et ¢ dans les formes

[y (a)] = PM;A (2.23)
[y9(b)] = QM;A

[y (c)] = RM;A

ou

1 (a=—¢) (a=—¢)® ... (a—c)"]
1 (b—c) (b—0c) ... (b—0)"]

P
Q
R

[100...0]

En substituant les représentations matricielles ([2.23]) dans ’équation(|2.22)), nous obtenons

m—1
[aijP + wa + Cin]MjA = ['71]
7=0
définir U; par
m—1
Ui = Z[aijP + bl]Q + Cin]Mj = [UiO U1 Ui ... UiN] N 1= 0, 1, oom—1
7=0

la forme matricielle pour les conditions ({2.8)) peut étre écrite comme suit

U,A =[] ou: [Usy

Avec :

Uiy = [wio win wiz - win; il (2.24)

Par conséquent, en remplacant les m matrices de lignes (2.24)) par par les m derniéres lignes de la
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matrice augmentée (2.20)),on résulte la nouvelle matrice augmentée.

Wi
ou
Woo Wo1 T WoN f(%)
w10 W11 s WiN f($1)
= | WN-mo0 WN-m1 -°° WN-mN ) F= f(xN—m)
Uoo Up1 ce UoN Yo
Um—-1,0 Um-11 - Um-1N Ym—1
si, W‘ # (0 on peut écrire
~ =1
A=(W) F

et ainsi la matrice A est déterminée de fagon unique,On peut alors dire que I’équation intégro-

différentielle (2.7) avec conditions ([2.22)) a une solution unique sous la forme ({2.9)).

2.3 Estimation d’erreurs

Soit Fn(x) est la fonction d’erreur qui provient du solution mise en polynome de legendre ou
polynome de Taylor.
En(x):[a,b] — R

m

Bx(@) = 3 Fu@y®(@) - f(@) = M(x), ¥z € [a,b)

k=0

Les erreurs de calcul sont minimales, si Ex(x) est équivalente a la fonction nulle sur les noeuds
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On définit la solution d’erreurs absolues
En(x) = |y(z) — yn(z)]
Pour trouver les erreurs de calcul sur les noeuds de I'intervalle donnée, on écrit
En(x;) = |y(z;) — yn(zs)]| i=0,1,..... N

Avec y(z) : la valeur de solution exacte

Et yn(z) : est le polynéme du solution approchée, polynome de (legendre ou de Taylor)

Exemple 2.3.1 Soit l'equation intégro-differentielle de Fredholm de deuzxiéme ordre

o (z) + zp () — xp(r) = exp(x) — 2sin(x) — f_ll sin(z) exp(—t)p(t)dt

La solution exacte est :p(x) = exp(x)
pour N =9et A=1
Comparaison des solutions approchées de ’equation intégro-différentielle de Fredholm

et la solution exacte par la méthode de collocation de legendre.
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T sol exacte | sol approchée(legendre) | erreur
-1 0.3678794 | 0.3678795 —0.0000001
—0.8 | 0.4493289 | 0.4493288 0.0000001
—0.6 | 0.5488116 | 0.5488116 0.0000001
—0.4 | 0.6703200 | 0.6703201 —0.0000001
—0.2 | 0.8187307 | 0.8187307 0.0000001
0 1.0000000 | 1.0000000 0.0000001
0.2 1.2214027 | 1.2214027 0.0000001
0.4 1.4918246 | 1.4918247 —0.0000001
0.6 1.8221188 | 1.8221189 —0.0000001
0.8 2.2255409 | 2.2255408 0.0000001
1.0 2.7182818 | 2.7182818 0.0000000

TAB. 2.1 — Comparaison des solutions approchées de I’equation intégro-différentielle de Fredholm
et la solution exacte par la méthode de collocation de legendre
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Conclusion

En conclusion,
Notre but est de faire un résolution numérique des équations intégro-différentielle de type de
Fredholm dont on ne connait pas leurs solutions numériques, on a intéressés a des équations

intégro-différentielles (E.I-D) de Fredholm linéaire
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Annexe B : Abréviations et Notations

Les différentes abréviations et notations utilisées tout au long de ce mémoire sont expliquées ci-

dessous :

% . La fonction inconnue.

k(x,t) : Noyau de I'équation.

f(z) : fonction donnée.

A : Constant.

R :  Ensemble des réel..
(E,d) : espace métrique complet.
DPn : polyndémes de Legendre.
y(x) : série de Taylor .

E : erreur.

EID : Equation intégro-différentielles
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