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Introduction

L’estimation de la fonction des quantiles & partir d’'un ensemble fini d’observations est un
probléme fondamental dans la littérature, cette estimation a trouvé des champs d’appli-

cation par exemple en : climatologie, hydrologie, assurance et finance, ect....

Deux types d’approches d’estimation de la fonction des quantiles sont utilisées et largement
discutées dans littérature : "’approche paramétrique et 'approche non paramétrique".
L’approche paramétrique a comme inconvénient principal est de nécessiter une connais-
sance préalable du phénomeéne aléatoire considéré et I’approche non paramétrique est une
estimtion des quantiles directement & partir de l'information disponible sur ’ensemble

d’observations.

L’estimation de la fonction des quantiles a été étudiée par : Nadaraya (1964), Yamato(1973),
Azzalini (1981), Yang (1985), Parzen (1979), Falk (1984), Padgett (1986), Sheather et
Marron (1990), Ralescu et Sun (1993), Harrell et Davis (1982) et Park(2006).

L’objectif de ce mémoire est d’utiliser I'estimation non paramétrique de la fonction des
quantiles, dont plusieurs méthodes ont été proposées citons par exemple le quantile em-
pirique, I'estimateur implicite et 1’estimateur explicite (estimateur a noyau) qui est le but

de mon mémoire.
Ce mémoire est composé de trois chapitres.

Le premier chapitre est consacré aux statistiques d’ordre. Tout d’abord, on donne les
définitions de la statistique d’ordre, les distributions associées, et aprés nous étudions la

convergence presque stre des statistique d’ordre et ses moments.



Introduction

Le second chapitre est consacré a quelques rappels sur la fonction de distribution, et cer-
taines définitions des quantiles, puis nous avons présenté les deux différentes approches
d’estimations des quantiles utilisées : "I’approche paramétrique et I’approche non paramé-
trique".

Dans le dernier chapitre, nous présentons les résultats des simulations (avec le logiciel de

statistique R).



Chapitre 1

Les Statistiques d’ordre

Les statistiques d’ordre jouent un réle de plus en plus important dans la statistique non

paramétrique.

Dans ce chapitre, nous avons commencé, par donner les définitions des statistiques d’ordre,
les distributions associées, puis nous étudions la convergence presque sire des statistiques

d’ordre et ses moments.

1.1 Définitions des statistiques d’ordre

Soit (X7, Xo, ..., X,,) une suite de variables aléatoires (v.a) indépendantes et identiquement

distribuées (i.i.d) selon une distribution F' tel que : F(z) = P(X < z), pour x € R.
Définition 1.1.1 (Statistique d’ordre)

On appelle statistique d’ordre notée par (X1, Xon, ..., Xnn) les variables aléatoires ran-

gées par ordre croissant :
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Remarque 1.1.1 1.0n a deux cas importants de la statistique d’ordre sont les statistiques

du minimum et du mazimum (Les valeurs extrémes), telles que :

my, = X1, = min(Xy, ..., X,,)

M, = X, , = max(Xy,...., X,,)

ot pour k = 1,...,n lav.a X}, appelée la k™ statistique d’ordre (statistique de rang
2.Les valeurs aléatoires de la statistique d’ordre X, ,,, X5 ,, ..., X}, , ne sont plus indépen-

dantes et de distributions différentes.
Exemple 1.1.1 Pour un échantillon (X1,...,X4) = (0.1;0.7;0.2;0.15)

e Les statistiques d’ordre sont : X4 = 0.1 < X34 <0.15 < X34 =02<X44=0,7.
e Statistique du minimum est :my = X;4 = 0.1.

e Statistique du maximum est :My = X4 = 0.7.

1.2 Distributions des Statistiques d’ordre

1.2.1 Densité Conjointe de n Statistiques d’ordre

Proposition 1.2.1 Soit (X1, ..., X,,) une suite des variables aléatoires i.i.d de densité f.

Alors la densité conjointe de n statistiques d’ordre (Xi n, Xon, ..., Xnn) €st :

n

IXtmss X (T1, - y) = n!Hf(xi), —00 < T < ... < xp < +00. (1.1)
i=1
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1.2.2 Distribution de la k"¢ Statistique d’ordre

Théoréme 1.2.1 Soient Xi,..., X, un échantillon d’une distribution F' et Xy, la k"™

statistique d’ordre associée. Alors , pour tout k appartenant &{1,...,n} la fonction de dis-

tribution Fx, . da la variable Xy, est donnée par :

n

Fx,,(z) =) Cp[F(z) 1 - F@)]"" z€R,

r=k

et sa densité est :

n!

GO F @ L= P @)z e R

ka,n (.I‘) =

Preuve. On a

Fx,,(x) = P (Xpn < )

= P {au moins & des X, sont inférieur & z}

n
= Z P {exactement r de X1, ..., X,, sont inférieur a =}
r=k

— S CF@ - F@)” zeR,

ou

1.2.3 Distribution Conjointe de deux Statistiques d’ordre

(1.2)

Théoréme 1.2.2 Soient Xy, ..., X, un échantillon d’une distribution F' et X;, et X;,

les Z'iéme et ~ieme

J statistiques d’ordre associées, avec 1 <1 < j < n . Alors la fonction de
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distribution Fix, , x,,) d'un couple de statistique d’ordre (X;n, X;n) est donnée par :

On a deux cas :

e 1“Cas:Siz <y

Fitinsoa:) = 33 i (P [F) = @)™ (1= P (15)

r=j s=t

—o <<y <+00o
e 2¢m°Cas: Siz >y
F(Xi,nan,n)(‘IJ y) = FX]‘,n (y) (1.6)
La densité conjointe d'un couple (X, X;,) dans le cas génerale est :

n!
T— DG —i- Dl =)

[ @)V Fy) = FV ™ L= F)"™ f(2)f (),

(1.7)

f(Xi7n,Xj7n)(:Ca y) = (

-0 <<y < —+00.

En particulier, pour : = 1 et j = n, on obtient la densité conjointe du minimum et du

maximum

FximXm) (2,y) = n(n = 1) [F(y) = F()]" f(2) f(y), —00 < 2 <y < +o0.
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Preuve. considérons le cas z < y :

Fixinx;)(@y) = P(Xin <2,Xj0 <)
= P{au moins i de Xj, ..., X,, Sont inférieur a x

et au moins j de X7, ..., X;, Sont inférieur a y}

n T
= ZZP{exactement s de Xy, ..., X, Sont inférieur a x

r=j s=i

et exactement r de X7, ..., X, Sont inférieur a y}

=N e P [F) ~ Pl L= P

r=j s=t

-0 < <Yy < +00.

De meme pour le cas x > y :

F(Xi,n,Xj,n)<w7y) = P(Xi,n < x>Xj,n < y)

1.2.4 Distribution des Valeurs extrémes

Soit X1, ..., X,, .un échantillon de densité f et de fonction de distribution F.

e Distribution du minimum

La distribution du minimum Xj; ,, donnée par :

Flen(l’) =1- [1 — Fx(I)]n,Vl' S R,

(1.8)
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et sa densité est :

fxia (@) =nfx(x)[l— FX(:zc)]"*1 Vo € R. (1.9)

Preuve. On a

FXl’n(a:) =P(Xy,<z)=1-P(X1, >2)

—1— P(min(X;,..,X,)>z)=1—P (ﬂX > x)
=1

=1-[[P(Xi>2)=1-]][1 - P(X; < )]

—1- [0~ Fx ()

=1

=1—[1- Fx(2)]",Vz € R,
et on déduit que la densité est :

. dFXl,n (:C>

fx,.(x) = T dr nfx(z) [l — FX(x)]"_l ,Vr € R.

e Distribution du maximum

La distribution du maximum X, ,, est donnée par :
Fx,,.(x) = [Fx(z)]" Yz € R (1.10)

et sa densité est :

fXun(z) =10 [F(a:)]”_l f(z),Vz € R. (1.11)
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Preuve. On a

et on déduit que

1.3 Convergence presque stire des statistiques d’ordre

Proposition 1.3.1 Soit p =1 (resp p=0), et soit (k(n),n > 1) une suite d’entiers telle

que :
k
1<k(n)<n et lim ﬂ =p. (1.12)
n—oo n
Alors, (X(km)n);n = 1) converge presque stirement vers zp = inf{z, F'(x) = 1} (resp

Tp =sup{z, F(x) = 0}).
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1.4 Moments des Statistiques d’ordre

Proposition 1.4.1 Soit X}, la k*™¢ Statistique d’ordre associée a I’échantillon de taille
n de densité f et de fonction de distribution F continue.Alors le m*™¢(m = 1,2,..) mo-

ment de la k**"¢(k = 1,...,n) statistique d’ordre est :

.
n) = B, = [ (o)
|OO +00
— e @ = PP e
R
" Bln—k+1) /gcm [F@)" L= F@)"" f(a)da, (1.13)
o +o0
B(a, ) = £ et T(a) = / 1o~V exp(—t)dt, Ya > 0.

0

1.4.1 Existence des moments des Statistiques d’ordre

Théoréme 1.4.1 Soient X3, ..., X,, un échantillon d’une distribution F' continue, et X1 ,,, ..., Xpn
les statistiques d’ordre associées. Soit m un entier strictement positif. St X posséde un mo-
ment d’ordre m. Alors, pour tout k appartenat a {1,...,n}, la k™ statistique d’ordre Xy,

posséde un moment d’ordre m.

Preuve. on a la distribution de X}, est donée par :

t
n!

P, ) = =g | @ 1= F@r™ fe)de

— 00

10
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Nous avons alors,

B = i | @ - P @,

et donc,

n!

Bl X0 1) < =i k)!_/ [ flo)de = G Bl X 7).

Remarque 1.4.1 Le théoréme montre que l’existence du moment d’ordre m de X entraine

Uexistence du moment d’ordre m de Xy ,,.

(EX™ eziste=Vk € {1,...,n}, EX}, existe).

La réciproque n’est pas vraie

(Vk € {1,..,n}, EX]" existe# EX™ existe).

11



Chapitre 2

Estimation de la fonction des

quantiles

En statistiques et en théorie des probabilités, les quantiles sont les valeurs qui divisent un

jeu de données en intervalles contenant le méme nombre de données.

Les quantiles d’une variable aléatoire discréte (entiére) ou continue (réelle), sont les valeurs
que prend la variable pour des valeurs de probabilité. On les appelles encore fractiles, et ce

sont les valeurs réciproques de la fonction de distribution de la loi de probabilité considérée.

2.1 Fonction de distribution empirique
Définition 2.1.1 On appelle la fonction de distribution empirique associée & un échan-

tillon X1, ..., X,, la fonction notée F,, définie par :

Fala) = 53 Lo @) e.)

12
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card{X; <z, i=1,.,n}
n

0 Si <X,

|
3|

Si X@n S T < Xi+1,n

1 Six > X,
ou 14(z) est la fonction de 'indicatrice :

1 SizeR
1a(7) =
0 Sinon

2.1.1 Propriétés de la distribution empirique

En utilisant les propriétés de la distribution binomiale, nous obtenons les résultats sui-

vants :

Corollaire 2.1.1 La moyenne et la variance de F,, sont :

F(2)[1= F(z)]

EF,(z)] = F(z) et Var[F,(z)] = -

Donc, pour tout z,
oF,(x) est un estimateur sans biais de F'(z).

eLa variance de F), (x) tend vers 0, quand n tend vers oo.

13
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Convergence de la fonction de distribution empirique
Théoréme 2.1.1 Soit (X,,n € N) wune suite des variables aléatoires réelles indépan-
dantes et de méme loi F', alors :

Ve e R, lim sup| F,(z) — F(z)|=0 p.s (2.2)

NN zcR

Théoréme 2.1.2 Soit (X1, X, ..., X,,) une suite de variables aléatoires (i.i.d) de méme

loi F', alors :
Vn (Fu(z) — F(z))
V(@) [1 - F(z)]

EN N(0,1) quand n — oc.

2.2 Inverse Généralisé

Définition 2.2.1 On appelle inverse généralisé d’une fonction de distribution F définié

de R dans [0.1] la fonction notée F*~ définie de [0.1] dans R par :

F(p)=inf{zreR:F(z) >p}, 0<p<L (2.3)

L’inverse généralisé F'~ coincide avec 'inverse F'~! lorsque la fonction F' est strictement

croissante et continue.

2.3 Les Quantiles

2.3.1 La fonction des quantiles

Définition 2.3.1 Si F' est la fonction de distribution d’une variable aléatoire réelle X.

On appelle fonction quantile de X mnotée QQ 'inverse généralisé de F' définie par :

14
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Weloal, Q)= F\(p) = inf{w € R: F(x) > p}. (2.4)

2.3.2 Quantile d’ordre p

Définition 2.3.2 Soit X wune variable aléatoire de fonction de distribution F continue
et strictement croissante. Pour tout p € 10,1 , on appelle quantile d’ordre p noté x, la

racine(unique) de l’équation :

F(zp) =p, e (z,=F"'(p)). (2.5)
Remarque 2.3.1 Pour certaines valeurs de p, il ya des noms spéciaux aux quantiles :

e La médiane est le quantile d’ordre p = %

e Le premier quartile est le quantile d’ordre p = }1.
e Le troisiéme quartile est le quantile d’ordre p = %.
e La i**™¢ quintile,]1 <i <4 est le quantile d’ordre p = %

e La ;™ décile,1 <i <9 est le quantile d’ordre p = 110.

e La "¢ vingtile,1 < i < 19 est le quantile d’ordre p = %.

e Lai centile,1 < i <99 est le quantile d’ordre p = ﬁ.

2.3.3 Quantile extréme
Définition 2.3.3 On appelle quantile extréme le quantile d’ordre (1 — p), défini par :

. ,=F'(1-p)=inf{x eR:F(z) >1-p}, (2.6)

ou p est proche de zéro.

15
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2.3.4 Fonction quantile de queue

Notons F' = 1 — F(z) la fonction de queue (ou de survie).

Définition 2.3.4 La fonction de quantile de queue est définie par :

1
Ul(s) :F‘_(l—g), avec 0 < s < 00, (2.7)

F— étant I'inverse généralisé de F.

eLa fonction quantile empirique de queue est définie par :

1
Un(s) =F~(1— E)’ avec 0 < s < o0. (2.8)

2.4 Estimation des Quantiles

L’estimation des quantiles ou ’estimation de la fonction des quantiles est un des problémes

fondamentaux en statistique, et représente un enjeu important pour les applications.

Pour estimer la fonction de quantile nous recensons dans la littérature deux types d’ap-

proches que sont : "’approche paramétrique et I’approche non-paramétrique".

el’approche paramétrique : On cherche a sa faire une idée de la valeur inconnue d’un

parameétre, qui détermine la loi de probabilité d’une variable aléatoire.

eL’approche non-paramétrique : On cherche a estimer des fonctions qui sont inconnues
lorsqu’aucune information ne précise sur la forme et la classe de la vraie fonction n’est

disponible.

2.4.1 L’approche paramétrique

Supposons que la fonction Fx est continue et appartient & une famille de distribution

paramétrique F = { Fyp,0 € © C Rk} . I’idée d’estimation paramétrique est de supposer

16
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que toute quantité statistique peut étre vu en fonction de 6 et donc un estimateur naturel
du quantile est obtenu en substituant un estimateur de paramétre 0 pour 6, ensuite étant

donnée que

Qx(p) = F, (p), (2.9)

donc 'estimateur naturel est :

Qx(p) = F; ' (p). (2.10)

Cette méthode est pratique, car il existe plusieurs téchniques pour I’obtention 0 (méthodes
de moments, maximum de vraisemblance ,...), mais le choix de F est cruciale. Une idée
naturelle (qui peut étre trouvé dans les modeles financiers classiques) est de supposer la

loi gaussienne : si X ~ N(u,0) , le quantile Qx(p) est donné par :
Qx(p) = p+ o2 (p), (2.11)

ol @71 est inverse d’une distribution normale.

Définition 2.4.1 Soit X1, ..., X,, une suite de n variables aléatoires indépendantes distri-
buées normalement avec la fonction de distribution ®, l'estimateur paramétrique (Gaus-

sien) de la quantile d’ordre p est :
Qx(p) = i+ 597 (p), (2.12)

ou

SRS

=

ixi et &:nilz(xi—ﬂ)?
=1

i=1
En effet, le modéle paramétrique est le modeéle gaussien ne correspond pas trés bien, il
est toujours possible d’utiliser 'approximation gaussien. Si la variance est finie, (X —

E(X)),/ o pourrait étre plus proche de la distribution gaussienne, et donc, considérent

17
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I’approximation dite Cornish-Fisher, i.e :

Qx(p) ~ E(X) + 0%, (2.13)
Ll é —1/\12 é “1/,\\3 _ ag—1 ﬁ “1, )3 _ rd—1
=0 )+ (270 = 1) +57 (27" ()" =307 (p)) +35 (2(27'(0)* =527 (p)) ,

ol él est I'estimateur naturel de parameétre d’asymétrie (; de X | et 62 est 'estimateur

naturel de paramétre d’aplatissement (, de X, c’est a dire :

é:mﬁgm—m?’
- (i(xi—ﬂf)g

=1

Y

et

ou

Définition 2.4.2 (L’estimation de Cornish-fisher) Soit Xi,..., X, un échantillon,

I’estimation de Cornish-fisher du quantile d’ordre p est :

~

Qu(p) = 1+ 0%, (2.14)

18



Chapitre 2. Estimation de la fonction des quantiles

2.4.2 L’approche non-paramétrique

Dans la littérature, plusieurs méthodes ont été dédiées a l’estimation non paramétrique

de la fonction des quantiles. Nous citons par exemple :

e Quantile empirique

Définition 2.4.3 La fonction quantile empirique de [’échantillon Xy, ..., X, est donnée
par :

Quip)=FE '(p)=inf{z €R: F,(z) >p}, avec0<p<1 (2.15)
ou F,(x) est la fonction de distribution empirique.

Définition 2.4.4 Soit (X1, ..., X,,) unn échantillon issu d’une distribution F' et X1, ..., Xyn
les statistiques d’ordre associées. Soit p € |0,1[ .La statistique d’ordre X (np)+1),n s appelle

le quantile empirique d’ordre p de l’échantillon.

X(npl+1)n = Qn(p) = inf{z € R: F,,(z) = p}, (2.16)

k
(n+1)

ou [np| désigne la partie entiere de np. Soit p, = et ¢q¢ = 1 — pg, si nous utilisons

Xi,n pour estimer le quantile d’ordre py, alors le biais asymptotique et la variance sont :

.. _kakQ//(pk) Prqk 1 . " 1 mn
ABiais{ Xk} = 20n+2) + (n+2)2 3(% pr)Qy + 8Qk ; (2.17)

et

"

AVar{Xin} = ¢ S’f’;) 2y % {2(% — p)Q4Q + Pear(QQ + %Q}Q)} . (2.18)

L’erreur quadratique moyenne asymptotique de X} ,, doit étre :
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Chapitre 2. Estimation de la fonction des quantiles

AMSE{Xyn} = (ABiais{Xn})* + Avar{ Xy }. (2.19)

Remarque 2.4.1 On peut représenter la fonction des quantiles empirique en fonction des

statistiques d’ordre comme suit :

k
Qn(p) = Xin avec <p<-—. (2.20)
n n

Convergence des quantiles empiriques

Proposition 2.4.1 Soit p € ]0,1] supposons que F' est continue et qu’il existe une seule

solution x, & l’équation F(x) = p. Soit (k(n),n > 1) une suite d’entiers telle que :

k
1<Ek(n)<n et limﬂ:p

n—oo M
Alors, la suite des quantiles empiriques (Xy(n)n)n>1 converge presque stirement vers

Xie(n)m 23 x, quand n — oo, (2.21)

ou z, est le quantile d’ordre p.

Preuve. Le rapport @ converge vers p , nous posons k(n) = [np| + 1.
Ona:
n
oK =2,
]

F(Ximyn) = F(2p) = (F(Ximyn) = Fo(Ximyn) + Fo( X)) — F())

np
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Chapitre 2. Estimation de la fonction des quantiles

etona:

d’ou

F(Xinyn) — F(a,) =0,

et puisque F étant continue et strictement croissante on conclut en composant par !
p.s
Xk(n),;n — Tp quand n — oo.

Proposition 2.4.2 Soit p € 10, 1] supposons que la loi de X posséde une densité f conti-
nue en x, et telle que f(x,) > 0. On suppose de plus que k(n) = np + o(y/n). On a la

convergence en loi suivante :

L

V(X — 2p) = N (0, %) quand n — 0. (2.22)

Nous donnons une introduction a I’estimation non paramétrique par la méthode du noyau.

La méthode du noyau

La méthode du noyau est la plus populaire parmi les multiples méthodes d’estimation non
paramétriques de la densité. Cette popularité de 'estimateur a noyau peut s’expliquer par
au moins trois raisons : la simplicité de sa forme, ses modes de convergence multiples et
sa flexibilité qui s’interprete par la liberté de 1'utilisateur dans le choix du noyau & et du
parametre de lissage h. L’estimateur a noyau a été proposé initialement par Rosenblatt
[1956] et Parzen [1962]. Cet estimateur est une fonction de deux parameétres : Le noyau k

et le parameétre de lissage h.

Soient X7, ..., X,, des variables aléatoires (i.i.d) de fonction de distribution continue F' et

de densité f . Considérons la fonction de distribution empirique Fx :
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Chapitre 2. Estimation de la fonction des quantiles

Définition 2.4.5 (etimatuer de Parzen-Rosenblatt) On appelle estimateur ¢ noyau

de la densité f ou estimatuer de Parzen-Rosenblatt, [’estimateur qui donnée par :

Fulz) = %ék (x _hX> (2.23)

ou
“+o00

- k: R — R* est une fonction intégrable dite noyau telle que / kE(u)du = 1 et vérifiant

généralement les conditions suivantes : )
+o0o +o0o +oo
/t2 | k(t) | dt < oo /tk:(t)dt =0et /kQ(t)dt < 00.

- Le parameétre h = h, > 0 est une fenétre ou (parametre de lissage) qui satisfait h =
h, — 0 quand n — oc.
Pour obtenir un estimateur non paramétrique de F', nous intégrons l'estimateur de la

densité, cet estimateur de F' est basé sur 'etimateur & noyau de type Nadaraya (1964),

qui est défini par :

- Nk 2.94
DY ( . ) (2.24)

ou la fonction K est définie par :



Chapitre 2. Estimation de la fonction des quantiles

Exemples des noyaux (Noyaux symeétriques) Les noyaux les plus utilisés dans 1’es-

timation sont donnés dans le tableau suivant :

Noyau k(t)
Rectangulaire(Uniforme) 21 (<)
Triangulaire (1— |t |)1(M§1)
. 1 t2
Gaussien s=exp(—3).,teR
. — 15
Quartique (Biweight) (=11,
Epanechnikov(Parabolique) %(1 — 1)1 U<y

TAB. 2.1 — Exemples des noyaux (Noyaux symétriques)

Revenant maintenant & la construction de 'estimateur de la fonction des quantiles :

Pour l'estimation du quantile non paramétrique, on a deux classes d’estimateurs ont été
dérivées. Une classe dite implicite fondée sur des techniques d’inversion numérique et une

classe explicite, qui est liée a statistique d’ordre.

e L’estimateur implicite

L’estimateur correspondant de la fonction de quantile Q = F~! est défini par :

~

Qn(p):inf{xER:Fn(x)2p},0<p<1,

Sous certaines hypotheéses sur le noyau k, la densité f et le parameétre de lissage h, Nadaraya
(1964) a montré que Qn(p) a une distrubution asymptotiquement normale standard. La
consistance presque siire, a été obtenue par Yamato (1973).Les conditions nécessaires et
suffisantes pour la normalité asymtotiquement de Qn(p) ont été obtenues par Ralesco et
Sun (1992). Azzalini (1981) a utilisé des arguments fondés sur des approximations du
second ordre et a effectué quelques comparaisons numériques entre Qn(p) et le quantile

empirique échantillonné pour estimer le quantiles 95“™¢de la distribution Gamma (1).

Azzalini (1981) a considéré la propriété de second ordre de E), sous les hypothéses sui-
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Chapitre 2. Estimation de la fonction des quantiles

vantes :

(1) h — 0 quand n — oo.

(2) Le noyau est a support fini k(t) = 0 si |t| > to pour certains ¢y positif.
(3) La densité f est continue dans U'intervalle (x — toh, x + toh).

(4) f'(x) existe.

Il a souligné que le paramétre de lissage optimal pour F est de la forme :
u o\3
hopt = ( ) , (2.25)

ol
to 2

u= f() to—/KQ(t)dt , et v= f’(x)/t%(t)dt

—to —to

N =

De plus, Azzalini (1981) a suggéré, sans apporter de preuve que (2.25) est le choix asymp-

totiquement optimal de h pour Qn(p)

Théoréme 2.4.1 Supposons que f' est bornée et continue dans un voisinage de x, avec
f'(z,) # 0,et la fonction du noyau k est une densité bornée, continue et symétrique par

rapport a zero, qui satisfait :

+oo +o0
/tk:(t)dt =0, et ux(k)= /t%(t)dt < 00.

Alors, pour tout p € ]0, 1], Perreur quadratique moyenne de Qn(p) est :

o ep)  W(PE)? h N
MSEQu) =ity ¥ 2, nfay)” B (n”)’ (2.26)

ou



Chapitre 2. Estimation de la fonction des quantiles

Corollaire 2.4.1 L’erreur quadratique moyenne asymptotique de @n(p) est :

I BT
AMSEQ ) = o,y * T2t nfte®

Le parameétre de lissage optimale pour AMSE (Qn (p) est donnée par :

c( f@)ek) \?
hopt‘(n(f'@p))m%(k)) ’ (2.27)

et I'erreur quadratique moyenne asymptotique associée pour hep est :

N (O
AMSE,p(Qn(p)) = [ F2(z,) 4 (an(l‘p)(f/(Ip))QN%(k)> ] .

e L’estimateur explicite

Un autre estimateur de la fonction des quantiles est fourni par Yang (1985) et également

retracé a Parzen (1979) est donné par :

La normalité asymptotique et I’erreur quadratique moyenne de Qn(p) ont été fournies par
Yang (1985), et Faulk (1984) a montré que le comportement asymptotique de Q,(p) est
meilleure que celui du quantile empirique @, (p). Padgett (1986) a généralisé la définition

de @, (p) aux données censurées a droite.

Dans I'étude de Q,(p) Yang (1985) et Padgett (1986) ont examiné plusieurs fonctions

noyau dont les fonctions triangulaires ky donées par :

I—|u| si Ju<1]
ky =

0 si non
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Sachs et Visaker (1981) sont trouvé que les fonctions du noyau ky ont des propriétés
optimales dans I’estimation non paramétriques de la fonction de densité.

Parzen (1979), Padgett (1986), Sheather et Marron (1990), et Ralescu et Sun (1993) ont
considéré des noyaux gaussiens. Mais tous ces estimateurs ont un grand biais lorsque p est
proche de 1. Afin de couriger ce biais, Harrell et Davis (1982) ou Park (2006) suggérent

d’utuliser le noyau asymétrique, a savoir le noyau de type Beta qui est donée :

I'(n+1)
C((n+ 1)p)T'((n+

1
HDn _ Ffl (n+1)p—1 1 — (n+1)(17p)71d
() S / Sy (1) v

ou F;!(x) est 'iverse de la fonction de distribution empirique qui est définie par :

S’appuyant sur Falk (1984), Sheater et Marron (1990) ont donné (MSE) de Q,,(p) comme

suit :

Théoréme 2.4.2 Supposons que Q" (p) est continue au voisinage de p et k et une densité

a support compact, symétrique par rapport a zéro. Alors :

* Si F' n’est pas symétrique ou F' est symétrique mais p # %, alors :

MSEQ ) =" @)+ @) 0 - @) ol +o ().

* Si F' est symétrique et p = %, alors :

MSE(Q.(p) = n (@ (1/2)) [0.25 — 0.5h¢(k) + (nh) ' R(k)] + o (n""h + (nh) %),
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Chapitre 2. Estimation de la fonction des quantiles

ou
“+00

R(k) = / K (2)da.

— 00

Corollaire 2.4.2 Si F' n’est pas symétrique ou F' symétrique mais p # %, l’erreur qua-

dratique moyenne asymptotique de Qn(p) est :

AMSE(Q,(p)) = rl—p) (@ (p)* +

Le paramétre de lissage optimale pour AMSFE(Q,(p)) est donnée par :

S @wpte)
h°pf‘<n<@~<p>>2u§<k>> ’ (229

et I'erreur quadratique moyenne asymptotique associée pour hy; est :

n(Q"(p))” (k)

— 0 'p(1 = p) (Q'(p))* + o(n™""").

AMSE (@) =" [p0 ) (@) + ((@%p» ( <k>>4>

Si F' est symétrique et p = %, alors :

AMSE(Qn(p)) = n~ 1 (Q' (1/2))* [0.25 — 0.5k (k) + (nh) T R(k)] .

Choix du parameétre de lissage h

Nous intéressons au choix du parameétre de lissage h de Qn(p), pour tout p, & part si F

est symétrique et p = 1/2.
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Définition 2.4.6 Un noyau est dit d’ordre m pour quelques m > 2 si :

1 sij =0
/tjk:(t)dtz 0 sij=1,..,m—1
Hm sty =m

ot fly, 7 0.

Nous avons vu dans le corollaire que pour un choix donné de k, la valeur asymptoti-
quement optimale de h dépend les premiére et seconde dérivées de la fonction des quantiles
Q(p). Ainsi, les estimations de Q'(p) et Q"(p) sont nécessaires pour le choix de h. Si la
premiére et la seconde dérivée de k existent, alors nous pouvons estimer ces quantités par

la premiére et la seconde dérivée de Q,, (p) , ce qui donne l'estimateur :

n

Qo) =X | [ o (@ o) ds| X
= lG=1y/m
et
PO = | [ v e e p)de| X
= =1/

ou k est un noyau d’ordre m.

L’estimation résultante de parametre de lissage asymptotiquement optimale est donnée

par :

ol

Le probleme est alors de choisir des valeurs pour le parameétre de lissage a et b.

Théoréme 2.4.3 Supposons que Q12 est continue au voisinage de p, et que k est un

noyau, d’ordre m & support compact, symétrique par rapport o zéro. Alors, Le paramétre
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de lissage asymptotiquement optimale pour Q (p) est donnée par :

1/(2m+1)
) o/me2) | (m)? [ K2(t)dt
2m (/t"”f(t)dt)

et Le parameétre de lissage asymptotiquement optimale pour Q" (p) est alors donnée par :

Y

1/(2m+3)

2 12
bm:(@@’@) )2/“"*3) 3(ml) / KRt —

) 2m ( / tmk(t)dt)2
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Chapitre 3

Simulation

Enfin nous terminons ce mémoire par une simulation en choisissant la distribution de Burr
de paramétres (1,3, 1) et les estimateurs non paramétriques (implicite et explicite), ainsi
que les noyaux "Epanechnikov et Beweight" qui sont montionnés dans le tableau [2.1
et deux échantillons de taille respective n = 100 et n = 200, et comme parameétre de

lissage la fenétre optimale de 'erreur quadratique moyenne qui est de la forme suivante :

o @wrem
A\ nlQ"p)23k) )

Les deux tableaux ci dessous, représentent les estimateurs non paramétriques (implicite
et explicite) pour la fonction des quantiles @ (p) o p (p = 0.15; 0.2; 0.25; 0.3; 0.35) de
la distribution Burr de paramétres (1,3, 1), en prenant des échantillons de tailles n = 100

et n = 200
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n = 100
n = 100
n = 200
n = 200

D 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35

Q(p) | 0.52942 0.75 1.0001 1.2858 1.6154

Qn (p) | 0.6549686 | 0.8265662 | 1.0558014 | 1.2574023 | 1.6057907
Q» (p) | 0.6666667 | 0.8585859 | 1.0000000 | 1.0000000 | 1.0000000
Qn (p) | 0.5710112 | 0.7464317 | 0.9875611 | 1.1783480 | 1.4577423
Qn (p) | 0.5829146 | 0.8140704 | 0.9899497 | 1.0000000 | 1.0000000

TAB. 3.1 — le quantile d’ordre p de la distribution Burr, noyau Epanechnikov

n = 100
n = 100
n = 200
n = 200

D 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35

Q (p) |0.52942 0.75 1.0001 1.2858 1.6154

Qn (p) | 0.5569641 | 0.7081520 | 0.9187345 | 1.0612944 | 1.3188551
Qn (p) | 0.5678392 | 0.7777778 | 0.9090909 | 1.0000000 | 1.0000000
Qn (p) | 0.5644873 | 0.7359766 | 0.9450178 | 1.1748786 | 1.5261341
Qn (p) | 0.5376884 | 0.7738693 | 0.9749246 | 1.0000000 | 1.0000000

TAB. 3.2 — le quantile d’ordre p de la distribution Burr, noyau Beweight

Les figures suivantes représentent les estimateurs non paramétriques (implicite et ex-
plicite) pour la fonction des quantiles @ (p) ou 0 < p < 1 de la distribution Burr de

paramétres (1,3,1) , en prenant des échantillons de tailles n = 100 et n = 200 et ainsi

que les noyaux Epanechnikov et Beweight.
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n=100
Epanechnikov
\{
- -
Ihésanaue Vi
- Exphote P
- mpicite 7
« rd
= 7
of ’
= AT
£ .
2 "
- o
-
= W
e
o~
o -~
=1 -
o
T T T T
0z 0.3 04 05 08 a7
4

Fic. 3.1 — la fonction de quantile d’ordre p ou 0 < p < 1, noyau Epanechnikov

n=100
Beweight
e
= ’
Théanique
Fuphcite /f
N. mpicite ’
; 4
= s
i 7
- a4 L e
g - s
£ £
= :
2 .7
w -
=1 #
&
r
-
-
g4 -
-
T T T T
02 03 04 05 06 o7
P

n=200

Epanechnikov

- z

: Thénnnie / 4

-=-- Esplicite /

. Implicite y

= r
- -
= -
of . -
g 7 o
=1 Ed
= N

.
= .
= . 'z'/
-
» -
= |
=
T T T T T
0z 03 0.4 03 08 o7

gburrie, 1.2, 10

14

ng

n=200
Beweight
Théorique ” s
Explicite o
Implicite s
7/
I
d
[
e
a0
# e
&
=
-
-
i
-2
-
-
e
T T T T T
02 03 04 0.3 (VL] o7
p

Fic. 3.2 — la fonction de quantile d’ordre p ou 0 < p < 1, noyau Beweight

32



Chapitre 3. Simulation

Grace a ces résultats, on peut conclure que ces estiamteurs non paramétriques sont de
bon estimateurs de la fonction des quantiles, ainsi que ces résultats nous permettent a
comparer les deux différents estimateurs dont on remarque que ’estimateur & noyau est

toujours meilleur que I'estimateur implicite surtout quand p croit.
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Conclusion

Le travail présenté dans ce mémoire est I'estimation de la fonction des quantiles par la

méthode du noyau.

Dans un premier temps, nous avons introduit la notion de la statistique d’ordre qui jouent

un role dans I'estimation des quantiles.

Dans un second temps, nous avons donné quelques définitions nécessaires pour ’estimation
des quantiles, Puis deux différentes approches ont été présentées pour cette estimation "
I’approche paramétrique et I’approche non paramétrique ", nous avons présenté une étude
plus détaillée sur 'approche non paramétrique et en particulier la méthode du noyau.

Cette méthode nécessite le choix du noyau k et du parameétre de lissage h pour obtenir la

meilleure estimation.

Enfin, pour confirmer notre étude nous avons fait des simulations (en utilisant le logiciel

R) qui a validé les notions introduites précédemment.
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Annexe A : Logiciel R

3.1 Qu’est-ce-que le langage R ?

e Le langage R est un langage de programmation et un environnement mathématique
utilisés pour le traitement de données. Il permet de faire des analyses statistiques aussi bien
simples que complexes comme des modéles linéaires ou non-linéaires, des tests d’hypothése,
de la modélisation de séries chronologiques, de la classification, etc. Il dispose également
de nombreuses fonctions graphiques trés utiles et de qualité professionnelle.

e R a été créé par Ross Thaka et Robert Gentleman en 1993 a I’Université d’Auckland,
Nouvelle Zélande, et est maintenant développé par la R Developement Core Team.

L’origine du nom du langage provient, d'une part, des initiales des prénoms des deux
auteurs (Ross Thaka et Robert Gentleman) et, d’autre part, d'un jeu de mots sur le nom

du langage S auquel il est apparenté.
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Annexe B : Abréviations et

Notations

Les différentes abréviations et notations utilisées tout au long de ce mémoire sont expli-

quées ci-dessous :

1.9.d

MSE
AMSE

indépendantes et identiquement distribuées.

Mean Square Error (erreur quadratique moyenne).

Asymptotic Mean Square Error (erreur quadratique moyenne asymptotique).
Fonction de distribution.

Fonction de distribution empirique.

Inverse de la fonction de distribution.

Inverse généralisé de la fonction de distribution.

fonction de quantile.

fonction de quantile empirique.

point terminale.

Espérance mathématique ou moyenne du v.a X .
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Annexe B : Abréviations et Notations

Var[X]

14

 z2 =B W -

=]

Variance de X .
La fonction de I'indécatrice sur A .
Fonction de Gamma. .
Fonction de Beta.

Ensemble des réels.

Ensemble des entiers naturels.
Espace des paramétéres.
convergence presque stire.
convegence en loi .

Estimateur de Harrel-Davis.
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/Résumé : \

Ce mémoire présente I’étude de la méthode d’estimation 4 noyau de la fonction des
quantiles. Nous avons donné un apercu sur I’estimation paramétrique et non paramétrique
des quantiles et principalement la méthode du noyau. Cette méthode est basée sur
’utilisation d’un noyau k et d’un parametre de lissage h.

Enfin, nous avons fait des simulations (en utilisant le logiciel R) et on a prouvé d’aprés ces
résultats de simulation que ces estimateurs sont de bon estimateurs de la fonction des
quantiles.

noyau, parametre de lissage.
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Abstract:

This work presents the study of the kernel estimation method of the quantile function. We
gave an overview on the parametric and non-parametric estimation of quantiles and mainly

the kernel method. This method is based on the use of a kernel K and a smoothing parameter

h.
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Finally, we performed simulations (using R software) and it was proved from these simulation
results that these estimators are good estimators of the quantile function.
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