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Résumé

Ce travail est porte essentiellement sur les problémes de controle optimal stochastique pour
des system governés par des équations differentielle stochastique progressive rétrogrades
(EDSPRs).

Notre objective est d’établir des conditions necessaires d’obtimalité pour un probleme de
controle optimal stochastique pour des systemes stochastique governés par des équations
differentielles stochastique (EDSPRs). Ce problme est consiste & minimiser une fonction

de cout de la forme :

J(u(-) =Ey(y(0)),

ou( z(t),y(t), z(t)) est une solution d’une équations differentielles stochastique progréssive

rétrogrades nonlineaire sous la forme suivante :

¢

de(t) = f(t, 2(t), u(t))dt + o(t, o(t))dW (¢)

dy(t) = g (x(t), y(t), 2(t), u(t), 1) dt + 2(t)dW (1)

2(0) = 2. y (T) = h (2 (T))..

\

Plus precisement, notre objectif est d’établir des conditions nécéssaires d’optimalité sous
forme d’un principe du maximum stochastique de Pontryagin. Ce résultat de principe du
maximum a été introduit par Xu [2]. (XU : Stochastic maximum principle for optimal
control problem of forward and backward system. The Journal of the Australian Mathe-

matical Society. B. Applied Mathematics. Volume 37 (02), 1995, 172 185.)

Mots-clés : Equations differentielle stochastiques progressives rétrogrades, Controle opti-

mal stochastique, Processus stochastiques, Principe du mazximum.
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Introduction

Notre objectif dans ce travail est d’établir des conditions necessaires d’optimalités pour
un system gouvernés par des équations differentielles stochastiques progressive retrogrades
(EDSPRs), sous forme d’un principe du maximum stochastique de Pontryagin.Le domaine
de controle est n’est pas nécessairement convexe (general action space).Une méthode va-

riationnelle est utilisée pour résoudre notre probléme de controle.

Nous présentons dans ce travail trois chapitres, les deux premiers chapitres sont introductifs
et permettent d’introduire les outils essentiels pour le troisiéme chapitre, ces resultats
de deux dérnier chapitre ont été introduit par :WENSHENG XU :Stochastic maximum
principle for optimal control problem of forward and backward system. The Journal of the

Australian Mathematical Society B Applied Mathematics. Volume 37 (02) 1995 172 185.[2]

Plus precisement, dans le premier chapitre on s’intéresse aux élément de calcul stochastique

recement :processus, filtations..etc.

Dans le 2éme chapitre on décrit briévement les différentes méthodes de résolutions d’un
probléme de controle stochastique les bien- connues qui sont la méthode de programmation
dynamique et le principe du maximum de Pontryagin. Afin d’aborder ce probléme de

controle nous employons la 2éme méthode.

Dans le 3éme chapitre ona établir des conditions necessaires sous forme du principe du
maximum d’optimalité pour des systemes gouvernées par des équations differentielle sto-
chastiques progressives retrogrades.Ce resultat a été prouvé par ” XU :Stochastic maximum
principle for optimal control problem of forward and backward system.The Journal of the

Australian Mathematical Society B Applied Mathematics. Volume 37 (02) 1995 172 185.”
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Chapitre 1

processus stochastique et formule

d’Ito

Dans ce chapitre introductif nous rassemblons les notions basique de théorie de calcul
stochastique qui seront utilisées dans la suite du noutre sujet de recherche.Nous commen-
¢ons par défnir :processus stochastique,l’intégrale stochastique, mouvement brownien.avec
l'aide des livres voir le livre de Yong & Zhou 1999, [6] et le document de Jeanblanc 2005.
[4] et Pham 2005 [3].

Dans la suite (£2, F,P) un espace probabilisé.

Processus stochastique

Un processus stochastique (ou fonction aléatoire) est une famille de variables aléatoires

(X4)

+cp définies sur le méme espace de probabilité.

1.0.1 processus

Définition 1.0.1 Un processus stochastique X = (X;),cp est une famille de variables
aléatoires X (t)indexée par un ensemble T. En général T = R ou RT et on considére que

le processus est indexé par le temps t.

1. Si T est un ensemble finie, le processus est un vecteur aléatoire.
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2. SiT =N, le processus est une suite de variable aléatoire.

3. SiT C Z ,e processus est dit discret.

4. Si T C R, on parle de champs aléatoire.

5. Pourt € T fixé, w € Q — X, (w) est une variable aléatoire sur ’espace de probabilité
(Q, F,P).

6. Pourw € Q fixé, t € T — X, (w) est une fonction a valeurs réelles, appelée trajectoire

du processus.

Définition 1.0.2 On dit que le processus est & trajectoires continues (ou est continu)

si :les applications t — X, (w)sont continues pour presque tout w. Un processus est dit

cadlag (continu ‘a droite, pourvu de limites ‘a gauche) si ses trajectoires sont continues ‘a

droite, pourvues de limites ‘a4 gauche. Méme définition pour caglad.(Yong € Zhou 1999,
[6]).
Définition 1.0.3 (Modifcation d’un processus, indistinguabilité)

Soient X et Y deux processus, X est une modifcation de Y si pour tout t>0.Les variables

aléatoiresX (t) et Y (t) sont égales P — p.s :

V> 0,P(X(t) = Y (1) = 1.

X et Y sont indistinguables si,P — p.s.les trajectoires de X et Y sont les méme c’est-a-dire :

P(X(t) = Y(t),¥t > 0) = 1.

La notion d’indistinguabilité est plus forte que la notion de modification,Notons que si
X est une modifcation de Y et si X et Y sont & trajectoires continues a droite (ou a

gauche),alors X et Y sont indistinguables. (Yong & Zhou 1999, [6]).

1.0.2 Filtration

Définition 1.0.4 (Filtration) Une filtration (F;) sur un espace de probabilité (Q, F,P)

est une famille croissante de sous tribus de F.i.e Fy C F; Vs < t.

4
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1. L’espace (0, F, (F;),P) s’appelle espace filtré.
2. Une filtration est P-compléte pour une mesure de probabilité P si Fo contient tous

les événements de mesure nulle, i.e N = {N € F tel que P(N) =0} C Fy.

3. On dit qu’espace filtré (0, F, (F;) ,P) satisfait les conditions habituelles si :

i) Les ensembles négligeables sont contenus dans Fo i.e N € Fy.

ii) La filtration est continue & droite i.e F; = m]:s Vt.

s>t
Remarque 1.0.1 La fitration canonique pour le processus stochastique (Xt)t20 est F/ =

o(X (s),s <t)t >0.

1.1 Mouvement brownien

on se donne un espace (2, F, P) et un processus (W (t) ,t > 0) sur cet espace.

Définition 1.1.1 le processus (W (t) ,t > 0) est un mouvement brownien(standard) si :

1. P(W (0) =0) =1 (le mouvement brownien est issue de l'origine).

2. s <t,W (t)—W (s) est une variable réelle de loi gaussienne, centré de variance (t—s)
ie

W (t) — W (s) ~N(0,t —s)

"accroissements stationnaires".

3. ¥n,Vt;,0 <t(1) <t(2) <..<t(n), les variable aléatoire
(W (tn) -W (tn71> )y w (tl) -W (tO) ) w (tO))

sont indépendantes"accroissements indépendantes". Jeanblanc 2005. [4] et Pham

2005 [3].
Remarque 1.1.1 on peut écrire 3 sous la forme équivalente suivante :

3< soit s <t la variable W (t) — W (s) est indépendante de tribu du passé avant s soit

oW (u),u<s).
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Proposition 1.1.1 soit W(t) un mouvement brownien standart :

1. symétrie : -W est un mouvement brownien.

2. Autosimilarité :pour tout ¢ > 0:

o 1
Wi = %W(ct).

définie un mouvement brownien(standard).

3. Inversion du temps : le processus W définie par :

{VNV(t):tW(%) si 140
W (0)=0 si t=0

est un mouvement brownien (standard).

4. Retournement du temps : le processus retournement a l'instant T

W W W (T —1).

est encore un mouvement brownien sur [0,77].

1.2 DPintégrale stochastique

Dans cette section, (voir Jeanblanc 2005. [4]) on cherche défnir des variables aléatoire du
type

1(6) = / o(s)dW (3).

ou {¢(t),t > 0} est un certain processus et {WW (t),t > 0} un mouvement Brownien.

Propriétés de ’intégrale stochastique

1. ¢ — fOT d(s)dW (s) est linéaire.

2. le processus ( fOT ng(s)dW(s)) [ ]est a trajectoires continues.
te[0,T

te[0,T] *

3. le processus <fOT gb(s)dW(s)) est adapté a (ﬂw)

te[0,T
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4. pour s <t <T':

E { /0 ) ¢(3)dW(s)] 0

var ([ o)) =& [ o 61as).

Remarque 1.2.1 {ftw,t > 0} la filtration naturelle du mouvement brownien W.

1.2.1 processus d’Ito

Ce sont des processus écrits sous la forme :

X(t):x+/0tf(3)ds+/0tade(s). (1.1)

ou f est un processus F}V—adapté tel que fOT | f |< 400 P.s pour tout t>0,et cun bon

processus local on utilise la notation formelle :

dX(t) = b(t)dt + o(t)dW (t).
X(0) = z.

Le coefficient b est la dérivée du processus, et oson coefficient de diffusion.

1.2.2 Formul d’Ito6

Dans cette sous-section, nous présentons une version stochastique de formule de change-
ment de variable, appelée formule , lemme, d’It6,qui joue I'un des roéles les plus importants
dans le calcul stochastique.

On se donne un processus d’Ito réel X de décomposition (1.1) et une fonction f :R — R

suffisamment réguliére. si on a :

dX (1) = b(t)dt + o(£)dW (t); X (0) = .
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Théoréme 1.2.1 (Premiére formule d Ito)

Supposons f de classe C? alors :

FE@O) =@+ [ FXE X @+ [ fX@) A (2

Cette formule s’écrit sous forme condensée :
df (X ()= f(X@)b)dt+ f(X () o (t)dW (t) + %f'(X () d{X),.

Théoréme 1.2.2 (Deuxiéme formule d’Ito)

Soit f une fonction définie sur R, x R de classe C1 par rapport a t, de classe C? par rapport

axona:

f@ﬂmzﬂwﬂw+Aﬂ@X@m+Aﬂ@X®Mﬂﬁ (1.3)

IRV
+ 5/ fon(5,X(8))o(s)ds. (1.4)
0
On peut écrire cette formule sous forme différentielle :

df (t; X () = (fu(t; X (8)) + fo(t; X (£)b(t) + %f;x(t; X(t)o(t)*)dt

+ [t X(0))o(t)dW ().
Théoréme 1.2.3 (3éme formule d’Ito)

soient X et Y deux processus d’It6 issus de x et y.
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soit f une fonction de R? — R de classe C? & dérivée bornée ona :

FX@.Y 0) = Fn)+ [ LY @)X+ [ [ @ 19
3 | S 0 ),
3 | EuX @ 6w,

N %/0 foy(X (5),Y (5))d (X, V),

1. pour f indépendant de y; on trouve la lére formule d’Ito.

2. pour y (t) =t on trouve la 2 éme formule d’Tto.

1.3 Equations différentielles stochastiques et EDSRs

Définition 1.3.1 Une équation différentielle stochastique EDSs est une équation différen-

tielle de la forme :

de (t) = f(t,z(t))dt+o(t,x(t))dW (),
z (0) = xo.

(1.6)

ou sous forme

t t
z(t) =xo + / f(s,z(s))ds+ / o(s,x(s))dW (s). (1.7)
0 0
Définition 1.3.2 Solution d’une EDS

Soit b et o deux fonctions de RT x R™ & valeurs réelles données. On se donne également

un espace (€2, F, P) muni d’une flltration F; et un F;—mouvement brownien W (-) sur

cet espace. Une solution de est un processus z(:) : continu F;-adapté tel que les

intégrales fot f(s,z(s))ds < oo et fot o (s,x(s))dW (s) < oo ont un sens. De plus 'égalité :

:c(t):xg—l—/of(s,x(s))ds—l—/of(s,x(s))dW(s),



Chapitre 1. processus stochastique et formule d’It6

est satisfaite pour tout ¢ € [0, T
Théoréme 1.3.1 Ezxistence et unicité

On suppose qu'il existe une constante K > 0 telle que pour tout ¢t € [0,7] z, y dans R”

1. Les fonctions f et o sont continues.

2. 1l existe K > 0 tel que pour tout ¢t € [0,7] x € R,y € R

[f(t2) = f(L )]+ lo(t,2) —olty)| < Kz —yl.

[f(t,2)] +lo(t,2)] < K* (1+ |z]).

3. la condition initiale xy est indépendante de (W (t),t > 0) et est de carré intégrable.

Alors, il existe une unique solution de [1.7] & trajectoires continues pour ¢ < T : De plus
cette solution vérifie :

E( sup |z (t)]%) < oo.
0<t<T

Définition 1.3.3 Une équation différentielle stochastique rétrograde est une équation de

la forme :
Y(t) = C—{—/t f(rY(r), Z(r))dr — /t Z(r)dw(r),0 <t <T. (1.8)

ou de fagon équivalente, sous forme condensées

dY () = gt Y (), Z(t))dt — Z (£) dW (t).
Y (T) = C.

la fonctions g s’appelle le générateur de 'EDSR et ¢ la condition terminale. Z(t) est un
processus stochastique carré intégrable E fOT 1Z (r)||* dt < oo qui rend la solution Y (t) est

F,—adapté.

Définition 1.3.4 (Solution d’EDSR) Une solution de I’EDSR est un couple de

processus {(Y (t) , Z (1)) }o<y<p vérifiant :

10
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1. Y et Z sont progressivement mesurables & valeurs dans R* dans R**¢,
T
2. P.p.s fo {|g(r; Y(r), Z(r)|+ || Z (T)||2} dr < oo.

3. P.p.s,on a:

Y (1) :g+/t g(fr;Y(r),Z(r))dfr—i—/t Z(r)dW(r), 0<t<T.

11
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Chapitre §2.
Controéle stochastique et méthodes
de résolution
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Chapitre 2

Contréle stochastique et méthodes

de résolution

Ce chapitre sera organisé comme suit : Dans le premiére section, nous donnons une formu-
lation du controle stochastique.Dans la deuxiéme section nous étudions deux approches
de résolution du probléme du controle stochastique. La premiére, vérifiée dans les années
50 par Pontryagin et son équipe, c’est le principe du maximum. La deuxiéme approche, la

programmation dynamique.

2.1 controle stochastique

De facon générale, un probléme de contréle se formule selon les caractéristiques suivantes :

2.1.1 Etat du systéme

On considére un systéme dynamique caractérisé par son état a tout instant. Le temps peut

étre discret ou continu. Nous considérons ici qu’il varie de fagon continue et dans

des condition d’incertitude. L’horizon (intervalle de variation du temps) peut étre fini ou
infini.

Les variables quantitatives se représentent par 1’état du systéme et elles sont en nombre

fini & valeurs réelles.On notera X, (w)l’état du systéme a l'instant t dans un scénario du

13
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nombre w € §2 espace mésurable muni d’une probabilité P.

2.1.2 controéle

La dynamique X (¢) de I’état du systéme est influencée par un controle que nous modélisons
comme un processus u (t) dont la valeur peut étre décidée a tout instant t en fonction
des informations disponibles a cet instant, c’est-a-dire que u (t) est adapté par rapport a

certaine filtration, et prend ses valeurs dans un espace de controle.

2.1.3 Critére de cott/performance

Le but de controle est de minimiser (ou de maximiser s’il s’agit d’un gain), sur un ensemble

U de tous les controles admissibles. Généralement ce coiit est donné par :

Ju(T)) = & [ /0 F(s,2(5), u(s))ds + gz (T))| (2.1)

La fonction f est la fonction de cott intégrale g est le cotit final ou terminal. ot g est une

fonction :R? — R% de classe C*

|92 ()] < CTL+ [2]].

et & dérivée bornée. C’est a dire :

|g: (x)] < M ou g, est le gradient de g en x.

Si en partant d’un état x a l'instant t on définit pour tout processus de controle u (t), le

colit est donné par :
J(u(T) =E { | s, X6 ueds + g(x (1)

La fonction de valeurs associé a ce probléme de controle stochastique est donnée par : Pour

14
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tout (t,z) € [0,T] x R" et Yu € U :

V(t;x) = inf J(t,z,u). (2.2)
u(-)eUu

Lorsque 'on cherche a maximiser un gain, au lieu de minimiser un cofit, alors on écrira :

V(t;z) = sup J(t,x,u) =— inf (—=J(t,z,u)). (2.3)
u(-)eu u(.)eU

Un controle admissible u* € U est dit optimal si :

V(t,z) = J(t;x;u"). (2.4)

2.2 Meéthodes de résolutions en controéle stochastique

Dans le domaine de la théorie du controle optimal,il existe essentiellement deux méthodes
pour la résolution dans les cas déterministes ou stochastiques, le principe de la programma-
tion dynamique et le principe de maximum de Pontryagin. Le principes de la programma-
tion dynamique qui a une version infinitésimale d’équation d’Hamilton Jaccobi Bellman et
de maximum de Pontryagin qui sera au centre de notre intérét,dans ce travail qui consiste

a cherche les conditions nécessaires d’optimalité satisfaites par un controle optimal u* (.).

2.2.1 Le principe de la programmation dynamique

le principe de la programmation dynamique est un principe fondamental de la théorie du

controle stochastique

le principe de la programmation dynamique de Bellman permet de résoudre, au travers
d’une équation aux dérivées partielles, appelé équation deHamilton-Jacobi-Bellman certain

probléme analytiquement.

Généralement ’équation aux dérivées partielles de Bellman n’est pas facile & résoudre et
il faut supposer que la solution soit de classe C2, nous pouvons sinon supposer qu’elle

est seulement localement bornée mais dans ce cas la solution sera au sens de la viscosité.

15
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En appliquant formellement ce principe ot on peut minimiser la fonction valeur V' (¢, z)
associer & un probléme de controle stochastique & tempe continu satisfait & une équation

de Hamilton-Jacobi-Bellman.

% (t,x) + 1r€1Lf{ L.V (t,x)+ g (t,z,u)] =0,V (t,z) € [0,T] x R". (2.5)

ou L, est le générateur infinitésimale de second-ordre associé a la diffusion X (¢)solution

de I’équation (2.1) avec un controle u donnée par la formule suivante :

L,V =g(x,u)D, (V) + %tm [0* (z,u) o (z;u) D2 (V)] .

Lorsqu’on cherche & maximiser un gain, 1’équation aux dérivées partielles devient sous

forme :
dV

—— (t,z) —sup [L,V (t,z) + g (t,z,u)] = 0.
dt u€eU

On peut avoir cette derniére équation de la fagon suivante :

av
—— (t,z) — H (t,x, Dy (t,x), D2v (t,x)) = OV (t,2) €[0,T] x R".
telle que¥ (¢t,z,p, M) € [0,7] x R* x R" x S(n) ou S(n) est 'ensemble des matrices

symétriquen X n :

1

H (t,2,p, M) = sup [basw)p + 5tra (o0 (2,0) M) + g (t.z50)| . (26)
ueU

La fonction (2,6) est dite I'Hamiltonien du probléme de controle associé.En remarquant

que si la fonction de valeur est continu et pas nécessairement de classe C2et satisfait le

principe d’optimalité de la programmation dynamique, alors elle est solution de viscosité

de I’équation de Hamilton-Jacobi-Bellman correspondante.
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Chapitre 2. Controle stochastique et méthodes de résolution

2.2.2 Le principe du maximum de Pontryagin

Le principe du maximum de Pontryagin a été utilisé dans la théorie du controle optimal.
Il fournit les conditions nécessaires d’optimalité pour minimiser une fonctionnelle coftit
J (u(+)) tout en utilisant I’approche de Lagrange en calcul des variations.La dérivée de
la fonctionnelle J (u(.)) par rapport & un certain parameétre de perturbation doit étre
positive.Ceci entraine quew l)=0=> 0. Ce principe consiste & introduire un processus
adjoint, solution d’une certaine équation différentielle stochastique rétrograde et d’une

inégalité variationnelle.
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Chapitre 3.Equations différentielles stochastiques progressives rétrogrades

Chapitre §3.
Principe de maximum stochastique
pour EDSPR faiblement couplées
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Chapitre 3

Principe de maximum stochastique

pour EDSPR faiblement couplées

Soit (£2, F, P) un espace de probabilité avec un filtration F* et W () un R?”—M.B standard.

Nous supposons F' = o {W (s): 0 < s <t}. Nous considérons le systéme de controle

stochastique suivant :

p

(3.1)
dy(t) = g (z(1),y(t); 2(t); v, t) dt + z(1)dW (2).

y(T) =h(z(T)).

:R™ x R* x [0, 7] — R™.
:R" x [0,T] — £ (R, R").
:R" X R™ x L (RY,R™) x R* x [0,T] — R™.

‘R — R™.

soit U un sous-ensemble non vide de R¥ on fixé

Vaa = {u () eLF (0, T, Rk) cu(t)eU, P—ps}.
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Chapitre 3.Principe de maximum stochastique pour EDSPR faiblement couplées

Notre probléme de controle optimal est de minimiser la fonction de cofit :
J(u() =Ey(y(0)), (3.2)

sur V4,01 7 : R™ — R on suppose :

3.1 Conditions

Conditions H1 f,g,0, h,~ sont différenciables en continu par rapport a (x, y, z).

Conditions H2 les dérivées de f, g et o par rapport a x,y, z sont bornées.
‘bx’ <C pour b, :f:raazagmagyagz-

et

he < C (14 z]), vl < C(A+1yl).

Remarque 3.1.1 Sous les conditions H1, H2 ’EDSPRs{3.1] accépte une solution unique

(2, y,2).

3.2 Equation variationnelle et Inégalité variationnelle

Le but de cette section est d’introduire les équations variationnelles habituelles du pre-
mier ordre et de dériver 'inégalité variationnelle. Soit (u (.),z (.),y(.), 2 (.)) une solution
optimale du probléme. Nous introduisons le controle perturbé suivant (spike variation) :

Spike variation

v, T < t< 7+e

u (t) sinon,

oll € > 0 suffisamment petit, v est une variable aléatoire arbitraire et mesurable en F* avec
des valeurs dans U, 0 <t < T et sup,,.q | v (w) |< 00. Soit (x°(-),y(+), 2°(+)) le trajectoire

du systeme correspondant au controle perturbé uc(-).

20



Chapitre 3.Principe de maximum stochastique pour EDSPR faiblement couplées

Nous introduisons les équations variationnelles suivantes :

(

day(t) = [fo(O)ma () + f () — f (w)] dt + o (E)a1 () AV (2).
dyr (£) = [g:(D)71(8) + gy (D (1) + 9-(6) 21 () + g (u) — g (w)] dt (3.4)

1 (T) = he (2 (T)) 21 (T).

\

Pour plus de simplicité et commodité, nous utilisons la notation suivante :

fo 2 folx (), u(t),t).

L’inégalité variationnelle peut étre obtenue a partir du fait :
J(w () = J(u()) 0.
les lemmes suivants sont nécessaires pour établir I'inégalité.

Lemme 3.2.1 Supposons que (Hy) et (Hy)détiennent. Pour les variations de premier

ordre x1,Yy1, 21 nous avoir les estimations suivantes :
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Chapitre 3.Principe de maximum stochastique pour EDSPR faiblement couplées

sup ||z (t))* < Cé2. (3.5)
0<t<T
sup B |z; (t)|* < Ce. (3.6)
0<t<T
sup E |y (1) < Cé. (3.7)
0<t<T
sup By, (£)]* < Ce. (3.8)
0<t<T
T
E/ (21 (s))*ds < Ce. (3.9)
0

2

E (/OT (21 (s))” ds) < Ce. (3.10)

Nous prouvons d’abord et [3.6) La premiére équation de [3.4] donne :

2

Bl (0 -5 U+ 5 ) = f 0] ds + [ omdy )

E (/Otfxxlds)2+E (/Ot [f (u€) — f (u)] ds>2+E/0t (%xl)?ds]

2

§602TE/0tx§ds+3E (/Ot(f(ug)—f(u))ds) :

<3

Appliquer I'inégalité de Gronwall

E |21 (t)|* < C€%, pour t € [0,T] uniformement.

De méme [3.6]

Nous estimons ensuite y(1)et z(1).équerrage des deux cotés de

ot - / 21 (5) AW (s)

= —hy (z(T)) 21 (T) + /t (9221 + gyy1 + g:21 + g (u) — g (u)) ds.
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Chapitre 3.Principe de maximum stochastique pour EDSPR faiblement couplées

et en utilisant le fait que

E {yl (t) /t . (s) AWV (s)] = 0.

Ona
Bl (OF +8 [ (21 (5))"ds
=E (—hx (z (1)) x1 (T) + /t (ge1 + gytn + 9221 + g (u) — g (u)) dS)
< 5C*Ea} (T) + 5C*TE / ' 77 (s)ds + 5C*TE / ' y? (s)ds
+5C’2(T—t)E/t 27 (s)ds + 5E (/t (g (u) —g(u))ds) :

Donc

1 /7 T
E|y: (8))* + 51@/ 23 (s)ds < 5C°Ba? (T) + 502TE/ z? (s) ds
t t
2

+ 502TE/tTyf (s)ds + 5E (/tT (g (u) — g(u))ds) .

avec § = 557, t€ [T — 6, T

Appliquer I'inégalité de Gronwall

By (t)]> < Ce?, t € [T —§,T)

T
E/ 21 (s)ds <Ceéte [T —4,T].
t
de méme, nous avons

T-6 T—6
- (t)—/t 21 (8)dW (s) = =Y (T — (5)+/t (9221 + gyy1 + 9221 + g (u°) — g (u)) ds.
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Chapitre 3.Principe de maximum stochastique pour EDSPR faiblement couplées

Donc

1 /7 -5
E |y, (t)]* + §E/ 22 (s)ds < 5B |y, (T — 0))* + 5C’2TE/ 22 (s)ds
¢ t

=46 T—6
+5C’2TE/ y%(s)ds—l—SC’%T—é—t)E/ 27 (s)ds
¢ ¢

2

vos ([ o) g () )

Donc

Ely (8))° < CE,t e [T —26,T).

T
E/ 22 (s)ds <Cete [T —25T].
¢

Aprés un nombre fini d’itérations, [3.7] et [3.9 sont obtenus. [3.§ et peuvent étre prouvés

en utilisant une méthode similaire et I'inégalité
2

E(/thl(s)dWS> > OB </thf(s)ds) B> 0.

Lemme 3.2.2 Supposons que (Hy) et (Hy) détiennent. Ensuite, nous avons les estima-

4

tions suivantes :

sup |z (t) — z (t) — 1 (1)]* < Cé?, C. — 0. (3.11)
0<t<T
sup B[y (1) —y (t) — 1 ()] < C.€2, C. — 0. (3.12)
0<t<T
T
E/ |26(t) — 2 (t) — 2, (t)]* ds < C.€2, C. — 0. (3.13)
0
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Chapitre 3.Principe de maximum stochastique pour EDSPR faiblement couplées

Pour prouver on observe que

_ /Ot {f (2, u) + /Ot f:(x—l— ey, u) dm} ds
+ /t [a (z) + /t Oy (x—l—)\xl)d)\xl] dW (s)

/Utf(x+x1,u5)ds+/ o (@ + 21) W (s)
_ Otf(x,u)ds—l—/ota(x)dW(s)+/0t[fmx1+f(u€)—f(u)]ds+/0taxx1dW(s)
+/OtA€ds+/tB€dW(s)

0

:m(t)—:vo—l—ml(t)+/OtA€ds+/0tB€dW(s).

dans lequel

A° :/ [fe (x + Axq,u) — fo (2, u)] dAzy.
0

t
B = / [0 (x4 Ax1) — 04 (2)] dA2y.
0
Il résulte facilement du lemme 1 que

OngE { (/Ot Aeds)2 + (/Ot BedW (S)>2} =0 (€). (3.14)

puisque

x€ (t) —:coz/Otf(:zze,ue)ds—l—/Ota(xﬁ)dW(s)

On a
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Chapitre 3.Principe de maximum stochastique pour EDSPR faiblement couplées

avec

¢
06(8)2/0 folx+x+ (2 — 2 —21),u) dA.

t
D€<S):/o o (T 4+x1+ A(2° — 2 —2q),u") d\

En utilisant I'inégalité de Gronwall, découle de la relation ci-dessus et Nous
prouvons ensuite et Il peut étre facilement vérifié que

/tg<x+x1,y+y1,z+zl,ue>ds+/t (2 (5) + 21 (s)) AW (s)

— 1 (@ (T)) + by (& (7)) 1 (T) — y (8) — 3 (£) + / Geds.

ou

1

G (9o (x 4+ Ax1,y 4+ A\y1, 2 + Azg, uf) — gz) dAay

_l’_
S— — S—

1
(gy (x + A1,y + Ay1, 2 + Az, uf) — gy) dAis

1

+ [ (9. (x 4+ Aey,y+ Ayp, 2 + Az, uf) — g,) dAz.

Nous avons donc

— (W @) —yt) = (t)
= — (h (2 (T)) = h (x(T))) + hy (z (T)) 1 (T)

T
+/ 9 (25, 4 ) — g (2 + 21,y + 91, 2 + 20, 0)] ds
t

4 /tT (z°(s) — z(s) — 21 () dW, + /tT Geds.
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Chapitre 3.Principe de maximum stochastique pour EDSPR faiblement couplées

Il s’ensuit donc que

Bl () = (0~ () P 4B [ J25(6) = () = 2 5) P ds
—B{— (h (" (T)) = h (z (T) + 2 (T))
= [ e @)+ 20 () = e e (O] X (1) + [ G

T
+ / [.g (3367yea ZE,U’E) —4g (Qf + x1,Y + Y1,z + Z17u6)] d8}2'
t

D’apres le lemme 1 et (3,9) nous voyons que

T 2
sup [E (/ Geds) =0 (62) .
0<t<T t

Eh(z(T)) — h(z(T) + a1 (T))]2 =0 (62) )

Nous obtenons et en appliquant la méthode itérative utilisée dans le lemme 1 &

ce qui précede relation.

Sous les hypothéses (H;) et (Hz)l'inégalité variationnelle suivante détient :
By (y(0)) 31 (0) > o (e).
Par lemme 2, nous avons ’estimation
E [y (y°(0)) =7 (y(0) + 41 (0))] = 0(e)
par conséquent

0<E[y(y(0)) =7 (0)+y:(0)]+o0(e) =Ey, (y(0)y1(0) +o(e).

3.3 Equations adjointes

Nous introduisons les équations adjointes et la fonction Hamiltonian pour notre probléeme.

Apartir de I'inégalité variationnelle obtenue dans le lemme 3, le principe maximum peut
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Chapitre 3.Principe de maximum stochastique pour EDSPR faiblement couplées

étre prouvé en appliquant la formule d’Tt6. [2] Dans ce travail, les équations adjointes

sont :
[ —dp(t) = (£2p(t) + g2(t) + o2k(1)) dt — ()W ().
p(t) =—h; (z(T))q(T). (3.15)
—dq(t) = g3(t)q(t)dt + gZ(t)q(t)dW (t).
| 7(0) ==, (y(0)).
Hamiltonien
On definit la fonction hamiltonienne comme suit :
H (t, 2395 230, p(8), q(), k(8) = (p(0), f (2,0, 1))
+(q(t), g (z,y,z,0,0)) + (k(t), 0 (2))
Ou
H:R"xR" x L(RY,R™) x R" x R" x R™ x £ (R, R") x [0,T] — R"
Les relations (13) peuvent étre réécrites comme :
( _dp(t) = Ho(t)dt — k(B)dW (1)
p(T) = —h; (z(T))q(T). (3.16)

—dq(t) = H,(t)dt + H,(t)dW (t).

| 4(0) = —, (v (0)).

On présent maintenant le théoréme de principe du maximum stochastique pour EDSPRs.[2]

Théoréme 3.3.1 Suppossons que (H1) et (H2).. Soit (u(.),z(.),y(.),2(.)) la solutions

optimale de|3.145.9, Il existe (p(.), q(. .)) solution de|3.19 Alors, on a
ptimale de[3.1{3.3, 11 (p(), (), k() solution de[3.15 Alors,

H(x(t),y(t),z(t),v,pt),qt), k(t),t) > H(x{t),yt),z(t),ut)p),qt),k(t),1),
(3.17)

Yve U

Preuve. En appliquant la formule d’Ito & (p, ;) on obtien =
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Chapitre 3.Principe de maximum stochastique pour EDSPR faiblement couplées

(1)
E (p(T)z1(T)) — E (p(0)21(0))
= E/Tp(t)dazl(t) + E/T x1(t)dp(t) + E/Td < p(t),dz1(t) > . (3.18)
I+ Iy + Is.
I, = E/Tp(t)dazl(t) (3.19)

- /0 p(t) [fo(t)z1(t) + f (u) — f (w)] dt

on sait queF fOT p(t)o,(t)xy (t)dW (t) = 0.

L=E /0 ' 21 (t)dp(t) (3.20)

_ g / 1(t) (£2p(t) + g2at) + oThk(D)) dt
o E [\ a1 (t)k(t)dW (t) = 0.

L=E / "< p(t),dir (1) > (3.21)

- /0 ' oo ()21 () (t)dt.

D’aprés [3.18] 13.19} |3.20], et [3.21, on obtient

E (p(T)e:(T)) = —E / n(t)giq(t)dt + B / p()(f () — [ (w)dt.  (3.22)
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Chapitre 3.Principe de maximum stochastique pour EDSPR faiblement couplées

D’aprés la formule d’intégration par partie our (q(t)y;(t)) on a

E (q(T)y(T)) — E (q(t)y(2))
= E/o q(t)dy, () + E/o y1(t)dq(t) + E/o d < q(t),dyi(t) > . (3.23)

= My + My + Ms.
ou

M, = E /0 o()dn (1),

= /0 q(t) [92(D)1(t) + gy ()11 (t) + g=(t) 21 () + g (u) — g (w)] dt. (3.24)

o B [\ q(t)z1(t)dW (t) = 0.

My = E/o y1(t)dq(t) (3.25)

M, = E/Td < ) () > . (3.26)

D’aprés [3.23] |3.24] |3.25] et [3.26, on obtient,

E (¢(T)u(T)) — E (q(0)(0)) = E / 4(0)g. (1)1 (1)t

on trouve
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Chapitre 3.Principe de maximum stochastique pour EDSPR faiblement couplées

ot g(0) = —, (y (0)), 41 (T) = hy (2 (T)) 21 (T) . On déduit que

E(q(T)ha (x(T)) 21 (T)) = —E (7, (¥ (0)) 912(0)) +E/O q(t)gx () (t)dt

L E / 4(t) [g (u) — g (u) dt.

(3)
D’aprés et on obtient

T

(3.27)

—E (h; (2 (T)) ¢ (T) 21(T)) = —E/O 21(t)gzq(t)dt + £ [ p()(f (u) — f (u))dt.

0
T

E(q(T)he (2 (T)) 21 (T)) = —E (7, (4 (0)) 912(0)) + E i q(t) g (t): ()dt

L E / a(t) [g (u) — g ()]

on obtient

E (v, (y(0)11(0)) = E

+
&S|
O\.vo\
)
S
~—
=)
—_
:m
|
s
S
=
~

on déduit Vv € U,

o(€) <K, (y(0)) v (0)
=B [ U@ (00200 (0.0(0),0(0).k (1)

—H (x(t),y(t),z(),ut)p(t),q(t),k(t))]dt,

ce qui donne

E [ H(z@),y®),z@),vp(t),q),k(),1t)dt

2E/0 H (@ (8),y(8), 2 (8),u(t) 0 (1) a (), k(1) 1) dt,

Yov e U,
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finalement, on obtient

H(x(t),y(t),z(t),vp(t),qt),k(t),t)di (3.29)
> H(x(t),y(t),z(t),u(t)p),q),k@),1)d,

YveU, P—p.s,dt—pp.
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Conclusion

Dan ce travail, un probléme du contréle optimal stochastique pour des équations differen-
tielles stochastiques progrssive retrograde non linear, fiablement couplée EDSPRs a été
discuté. Des conditions necessaires pour 'optimalité pour les systémes gouverné par des

EDSPRs sont prouvées par des techniques de perturbation forte et la formule d’Ito.

Les équations differentielles stochastiques progressives rétrogrades EDSPRs faiblement

couplées
( dx(t) = f (t,z(t),u(t)) dt + o (t,z(t)) dW (1),

dy(t) = g (t,2(t),y(t), (1), u(t)) dt — z(t)dW ()

| 2(0) = o, y(T) = h(a (T).
Les équations differentielles stochastiques progressives rétrogrades EDSPRs fortement cou-

plées

;

da(t) = [ (t,2(t),y(t), 2(t), u(t)) dt + o (¢, x(t), y(1), (1), u(t)) AW (1),

dy(t) = g (t,x(1),y(t), (1), u(t)) dt — 2(t)dW(?)

z(0) = 2o, y(T) = h(z (T).

\
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Annexe : Abréviations et Notations

Les différentes abréviations et notations utilisées tout au long de ce mémoire sont expli-

quées ci-dessous :
(Q,F,P)
(2 F, (Fo)y20.P)
T
W (t)
<X, X >r
exp
lim sup, liminf
f
o
max, min
P—p.s
u*(t)
" (t)
(p(t),q(t))
H(t, x(t), u(t), p(t), ¢(t))

Espace de probabilité.

Espace de probabilité filltré.

Le temps terminal.

Mouvement Brownien.

Variation quadratique de X sur [0,7]].
Exponentiel.

Limite superieur, inferieur

coefficient de drift

Cofficient de diffusion.

maximum, minimum

Presque stirment pour la mesure de probabilité P.
Controle optimal.

Trajectoire associé & u.

Processus adjoint.

Hamiltonian.
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