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Introduction

Dans ce mémoire de master, nous intéressons & 1’étude des équations différentielles stochas-
tiques rétrogrades (EDSR en abrégé) ou en anglais BSDE (backward stochastic differential
équations). La théorie des équations différentielles stochastiques rétrogrades a connu un for-
midable développement a partir des années 1990. Ces équations sont apparues en 1973, dans
un article de J.M. Bismut dans le cas linéaire lorsqu’il étudie 1’équation adjointe associée
au principe du maximum stochastique en controle optimal, et en 1978, Bismut prolonge sa
théorie et montre I'existence d’une solution unique bornée de 'EDSR de Riccati. Pourtant le
premier résultat général concernant les EDSR ne date que de 1990 et est di & E. Pardoux

et S. Peng .

Maintenant, la question qui nous sommes posés est quelle est la signification d’une équation
différentielle stochastique rétrograde? Si ¢ est une variable aléatoire, Fp-mesurable et de
carré intégrable et f = f (t;w;y;2) est une fonction progressivement mesurable donnée,

I’EDSR :

T T
yt:g+/ f(s;Ys;ZS)dt—/ ZdW,, t €[0,T]
t t

avec W est un mouvement Brownien défini sur un espace de probabilité (Q2, F, P), admet-elle

une solution finie sur [0,7]? Et si une telle solution existe, est-elle unique ?

Résoudre cette EDSR, c’est déterminer un couple de processus noté (Yy; Z;): >0 qui vérifie
I’équation et qui est F-adapté c’est-a-dire ne dépend que de l'information connue jusqu’a
I'instant . On peut dire que les EDSR sont des équations différentielles stochastiques ot ’'on
se donne une condition terminale (c’est pourquoi on dit rétrograde). Dans le cas déterministe,

par exemple les équations différentielles ordinaires ( EDO en abrégé) il y’a équivalence entre la
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donnée d’une condition terminale et la donnée d’une condition initial par inversion du temps,
finalement on résoudre le méme probléme. Dans le cas aléatoire, les choses sont totalement
différentes lorsqu’on cherche des solutions qui reste adapté par rapport a une filtration donnée.
Par exemple, si on inverse le temps pour se ramener au probléme avec condition initiale
et donc a revenir & la théorie des équations différentielles stochastiques "EDS en abrégé",
on trouve une solution qui anticipe , c’est-a-dire & l'instant t elle dépend du futur, c’est

exactement 1& ou se présente la difficulté.

Notre mémoire est divisé en trois chapitres :

- Chapitre 1 (Rappels de calcul stochastique) : Ce chapitre est essentiellement une
sorte d’introduction, ayant pour but de mettre en relief les outils de notre étude, on
va présenter une foule de définitions, propositions, théorémes faits sans démonstration
et des résultats de bases du calcul stochastique telle que les processus stochastiques,

espérance conditionnelle, mouvement brownien,...ect.

- Chapitre 2 ( Les équations différentielles stochastiques .EDS) : Dans ce chapitre,
nous aurons discuter sur la signification des équations différentielles stochastiques et
montrer I'existence et 'uniciter de la solution de ces equations différentielles stochas-

tiques et quels sont ses propriétés .

- Chapitre 3 (EDSR globalement Lipschitziennes) :L’objectif de ce chapitre est de
montrer un premier résultat d’existence et d’unicité de la solution d’une EDSR, ce
résultat est dii & E.Pardoux et S.Peng et c’est le premier résultat d’existence et d'unicité
pour les équations différentielles stochastiques rétrogrades (EDSR) dans le cas ou le

générateur f non linéaire sous des hypothéses lipschitiziennes en (y; 2).



Chapitre 1

Rappel sur le calcul stochastique :

Le calcul stochastique est une extension du calcul différentiel et intégrale classique, dans
laquelle les processus a temps continus remplagant les fonctions,et les martingales jouent le
role des constantes.Le but de ce chapitre est consacré a donner des définitions de base et des

résultats principaux pour les utiliser aux prochains chapitres.

Soit (£2, F, P) espace de probabilité complet et (E, ) espace mesurable.

1.1 Processus stochastique :

Définition 1.1.1 (Variable aléatoire) : si: E =R et ¢ = B(R) on appelle variable

aléatoire (réelle) tout application mesurable
X :(F)— (R, B(R))
ot B(R) est la tribu borélienne , c’est a dire :
{weQ: X (w)e B} ={X € B} € F,VvB € B(R).

Définition 1.1.2 (Tribu engendrée) : la tribu engendrée par une variable aléatoire X

définie sur (Q, F) est l'ensemble o () ={z7'(A): A€ ¢e}.
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ou z71(A) ={weQ: X (w)e A} est la plus petite tribu de 2 .

Définition 1.1.3 (Processus stochastique) : On dire que X est un processus aléatoire

définie sur 2, indexé par T si : ses coordonnées sont des variables aléatoires sur €2 ,

ie: X (t) : w— X (t,w) est une v.a pour tout t € T' .En générale 7' = R, est le processus
stochastique est indexé par le temps ¢

1) SiT est un ensemble fini , le processus est un vecteur aléatoire.

2) Si T =N, le processus est une suite de variables aléatoires.

3) SiT <Z, le processus est dit discret.

4) Si T < R on parle de champ aléatoire.

Remarque 1.1.1 : i. pourt fixé, X, est variable aléatoire sur (Q,F,P) .

1. pour w fixé , X; est une fonction a valeurs réels.

Définition 1.1.4 (Filtration) : Une filtration (F;) sur un espace de probabilité (2, F, P)

est une suite croissante de sous tribus de F i.e Fs CF, Vs <t
1) processus continu : le processus X = {X; ;¢ > 0} est dit continu si pour tout w € €,
la fonction ¢t — X; (w) est continue (i.e les trajectoires sont continues).

2) processus mesurable : le processus X = {X; ,t > 0} est dit mesurable si I’aplica-
tion :

(t,w) — X; (w)

définie sur I'ensemble R, x Q muni de B(R,)® F, a valeur dans R? muni de tribu B(R?)

,est mesurable.

3) processus adapté : On dit que X = {X; ,t >0} est F—adapté si pour tout ¢ >0
, la variable aléatoire X; est JF;—mesurable .

4) processus progressif :on dit que X = {X; ,t >0} est F—progressif si pour tout
t >0, la fonction (s,w) — X, (w) définie sur ([0,t] x Q) ,B([0,t] ® F;) a valeur
dans (Rd,B (]Rd)) est mesurable.
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1.2 Espérance conditionnelle :

Soient X .Y des v.a intégrables définies sur espace de probabilité (§2, F, P) et G une sous-
tribu de F.

Définition 1.2.1 L’espérance conditionnelle E' [X|G | de X sachant G est 'unique variable

aléatoire qui vérifiée les deux conditions :

— (G—mesurable sur ) .

~ [, XdP = [, E[X|G]dP VB € G .

1.2.1 Propriétés de ’espérance conditionnelle :
1. Linéarité : soit a et b deux constantes, alors: F (aX +0Y |G) =a E(X |G )+b
E (Y |G).
2. Monotonie : soit X et Y deux v.a telles que X <Y, alors F (X |G)<E (Y |G).
3. Espérance: F [E(X |G)|=FE (X ).
4. Si X est G—mesurable, alors: E (X |G ) =X .
5. SiY est G—mesurable, alors: E (XY |G)=Y E (X |G ) pour tout v.a X .
6. Si X est indépendante de G ,alors: E (X |G )=F[X].

7. Si G1 et G; sont deux tribus de F telles que GG; < G5 alors :

E X |G = E[EX [G1)|Gy] = E[E(X |Gy) |Gi] -

1.3 Quelques inégalités classiques :

1-3-1 Inégalité de Tchebychev :si A >0 ,alors:Vp>1, P (|X | > \) < /\ipE (X 7).

1-3-2 Inégalité de Cauchey-Schwartz : E (XY )< /E (X2) E (Y?).

1 1
1-3-3 Inégalité de Holder : si }D—l— % =1,alors: EF (XY )< [E|X |"]* [E|Y |Y]7.
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1-3-4 Inégalité de Jensen :

si¢ : R — Restune fonctionconveze telleque : E [¢p (X)] < oo alors: ¢ (F[X |G]) < Elo(X) |G] .

1-3-5 Lemme de Fatou : Soit (f,), . une suite de fonctions mesurables & valeurs dans
[0, +o0] .

alors la limite inférieure de la suite est mesurable et :

/lim inf (f,)dp < lim inf (/fn du) .

n —oo n —oo

1.4 Mouvement Brownien :

Définition 1.4.1 ( Mouvement brownien ) : On appelle Mouvement Brownien un pro-

cessus stochastique W = {Wt,t > 0} a valeurs réelles tel que :

1. Continuité : W est un processus a trajectoires continues .

2. W est a accroissements indépendants si: 0 < s <t , W; — W, est independant de

Fs =0 (W, ,u < s) la filtration naturelle du mouvement Brownien.

3. pour tous 0<s<t , W, — W, de loi gaussienne centrée de variance ¢t — s .

Remarque 1.4.1

i. On dit qu'un mouvement brownien par rapport & x si Wy =z .

ii. Un mouvement brownien est dit standard si By =0 P -p.s ; E[W;]=0et E[W?] =t .

Proposition 1.4.1 : Soit (W}); >0 un mouvement brownien standard, alors : By est un
processus gaussien i.e. pour tout n et tous 0 <ty < t; < tg.oenn.... tn 5 (Wi, W) est un

vecteur gaussien.
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Théoréme 1.4.1 : X un mouvement brownien standard si et seulement st X est un pro-

cessus gaussien continu centré de fonction de covariance : cov(Xg, X;) = s At = min(s,t)

1.5 Martingale :

Définition 1.5.1 ( Temps d’arréts ) : Soit une variable aléatoire T : Q1 — [0, 00] est

un temps d’arréts si ’événement {T <t} € F, ,Vt € [0,00] .

Définition 1.5.2 ( Martingale en temps continue ) : Soit M = {M ,t > 0 } un

processus stochastique F—adapté défini sur (Q, F, P). On dit que M est une martingale si :

1. pour tout t > 0 la variable aléatoire M, est intégrable .
2. pour tout 0 <s <t , E (M |Fs) =M.

a la place du point (2.) : le processus M, est appelé sous-martingale (resp.sur-martingale)

lorsqu’il vérifié :Vs < ¢, My < E (M; | F) . (vesp. Vs <t: My > E [My | Fs ] ) .

Définition 1.5.3 ( Martingale locale ) : Soit M = {M ,t > 0} un processus stochastique

défini sur (Q, F, P) est dit martingale locale s’il existe une suite croissente de temps d’arrét

(T)n > 1 telle que :

1. la suite T,, converge présque siirement ( p.s) vers +oo .

2. pour tout n > 0, le processus M™ = {M/™ = M, r, ,n > 0} est une

martingale uniformément intégrable .

Théoréme 1.5.1 : Soit X une (sous, resp. sur) martingale locale telle que : E (sup, < , | X,|) <

oo pour toutt >0 . alors X est une (sous, resp. sur) martingale.

Side plus E (sup, |Xs|) < oo ,alors : X est une (sous, resp.sur) martingale uniformément

intégrable.
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Théoréme 1.5.2 (I’inégalité de martingale de Doob ) : soit {M, }, ., est une mar-

tingale & valeur dans R? et soit [a,b] est un intervalle borné dans R, .
i) sip>1et M, € LP(Q;R?) | alors pour tout ¢ > 0

E M)
P{w: sup |M<w>|zc}sM

a<t<b cP

ii) sip>1et M, € LP(Q;R?) jalors :

P
E ( sup thlp) < (L> E M,
a<t<b p -1

1.6 Calcule d’It6 :

Soit W un mouvement brownien sur (2, F, P) .

1.6.1 Processus d’Ito :

Définition 1.6.1 On appelle processus d’Ité un processus X a valeurs réelles tel que :

0<t<T ;: Xy=Xo+ [ bds+ [jo,dW, ; P—p.s

v

Ou X, est Fy —mesurable, b et o sont deux processus progressivement mesurables vérifiant

les conditions : [ |b, [ds < oo et [ |o, |ds <oo .

On utilise la notation suivent :

dXt :bt dt + Oy dVVt )

le coefficient b est le drift ou la dérive, o est le coefficient de diffusion.

Remarque 1.6.1 :La décomposition d’un processus d’Ité est unique.
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1.6.2 Formule d’Ito6 :

— Premiére formule d’It6 : Soient X un processus d’Ito et f : R — R une fonction de

classe C? 4 dérivées bornée, alors :
FX)=F X))+ [y [ (X)dXe+ 5" [y f (X)) o2 ds .
— Deuxiéme formule d’Itd : Soient (t,z) — f (t,z) une fonction réelle deux fois

différentiable en x et une fois différentiable en t et X wun processus d’Ito :

fX)=f0,X)+ " fy fo(sXs)dXot [y fo (5X5) dst 5" [ fa ) d
X, X ), .

Proposition 1.6.1 (Intégration par parties) : Si X etY sont deux processus d’Ito,
alors : X;Vy = Xo Yo+ ' [, X o dY,+7" [, Y, dX, + (XY ).

1.7 Théorémes Générales :

Théoréme 1.7.1 :soit f € M2 ([0,T],R¥™>™)et soit p, 7 deuz temps d’arréts tels que :

0<p<7<T, alors:

E(/f G, | 7,) -
E(/pr <s>dW52/fp> - E(/pT\f (s)Fds/fp)

Théoréme 1.7.2 : soit p > 2,5 g€ M2 ([0,T ] ,R¥>™) telle que : E fo lg (s)|"ds <

[0 @ < (%)TE [ o s o

En particulier , pour p =2 , il y a une igalité .

oo alors :

E

Preuve. : pour p = 2 , elle déja vérifiee dans théoreme (1.7.1). donc , on vas juste la

démontrer pour p > 2. pour 0 <¢ <7 x ( fo s) dWy par l'utilisation de la formule
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d’ito et théoreme on a:

Elxwfng[:Oﬂﬂf”@($f+@—2MM@W”bﬁ(@g(ﬁf)ds
<PC=D g [y (F @)

Par 'inégalité d’Holder on a :

ELM&PSE&%Z&EG?Am“QFdS)%F(E[fw(@Vds)i
:w([E = ()" ds)pp2 (E/Otlg (s)” czs>’2°

on note de (1.2) que F |z (t)|” ne diminue pas en ¢ , il les suit :

( /Ig Ipd8>
E@@Ws(pwgl) e E [y ) i

donc : ((1.1)) elle est vérifiée ,si on remplace ¢t par T . m

p(p —1)

E HIF <
2 () <

(t E |x(t

cela donne :

Théoréme 1.7.3 : sous les mémes hypothéses que le théoéme (|1.7.1))

fg@wmzﬁs(;g;BfT”QEAﬁg@Pm

E < sup
0<t <T

(1.2)

(1.3)

(1.4)

Preuve. : Rappelons que l'intégrale stochastique f(f g (s) dWy est une martingale continue

valeur dans R? .Par conséquent , par linégalité de la martingale de doob , nous avons :

p

[0 )5 (2 5 [ o

E < sup
0<t <T

10
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et de théoreme (1.7.1)) on obtient :

[oan])<(;l) 07 8 [ 0w e

E ( sup
0<t <T

Théoréme 1.7.4 (Burkholder-Davis-Gundy "BDG") : Soit p € ]0;00[. Il existe deux

constantes c, et C,, telles que, pour toute martingale continue X, nul en 0.

GE[(X; X)E] < Elsup | X,|") < C,E[(X; X)2].

Remarque 1.7.1 : En particulier, si T > 0 ;

G E[(X; X)3] < B[ sup |X,['] < C,E[(X; X)3].

0<t <T

Théoréme 1.7.5 (Théoréme du point fixe) : Soient (E ,d) un espace métrique complet

et o : E — E une application contractante, i.e. Lipschitzienne de rapport k < 1. Alors,
¢ admet un unique point fixe a € F tel que : p(a) =a .

Théoréme 1.7.6 (Théoréme de représentation des martingales) : Soit (Fi)oo,p la
filtration naturelle du mouvement brownien standard (W;),<,q -alors il existe un processus

adapté H lel que :

T
E /Hfds < 00;
0

et, pour tout t € [0,T],
t
M, = M, +/ H.dW, P —p.s.
0

11



Chapitre 2

Equations différentielles stochastiques(E DS )

Les équations différentielles (standard) gouvernent de nombreux phénomeénes déterministes.
Pour prendre en compte des phénomeénes aléatoires, formellement on doit prendre en compte
des « différentielles stochastiques », ce qui transforme les equations en équations différen-
tielles stochastiques (EDS). Dans ce chapitre, nous aurons présenté la signification d’une
équation différentielle stochastique et esg-elle admet une solution et si cette solution existe,

est-elle unique ?

Définition 2.0.1 Une équation différentielle stochastique (EDS) est une équation de la

forme :

t t
X, ==x +/ b(s, X §)ds +/ o(s, Xs )dWy (2.1)
0 0

ol sous forme condensée :

dX; =b(t, X )dt + o(t, X )dW,, avec Xo =1z

ou: (Wy)s> o est un (F;) -mouvement brownien m-dimensionnel sur un espace de probabilité

(Q,F,P) et Xg=u1x,x € R" (condition initiale ), le processus X ici est inconnue.
les deux fonctions : b: [0;7] x R* — R" et o :[0;7] x R® — R™™ sont mesurables et

bornées, tels que : n,m € N .

12
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Pour une équation différentielle ordinaire, Le probléme est de montrer que sous certaines
conditions sur les coefficients b et o , 'EDS ({2.1)) a une unique solution. Donc, on vas définir

cette solution.

2.1 Existence et unicité forte
Définition 2.1.1 (solution forte de EDS ) : On dit que un processus X ={X; , T >t > 0}
est une solution forte de ’EDS (2.1)) sl vérifié les conditions suivants :

i. X est continu et F;—adapté .

i {b(t, X )} € £4([0,T], R et {o(t, X, )} € £([0, T],R" * ™)

ou : E [fot {Ib(s, X )+ llo(s, X, )[1%} ds] < 400, tel que: |of® = trace

(o0™) ou : o* désigne le transposé de o .

iii. Pour tout ¢t € [0,7] ,ona: X;=z + fot b(s, X 4)ds + f(f o(s, X5 )dWs P-ps.

Théoréme 2.1.1 (Existence et unicité) : Supposons que les fonctions b et o satisfont

pour tout t € 1[0,T],xz ,y € R, les deux conditions suivantes :

1. Condition de Lipschitz locale : Pour tout compact L C R , il existe une constante

k =k(L) , telle que :
bt ) = b(t,y)| + otz ) —o(t,y )| <klz —y| (2.2)
2. Condition de croissance : Il existe une constante K € R, telle que :
[b(t, )| + [|o(t, 2 )| < K(1+ | ) (2.3)

De plus, La condition initiale X, est independante de (W;);> ¢ est de carré intégrable,
ie: E (X ) < oo.
Alors il existe une unique solution de 'EDS ([2.1]) & trajectoires continues pour tout ¢ .

13
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Lemme 2.1.1 (Gronwall) : Soient T > 0 et g une fonction positive mesurable bornée sur
[0,7] . On suppose qu’il existe des constantes a > 0 , b > 0 telles que pour tout t € [0,T] ,

on a :

g(t)y <a+1b /Otg(s)ds (2.4)

Alors on a g (t) < a exp (bt) pour tout t € [0,T] .

Démonstration : (Gronwall) : En itérant la condition (2.4) sur g , on a pour tout

n>1,

bt)? bt)" ' . "
g(t) < a+a(bt) + a( 2) + ...+ % + b”“/ dsl/ d82.../ 9(Sni1)dSnyi1-
! 0 0 0

Si g est majorée par A , le dernier terme se majore par A(bt)"*/(n+1)! et il tend vers 0,

quand n — +00,ce qui prouve le lemme car le développement a droite tend vers a exp (bt).

Nous préparons d’abord un lemme .

Lemme 2.1.2 Supposons que la conditon de croissance lineaire soit vérifiée, si X; est une

solution de I’EDS(2.1)), alors :
E( sup yxtﬁ) < (1+3E|z]?) 3K T+4) (2.5)

0<t <T

En particulier , X, appartient a M 2 ( [0,T ] ,R%)

Preuve. : pour chaque entier n > 1; on définie la suite des temps d’arrét
T, =T Ninf{t € [0,T] : | X}| > n}.
Clairement , T,, TT p.s,soit X' = X(tAT,),t€[0,T], alors X" satisfait I’équation :

t t
th = + / b(Xg, 5)[[[0,Tn]](3 )dS + / O’(X;L, S )I[[O’Tn”(s )dWS
0 0
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Chapitre 1. Equations différentielles stochastiques(EDS)

En utilisant 1'inégalité élémentaire |a +b+ ¢ | < 3(|a >+ [b | + |¢ |) , Iinégalitée d’Holder

et la condition de croissance (2.3) , on peut montrer que :

2
X <32+ 3Kt ['(1+|X"P)ds +3 (fga(Xg, s )dW,

par le théoréme ((1.7.2)et la condition de croissance ([2.3)), on obtient que :

t t
B (s X)) <38 jof 43T [ B 412 B [ 0000 )R Lm (s s
0 0

0<s <t

t
<3 E |z|*+3K(T +4) / (14 E|X"|?)ds
0
Par conséquent ,

¢
1+ F ( sup |X:f|2) <1+43E|z|* +3K(T +4) / [1—|—E < sup |Xf|2>} ds,
0

0<s <t 0<r <t

I'inégalité de Gronwall nos donne :

1+E< sup |X;L|2) S (1+3E|l’|2) €3KT (T+4)’

0<t <T

alors

E ( sup ]Xt|2> < (14 3E |z]?)e3KT (T+4)

0<t <T,
Enfin, si on fait tendre n — oo on obtient (2.5) . m
Preuve. ( Théoréme d’existence et d’unicité ) :

1-Unicité : On suppose que X; et X; deux solutions de 'EDS (2.1) ; par le lemme (2.1.2),

les deux solutions appartiennent & M 2 ( [0,7 ] ,RY) , notant que :

Xt—f(t:/o[b(Xs,s)—b(Xs,s)]ds+/0 0(Xos ) — o(Ku s AWV,
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Chapitre 1. Equations différentielles stochastiques(EDS)

Par l'utilisation de l'inégalité de Holder , théoréme (1.7.2)) et la condition de Lipschitz ([2.2)

on peut montrer de la méme maniére de la preuve du lemme(2.1.2)) que :

X, — X,

FE ( sup ‘XS —XS

0<s <t

2
)ds

2 t
) §2k(T—|—4)/E< sup
0 0<r <t

L’inégalité de Gronwall donne alors que :

E( sup |X; —Xt\2> = 0.

0<t <T

//////

Par conséquent, X; = X, pour tout 0 < ¢ < 7T  présque strement .L’unicité a été prouvée .

2-Existence : Soit Xg = x , et pour tout n = 1,2, ..., en utilisant la méthode d’ itérations

de Picard pour ¢t € [0,7] :
t t
X'=2 +/ b(Xg—l,s)ds+/ o(X' s )dW, (2.6)
0 0

il est clair que , Xo € M 2 ([0,T ] ,R%) .

De plus par induction X' € M 2 ( [0,T ] ,R?) , car on a de (2.6) que :
t
E|X? <0y +3K(T +1) / E| X" ?ds (2.7)
0

Ou: Cy = 3E|z|*+3KT (T +1) . Pour tout K >1et de (2.7) on a :

t

max E|XP'> < Cy +3K(T +1) max E|X"!|ds

1<n< K 0 1<n<K

¢
<C,+3K(T+1) / (E|x|2+ max E|X:|2) ds
0

1< n <K
¢
< Cy+3K(T+1) max E|X"|*ds

0 1<n<K

Ou:Cy=Cy+3KT (T+1) E|z|* . L’inégalité de Gronwall implique que :

2
max E|X[|° < Coe3KT T+
1<n<K
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Chapitre 1. Equations différentielles stochastiques(EDS)

Puisque K est arbitraire , pour tout 0 <t <7 ,n>1:

E|XI']? < Cpe®KT T+ (2.8)

Ensuite, on obtient :

2
+ 2

2

t
X=X =X} —af <2 / oz, s )dW,
0

/0 b, 5)ds

En passant a 'esperance mathématiques et en utilisant (2.3)), on obtient :

E|X} — X <2K (1+ E|2[*) + 2Kt (1 + E|af’) < C; (2.9)

Ou:C=2KT (T+1) (1—|—E|a:|2) Alors pour tout 0 <t <7 ,n>1:

C [Mt]"

Bl - xif < S

(2.10)

Ou: M = 2k (T'+ 1) . Nous le montrerons par induction. Par (2.9) , (2.10) est vraie pour

n = 0 .Ensuite, supposons que ([2.10]) , est vraie jusqu’a 'ordre n > 0 , nous montrerons que

(2.10)) est vraie pour n + lalors :

2

t
Xt = <2 O - s @2.11)

2

t
1 / (X 5 ) — (X7, 5 )W,
0

En passant a I’esperance mathématiques, et en utilisant (2.2)), on obtient :

t
E|X/? - X < 2ﬂ<(t+1)E/ X - X7 ds
0

t
gME/ | X — X1 ds
0

¢ n n 41
SM/C[Ms]dS:C’[Mt]
0 n ! (n +1)!
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Chapitre 1. Equations différentielles stochastiques(EDS)

c’est-a-dire, (2.10]) est vraie pour n + 1. Par conséquent, par induction, (2.10) donne pour

tout n > 0 . En outre dans(2.11]) on remplacer n par n — 1, on obtient que :

0<t <T

T
sup | X — Xf]zgsz/ X — X ds
0
2

+ 2 sup
0<t <T

/0 (o(X 8 ) — o (X0, s )W,

En passant a ’esperance mathématiques et en utilisant le théoreme (1.7.3) et (2.10]), nous

trouvons que :

T
E( sup | X! —Xt”}2) < 2k(T + 4) / E|Xr — XY ds

0<t <T
(M s 1 AC M T "
<4M/ 81 ds = ¢l |

n_

n !

Par conséquent,

1 4C [AM T "
P{ sup }Xt”H —Xﬁ‘ > —} < #
o<t <T 2n n!
S 4CAMT]
par le fait que *=*——— < o0; le lemme de Borel-Cantelli nos donne que pour presque

tout w € Q , il existe un entier positif ng = ng(w) tel que :

1
sup |XPH - X7 < pour tout n > ng
0<t <T 2”

Il s’ensuit que, avec probabilité 1 , les sommes partilles :
n —1
P+ [X - X =X

1 =0

convergent uniformément dans [0, 7] . on note la limite par X;. Clairement, X; est continu et
Fi -adapté. D’autre part par (2.10) et pour tout ¢, {Xj'} . est une suite de cauchy dans

L? .Par conséquent, X' — X; dans L? . quand n —— oo , (2.8)) donne :

E |Xt|2 < CpeKT (T ; pour tout 0 <t <T
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Chapitre 1. Equations différentielles stochastiques(EDS)

Donc, Xy € M 2 ([0,7 ] ,R?) . il reste & montrer que X; satisfait I'équation (2.1). notons

que :

2 2

E +E

/Ot[b(X?7S)ds - /Ot b(Xs, s)]ds /Ot[a(X;"‘, s )dW, — /OtU(Xs, s )|dW,

T
<k (T'+1) / E |X" —X,’ds — 0 quand n+— oo (2.12)
0
Par conséquent, si n — oo dans (2.6) on obtient :
t t
Xy =z +/ b(XS,s)ds+/ o(Xs, s )dWs , sur 0<t<T
0 0

La preuve est compléte. m
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Chapitre 3

Equations différentielles stochastiques

rétrogrades (FDSR)

L’objectif de ce chapitre est de présenter et montrer le résultat d’existence et d’unicité de
la solution des équations différentielles stochastiques rétrogrades dont les coefficients sont
globalement Lipschitziens. Ce résultat a été obtenu par Pardoux et Peng en 1990 avec le

générateur f non linéaire et une donné terminale de carré intégrable.

3.1 Motivationset notations :

3.1.1 Présentation du probléme :

Soient (2, F, (Fi), .o, P) un espace probabilisé filtré et { une variable aléatoire mesurable

par rapport & Fr , ou T désigne un temps terminal.

On voudrait résoudre 1’équation différentielle suivante :

—D = f (V) , t€[0,T]
Yr=¢;
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Chapitre 1. Equations différentielles stochastiques rétrogrades (EDSR)

en imposant que, pour tout instant ¢ ; Y; ne dépende pas du futur aprés ¢t c’est a dire que le
processus Y soit adapté par rapport a la filtration (F), ., -

Prenons 'exemple le plus simple a savoir f = 0; le candidat naturel est Y; = & qui n’est

pas adapté si & n’est pas déterministe.

La meilleure approximation-disons dans L?*-adaptée est la martingale Y; = E (£/F;), si on
travaille avec la filtration naturelle d’'un mouvement brownien, le théoréme de représentation
des martingales browniennes permet de construire un processus Z de carré integrable et

adapté tel que :

Vi= Bg/7) = Bl + [ Zaw,

Un calcul élémentaire montre :
T
Y, zf—/ ZydWs, t €10,T]
t

ou de fagon équivalente

- d}/;j = —thWt, t € [O,T]

Yr=¢;

On voit donc apparaitre sur ’exemple le plus simple une seconde inconnue qui est le processus

Z dont le role est de rendre le processus Y adapté.

Par conséquent, comme une seconde variable apparait, pour obtenir la plus grande généralité,

on permet & f dépendre du processus Z ; ’équation devient alors :

— dY; = f (Y5 Z)dt — ZdW,, t € [0,T]

Yr=¢;

ou de fagon équivalente, sous forme intégrale,
T T
Yy =£+/ [ (5;Ys; Zy)dt —/ ZdW,, t € [0,T]
t t
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Chapitre 1. Equations différentielles stochastiques rétrogrades (EDSR)

3.1.2 Notations :

On se donne (€2, F, P) un espace de probabilité complet et W un mouvement brownien
(MB) d-dimensionnel sur cet espace. On notera (F;), . , la filtration naturelle du MB . On
travaillera avec deux espaces de processus :

- On note S 2(R¥) : I'espace vectoriel formé des processus Y , progressivement mesurables,

a valeurs dans R¥ | tels que :

IV 2= B [sup W]m,
0<t <T

et S 2(R¥) le sous espace formé par le processus continus.

- En suite M 2 (RE*?) celui formé par les processus Z , progrssivement mesurables, & valeurs

dans RE*? | tels que :

T
12 =8| [ 120 ] <,
0

Ousi z € RE* ||2||* = trace (zz*). M * (RE*?) désigne 'ensemble des classes d’équivalence
de M 2 (RE*d)

RE et RE*4 seront souvent omis ; les espaces S 2; S 2 et M 2 sont des espaces de Banach pour
les normes définies précédemment. Nous désignerons B 2 D'espace de Banach S?(R¥) x M 2
(RKXC[) .

Dans tout ce chapitre, nous donnons une application aléatoire f définie sur [0; 7] xQ x RE x
R**? & valeurs dans R¥ telle que, pour tout (y; z) € R¥ x R**¢ le processus{ f (,;2)}o<; <1
soit progressivement mesurable. On considére également une variable aléatoire £ , mesurable
par rapport & Fr et & valeurs dans R¥ . La fonction f s’appelle le générateur et £ la condition

terminale. Dans ce contexte, on veut résoudre 1’équation differentielle stochastique rétrograde

( EDSR en abrégé) (3.1)) .

Définition 3.1.1 : une solution de 'EDSR (8.1]) est un couple de processus {(Yi; Z;) }o<y <1

vérifiant :
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Chapitre 1. Equations différentielles stochastiques rétrogrades (EDSR)

1. Y et Z sont progressivement mesurables & valeurs recpectivement dans R¥ et R¥*?
2. P-ps;
T
| A7 052 + P dr < o
0

3. P-ps,ona:

T T
Vime+ [ fosvaza— [ zaw e
t t

Remarque 3.1.1 : [l est important de retenir les deux points suivants : tout d’abord, les in-
tégrales de l’équation (3.1)) étant bien définies, Y est une semi-martingale continue, ensuite,
comme le processus Y est progressivement mesurable, il est adapté et donc en particulier

Yy est une quantité déterministe.

Avant de donner un premier théoréme d’existence et d’unicité, nous allons montrer, que sous

une hypothése relativement faible sur le générateur f , le processusY appartient a S 2.

Proposition 3.1.1 : supposons qu’il existe un processus{ f (t;y; 2)}o<i< , POSitif apparte-

nant a M % (R¥) et deuz constantes positives C et K tels que

V(t;y;2) € [0;T) x RE x R |f (hy;2)| < fi+C ly| + K |2 -

Si {(Ye; Zt)}o<y<r est une solution de 'EDSR (3.1)) telle que Z € M ? | alors Y appartient
as?.

Preuve. : On a, pour tout ¢ € [0;7] ,

t t
Yi=Yo+ [ 1 03¥azydr - [ Zoaw,.,
0 0

et par suit, utilisant ’hypothése sur f

T
¥ < rYor+/ (f, + K| Z,])dr + sup
0

0<t <T

t
/ ZpdW,
0

t
+C’/ Y| dr.
0
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posons

Y

T
A=|Yo|+/ (f+ K| Z,]) dr + sup
0

0<t <T

t
/ Z,dW,
0

par suite on a

t
|Yt|§>\+C’/ Yy | dr.
0

Y étant un processus continu, le lemme de Gronwall fournit I'inégalité :
Y| < Aexp(Ct)

et donc :

sup  |Vi| < Aexp(CT),

0<t <T
A est une variable aléatoire de carré intégrable, puisque par hypothése, Z appartient a M 2

et donc, d’apres I'inégalité de Doob, on a :

t 2 t
/Zr dw, ] <4 sup EU ||Zr||2dr},
0 0<t <T 0

ce qui signifie que le troiseme terme de A est de carré intégrable. Il en est de méme pour

E

sup
0<t <T

{f t}ogt <7 €t Yy puisqu’il est déterministe donc de carré intégrable. Ceci montre que Y

appartient & S ? . Finissons par un résultat d’intégrabilité qui servira & plusieurs reprise. m

Lemme 3.1.1 : soientY € S 2(RX) et Z € M? (REX) | alors :

t
{ / Y, Z, dW,,t € [O;T}}
0

est une martingale uniformément intégrable.

Preuve. : En appliquant I'inégalité Burkholder-Davis-Gundy;, il existe une constante positive
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C telle que :

LY, Z. dw,

| <cr|(Fmrizra)]

1
<CE {SUPOSt <T v, |* (foT HZT“sz) }

E [SUPogt <T

et par suite en appliquant linégalité :

on obtient :

T
[<c (& ] s mr|re [ 1z1a]).
0<t <T' 0

Par hypothese le deuxiéme membre de cette inégalité est fini, et donc on aura :

t
E{sup /YrZrdWr
0

0<t <T

t
E{sup /Y}ZrdWr
0

0<t <T

:|§oo’

3.2 Cas Lipschitz :

3.2.1 Résultat de Pardoux-Peng :

Nous allons montrer le résultat de E. PARDOUX et S.PENG qui sera généralisé plus

tard. ou il est le premier résultat d’existence et d’unicité pour les EDSR dans
le cas ou le générateur est non-linéaire.

Voici les hypothéses sous lesquelles nous allons travailler, sous les données suiventes : ' est

définie sur [0, 7] xQx RE x RE*4 3 valeur dans RE | telle que,

pour tout (y, z) € RF x R¥*4; le processus {f (¢,9,2)}y<; <y SOIt progressivement mesu-

rable. On considére également & une variable aléatoire,Fr—mesurable,a valeurs dans R,
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a) Condition d’intégrabilité :

< 00,

T
B [W + [ 1 o0k

b) Condition de Lipschitz en (y; z) : pour tout t;y; y; z; 4;

\f (Bysz)—f (608 < C (Jly—gl+1lz—2l) ;

ou : C' est une constante indépendante de t ;y ;9; 2z et 2.

Au début, Nous commencgons par le cas simple, celui ot f ne dépend pas ni par y ni par
z i.e. on se donne de carré intégrable et un processus {F},, ., dans M * (R¥) et on veut

trouver une solution de 'EDSR
T T
Ytzﬁ—i-/ FTdr—/ Z,dW, 0<t<T (3.2)
t t

Lemme 3.2.1 : Soient{ € L*(Fp ) et {Fi}ooy o € M * (R) . L’EDSR (3.2)) posséde une

unique solution (Y;Z ) telle que Z € M ? .

Preuve. : Supposons dans un premier temps que (Y;Z ) soit une solution vérifiant 7 €

M 2% : Si on prend l'esperance conditionnelle sachant F; , on a nécessairement,

3@:E(§+/Tﬂdr \]—“t).

On définit donc Y a I’aid de la formule précédent et il reste a trouver Z .Remarquons que,
d’aprés le théoreme de Fubini, comme F' est progressivement mesurable fot F,. dr est un
processus adapté a la filtration {F, }, <t <7 ; en fait dans S puisque F est de carré intégrable.

On a alors, pour tout t € [0; 7],

T t t
Yt:E<§+/ F, dr \,7-",5)— / F.dr = M, — / F.dr ,
0 0 0
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ou M est une martingale brownienne; par le théoreme de représentation des martingales

brownienne on construit un processus Z appartenant a M ? tel que :

t t t
Y, = M, — /Frdr :M0+/ZTdWr— /Frdr,
0 0 0

On vérifie facilement que (Y; Z ) ainsi construit est une solution de 'EDSR étudiée puisque

comme Yy = &;

t t T T
Y;—gzM0+/ZrdWT—/Frdr—<Mo+/ Z,dW, — / Frdr>
0 0 0 0

finalement, on obtient,
T T
Yt:/ F.dr —/ ZpdW,..
t t

L’unicité est évidente pour les solution vérifiant Z € M2 . m

Théoréme 3.2.1 (Pardouz—Peng 90) : Sous les hypothéses (a) et (b) , UEDSR (3.1

posséde une unique solution (Y, Z) telle que Z € M 2.

Preuve. : Nous utilisons un argument de point fixe (1.7.5)) dans I'espace de Banach B ? pour
demontrer ce théoréme, en construisant une application ¥ de B ? dans lui-méme de sorte que

(Y,Z) € B? est solution de 'EDSR, (3.1)) si et seulement si c’est un point fixe de U. m
Pour (N ,H) élément de B2, on définit (Y,Z) = ¥ (N, H) comme étant la solution de
I’EDSR :

T T
Yi—gr [ £ iNat)ar— [ zaw, 0<e<T
t t

Remarquons que cette derniére EDSR posséde une unique solution qui est dans B 2. En effet,

posons F, = f (r, N,, H,). Ce processus appartient a M 2 puisque, f étant Lipschitz,
[E[ < 1f (r;:0;0)[ + CN, | + C || Hy ]
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et ces trois derniers processus sont de carré intégrable. Par suite, nous pouvons appliquer le

Lemme (3.2.1))pour obtenir une unique solution (Y, Z) telle que Z € M 2.

(Y, Z) appartient a B % : I'intégralité de Z est obtenue par construction et, d’aprés la Pro-
position (8.1.1), Y appartient a S 2 .

Donc, I'application ¥ de B 2 dans lui-méme est bien définie.
Soient (N, H) et (N, H ) deux éléments de B2 et (Y, Z) = U(N,H) , (Y,Z) = U(N,H ) .

Posons y:Y—Yet r=7-7 .Ona,y,=0 et

dyt = - {f (t7 Nta Ht) - f (ta Nta ]—‘/[t)} dt + thWt'

On applique la formule de It6 a e \yt|2 pour obtenir :

d (eat |yt|2) = ozeat |yt|2 dt — 2€atyt. {f (t, Nt, Ht) — f (t, Nt, Ht)} dt

—+ 2€atyt.2tth + €at ”ZtH2 dt .

Par conséquent, intégrant entre t et T, on obtient

T T
el + [ et = [ e (<a = 2 {f (1N H) £ 0.5 ) ) e
t t

T
—/ 2e" Y.z, dW,. .
t

et, comme f est Lipshitz, il vient, notant n et h pour N — N et H-—H respectivement,
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T T
Ul [ e P < [ e (=gl =20yl +2C [yl Il dr
t t

T
—/ 2e*"y,.. 2. dW,. .
t

Pour tout ¢ > 0; on a

a2
2ab < — + €b?,
€

et donc, I'inégalité précédente donne

2 r 2 T 202 2 T
ey —|—/ e ||z || dr g/ e (—a+ ) ly.|” dr —/ 2"y, 2, dW,
t t € t

T
+6/ e (fny 2 + o) dr .
t

2
et prenant o = % ; on notant

T
K, = e/ e ( In,|” + ||hr||2) dr .
0

T T
vee[0;T], |yl +/ e ||z |Pdr < K. — 2/ e Yy 2pdW,. (3.3)
t ¢

D’aprés le lemme (3.2.1)), la martingale locale

T
{/ e myr.zrdWT} ,
0 te[0;T)

est une martingale uniformément intégrable nulle en 0 puisque Y Y appartiennent a S ? et
Z ,Z appartiennent a M 2.

En prenant ’espérance, il vient que pour t = 0 :
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E UOTM ||zr||2dr} <FE [K]. (3.4)

Revenant a 'inégalité (3.3)), les inégalités Burkholder-Davis-Gundy fournissent fournit

_ T %
E [ sup e™ |yt|2} <FE K|+ AE (/ e 2@ |y,,|2 ||zr||2dr ) ]
0<t <T 0

T %
< K1+ AE | s el ([ e lalfar ) ]
0

0<t <T

o[

. 2
puit, comme ab < &+ %,

at 2 1 at 2 A2 T ar 2
E|lsup e |y|"| <E [KE]+§E sup e |y|"| + —F e | z-||"dr |,
0

0<t <T 0<t <T 2

Prenant en considération I'inégalité (3.4)), on obtient finalement
T
E [ sup e |y|? +/ e ||z | dr } < (3+ A% E[K],
0<t <T 0

et par suite, revenant a la définition de K, ,

T T
E[ sup e |yt|2—i—/ e HZT||2CZ7’:| <e(34 4% (lvT)E{ sup e * |nt|2+/ e \|hT||2d7’}
0 0

0<t <T 0<t <T

Prenons € tel que € (3+ A?) (1 VT ) = 3, de sorte que 'application ¥ est alors une contrac-

tion stricte de B 2 dans lui-méme si on le munit de la norme

1/2

T
(VD] =B | sup e N4 [ e HHrHW] |
0

0<t <T

qui en fait un espace de banach-cette derniére norme étant équivalent a la norme usuelle
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correspondant au cas a = 0.

L’application ¥ posséde donc un unique point fixe, ce qui assure l’existence et 'unicité d’une

solution de 'EDSR ({3.1]) dans B 2.

On obtient ensuite une unique solution vérifiant Z € M 2 puisque la Proposition ([3.1.1))

implique qu'un telle solution appartient a B 2.

3.3 Roéle de Z :

Nous allons voir que le role de Z, plus précisément celui du terme ftT 2. AW, est de rendre

le processus Y adapté et que lorsque ceci n’est pas nécessaire Z est nul.

Proposition 3.3.1 : Soit (Y,Z) la solution de 'EDSR (3.1)) et soit T un temps d’arrét

magoré par T

On suppose qu’ll existe une constante C' telle que P - p.s, que £ est F, —mesurable et que f
(t,y,z) =0deésquet > 7.
Alors Y, =Y, ., et Z, =0sit > 7.

Preuve. : On a, Pp.s.,
T T
Yt=§+/ f(r;YT,Zr)dr—/ ZydW, , 0<t<T
t t
et donc, pour t = 7, comme f (t,y,z) =0désquet > 7,
T T T
YT:§+/ f(r;Yr,Zr)dr—/ Z. dW, :5_/ Z.dW, .

Il vient alors Y, = E(¢|F,) = & et par suite fTT Z,. dW, =0 d’ou l'on tire que

(/TTZT dWT) —E UTTHZTHQCJT} —0,

2

E
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et finalement que Z,1, >, = 0 . Il s’en suit immédiatement que, sit > 7 ,Y, =Y, , puisque

par hypothese,
t t
Y, :Yt—i—/ f (T;E,Zr)dr—/ Z. dW, =Y, +0—0.

Notons que dans le cas ou & et f sont déterministes alors Z est nul et Y est la solution de

I’équation différentielle,
dYy

dt :f(t,Y;g,O), Yr=¢.

3.4 EDSR linéaires :

Dans ce partie, nous étudions le cas particulier des EDSR linéaires pour lesquelles nous allons

donner une formule plus ou moins explicite.

Définition 3.4.1 : On suppose que C =1 ce qui implique que Y est un réel et Z est une

matrice de taille 1 x d (vecteur de dimension d ).

Soit {(ut, ve) }cjo ) un processus & valeurs dans Rx R?, progressivement mesurable et borné
et solent {p:},c (1) un élément de M 2(R) et & une variable aléatoire, Fr -mesurable, de carré

intégrable, a valeurs réelles.

T T
Y, = 5 + / {urK’ +v, Z, +pr} dr — / ZrdWT : (35)
t t

L’EDSR (3.5)) s’appelle EDSR linéaire.

Proposition 3.4.1 : L’EDSR (3.5)) posséde une solution unique qui vérifie :

T
Vt e [0,T],Y, =T;'E (gPT+/ p, T, dr | ]—"t) :
t
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avec, pour tout ¢ € [0,7];

t 1 [t t
I'; = exp {/ vy AW, — —/ |vr|2 dr +/ Uy dr} .
0 2 Jo 0

Preuve. : Commencons par remarquer que le processus I' vérifier :
d Ft = Ft(utdt + Ut-th)7 FO = 1.

D’autre part, comme v est borné, 'inégalité de Doob montre que I appartient 4 S 2. De
plus, les hypothéses de cette proposition assure l'existence d’une unique solution (Y, 7 ) a
I'EDSR linéaire; il suffit de poser f (t,v, z) = wy + zv; + p; et de vérifier que (a) et (b) est
satisfaite. Y appartient & S 2 par la proposition . La formule d’intégration par parties

donne :

dT,Y, =TydY; + Y,dly + d (T,Y ),

= —Ftptdt + Ft thWt -+ Ft Y}Ut.th s

ce qui montre que le processus I';Y; + fot pr I, dr est une martingale locale qui est en fait

une martingale car p € M 2 et I', Y sont dans S 2. Par suite,

t T
I.Y, —{—/ pLdr = F (FTYT +/ pr Iy dr | ]—"t) ,
0 0

ce qui donne la formule annoncée. m

Remarque 3.4.1 : Notons que si £ > 0 et si p; > 0 alors la solution de I’EDSR linéaire

vérifie Y; > 0.
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Annexe : Abréviations et Notations

Les différentes abréviations et notations utilisées tout au long de ce mémoire sont expliquées

ci-dessous :

35



Annexe B : Abréviations et Notations

L1([0, T],R™) | Ensemble des fonctions une fois intégrable,a valeurs de 'intervalle [0,7],dans R™.
1a Indicatrice de A est noté : 14(w) = bowed
0 ,wegA

o*(ou z *) Transposée de la matrice o (ou z ).
B (R¥) Tribu borélienne sur RF.
dt ® dP Mesure produit de mesure de Lebesgue sur [0, 7] avec mesure de dP .
A® P —p.p | Presque partout par rapport la mesure A ® P .
P —p.s Presque stirement pour la mesure de probabilité P .
RF¥ Espace réel euclidien de dimension £ .
RFxd Ensemble des matrices réelles k x d .

. Espace vectoriel formé des processus progressifs f; , tel que :
o IFIi=E {(ff AP dr) | < oo
tr(o) Trace de la matrice o.
N Ensemble négligeable.
N Ensemble des négligeables V.
<.|.> Produit scalaire.
1S Moo sup {|f (z)|}.
Ep Espérance par rapport a la probabilité P.
max Maximum.
v.a Variable aléatoire.
resp Respectivement.
ie C ’est-a-dire.
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K Résumé \

L’objectif principal de ce travail est de démontrer le résultat
d’existence et d’unicité de la solution d’équations différentielles
stochastique rétrogrades ‘(EDSR en abrégé) ; ce résultat est une étude
de base, qui traite le cas lipschitzien établi en 1990 par E. pardoux et
S.peng.

wots clés : Equations différentielles stochastiques rétrogrades, cas j

K Abstract \

The main objective of this work is to demonstrate and study the result
of existence and uniqueness of backward stochastic differential
equations (BSDE in short) ; this result is a basic study , which deals with
the Lipchitz case established in 1990 by E.Pardoux and S.Peng.

Key words: Backward stochastic differential equations, Lipchitz case,

Q(istence and unigueness. /




