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Introduction

es équations différentielles stochastiques rétrogrades ont été introduites en 1973 par J.-
LM. Bismut dans le cas ou f est linéaire par rapport aux variables Y et Z. Pourtant le
premier résultat général concernant les EDSR ne date que de 1990 et est d & E. Pardoux et S.
Peng [4] pour avoir obtenir le premier résultat d’existence et d’unicité dans le cas ou le terme

déterministe de I’équation n’est pas linéaire.

En 1997 N.Elkaroui, S.Peng et M.C.Quenez écrivent 'article fondateur de D'application des
EDSR au domaine financier et depuis, le travail de recherche dans ce domaine s’est diversifié
et une importance particuliére a été donnée aux problémes de résolution numérique des EDSR
(tout genres confondus) dans le cas ou la filtration est brownienne, ce qui a augmenté 1'impor-
tance et l'intérét de I'application des EDSR dans plusieurs domaines par exemple : Le controle

stochastique, La finance, Calcul différentiel et équations aux dérivés partielles...etc

Rappelons ici brievement dans quel contexte la notion d’EDSR a été introduite. On se place
sur un espace probabilisé (2, F,P) muni d’'un mouvement Brownien B (d-dimensionnel) dont
la filtration naturelle et augmentée est notée F? = (F)iejo 7).

Une EDSR & horizon déterministe 7" est définie par une équation dont la forme générique est la

suivante

_d}/;f = f(t7§/;f7 Zt)dt - thBt7 0 S t S T7

Yr=¢
dont les parametres sont la condition terminale Y, = £ et la fonction f qui est le générateur.

Nous présentons dans ce travail trois chapitres, le premier chapitre est consacré a la théorie du
calcul stochastique, en donnant les définitions et les propriétés des processus continues ainsi que

leurs résultats principaux (processus stochastiques, mouvement Brownien, martingales...etc) qui
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nous permettre de définir 'intégrale stochastique.

Dans le deuxieme chapitre, nous allons définir les EDSR et montrer I'existence et 1'unicité de
la solution d’'une EDSR dans le cas linéaire puis dans le cas général et énoncer le théoréme de
comparaison.

Dans le troisiéme chapitre, on a donné une description de quelques méthodes d’approximation
d’EDSR ou la méthode des marches aléatoires a été prise comme exemple. Cette méthode
qui a été utilisée dans plusieurs travaux sur la résolution numérique des EDSR, se base sur
I’approximation du mouvement brownien B par une suite de marches aléatoires sur un espace
de probabilité de dimension fini puis I'écriture de I’équation rétrograde associée, en temps discret.

En plus 'ajout d’un schéma de la méthode d’Euler Maruyama pour résolution numérique des

EDSR.



Chapitre 1

Rappel sur le calcul stochastique

Dans ce chapitre nous introduisons d’abord certains des définitions dont nous avons
besoin pour définir une intégrale stochastique qui est en fait étroitement lié au mouve-
ment brownien. En particulier, nous présentons la formule It6 fondamentale qui permet certaines

régles de calcul.

1.1 Processus stochastique

Définition 1.1.1 Soit E un ensemble. On appelle processus stochastique indexé par E et a
valeur dans R une famille (X;)icp d’applications mesurables de (0, F) dans (RY, B(R?)) pour

tout t € E/, X; est une variable aléatoire.

Remarque 1.1.1 1. Si nous aurons = N ce qui correspond aux processus a temps discret.

2. Si E=R, ou E =10;a], a € Ry pour les processus a temps continu.
Processus a trajectoires continues

Définition 1.1.2 On dit que le processus est a trajectoires continues (ou est continu) si les
applications t — Xy (w) sont continues pour presque tout w.
Un processus est dit cadlag (continu & droite, pourvu de limites o gauche) si ses trajectoires sont

continues a droite, pourvues de limites & gauche. Méme définition pour caglad.
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Modification d’un processus

Définition 1.1.3 Soient X et Y deux processus, on dit que X est une modification de Y st

pour tout t > 0. Les variables aléatoires X; et Y; sont égales P — p.s
Vi>0, P(X,=Y)=1L1

Processus indistinguables

Définition 1.1.4 On dit que X et Y sont indistinguables si P — p.s les trajectoires de X et'Y
sont les méme, c’est-a-dire

P(X, =Y, Vt>0)=1.

Remarque 1.1.2 1. La notion d’indistinguabilité est plus forte que la notion de modifica-

tion.

2. Notons que si X est une modification de Y et si X et Y sont a trajectoires continues a

droite (ou & gauche) alors X et'Y sont indistinguables.

Filtration

Une filtration sur (€2, F,P) est une famille croissante F = (F;):cjo,7] de sous tribus de F
Vs,tel, 0<s<t=F;CF CF.

La filtration naturelle du processus X est la suite croissante de tribus complétes

Alors on dit que (2, F, (F3)ier, P) est un espace probabilité filtre.

Remarque 1.1.3 Le espace probabilité filtré satisfait les conditions habituelles si

1. Les ensembles négligeables sont contenus dans Fy.

2. La filtration est continue a droite i.e Fy; = ﬂfs.

s>t
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Processus adapté

Définition 1.1.5 Soient (F;)i>o une filtration et (Xi)ier un processus sur (2, F,P), on dit que

X est dit adapté (par rapport a une filtration (Fi)i>o) Si
Vte T : X, est F; — mesurable.

Progressivement mesurable

Définition 1.1.6 (Processus mesurable) Un processus (X;)icr, est dit mesurable si la l'ap-

plication (t,w) — X; de Ry x Q dans R¢ est mesurable par rapport auz tribus B(R,) @ B(R?).

Définition 1.1.7 (Progressivement mesurable) Un processus X est progressivement mesu-
rable par rapport & (Fi)i>o Si, pour tout t > 0, Uapplication (s,w) — Xs(w) de [0,t] x Q dans

R? est mesurable par rapport o B ([0,t]) @ F; et B(R?).

1.2 Espérance conditionnelle

Soit X une variable aléatoire réelle intégrable (i.e X € L') définie sur (Q, F,P) et G une sous-

tribu de F (i.e G C F)

Définition 1.2.1 Soit X une variable aléatoire réelle définie sur (2, F,P) et intégrable. Alors
il existe une unique variable aléatoire appelée espérance conditionnelle de X sachant G, notée

E(X | G), telle que
1. B(X | G) est G—mesurable.

2. [,B(X |G)dP = [, XdP, VBeG.

C’est aussi I'unique (& une égalité p.s preés) variable G—mesurable telle que
E[E[X | G]Y] = E[XY],

pour toute variable Y est G— mesurable bornée.
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Proposition 1.2.1 (Propriétés de l’espérance conditionnelle)

a) Linéarité : soit a et b deux constantes, B(aX +0Y | G) = aEB(X | G) + bE(Y | G).

b) Croissance : soit X etY deux variable aléatoire telles que X <Y alors E(X|G)<EY|G).
o) EIE(X | G)] = E(X).

d) Si X est G—mesurable, E(X |G)=X.

e) SiY est G—mesurable, B(XY |G)=YE(X|G).

f) Si X est indépendante de G, E(X | G) = E[X].

g) Si'H et G sont deux tribus telles que H C G alors

EIX | H] = E[B(X | H) | 6] = BE(X | §) | H].

h) Si ¢ est une application conveze et mesurable, Blp(X) | G] > ¢(E[X | G]); (inégalité de

Jensen).

1.3 Mouvement Brownien standard
On se donne un espace de probabilité (2, F,P) et un processus (By,t > 0) sur cet espace.

Définition 1.3.1 Le processus (By,t > 0) est un mouvement Brownien standard si

i. P—ps By=0.

ii. Pour0<s<t, B;—B; estindépendant de la tribu o{B,,u < s} et suit la loi N'(0.t — s).
iii. P—p.s tr— Bi(w) est continue, pour w € .

Remarque 1.3.1 On dit que B est un (F;)i>0—MB si B est un processus continu, adapté a la

filtration (F)i>0, vérifiant

VueR, Y0<s<t  Elexp(iu(B; — Bs))/F.] = exp{—u?(t — s)/2}.
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Proposition 1.3.1 Soit B un MB alors

1. —B est ausst un MB.
2. Pour tout c > 0, le processus {%BCQt}tZO est un MB (invariance par changement d’échelle).

3. Pour tout s > 0, le processus {By+s — Bsti>0 est un MB indépendant de o{B,,u < s}

(propriété de Markov simple).

Définition 1.3.2 Un mouvement Brownien d— dimensionnel standard est un processus (By,t >

0) & valeurs dans R? tel que si on note

les processus B, 1 < i < d, sont des mouwvements Browniens standards indépendants & valeurs

réelles.

1.4 Martingales

Cas discret

On se donne une filtration, c’est-a~dire une famille de sous-tribus F,, croissante (telle que F,, C

Fni1)- La tribu Fy contient les négligeables.

Définition 1.4.1 Un processus X,, a valeurs réelles, F;—adapté et intégrable est
— Une martingale, si¥n € N on a E[X, 11 | F.] = Xn.
— Une surmartingale, si¥n € N on a E[X, 11 | Fn] < X,,.

— Une soumartingale, si¥n € N on a E[X,41 | Fu] > X,.

Cas continu

On se donne une filtration, c’est-a~dire une famille de sous-tribus F; croissante (telle que F, C

Fi, Vs < t).

Définition 1.4.2 Une famille de variables aléatoires (X, t € Ry) est une martingale par rap-

port a la filtration (F;) si
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1. X, est intégrable, Vt € R,..
2. X, est Fy—adapté, ¥Vt € R,.

3. BIX, | F,] = X,, Vs<t.

Définition 1.4.3 Une famille de variables aléatoires (X¢, t € R,) est une surmartingale (resp.

sousmartingale) par rapport a la filtration (F;) si

1. X, est F;—adapté et intégrable Vt € R,

2. BIX, | Fs] < X5, Vs <t, (resp B[X, | F5] > X;).

Remarque 1.4.1 Si B est un MB, alors {B? — t};>o et {exp(cB; — 0%t/2)}1>0 sont des mar-

tingales.

Théoréme 1.4.1 (Théoréme d’arréts) Soit (2, (F;)ier, F,P) un espace de probabilité filtré.

Si X est une martingale et si § et T sont deux temps d’arréts bornés tels que 6 < 7, alors

E[XT/}—(S] = X5 P— p.s.

Rappelons aussi qu'un processus X adapté et intégrable est une martingale si et seulement si,
pour tout temps d’arrét borné 7, E[X,] = E[Xj].

Pour le dernier résultat nous supposons que la filtration (F;);>o vérifie les conditions habituelles.

Définition 1.4.4 (Martingale locale) Soit X un processus (Fi)i>o-adapté, a trajectoires conti-
nues o droite. On dit que X est une martingale locale s’il existe une suite croissante de temps

d’arréts (T,)n>1 telle que lim 7,, = 400 P —p.s et, pour tout n, { Xin, }Tn>0 est une martingale.

n—~oo

Définition 1.4.5 (Semi-martingale) Une semi-martingale continue est un processus X qui
séerit X = M + A, ou M est une martingale locale continue et A est un processus continu

adapté a variation bornée tel que Ay = 0.
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1.5 Intégrale stochastique

On se donne un espace (£, F,P) et mouvement Brownien B sur cet espace. On désigne par

Fi=0(Bs,s < 1) la filtration naturelle du MB. On cherche & définir

t

/Qsst

0

quand {6, s > 0} est un processus stochastique.

1.5.1 Construction de ’intégrale stochastique
Cas de processus étagés

Définition 1.5.1 On dit qu’un processus 0 est étagée (ou élémentaire) s’il existe une suite
de réels t;, 0 < tg < t; < ... < t, et une suite de variables aléatoires 0; telles que 0; sont
F,—mesurable et appartienne & L*(Q) et que 0, = 0; sur |t;, t;1],donc on a

-1

0;(w) Ly, 1,10)(8)  pour tout ¢ € Jt;, ]
=0

3

.

On définit alors

/OedB—Ze ) — B(t,)),

E </ QSdBS> =0,Var (/ QSdBS> =E {/ dis}
0 0 0

/edB _Ze (tji1 At) — B(t; AT)).

et

on obtient
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Cas général

On définit les processus caglad de carrée intégrable ( appartenant a L?(€2 x RT)) comme 1’en-

semble D des processus ¢ adaptés continus a gauche limités a droite, (F;)—adaptés tels que

E {/ Hfdt} < 00.
0

Les processus étagés appartiennent a D, on a 6,, converge vers 6 dans L*(2 x RT).
On peut définir / 0,d B, pour tous les processus 6 deD, on approche 6 par des processus étagés,
0

soit 8 = lim,,_ . 6,, ol

O = Z le]tjathrl]
=1

avec 0; € F;. .

L’intégrale / 0,dBs est la limite dans L?(Q x RT) des sommes
0

> 0i(Bltj) = B(1y))

dont Pespérance est 0 et la variance E [Z?Zl %(tjﬂ — tj)] :

t 0
On note / 0,dB, = / Os1p0,4(5)dBs. Si 0 est étagé
0 0

t n—1
| 0B =3 03B~ By
0

=0

Conclusion 1.5.1 Soit l'intégrale suivant

T
/ XdBy
0

telle que (X (s),s > 0) est un processus stochastique et (FF,t > 0) la filtration naturelle du MB

B.

10
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Définition 1.5.2 On dit que (X;,t > 0) est un bon processus s’il est (ftB) -adapté, caglad et si

T
E [/ des] < 400, pour toutt > 0.
0

1.5.2 Propriétés de l’intégrale stochastique

Définition 1.5.3 Soit B; un M B et (X;,t > 0) un bon processus
T

1. X »—>/ X,dB, est linéaire.
0

T
2. Le processus ( / XSdBS) est a trajectoire continues.
0 t€[0,T]

T
3. Le processus </ Xsst) est adapté a (]:tB)te[g '
0 tef0,7) 7

T
4. Onapour 0 <s<t<T: E[/XSdBS}:() et
0

Var ( /0 TXSdBS) =E ( /0 Tdes) :
( /0 TXSdBS>2 —E ( /0 Txgds> .

1.5.3 Processus d’Ito

5. Isométrie : B

Définition 1.5.4 On appelle processus d’Ito un processus (X (t)),»o @ valeur réelles tel que
P—ps, VO<s<t

t t
X =Xo+ / bsds + / 0sdB;
0 0

o Xg est Fo—mesurable, b et o sont deux processus mesurables vérifiant les conditions suivantes
T T
/ |bs| ds<ooP — p.s et / o, ds<ooP — p.s,
0 0
donc la forme différentielle du processus d’Ité devient
dXt = btdt + O'tdBt.

Crochet de deux processus d’Ito

11
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Définition 1.5.5 Soit X etY deux processus d’Ito, telle que

t t t t
Xy =Xo+ / bi(s)ds +/ o1(s)dBs et Y, =Y +/ ba(s)ds + / 09(s)d B
0 0 0 0

On a par définition

(X,Y), = /0 o1(5)ra(5)ds.

avec la table multiplication

dt | dB,
dad [0 |0
dB, | 0 | dt

1.5.4 Formule d’Ito6

Proposition 1.5.1 (Formule d’intégration par partie) Soient (X (t)),5, et (Y (t)),5, deuz

processus d’Ito, alors
t t
XiYy = XoYo + / XsdYs + / Y,dX, +(X,Y),.
0 0

Théoréme 1.5.1 (Premiére formule d’It6) Soient (X (t)),5, un processus d’Ité et f:R — R

une fonction de classe C*. Alors

f(Xy) = f(Xo) + /0 F(X,)dX, + %/ﬂ f"(X,)o2ds.

Théoréme 1.5.2 (Deuzxiéme formule d’It6) Soient (X (1)), un processus d’It6 et (t,x) —

f(t,x) une fonction réelle deuz fois différentiable en x et une fois différentiable en t, on a

o o 1 (T2
Fx0 = 1050+ [ G Xas+ [ Fhexax.+ 5 [ Fhexac,.

Théoréme 1.5.3 (Troisiéme formule d’It6) "fonction de deux variable”

Soient X = (X(t))sg €t Y = (Y(t)),5o deux processus d’It6 issus x et y. Soit f : R® — R

12
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fonction de classe C* a dérivée bornée, on a

ta ta 1 ta2
P = fa)+ [ gecax.+ [ Shovareg [ i,

1 ta2f 1 t an
— —= (X, Yy)d (Y — —— (X, Y)d(X,Y) .
+ 2/0 8y2( Sy S)d< >s+ 2/0 axay( S S)d< 7 >s

13



Chapitre 2

Equations différentielles stochastiques

rétrogrades

Dans ce chapitre, on introduire la notion d’équations différentielles stochastiques rétro-
grades et de préciser la terminologie employée dans ce contexte. Nous montrerons le

résultat classique d’existence et d’unicité ; des exemples d’EDSR sont donnés a la fin du chapitre.

2.1 Introduction aux EDSR

Les EDSR ont été introduites en 1973 par J.-M. Bismut dans le cas o f est linéaire par rapport
aux variables Y et Z. Pourtant le premier résultat général concernant les EDSR ne date que de
1990 et est da a E. Pardoux et S. Peng [4] pour avoir obtenir le premier résultat d’existence et

d’unicité dans le cas ou le terme déterministe de I’équation n’est pas linéaire.

2.1.1 Equations différentielles stochastiques

Soient (Q, F o (Ft) =0 ,IP’) un espace probabilisé filtré.

Définition 2.1.1 Un EDS est une équation la forme

t t
thm/ b(s,Xs)der/ o (s, X,)dB, (2.1)
0 0

14
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ou sous forme différentielle

dX, = b(t, Xy)dt + o (t, X,)dB,, (2:2)
Ah = xXr E]R-

avec

* b(s,z) est un vecteur mesurable de R? défini sur R, x R? appelé dérive ou drift de I'EDS.

* (s, z) est une matrice d x m mesurable de R? défini sur R, x R? appelé coefficient de diffusion

de 'EDS.

2.1.2 Equations différentielles stochastiques rétrogrades

Présentation du probléme

Soient (2, F, (F;)o<t<T,P) un espace de probabilité filtré et une variable aléatoire £ mesurable

par rapport & Fr. On voudrait résoudre ’équation différentielle suivante

—dY,
= f(Y,), 0<t<T
o f(%) (2.3)

Yr=¢
en imposant que, pour tout instant ¢, Y; ne dépende pas du futur apres t c’est-a-dire que le
processus Y soit adapté par rapport a la filtration (F;)o<i<r.
Prenons f = 0, alors 'unique solution de est Y; = &, pour tout ¢, Y est par conséquent n’est
pas une solution adapté & (F;)o<i<r car n’est pas déterministe.
La meilleure approximation — disons dans L? — adaptée est la martingale Y; = E [£|F;] si on
travaille avec la filtration naturelle d’'un mouvement brownien, le théoréme de représentation

des martingales browniennes permet de construire un processus Z de carré intégrable et adapté

tel que
Vi~ BE\F) — B(6) = BS) + | ZuaB.

15
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si on prend t =T alors

donc
T
Y= 5 - / Z4d B
t
i.e
Yr=¢.
On voit donc apparaitre sur ’exemple le plus simple une seconde inconnue qui est le processus
Z dont le réle est de rendre le processus Y adapté. Par conséquent, comme une seconde variable
apparait, pour obtenir la plus grande généralité, on permet a f de dépendre du processus Z.
Résoudre une EDSR, c’est trouver un couple de processus adaptés par rapport a la filtration du

mouvement brownien (By)o<t<r, (Yi, Zt)ieo,r) vérifiant 'équation différentielle stochastique
_dY, = f(t,Y,, Z)dt — ZedB,,  0<t<T, (2.4)

avec la condition finale (c’est pour cela que l'on dit rétrograde) Yr = £. Comme les EDS, ces

équations doivent étre comprises au sens intégral, i.e
T T
Y, =§+/ f(s,YS,ZS)ds—/ Z.dB,,  0<t<T (2.5)
t t

ou

— (Bi)o<t<r est un mouvement Brownien standard & valeurs dans R?, défini sur un espace de
probabilité (2, F, (F;)o<t<r, P) .

— (Fi)o<t<r est la filtration Browienne telle que Fy contienne tous les éléments P—négligeables

de F, cette filtration est continue a droite.

16
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— La fonction f: Q x [0,7] x R x R — R est appelée le générateur.

— T est le temps final.

— £ est une variable aléatoire a valeurs dans R*.

Fixons d’abord quelques notations. Pour z, 2’ € R.

— |x| désigne la norme euclidienne et ||z, 2’| le produit scalaire.

— Une matrice de taille k x d est considérée comme un élément de R¥*?, sa norme euclidienne

est donnée par |y|| = \/Trace(yy*).

— Pour tout réel p > 0, nous alons définir deux espaces fonctionnels SP(R") et MP(R").

a. SP(R") est I’ensemble des processus (X)), continus, a valeurs dans R", adaptés, tels

que
1A1/p
1X)lgy =T | sup |Xt|p] < +o0.
te[0,7)
Sip > 1, |.]lsp est une norme sur SP(R") qui en fait un espace de Banach. Si p €

10,1, (X, X") — || X — X'|| 5 est une distance sur SP(R™). Avec cette métrique, S? est

un espace complet.

b. MP(R") désigne '’ensemble des processus (X;)¢cjo,r] prévisibles a valeurs dans R", tels que

T p/271N/P
(/ |Xt\2dt> ] < +o00.
0

Sip > 1, MP(R™) est un espace de Banach avec la norme ||.|| ,, et sip €]0, 1], (X, X') —

X[y = B

| X — X'|| \\» est une distance sur MP(R™) qui le rend complet.

— Le générateur f est défini sur F x B([0,T]) x B(RF) x B(RF*4),

— Pour tout (y,z) € RF x R**? le processus {f(t,y, z) }ejo,r) est progressivement mesurable.

Définition 2.1.2 Une solution de ’EDSR est un couple

(Y7 Z) = {(Y;v Zt)}tE[O,T]

de processus progressivement mesurables, & valeurs dans RF x R¥*?  tel que, P — p.s.
¥t Z; est dans L*([0,T));
*t— f(t,Y;, Zy) est dans L*([0,T]);

17
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T T
Yt:§+/ f(r,Yr,Zr)dr—/ Z,dB,, ~ 0<t<T.
t t

Remarque 2.1.1 Remarque 2.1.2 Comme les intégrales de [’équation précédente sont bien
définies, Y est une semi-martingale continue ; ensuite commeY est un processus progressivement

mesurable, il est adapté et en particulier Yy est déterministe.

2.2 Existence et unicité des solutions d’un EDSR

En 1990, E. Pardoux et S. Peng ont démontré I’existence et 'unicité des solutions de ’EDSR

dans le cas ou le générateur f est lipschitzien par rapport aux deux variables y et z.

2.2.1 Théoréme de E. Pardoux et S. Peng

Théoréme 2.2.1 Sous les hypothéses suivantes : il existe une constante K > 0 telle que

& e LA(Q, Fr).
ii. {f(t.0,0)}o<cr € L*(2 x [0, 7).

iii. f est uniformément lipschitzienne en y et en z
vt € [0,7],%(y.y') € (R¥)%V(z,2') € R, [f(ty, 2)—f(t,y,2)] < K(ly=y/|+]z = '])).
Alors 'EDSR ([2.4) admet une unique solution telle que Z € M2(RF*?).

2.2.2 Inégalités et théorémes utile pour la preuve

Théoréme 2.2.2 (Théoréme de représentation des martingales Browniennes) Soit
(Fi)o<t<r la filtration naturelle du mouvement Brownien (Byi)o<i<r et M; est une martingale

continue de carré intégrable F;—adapté. Alors il existe un processus adapté Z tel que

T
E(/ Z2ds><oo
0

18
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et pour tout t € [0,T]
t
M, = M, +/ ZdBy, P — p.s.
0

Théoréme 2.2.3 (Inégalité Burkholder-Davis-Gundy "BDG") Soient p €]0,+0o0]. I

existe deux constantes c, et C, telles que pour tout martingales continue X, nul en 0

e, [(X,Xﬂ <E [sup \X\P} <C,E [<X,X>§o] .

oo
0<t

Lemme 2.2.1 (Lemme de Gronwall) Soit T > 0 et soit g une fonction positive mesurable
bornée sur lintervalle [0, T]. Supposons qu’il existe deux constantes a > 0, b > 0 telles que pour
tout t € [0, T
t
g(t) <a-+ b/ g(s)ds,
0
alors, on a pour tout t € [0,T]

g(t) < aexp(bt).

2.2.3 Preuve de théoréme 2.2.1

Preuve. Dans la démonstration on utilise le théoreme de représentation des martingales brow-

niennes.
Soit B? = S?(R¥) x M?(RF*?)| qui est un espace de Banach. On construit une fonction ® de

B? et on définit (Y, Z) = ®(U, V) de la fagon suivante. Considérons la variable aléatoire

T
C—¢+ / F(s, U, Va)ds
0

( est de carré intégrable car f est lipschitzienne en y et z, d’ou

T T
C2 < 4 (15\2 T / F(r,0,0)Pdr + K sup [U,P + K / \Verr) .
0 0

0<t<T

Pour Y, on choisit

T
vte[0,7], Y,=E”" {5+/ (s, Us,\/;)ds} .

D’aprés ce qui précéde, cette espérance conditionnelle est bien définie. De plus le théoréeme
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de représentation des martingales Brownien appliqué a la martingale {Ef “(¢ )} rel0.T] permet

d’affirmer qu’il existe un processus Z € M?2(RF*9) tel que
t
vt € (0,77, E7(¢) = B(¢) + / Z,dB,.
0
Ainsi est construit (Y, Z) = ®(U, V). De 'égalité précédente on déduit

t t
Yt+/ f(T,Ur,Vr)dTZYO-F/ Z,dB,
0 0
d’ou
T T
Y= 5 + / f(ra Ur, V;)d’l“ - / Z,dB,
0 0

donc (Y, Z) est solution de (2.4]) si et seulement si ¢’est un point fixe de ®.

Montrons maintenant que Y € S?(R¥). Pour tout 0 <t < T,

t t
Yi=Yo [ 10 Vodr - [ Ziab,
0 0

comme f est lipschitzienne en y et z,

T T T t
Vi< Wal+ [ 10000+ K [ Uddr+ k[ v ar+ s [z,
0 0 0 0

0<t<T

Y est déterministe et comme (U, V') € B2, Z étant dans M? par construction,

t
/ Z,.dB,
0

T T T
nﬂmH/Wﬂmw»+wp +K/IwW+K/HWMT
0 0 0

0<t<T

est de carré intégrable. Ainsi

sup |Yi| <7

0<t<T
ce qui prouve que Y est dans S?(R). Par construction Z € M?2.

Pour trouver un point fixe, il suffit de prouver que ® est une contraction stricte de B%. Pour
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cela, il faut d’abord remarquer que si (Y, Z) € B2, alors

t
{/(Kﬁm&% OStST}
0

est une martingale. En effet I'inégalité de Burkholder-Davis-Gundy donne

i T 1/2
}SCE (/ |Yr|2HZ,«Her) ]
0

¢
E [ sup / (Ys, ZdBs)
0

0<t<T

T 1/2
E | sup |n|(/ ||ZTH2dr) ]
0<t<T 0

C
C T
<3 <E [ sup |YT|2} +E/ ||ZT||2dr) < +o0.
0

0<t<T

IN

Ensuite, on prend (U, V) et (U’, V') dans B?, (Y, Z) = ®(U,V), (Y',Z') = ®(U’, V') et on note
U V)=U-UV-VYet (Y,Z)= (Y -Y' Z—Z'). La formule d’It6 entraine que pour

tout v € R (I'intégrale stochastique est d’espérance nulle)

'E|Y)? + E/ e’ (7|7T]2 - HZHQ) dr < QKE/ Y| (IU] + HVTH) dr

T T
t t
T T o .,
< 4K2E/ " |Y,|dr + %E/ e (|Ur|2 + V2 ) dr,
t t
on choisit v = 1 + 4K?, donc

T
t

T T 12 —112 1 yr 77 |12 7112
B[ (TP + 2 < 58 [ e (0 + V) an
0

ainsi ® est une contraction stricte de B2 muni de la norme

1/2

02l = (B [ it + 127

siy =1+ 4K?, I'espace B? muni de cette norme est un espace de Banach. Donc ® admet un

unique point fixe, qui est 'unique solution de 'EDSR dans B%. =

Remarque 2.2.1 Dans I’énoncé du théoréme, ils ne sont pas précise l’espace dans lequel se

trouve Y. Mais dans la démonstration on a vu que Y € S?. En fait il s’avére que sous une
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hypothése assez faible concernant le générateur f, le processus Y est dans S? dés que Z € M?2.

Proposition 2.2.1 Supposons qu’il existe un processus (fi)icjo.r] positif dans M?*(R) et une

constante \ > 0 tels que
V(t,y,2) € [0,T] x RF x R™ [V (t,y,2)] < A(Yi+ [y| +[|=]) -
Si (Y, Z) est une solution de I’EDSR telle que Z € M?(R**?) alors Y € S*(R").

Preuve. Pour tout 0 <t < T,

t t
Y, =Yy — / f(ra Y;"a Zr>dr +/ Z,dB,
0 0

ainsi

T
vl < |Yo|+A/ (Ufy] + 1 Z)dr + sup
0

0<t<T

t ;
/ Z,dB, +)\/ Y, |dr.
0 0

Yy étant déterministe, les hypotheses faites sur les processus Z, (f¢):cjo,r] impliquent que

t
/ Z,dB,
0

est de carré intégrable. Comme Y est continu, le lemme de Gronwall entraine que

T
¢= 1l + A [ (8] + 1Z:Ihdr + sup
0

0<t<T

sup Y| < ¢e,
0<t<T

ce qui prouve que Y est dans S€(R). m

2.3 Théoréme de comparaison

Cette Théoréme permet de comparer les solutions de deux EDSR dés que ’on sait comparer les

conditions terminales et les générateurs. Ce théoréme est da & l'origine a S. Peng.

Théoréme 2.3.1 Supposons que k =1 et que (&, f), (£, f'). Onnote (Y, Z) et (Y', Z") les solu-

tions des EDSR correspondantes. On suppose également que P —p.s. £ <& et que f(t,Y;, Z;) <

22



Chapitre 2. Equations différentielles stochastiques rétrogrades

f'(t,Yy, Z;) m® P — p.p. (m mesure de Lebesque). Alors
P—p.s., Vi e [0,T], Y, <Y,

Si de plus, Yo =Yy, alorsP—p.s., Y, =Y/, 0<t <T et f(t,Ys, Z;) = f'(t, Y}, Z) mRP — p.p.
En particulier, dés que P(§ < &) > 0 ou f(t,Yy, Zy) < f'(t,Ys, Zi) sur un ensemble de m &

P—mesure strictement positive alors Y' < Y{.

2.4 Exemples des EDSR

2.4.1 EDSR linéaires

Dans cette partie nous étudions le cas particulier des EDSR linéaires pour lesquelles nous allons
donner une formule plus ou moins explicite. Le cas k = 1; Y est donc réel et Z est une matrice

de taille 1 x d c’est & dire un vecteur ligne de dimension d.

Proposition 2.4.1 Soit {(as, b;)}iep,r) un processus & valeurs dans R x RY, progressivement
mesurable et borné. Soient {ci}tiepor) un élément de M?*(R) et & une variable aléatoire, Fr

—mesurable, de carré intégrable, a valeurs réelles.
L’EDSR linéaire

T T
Y, =&+ / {a,Y, + Z,b, + ¢, }dr — / Z,.dB,,
t t

posséde une unique solution qui vérifie
T
vt € (0,71, Y, =T;'E (fFT —|—/ e, Lpdr | .7-}) ,
t

avec, pour tout t € [0, T,

t 1 t t
I, :exp{/ b, -dB, — —/ |br|2dr+/ aTdr}.
0 2 /o 0
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2.4.2 Modéle de Black—Scholes

Le modeéle de Black—Scholes conduit & un exemple d’EDSR linéaire. Prenons le cas le plus simple.
On a se place dans un marché financier sur lequel on a une action dont le prix d’'une part est
régi par 'EDS

dS; = Sy(udt + odBy), So =z,

ou u € R, o > 0; le parameétre o s’appelle la volatilité. On a, pour tout ¢t > 0,

o2
Sy = wexp {aBt + (pn — 7)1&} .

Parallelement & cette action, on a un placement sans risque — disons un livret de Caisse d’épargne
pour fixer les idées — dont le taux de rendement est constant, égal a r; le prix d’une part est

donné par

dEy = rEdt, Ey=1y, alors E, = ye'.

Une stratégie est la donnée d’un couple de processus, (p, g):>0 adapté par rapport a la filtration
du MB B ¢; représente le nombre de parts d’actif sans risque et p; celui d’actif risqué c’est a
dire le nombre d’actions détenues dans le portefeuille a I'instant ¢. La valeur du portefeuille est
donc, a l'instant ¢

Vi = @By + pSt.

On ne considére que des stratégies autofinancées ce qui se traduit par le fait que 1’évolution de

la valeur du portefeuille est décrite par
d‘/;f = QtdEt + ptdSt = thEtdt ‘I— ptSt(,udt + O'dBt),
ou ¢, F; = V; — pdS; et donc, on a, notant m, = p,;d.S;

AV, = rVidt + mo(p — 1) /odt + mod By,
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soit encore notant Z; = mo et = (u — r)/o, alors on a
dVy = rVidt + 0Z,dt + Z,dB,.

Et le vendeur veut obtenir

Vr=¢

d’ou

T T
Vi :5—/ (er—i—QZs)ds—/ Z.dB,.
t t

On peut calculer explicitement V; pour tout ¢ (par I’exemple précédent)

Vt—E[feXp (—G(BT—Bt)+02—2(T—t)—r(T—t)) \.7—}].
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Chapitre 3

Discrétisation et résolution numérique

des EDSR

ans ce chapitre, nous intéresse aux méthodes numériques qui peuvent approximative-
Dment résoudre les EDSR.

Nous montrons la méthode d’Euler couramment utilisée pour les EDSR. Le schéma d’Euler

est suffisant pour maintenir le comportement global d’ordre élevé lorsque nous concevons des

schémas de discrétisation du temps d’ordre élevé pour les EDSR.

3.1 Equations stochastiques rétrogrades discrétes

Considérons la suite de v.a de Bernoulli i.i.d (€}');=12.. . avec gg = 0, n fixé avec

Notons par M7 la tribu (o0—algebre) engendrée par f,¢7, ..., e, M = o(eg, €7, ..., €7).
Par analogie avec les EDRS, notons la condition terminale par £", {fn}nzo la suite de variables
aléatoires M7 mesurable, de carré intégrable et le générateur (le coefficient) par 7. Considérons

les hypothéses suivantes
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H;. §" est M} mesurable

A0 : {—1,1} — R tel que £" = &(e], €5, ...,en).

'’ n

H,. Pour tout j =0,..,n —1, fI : @ x R x R — R est M} mesurable et pour tout (w, 2), f}'

est C' lipchitzienne par rapport a y avec n > C.

H;. Pour tout (w,y), f7' est C lipchitzienne par rapport a z avec n > C2.

Soit ¢ > 0 une constante donnée, considérons pour j = n — 1,....., 1,0, ’équation rétrograde
discréte

n n n 1 n —
vt =y + 1, ]q)ﬁ_’_ﬁ(yjﬂ) - (3.1)

z"’q—l e
7 \/ﬁ j+1
avec la condition terminale

Yyt =€

3.1.1 Existence et unicité de la solution

Théoréme 3.1.1 Supposons que le couple (f7',£") est soumis auz hypothéses Hy et Hy, alors

il existe un unique couple (yj9, zv9) MY adapté qui est solution de .

Théoréme 3.1.2 (Théoréme de comparaison)
Si (y™e', 2™ est solution d'une EDRS de la forme correspondant a (f7",§™,q'), ¢ > ¢
et si fi", [T satisfais Hz et fi*(w,y,2) > fi'(w,y,2), §" > &, alors pour j=0,1,..n—1

onay] nd >y

Théoréme 3.1.3 Posons M = f S men ef AMP

ti+1

=M}

ti+1

— M " et considérons 'EDRS

discréte

~TL n 1 n n n -
Y, :5()+EZ £, Y ZZ AMP, 0<i<n0<t;<T (3.2)
qui est la version discréte de ’EDRS

T T
Y, = ¢+ f(s,YS,Zs)ds—/ 7.dB,, 0<t<T.
t t
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Cette EDRS discréte vérifie Hy et Hy ce qui assure l'existence d’une unique solution.

Supposons que (37", Z”) est solution de . Posons
i—1 " " 1 % "
U = ZOZ[;AM;%H vy - Zlf(tj,ytj).
j= j=

Théoréme 3.1.4 Si on a

i. ¢ = F(B) ot F : Q — R? est une fonction Lipchitzienne bornée i.e il existe une

constante k telle que pour tout w,w’ € Q)

|F(w) = F(W)| <k sup |w(t) — /(1)

0<t<T

ii. f:[0,1] x R? — R? une fonction continue, uniformément lipchitzienne i.e il existe une

constante L telle que ¥(x,y) € R x RY

sSup ‘f(t,ﬂ?)-f(t,y)’ SL‘I’—y‘

0<t<T

Alors la suite ()7", U™) converge faiblement au sens de la topologie de Skorokhode

vers (Y, /ZdB) ou (Y, Z) est l'unique solution de ’EDRS

T T
Yt:§+/ f(s,Ys)ds—/ Z.dB,,0<t<T.
t t

3.2 Discrétisation des EDSR

De nombreuses études sont faites depuis le début des années 1990 sur la résolution numérique
des EDSR.

Considérons (Q,]—" , (j:t>t20 ,IP’) un espace de probabilité filtré munie de MB & d dimensions
B (t)g<y<r » avec @ = C([0, T],R?) Pespace des fonctions continues de [0, 7] dans R?.

En premier lieu, intéressons nous a trouver la solution ou une approximation de celle-ci pour
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I’EDS rétrograde de type

dY; = f(t,Y,, Z,)dt — Z,dB,, t € [0, T)

Yr=¢

(3.3)

cette équation a une unique solution, (Y}, Z;) dés la satisfaction des conditions d’existence et
d’unicité. On rappelle que dans le cas d’une EDSR linéaire, nous avons déja une forme explicite

de la solution (chapitre 2, Proposition 2.4.1).

3.2.1 Discrétisation des EDSR dans le cas ou le driver ne dépend

que de t et Y,

Supposons que le driver f ne dépend que de ¢ et Y dans ce cas I’équation (3.3) prend la forme

avec la condition terminale Y7 = £ ou £ est une v.a F;—mesurable telle que E |¢ |2 < 00. Sous

forme intégrale, ’équation s’écrit

T T
Y, =&+ / F(s,Y2)ds — / Z.dB,, (3.4)

cette équation a une unique solution (Y}, Z;) dés la satisfaction des conditions d’existence et
d’unicité.
Supposons qu'il existe F' : Q — RY fonction Lipchitzienne bornée, i.e il existe une constante k

telle que pour tout w,w’ € 0

|F(w) = F()| <k sup |w(t) —w'(1)],

0<t<T

tel que £ = F(B) et supposons que f : [0, 1] x R? — R? est une fonction continue, uniformément

lipchitzienne, i.e il existe une constante L telle que V(z,y) € R? x R4

sup [f(t,x) = f(t,y)| < L]z —yl.

0<t<T
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Pour simplifier les calculs, plagons nous, dans I’espace de dimension 1 (d = 1) avec T' = 1
et appliquons un schéma d’approche basé sur la discrétisation de (3.3)) et on utilise la version
discréte de 'EDRS, en remplacant le mouvement brownien B par une simple marche aléatoire
pour cela notons par M"™ = (M;")o<;<1 une marche aléatoire symétrique ot

nt]/n

[
1

Mr=—S"¢e  0<t<l
Vi =t -

k=

et {en}o< <, est une suite de variables aléatoires i.i.d de méme loi symétrique de Bernoulli.
Notons par M7} la tribu (c—algebre) engendrée par g, €7, ..., 7, M} = o(ef, €7, ...,€7) et par
{f”}nzo la suite de variables aléatoires M mesurable, de carré intégrable convergente, dont la
limite est égale & £. Supposons que le MB B et la suite de marches aléatoires (M]")p<i<1 sont
définis sur le méme espace de probabilité.

Passons a I'espérance conditionnelle dans 1’équation 1} en tenant compte que [E ( / dBt> = 0.

Dans ce cas, la solution Y; sera présenté sous cette forme,

T
Yi=B(¢+ [ f(sYds| F)
t
et 'équation ({3.4) sera approchée par ’équation rétrograde, discréte

Y=gt 4 LS f (5, V) = Y5 2R AMY

cette équation aussi a une unique solution sous forme de couple (BN/(”), Zm),

On a

~ ~ 1 ~ -
Vo=V, = ) - Z A,

tit1 E tjt1

i

en prenant l’espérance conditionnelle par rapport & M} et comme E (Z?ABZH | M?) =0et

Y" est M adapté on aura alors

n 1 N n S
E<}/;i+l + ﬁf(t“ Y;Z) | Mz) = Y;l
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alors
~TL n NTZ 1 ~TL
et
- - ~ 1 - -1
Zi = [T - To 2T (a0,

et comme Z? est MI' adapté, alors on a
~ ~ ~ 1 ~ Lo\l .

En outre, une fois Y)" | est détermin¢, Y;" sera trouvé par la méthode de point fixe.

En posant X° = E [i” | I\\/Jlf] et

i+1
1
Xk+1 — XO + Ef(t“Xk> — g(Xk)7
g est contractante, car

L
ot 2) = g(t,)| = | X0+ (t,2) = X0 =~ f(6,9)| < 2 o ]

donc, d’apres le théoréme du point fixe, les itérations de ce procédé convergent vers la solution
de (3.6)).
De plus, si f est bornée par R et pour n assez grand, une itération peut représenter déja une

bonne approximation pour la solution de (3.3|) et puisque f est L uniformément lipchitzienne,

on a
n 1 1 n 0 0 1 0
1 ~ 1
== |— tz Yn - — ti,XO
LT - (6, X°)
L |~ L1 ~ LR
< < [T - X0 = 2, T < 22
n ¢ nin ¢ nn
alors
LR
n 1
I
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et par conséquent on peut construire le schéma numérique explicite rétrograde suivant, qui

donne une approximation de la solution
Yp=¢" Zp=0.
X =B [V | My

f/t(n)

1+1

— X7+ Lr(t, XM

~ ~ ~ ~ -1
7n =K [(Y(") +1p V) - ve) (aBr,) M[‘]

3.3 Discrétisation des EDSR dans le cas ou le driver dé-
pend de t,Y;, Z;

Considérons l’espace de probabilité (£2, F;,P) et notons par (F;)o<i<r la filtration naturelle
engendré par le MB de dimension 1, 7, = o(B;,0 <t <T).
Supposons que f dépend de ¢, Y, Z et f : © x R x R — R lipchitzienne par rapport (y, z)

uniformément par rapport t ,i.e

|f(t7y17 21) - f(t,y2,22)| < C(’yl - y2| + |Z1 - Z2|)

Vit € [0,T],V (y1,21), (Y2, 22) € R* x R? avec f(.,0,0) de carré intégrable et supposons que & est

JFi—mesurable, {" est M} —mesurable avec
E {\52\ + sup |§"|21 <oo et limE[¢—¢"]=0.
Dans ce cas 'équation (3.3|) s’écrit

T T
Y, =¢ +/ f(s, Yy, Zg)ds — / Z4dBs, (3.7)
t t

Comme dans le deuxiéme cas, nous appliquons la méme méthode. Pour simplifier les calcules,
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[t/h]

T
posons—:hetMt”:\/ﬁZ&:}g, 0<t<Tou
" k=1
(€% )1<k<n
eg =20
: : s : 1
est une suite de v.a de Bernoulli symétriques, i.e P(e} = 1) = P(e} = —1) = 3

Comme dans le cas précédent nous cherchons a trouver une approximation de processus (Y, Z)

réelle, définie sur [0, 7] F;—progressivement mesurable telle que
T
E [sup|Yt|2] +E U |Zt|2dt] <00
n 0

et qui satisfait
—d}/;/ == f(t, K, Zt)dt - thBt
Yr=¢
telle que [ |£?| < oo. Pour cela cherchons une solution numérique pour (3.7) a 1’aide de couple

(Y;*, Z1") et qui doit satisfaire
Yi" Z0) = (y),27),  telih (+1)h]

avec h = —, (¥}, 27)o<j<n est la solution, dans un petit intervalle, de 1'équation rétrograde
o <j<

discréte
v =y T hf(t )2 — 2o Vi

(3.8)

Yp =E£"
Le procédé commence par y;; = £", alors la solution (yj, z}') de l} est calculée d’une fagon
rétrograde suivant le schéma implicite suivant, en supposons qu’on connait yj', ;.

1

Théoréme 3.3.1 Soit y},, une v.a MJ,,—mesurables. Alors pour h < = il existe un couple
unique (y7, 27 ) M7 —mesurable vérifiant I’équation (@)
Preuve. Posons

- 1 -
JHllen  =—1
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et

Y, = ¢"
+ =Y _
J+ el =+1

et supposons qu’ils sont tout les deux M7 —mesurables en remplacent dans I’équation 1D on

aura
v = Yi+ bty ) - Vi

i = Y-+ hf(t;yp,2p) + Vh)

ce qui équivalent a

Z5 = m (Yi=Y) = ﬁE [3/j+15j+1 | Mj} (3.9)
n n n 1 n n
Y, _hf(tjvyjazj) = §(Y+ -Y) :E[yj+1 | Mj} (3.10)

par la condition de Lipchitz, on peut montrer que la fonction

G(y) =y —hf(tj,y,2])

est strictement monotone quand hk < 1,

(G(y) —Gy)y—y) > (1 —=h) kly—y >0.

Montrons cette inégalité, en effet V¢ € [0, 7], V (y1, 21) , (Y2, 22) € R? x R?,

‘f(tvyla Zl) - f(t7y2722)| < C(’yl - yQ‘ + ‘Zl - 22’)
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alors

(Gly) =Gy —y) =y —hfly.2]) = [y = hf (Y. 2))] sy — )
=y —h[fly.]) = f. )]y =)
=ly -y = h{[fly.2}) = F&, 2]y — V)
>y —y1” = | f(y,2]) = F( )| 1y — o]

>y —y/'[(1—h) K] >0

d’ou l'existence d’une valeur unique y;' qui réalise |)

Ce schéma de résolution de 'EDSR discréte est nommé schéma implicite.

En général on ne peut pas toujours utiliser ce schéma d’une fagon explicite (i.e dans le cas G~!
ne peut pas étre résolue explicitement) d’ou la nécessité de construire un autre schéma plus
souple en utilisant 1’espérance conditionnelle [ [y}ﬂrl | I\\/JI?] pour approximer y'.

Posons }N/{f =y = £" en commence l'itération par j = n — 1 on aura la relation rétrograde
T =+ hf [ E (G | M), 2] - VR, (3.11)

ce qui équivaut aux relations suivantes

Ui =B (T | M}) +hf [B(F7 | M}), 2]

y““n }
j+1 _
1 J s;‘ 1 =+1

7= ﬁE (U5 | M) = 2vh

n [
ef=—1
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3.4 Méthode d’Euler

Cette méthode est considérée comme la méthode la plus simple des approximations fortes de
Taylor, elle est appelée méthode explicite d’Euler ou Euler Maruyama.
Tout d’abord, notons que le probléme de la discrétisation et de la simulation d’EDS est plutot

bien compris et traité 3. Par exemple, si le processus X est solution de ’'EDS

t t
Xy =x+ / a(s, Xs)ds +/ o(s, Xs)dBs
0 0

alors la solution la plus simple pour obtenir une approximation en temps discret de X est de

considérer le schéma d’Euler

Xt =T

n

Xti+1 = Xg + a(tz,XZ)(tzH — tz) + O-<ti7Xg)(Bt7;+1 — Bt,-)a 1 € {0, ey N — ]_}7

avec 0 = tg < ... < t, = T une partition de [0,7]. Le processus ainsi obtenu a le bon gott
d’étre encore adapté. Enfin, un tel algorithme est implantable sur un ordinateur. Considérons

maintenant (Y, Z) la solution de 'EDSR
T T
Y;:§+/ f(s,YS,Zs)ds—/ ZsdBs, 0<t<T.
t t

que l'on souhaite approcher par un couple (Y, Z") de processus adaptés a temps discret. Si
tit1

I'on remplace f(5,Ys, Zo)ds par (tipn — t3) f(t:, Y], Z1) (tig1 — t;) alors le théoréme de
t;

représentation martingale nous assure I’existence d’un processus (Z}'), t € [0, T tel que l'on ait

tit1
VP =Y (i — ) f(t Y Z0) — / ZdB,.
t;

Pour Z;' nous allons prendre la meilleure approximation de Z" par une variable aléatoire F; -

mesurable dans L?(Q x [t;,t;41]), & savoir

t; tit1 it1

) (Buy, = Bi) | 7
b (tiy1 — ti) B (tiv1 — 1)

E [ [5+1 Zngs | fti] E [Yﬂ
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d’aprées 'isométrie de I'intégrale d’Itd, cela nous permet d’obtenir un premier schéma de discré-
tisation en temps donné par

(

Y= ¢

Z{ = (ti+1 - ti)ilE [Y;:L_H (BtiJrl - Bti) | ‘Ez]

Ve = B[V, IR e - )16, 20), 1€ 40, n— 1},

Un tel schéma est implicite car Y,} est solution d’une équation non linéaire. Néanmoins, si
I’on suppose que f est une fonction lipchitz en y alors un argument de point fixe nous assure

I’existence et 'unicité d’une solution lorsque h est suffisamment petit car dans ce cas
Yo BV | B+ (i — ) f (. 20)

est une contraction dans L?(F;,). Notons qu’il est également possible de modifier légérement ce

schéma pour le rendre explicite en considérant

Y= ¢

ZZL - (ti-‘rl - ti>7lE |:}/15?+1<Bti+1 - Btz) | ‘7:tzi|

(3

Y= B[V, (e — 0 Y 2D | R i€ {0, nn = 1),

3.5 Quelques exemples de Simulation

3.5.1 Premier exemple

f est linéaire, donc sous la forme f(t,y,z) = a.y + b.z + c.

Exemple 3.5.1 On prenda =0=c=1, £ =sin|By|, dans ce cas on sait qu’ont peut calculer

la solution explicitement. La solution exacte pour t = 0 est ( d’aprés chapitre 2, Proposition

37



Chapitre 3. Discretisation et résolution numérique des EDSR

2.4.1)

Yo = exp ((a - %b2> T) E [¢ exp (bBr)] + g lexp (aT) — 1]

= exp (%) E [sin | B;| exp (B1)] + [exp (1) — 1].

La méthode de Monte-Carlo avec 10000000 échantillons donne la solution yo = 3.4850. Avec la

méthode proposé par le schéma implicite et pour n = 400, on trouve, y(0) = 3.48, z(0) = 0.2101

Premier cas f{7,v,z) =y+=+1 3 &= sin‘VV“

Simulation de la solution y(t) Simulation de la solution z(t)

o 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Simulation des solutions y(t) et z(t) pour f(t;y;2) =y+ 2+ 1, £ =sin|By|.
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3.5.2 Deuxiéme exemple

f n’est pas linéaire

Exemple 3.5.2 On prend f(t,y,2) =y — 2|, ®(z) =sin|z +Z|, T =1.
On trouve, y(0) = 1.7, 2(0) = 0.2482.

Deuxiéme cas f@&y,2)=|y—2 . ®(x)=sin|x+xz/2] , T=1

Simulation de y(t) Simulation de Z(t)

Simulation des solutions y(t) et z(t) pour f(t;y;z) =y —z|, @ (z) =sin|z+ 3|, T = 1.
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Conclusion

ans ce modeste travail, nous construisons des intégrales stochastiques avec les concepts
et propriétés nécessaires a la construction, ensuite nous savons que les équations dif-
férentielles stochastiques rétrogrades pour prouver 'existence et unicité de leurs solutions en
utilisant Inégalité (Théoréme de représentation des martingales Browniennes, Burkholder-Davis-

Gundy, Lemme de Gronwall) avec mention théoréme de comparaison.

Enfin j’ai choisi de décrire une méthode de discrétisation basée sur le remplacement de mou-
vement Brownien par une simple marche aléatoire ce qui a aboutit & deux schémas 1'un est
implicite et ’autre explicite aprés I’étude de convergence de ces deux schémas on a pu donner

un exemple de simulation de la solution.
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Annexe A : Abréviations et Notations

Les différentes abréviations et notations utilisées tout au long de ce mémoire sont expliquées

ci-dessous :

7.€

BDG

EDS
EDSR

C’est a dire.
Inégalité Burkholder-Davis-Gundy.

Tell que.

indépendantes et identiquement distribuées.
L’espérance mathématique de la Variable aléatoire X.
La dérivé partielle premiére par rapport a la variable z.
La dérivé partielle seconde par rapport a la variable .
Mouvement Brownien .

Equations différentielle stochastique.

Equations différentielle stochastique rétrograde.
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Annexe B : Logiciel MATLAB

Pour les simulations, nous utilisons MATLAB 7.10 R2010a.

Simulation de EDSR

BSDE.m

%% Backward Stochastic Differential Equation
% -dYt=f(t,Yt,Zt)dt-ZtdWt

% YT=xi;eta=>5; %risk aversion coefficient beta=2; alpha=1; theta=alpha*beta;
% Number of iterations 70

itera=75;

% Number of partitions 120

N=120;

% Number of truncation 25

n = 25;

EsperanzaY=zeros(N) ;

EsperanzaZ=zeros(N) ;

Y=zeros(N,itera) ;

Z=zeros(N,itera) ;

pi=zeros(N,itera) ;

x=linspace(0,1,N) ;

delta=1/N;

sdelta=sqrt(1/N) ;

tic,

for k=1 :itera
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Annexe B : Logiciel MATLAB

z=zeros(N) ;

y=zeros(N) ;

%terminal value

y(N, :)= Precios(0.001,N) ;

%y(N, :)=0;

fori = N-1:-1:1

for j =1:

z(ij) = (yA+ 1) -y(i+ 1,j +1))./(2 * sdelta);
y(ij) =0+, j) +yG+1,j+1))/2+
f(trunca(z(i,j), n),eta,beta,alpha) * delta;

end

end

EsperanzaY =EsperanzaY+y ;
EsperanzaZ=EsperanzaZ+z ;

pi( :,k)=(z( :,1)+theta/eta)/beta;

Y( nk)=y(1); Z( tk)=z( :,1);

clear z;

clear y;

end

EsperanzaY=EsperanzaY./itera ; EsperanzaZ=FEsperanzaZ./itera;

toc

Les fonctions auxiliaires

Precios.m function H = Precios(dt,nPeriods)

% nPeriods # of simulated observations

% dt time increment = 1

H=zeros(nPeriods,1) ;

F = drift(0, 0.1) ; % Drift rate function F(t,X)

G = diffusion(1, 3); % Diffusion rate function G(t,X)
SDE=sdeddo(F, G);
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SDE.StartState=0.5;

for i=1 :nPeriods

[S,T] = SDE.simByEuler(nPeriods, 'DeltaTime’, dt) ;
H(i)=S(nPeriods) ;

end

f.m functionf.m

function
generador=f(x,eta,beta,alpha)
%generador=0.5*x"2;
%generador=abs(x) ;
theta=alpha*beta ;

generador=x*theta+(theta"~2)/(2%eta) ; %-eta™((x+theta/eta)~2)/2; end
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Résumé

Dans ce travail, on s’intéresse a d’exposer quelques méthodes, exemples
et applications sur la résolution numérique des équations différentielles
stochastiques rétrogrades. Premierement, on a donné quelques rappels de
base concernant le calcul stochastique. En suite, on a exposé les grandes
lignes concernant les EDSR et les théoremes d’existence et d’unicité des
solutions concernant ces équations. La derniere partie été consacré aux
meéthodes de discrétisation des EDSR, on a donné les schémas de
discrétisation avec les théoremes de convergence associés, une description

de quelques méthodes d’approximation ’'EDSR "méthode d'Euler”.

Abstract

In this work, we are interested in exposing some methods, examples and
applications on the numerical resolution of backward stochastic differential
equations. First, we gave some basic reminders about the stochastic
calculus. Next, we outlined the main features of the BSDE and the existence
and uniqueness of solution theorems concerning these equations. The last
part was devoted to the discretization methods of the BSDE, we gave the
discretization schemes with the associated convergence theorems, a

description of some approximation methods of BSDE "Euler method".




