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Introduction

Les processus stochastiques auto-similaires sont devenus populaires dans beaucoup

de domaines d’applications (physique, télécommunications, finance), et il y a de ce

fait une demande naturelle de calcul stochastique basé sur ce type de processus. Nous repré-

senterons en particulier le mouvement Brownien fractionnaire. Ce processus a été étudié la

première fois par Kolmogorov en 1940. Son étude a été reprise et approfondie par Mandelbrot

et Van-Ness en 1968. On peut définir le mouvement Brownien fractionnaire comme un pro-

cessus gaussien est entièrement déterminé par sa fonction de moyenne E(BH
t ) et sa fonction

de covariance cov
(
BH
t , B

H
s

)
. Concernons aux propriétés de base du mouvement Brownien

fractionnaire ainsi qu’à sa définition, nous verrons que ce processus est pauvre en propriétés

classique (semi-martingale, différentiabilité).

L’objectif de notre mémoire est l’étude de mouvement Brownien fractionnaire et ses proprié-

tés, pour cela, l’étude a été divisée en trois chapitres :

On commence au chapitre 1 par des généralités sur les processus stochastiques, espérance

conditionnelle et leur propriétés ainsi que le mouvement Brownien, martingales et l’intégrale

stochastique.

Le second chapitre, considéré comme étant le noyau de ce travail, est consacré aux définition

et montrer les propriétés principales du mouvement Brownien fractionnaire.

Le troisième chapitre est dédié à l’étude l’analyse stochastique du mouvement Brownien

fractionnaire on commence par la définition des nouvelles intégrales et puis nous avons prouvé

la formule d’Itô dans le cas de mouvement Brownien fractionnaire et on donne une application

dans le contrôle optimal stochastique et établir le condition suffi sante d’optimalité.
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Chapitre 1

Généralité sur le calcul stochastique

Ce chapitre contient des généralités et des définitions sur le calcul stochastique, a été

prise de : [3], [6], [8], [10].

1.1 Processus stochastique

Définition 1.1.1 (Tribu) Une tribu F sur Ω est une famille de parties de Ω vérifiant :

1) Ω ∈ F .

2) Stabilité par passage au complémentaire. i.e : ∀A ∈ F ⇒Ac ∈ F .

3) Stabilité par union dénombrable. i.e : si (An)n∈N ⊂ F ⇒ (
⋃
n∈N

An) ∈ F .

Définition 1.1.2 (Variable aléatoire) On appelle variable aléatoire ( v.a par abréviation)

X : (Ω,F)→ (E,G) toute application mesurable i.e : ∀A ∈ G, X−1(A) ∈ F .

Définition 1.1.3 (Processus stochastique) Un processus stochastique est une famille de

variables aléatoires {Xt, t ∈ T} définie sur un même espace de probabilité.

-Si T ⊆ N on dit que le processus est à temps discret.

-Si T ⊆ R on dit que le processus est à temps continu.

2



Chapitre 1.Introduction au processus stochastique

Définition 1.1.4 On peut représenter le processus stochastique comme une application :

X : T×Ω→E,

(t, w) 7−→ X(t, w).

Remarque 1.1.1 Pour t fixé X(t, w) est une v.a, et pour w fixé X(t, w) est appelée trajec-

toire.

Définition 1.1.5 (Tribu engendrée) La tribu engendrée par une v.a X définie sur (Ω,F)

est l’ensemble : σ(X) = {X−1(A), A ∈ G} , tel que : X−1(A) = {w ∈ Ω : X(w) ∈ A} , c’est

la plus petite tribu sur Ω rendant X mesurable.

Définition 1.1.6 (Filtration) Une filtration F = (Ft)t≥0 sur l’espace (Ω,F ,P) est une fa-

mille croissante de sous tribus de F i.e : Fs ⊂ Ft ⊂ F ; ∀ 0 ≤ s < t.

Le quadruplet (Ω,F , (Ft)t≥0,P) est appelé un espace de probabilité filtré.

La filtration naturelle (canonique) d’un processus stochastique X est : FXt = σ(Xs, 0 ≤ s ≤ t).

Définition 1.1.7 (Processus mesurable) Un processus X est dit mesurable si l’applica-

tion :

X : (R+ × Ω,B(R+)⊗F)→ (E,G),

(t, w) 7−→ X(t, w),

est mesurable.

Définition 1.1.8 (Processus adapté) Un processus X est dit adapté à la filtration (Ft)t≥0

ou (Ft−adapté) si pour tout t, Xt est Ft−mesurable.

Remarque 1.1.2 Le processus est toujours adapté à sa filtration naturelle (FXt )t≥0.

Définition 1.1.9 (Processus prévisible) Un processus X est dit processus prévisible par

rapport la filtration (Ft)t≥0 ou (Ft−prévisible) si ∀t ≥ 0; Xt+1 est Ft−mesurable.

Définition 1.1.10 (Processus croissante) On dit qu’ un processus X = (Xt)t≥0 est un

processus croissante si : ∀0 ≤ s ≤ t; X(s, w) ≤ X(t, w).

3



Chapitre 1.Introduction au processus stochastique

Définition 1.1.11 (Accroissements, stationnaires) Pour tout 0 ≤ s ≤ t, les variables

aléatoire X(t)−X(s) sont appelés des accroissements.

-Un processus X est accroissement indépendants si : ∀0 < t1 < t2 < ... < tn; les v.a Xt1 , Xt3−

Xt2 , ..., Xtn −Xtn−1 sont indépendants.

-Un processus X est accroissement stationnaires si : la loi de la variable X(t+ s)−X(t) ne

dépend pas de t. En d’autre termes pour tout t > 0;h > 0 la loi de X(t+ h)−X(t) est égale

à la lois de X(h)−X(0).

Définition 1.1.12 (Équivalents, modification, indistinguable) Soient (Xt)t≥0 et (Yt)t≥0

deux processus stochastiques définiés sur un même espace de probabilité, il sont dits :

1) équivalents (ou égaux en loi) si : X L
= Y i.e pour tout (t1, t2, ..., tn) et pour tout n on a :

(X(t1), X(t2), ..., X(tn))
L
= (Y (t1), Y (t2), ..., Y (tn)).

2) Y est une modification de X si : ∀t > 0, P (X(t) = Y (t)) = 1.

3) X et Y sont indistinguable et on note X ≡ Y si : P(X(t) = Y (t),∀t ≥ 0) = 1.

Remarque 1.1.3 On a 3) =⇒ 2) =⇒ 1).

Définition 1.1.13 (Processus Gaussien) Un processus stochastique X = (Xt)t≥0 est un

processus Gaussien si toute combinaison linéaire finie de X est une v.a Gaussienne, i.e :

∀n,∀ti, 1 ≤ i ≤ n,∀ai,
n∑
i=1

aiXti est une v.a Gaussienne.

Théorème 1.1.1 (Kolmogorov) Soit X = (Xt)t≥0 un processus stochastique à valeurs

réelles pour lequel il existe trois constantes strictement positives γ, c, ε tel que :

E [|Xt −Xs|γ] ≤ |t− s|c+ε .

Alors il existe une modification X̃ du processus X, tel que :

E

sup
t6=s

∣∣∣X̃t −Xs

∣∣∣γ
|t− s|α

 < +∞,

4



Chapitre 1.Introduction au processus stochastique

pour chaque 0 ≤ α ≤ ε
γ
. En particulier les trajectoires de X̃ sont Hölderienns continues de

paramètre α.

1.2 Espérance conditionnelle

Soient (Ω,F ,P) un espace de probabilité, etA etB deux évènements deF , telle que P(B) 6= 0.

Définition 1.2.1 (Probabilité conditionnelle) La probabilité conditionnelle de A sachant

B est P(A | B) = PB(A) =
P(A ∩B)

P(B)
.

Définition 1.2.2 (Espérance conditionnelle d’une v.a par rapport à un évènement)

On appelle espérance conditionnelle de la v.a X sachant B :

E(X | B) =
1

P(B)

∫
B

XdP.

Définition 1.2.3 (Espérance conditionnelle d’une v.a par rapport à une tribu) Soit

G sous-tribu de F alors l’espérance conditionnelle de la v.a X sachant G est l’unique v.a

G−mesurable tel que : ∫
A

E(X | G) =

∫
A

XdP, ∀A ∈ G.

Proposition 1.2.1 (Propriétés de l’espérance conditionnelle) Soient X et Y deux v.a

et soiten G et H sous-tribus de F tel que : H ⊂ G, on a :

1) Linéarité : Soit a et b deux constantes alors : E(aX + bY | G) = aE(X | G) + bE(Y | G).

2) Croissance : Si X ≤ Y , alors E(X | G) ≤ E(Y | G).

3) Positivité : Si X ≥ 0, alors E(X | G) ≥ 0.

4) E[E(X | G)] = E(X).

5) Si X est G−mesurable alors : E(XY | G) = XE(Y | G).

6) Si X est G−mesurable alors : E(X | G) = X.

7) Si X est indépendant de G alors : E(X | G) = E(X).

8) E [E(X | G) | H] = E[E(X | H) | G] = E(X | H).

5



Chapitre 1.Introduction au processus stochastique

1.3 Martingale

Définition 1.3.1 Soit (Xn)n∈N un processus définie sur l’espace filtré (Ω,F ,F = (Fn)n∈N,P),

on dit que (Xn)n∈N est une martingale si :

1) Xn est intégrable, ∀n ∈ N i.e : E(|Xn(t)|) <∞.

2) Xn est Fn−mesurable ∀n ∈ N.

3) E(Xn+1 | Fn) = Xn.

Remarque 1.3.1 Si on remplace la 3eme condition par : E(Xn+1 | Fn) ≤ Xn (resp E(Xn+1 |

Fn) ≥ Xn) alors X = (Xn)n∈N est dit sur-martingale (resp sous-martingale).

Définition 1.3.2 (Temps d’arrêt) Soit F = (Fn)n∈N une filtration de F , un temps d’arrêt

par rapport à F est une v.a τ : Ω→ [0,+∞] telle que :

{τ ≤ n} = {w ∈ Ω; τ(w) ≤ n} ∈ Fn ∀n.

1.3.1 Martingale à temps discret

Théorème 1.3.1 (Décomposition de Doob d’une sous−martingale) Toute sous-martingale

(Xn)n∈N s’écrit de façon unique sous la forme Xn = Mn + An tel que :

-(Mn)n∈N est une martingale.

-(An)n∈N est un processus croissante prévisible tel que : A0 = 0.

Théorème 1.3.2 (d’arrêt) Si τ est un F−temps d’arrêt et (Xn)n∈N est un processus adapté,

on appelle le processus arrêt à l’instant T la suite aléatoire XT
n = (XT∧n)n∈N.
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Chapitre 1.Introduction au processus stochastique

1.3.2 Martingale à temps continu

Définition 1.3.3 Un processus (Xt)t≥0 intégrable et adapté est une :

-Martingale si : ∀ 0 ≤ s ≤ t, E(Xt | Fs) = Xs.

-Sous-martingale si : ∀ 0 ≤ s ≤ t, E(Xt | Fs) ≥ Xs.

-Sur-martingale si : ∀ 0 ≤ s ≤ t, E(Xt | Fs) ≤ Xs.

Définition 1.3.4 (Martingale locale) Un processus M est une martingale locale s’il existe

une suite de temps d’arrêt (τn)n∈N croissant p.s vers +∞ tel que pour tout n ∈ N, le processus

d’arrêt MT
n soit une martingale nulle en 0.

Définition 1.3.5 (Semi−martingale) Une semi-martingaleX est un processus réel, adapté

et càdlàg qui s’écrire de la forme : X = M + Z où :

-M est une martingale locale.

-Z est un processus réel, càdlàg et à variation finie.

Proposition 1.3.1 [7] si M est une martingale alors : E(Mt) = E(M0) ∀t ≥ 0.

1.4 Le mouvement Brownien

Définition 1.4.1 Soit (Bt)t≥0 un processus sur l’espace (Ω,F ,P), on dit que le processus

(Bt)t≥0 est un mouvement Brownien (mb) standard si :

1) La variable aléatoire B0 = 0 P−p.s.

2) Pour tout 0 ≤ s ≤ t, la variable aléatoire Bt −Bs  N (0, t− s).

3) L’application : t→ Bt est continue P−p.s.

4) (Bt)t≥0 est à accroissements indépendants.

Théorème 1.4.1 Un processus X = (Xt)t≥0 est un mb si et seulement si :

a) X est gaussien, centré, et stochastiquement continu.

b) La covariance entre deux processus c’est la quantité cov(Xt, Xs) = min(s, t) = t ∧ s.

7



Chapitre 1.Introduction au processus stochastique

1.4.1 Propriétés trajectorielle du mouvement Brownien

Proposition 1.4.1 1) Le mouvement Brownien est à trajectoire continu P− p.s.

2) Le mouvement Brownien est à trajectoire n’est pas dérivable P−p.s.

Preuve. 1) On a pour les fonctions : f continu en x0 si : lim
x→x0

f(x) = f(x0).

Si on pose : x− x0 = h⇒ x = x0 + h, alors il vient que :

lim
h→0

f(x0 + h) = f(x0),

d’où

lim[
h→0

f(x0 + h)− f(x0)] = 0,

c’est à dire

∀ε > 0 |f(x0 + h)− f(x0)| < ε.

Donc (Bt)t≥0 continu P−p.s. si on veut montrer que :

P(|Bt+h −Bt| > ε) →
h→0

0.

d’après Inégalité de Tchebytchev, on a :

P(|Bt+h −Bt| > ε) ≤ var(Bt+h −Bt)

ε2

=
t+ h− t

ε2
=

h

ε2
→
h→0

0.

Donc P(|Bt+h −Bt| > ε) →
h→0

0.

Alors : (Bt)t≥0 continu P−p.s.

2) On a pour les fonctions : f dérivable en x0 si :

lim
x→x0

f(x)− f(x0)

x− x0

= lim
h→0

f(x0 + h)− f(x0)

h
existe.

8



Chapitre 1.Introduction au processus stochastique

On a la v.a Y = Bt+h−Bt√
h
 N (0, 1), et M une constante on a :

P
(∣∣∣∣Bt+h −Bt

h

∣∣∣∣ > M

)
= P

(∣∣∣∣Bt+h −Bt√
h

∣∣∣∣ > M
√
h

)
= P

(
|Y | > M

√
h
)

=

∫
|Y |>M

√
h

1√
2π

exp

(
−1

2
y2

)
dy

→
h→0

∫
R

1√
2π

exp

(
−1

2
y2

)
dy

= 1.

Alors

P
(∣∣∣∣Bt+h −Bt

h

∣∣∣∣ > M

)
→
h→0

1.

Donc le mouvement Brownien est à trajectoire n’est pas dérivable P−p.s.

1.4.2 Propriété de martingale du mouvement Brownien

On note par (FBt )t≥0 la filtration engendrée par le mouvement Brownien.

Théorème 1.4.2 Le mouvement Brownien est une martingale par rapport à la filtration

canonique (FBt )t≥0.

Preuve. Evidente.

Proposition 1.4.2 a) Xt = (B2
t − t)t≥0 est une FBt −martingale.

b) Yt = exp(αBt − α2

2
t)t≥0 est une FBt −martingale.

9



Chapitre 1.Introduction au processus stochastique

Preuve. a) Evidente.

b) 1. L’intégrabilité :

E [|Yt|] = E
[
exp

∣∣∣∣(αBt −
α2

2
t

)∣∣∣∣] = E
[
exp

(
αBt −

α2

2
t

)]
=

∫
R

1√
2πt

exp

(
αx− α2

2
t

)
exp

(
−x

2

2t

)
dx

=

∫
R

1√
2πt

exp

(
−x

2 + α2t2 − 2αxt

2t

)
dx

=

∫
R

1√
2πt

exp

(
−(x− αt)2

2t

)
dx = 1 < +∞.

2. Puisque Yt est une fonction continue de variables aléatoires FBt −mésurables, alors Yt est

elle même FBt −mésurables.

3. Pour tout 0 ≤ s ≤ t ≤ +∞ :

E[Yt | FBs ] = E
[
Ys
Yt
Ys
| FBs

]
, car Ys > 0

= YsE
[
Yt
Ys
| FBs

]
, car Ys est Fs −mesurable.

Il suffi t de calculer la quantité E
[
Yt
Ys
| FBs

]
, alors

E
[
Yt
Ys
| FBs

]
= E

[
exp

{
α(Bt −Bs)−

α2

2
(t− s)

}
| FBs

]
= E

[
exp

{
α(Bt −Bs)−

α2

2
(t− s)

}]
car Bt −Bs est indépendant de FBs

=
1√

2π(t− s)

∫
R

exp

(
αx− α2

2
(t− s)

)
exp

(
− x2

2(t− s)

)
dx

=
1√

2π(t− s)

∫
R

exp

(
−x

2 + α2(t− s)2 − 2αx(t− s)
2(t− s)

)
dx

=
1√

2π(t− s)

∫
R

exp

(
−(x− α(t− s))2

2(t− s)

)
dx = 1.

Donc E(Yt | FBs ) = Ys.

Alors Yt = exp(αBt − α2

2
t)t≥0 est une FBt −martingale.
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Chapitre 1.Introduction au processus stochastique

Proposition 1.4.3 Soit B = (Bt)t≥0 un mouvement Brownien, alors :

1. (Symétrique) Le processus : X = (−Bt)t≥0 est un mouvement Brownien.

2. Le processus : Y = (|Bt|)t≥0 est un mouvement Brownien.

3. (Inversion) Le processus :

Z =

 0 si : t = 0

tB 1
t
si : t > 0

est un mouvement Brownien.

4. (Changement d’échelle) Pour tout λ > 0, le processus Bλ = (λB t
λ2

)t≥0 est un mouve-

ment Brownien.

5. (Shifting) Pour tout s > 0, le processus : B(s)
t = Bt+s−Bs, est un mouvement Brownien

indépendant de σ(Bu, u ≤ s).

6. (Retournement du temps) Pour tout 0 ≤ t ≤ r, le processus Br
t = Br − Br−t, est un

mouvement Brownien.

Définition 1.4.2 (Variation quadratique) Un processus X est dit à variation quadratique

finie s’il existe un processus noté 〈X〉 tel que pout toute suite de subdivisions ∆n = sup
0≤i≤n

(ti+1−

ti) de [0, t], avec k ∈ N, tel que |∆n| →
n→+∞

0, on a :

lim
n→+∞

n∑
i=0

∣∣Xti+1 −Xti

∣∣2 = 〈X〉t P− p.s.

Proposition 1.4.4 Pour toute famille de subdivision ∆n, on a la variation quadratique du

mouvement Brownien définie comme suite :

lim
n→+∞

n∑
i=0

∣∣Bti+1 −Bti

∣∣2 = t P− p.s.
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Chapitre 1.Introduction au processus stochastique

1.5 L’intégrale stochastique

On note par L2(R+,R) =

{
f : R+ → R boréliennes /

∫
R+
|f(s)|2 ds < +∞

}
un espace de

Banach pour la norme ‖f‖2 =

(∫
R+
f 2(s)ds

) 1
2

, et on note :

L2(Ω,Fti ,P) =

{
θi : ([0, ti]× Ω, β ([0, ti])⊗Fti)→ (R, β (R)) /

∫ ti

0

|θi|2 < +∞
}
,

un espace de Banach pour la norme ‖θi‖2 = E
[∫ ti

0

|θi (s)|2 ds
]
.

1.5.1 Construction d’intégrale stochastique

On cherche à définir des v.a de type :
∫ t

0

XsdBs, où (Xs)s≥0 un processus stochastique et

(Bs)s≥0 est un mouvement Brownien.

Définition 1.5.1 On dit que θ = (θt)t≥0 est un "bon processus" s’il est : FBt −adapté, càdlàg

et E
[∫ t

0

θ2
sds

]
< +∞, ∀t ≥ 0.

Cas de processus étagés

On appelle processus étagés (ou simple) les processus de type : θns =
pn∑
i=0

θi1]ti,ti+1](s) où

pn ∈ N et 0 ≤ t1 ≤ t2 ≤ ... ≤ tpn = t une subdivision de [0, t], et θi ∈ L2(Ω,Fti ,P)

∀i = 0, 1, ..., pn, et θn = (θns )s≥0 est un bon processus. On définit :

It(θ
n) =

∫ t

0

θns dBs =

pn∑
i=0

θi(Bti+1 −Bti).

Cas générale

Si θ est un bon processus, il existe (θn)n≥0 suite de processus étagés tel que :

E
[∫ t

0

(θs − θns )2 ds

]
→

n→+∞
0.
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Il existe une v.a It(θ) de carré intégrable telle que :

E [(It(θ)− It(θn)]2 →
n→+∞

0.

On pose : It(θ) =

∫ t

0

θsdBs.

Proposition 1.5.1 (Propriétés de l’intégrale stochastique)

1. θ 7−→
∫ t

0

θsdBs est linéaire.

2. t 7−→
∫ t

0

θsdBs est continue p.s.

3. E
[∫ t

0

θsdBs

]
= 0 et var

[∫ t

0

θsdBs

]
= E

[∫ t

0

θ2
sds

]
.

4.
∫ t

0

θsdBs et en générale n’est pas gaussienne sauf dans le cas où θ est déterministe.

5. Propriétés d’isométrie :

E

[(∫ t

0

θsdBs

)2
]

= E
[∫ t

0

θ2
sds

]
.

6. On a même le résultat plus général :

E
[∫ t

0

θsdBs

∫ u

0

φsdBs

]
= E

[∫ t∧u

0

θsφsds

]
.

7.
∫ t

0

θsdBs est une (FBt )−martingale.

8. Le processus
(∫ t

0

θsdBs

)2

−
∫ t

0

θ2
sds est une (FBt )−martingale.

9. La variation quadratique de l’intégrale stochastique est donnée par :

〈∫ t

0

θsdBs,

∫ t

0

θsdBs

〉
=

∫ t

0

θ2
sds.

10. La covariation quadratique entre deux intégrales stochastiques est donnée par :

〈∫ t

0

θsdBs,

∫ u

0

φsdBs

〉
=

∫ t∧u

0

θsφsds.
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1.5.2 Processus d’Itô

Définition 1.5.2 Soit (Bt)t≥0 une mouvement Brownien, on appelle processus d’Itô un pro-

cessus (Xt)0≤t≤T à valeur dans R telle que :

∀t ≤ T, Xt = x0 +

∫ t

0

bsds+

∫ t

0

σsdBs,

avec :

1) X0 est F0-mesurable.

2) (bt)0≤t≤T est un processus adapté à FBt , tel que
∫ t

0

|bs| ds < +∞ P−p.s.

3) (σt)0≤t≤T est un processus adapté à FBt , tel que
∫ t

0

|σs|2 ds < +∞ P−p.s.

On écrit généralement le processus d’Itô en utilisant la forme différentielle :

dXt = btdt+ σtdBt.

Le coeffi cient b s’appelle la dérivée (ou le drift) du processus, et σ son coeffi cient de diffusion.

1.5.3 Formule d’Itô

Soit (Xt)0≤t≤T un processus d’Itô.

Théorème 1.5.1 Soit f : R→ R une fonction de classe C2 alors :

f (Xt) = f (x0) +

∫ t

0

f ′ (Xs) dXs +
1

2

∫ t

0

f ′′ (Xs)σ
2
sds.

Alors :

df (Xt) = f ′ (Xt) dXt +
1

2
f ′′ (Xt)σ

2
t dt.
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Théorème 1.5.2 Soit f une fonction définie sur R+ ×R de classe C1 par rapport à t et de

classe C2 par rapport à x on a :

f (t,Xt) = f (0, X0) +

∫ t

0

∂f

∂t
(s,Xs) ds+

∫ t

0

∂f

∂x
(s,Xs) dXs +

1

2

∫ t

0

∂2f

∂x2
(s,Xs) d 〈Xs〉 ,

tel que :

d 〈Xs〉 = 〈dXs, dXs〉 = 〈bsds+ σsdBs, bsds+ σsdBs〉 = σ2
sds.

Théorème 1.5.3 Soient X1 et X2 deux processus d’Itô, et f une fonction dans R de classe

C2 alors :

f (X1 (t) , X2 (t)) = f (X1 (0) , X2 (0)) +

∫ t

0

∂f

∂x1

(X1 (s) , X2 (s)) dX1 (s)

+

∫ t

0

∂f

∂x2

(X1 (s) , X2 (s)) dX2 (s) +
1

2

∫ t

0

∂2f

∂x2
1

(X1 (s) , X2 (s)) d 〈X1〉s

+
1

2

∫ t

0

∂2f

∂x2
2

(X1 (s) , X2 (s)) d 〈X2〉s +

∫ t

0

∂2f

∂x1∂x2

(X1 (s) , X2 (s)) d 〈X1, X2〉s .

Théorème 1.5.4 (Intégration par partie) Soient X et Y deux processus d’Itô tel que :

Xt = X0 +

∫ t

0

αsds+

∫ t

0

βsdBs et Yt = Y0 +

∫ t

0

α
′

sds+

∫ t

0

β
′

sdBs.

Alors :

XtYt = X0Y0 +

∫ t

0

XsdYs +

∫ t

0

YsdXs + 〈X, Y 〉t ,

avec :

〈X, Y 〉t =

∫ t

0

βsβ
′

sds.

De plus la formule d’intégrale par partie s’écrit :

d (XtYt) = XtdYt + YtdXt + d 〈X, Y 〉t .
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Chapitre 2

Mouvement Brownien fractionnaire

Le mouvement Brownien fractionnaire (mBf) a été introduit par Kolmogorov en 1940

[9], comme moyen d’engendrer des "spirales" Gaussiennes dans des espaces de Hil-

bert. En 1968 [11], Mandelbrot et Van Ness l’ont rendu célèbre en l’introduisant dans des

modèles financiers, et en étudiant ses propriétés. Tout au long de ce chapitre, on se réfère

aux : [1], [7], [13].

2.1 Définition du mouvement Brownien fractionnaire

Définition 2.1.1 Un (mBf) de paramètre H ∈ (0, 1) est un processus Gaussien centré

continu noté par
(
BH
t

)
t≥0

définie sur un espace de probabilité filtré (Ω,F ,FBHt ,P) et de

fonction de covariance :

R(BH
t , B

H
s ) =

1

2

(
t2H + s2H − |t− s|2H

)
.

*Le paramètre H est appelé le paramètre de Hurst.

Proposition 2.1.1 1. Si H = 1
2
, alors le mouvement Brownien fractionnaire est le mouve-

ment Brownien standard.

2. Si H = 1, alors BH
t = tBH

1 presque sûrement pour tous t ≥ 0.
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Chapitre 2. Mouvement Brownien fractionnaire

Preuve. 1. Nous voyons immédiatement que la covariance de B
1
2 réduire à (s, t) égale s ∧ t,

ce qui donne B
1
2 est un mouvement Brownien standard.

2. Si H = 1, nous avons pour tous t ≥ 0 :

E
[(
BH
t − tBH

1

)2
]

= E
[(
BH
t

)2
]

+ t2E
[(
BH

1

)2
]
− 2tE

[
BH
t B

H
1

]
= t2 + t2 × 1− 2t

(
1

2

(
t2 + 1− (1− t)2

))
= 2t2 − 2t2 = 0.

Donc on dit que BH
t = tBH

1 P−p.s.

Proposition 2.1.2 Soit BH =
(
BH
t

)
t≥0

un mBf alors :

var(BH
t ) = t2H .

Preuve. On a :

var(BH
t ) = R(BH

t , B
H
t ) =

1

2

(
t2H + t2H − |t− t|2H

)
=

1

2

(
2t2H

)
= t2H .

CQFD.

Proposition 2.1.3 Si X = (Xt)t≥0 est un processus Gaussien stationnaire et X0 = 0, tel

que var(X) = t2H alors X est un mBf de paramètre H.

Preuve. Il suffi t de montrer que la fonction de covariance de X est la quantité :

R(Xt, Xs) =
1

2

(
t2H + s2H − |t− s|2H

)
.

On a :

var(Xt −Xs) = var(Xt) + var(Xs)− 2cov(Xt, Xs).
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Alors :

cov(Xt, Xs) =
1

2
{var(Xt) + var(Xs)− var(Xt −Xs)}

=
1

2
{var(Xt) + var(Xs)− var(Xt−s)}

=
1

2

{
t2H + s2H − (t− s)2H

}
=: R(Xt, Xs).

D’où le résultat.

2.2 Propriétés principales

2.2.1 Auto-similarité

Définition 2.2.1 Un processus {Xt, t ∈ R} est dit auto-similarité d’indice β > 0 tel que :

pour tout α > 0 les processus {Xαt, t ∈ R} et
{
αβXt, t ∈ R

}
aient même loi.

Théorème 2.2.1 Le mBf de paramètre H est auto-similarité d’ordre H.

Preuve. On fixe α > 0, il évidente que
{
BH
αt, t ∈ R

}
et
{
αHBH

t , t ∈ R
}
sont deux processus

Gaussiens centrés, il suffi t donc de montrer qu’ils ont la même fonction de covariance.

D’une part on a :

R(BH
αt, B

H
αs) =

1

2

{
|αt|2H + |αs|2H − |αt− αs|2H

}
=

1

2
α2H

(
|t|2H + |s|2H − |t− s|2H

)
.

D’autre part on a :

R(αHBH
t , α

HBH
s ) = cov(αHBH

t , α
HBH

s ) = α2Hcov(BH
t , B

H
s )

=
1

2
α2H

(
|t|2H + |s|2H − |t− s|2H

)
.

D’où le résultat.
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2.2.2 Accroissement stationnaire

Proposition 2.2.1 Le mouvement Brownien fractionnaire
(
BH
t

)
t≥0

est un processus à ac-

croissement stationnaire.

Preuve. Comme
(
BH
t

)
t≥0

est un processus Gaussien avec t0 < t1 < t2 < t3, il suffi t de

vérifier :

cov(BH
t3
−BH

t2
, BH

t1
−BH

t0
) = cov(BH

t3+h −BH
t2+h, B

H
t1+h −BH

t0+h).

D’une part on a :

cov(BH
t3
−BH

t2
, BH

t1
−BH

t0
) = cov(BH

t3
, BH

t1
)− cov(BH

t3
, BH

t0
)− cov(BH

t2
, BH

t1
) + cov(BH

t2
, BH

t0
)

=
1

2

(
t2H3 + t2H1 − (t3 − t1)2H

)
− 1

2

(
t2H3 + t2H0 − (t3 − t0)2H

)
− 1

2

(
t2H2 + t2H1 − (t2 − t1)2H

)
+

1

2

(
t2H2 + t2H0 − (t2 − t0)2H

)
.

En simplifiant terme à terme, on obtient :

cov(BH
t3
−BH

t2
, BH

t1
−BH

t0
) =

1

2

{
(t3 − t0)2H − (t3 − t1)2H + (t2 − t1)2H − (t2 − t0)2H

}
.

D’autre part on a :

cov(BH
t3+h −BH

t2+h, B
H
t1+h −BH

t0+h) =
1

2

{
(t3 + h)2H + (t1 + h)2H − (t3 + h− t1 − h)2H

}
− 1

2

{
(t3 + h)2H + (t0 + h)2H − (t3 + h− t0 − h)2H

}
− 1

2

{
(t2 + h)2H + (t1 + h)2H − (t2 + h− t1 − h)2H

}
+

1

2

{
(t2 + h)2H + (t0 + h)2H − (t2 + h− t0 − h)2H

}
.

En simplifiant terme à terme, on obtient :

cov(BH
t3+h−BH

t2+h, B
H
t1+h−BH

t0+h) =
1

2

{
(t3 − t0)2H − (t3 − t1)2H + (t2 − t1)2H − (t2 − t0)2H

}
.

D’où le résultat.
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2.2.3 Propriétés de mémoire

Soit r(n) = cov(Xk, Xk+n); k ∈ N, n ∈ N∗

Définition 2.2.2 Un processus stationnaire (Xt)t∈N, est dite à longue mémoire tant que :
+∞∑
n=1

r(n) = +∞ et à courte mémoire si :
+∞∑
n=1

r(n) < +∞.

Proposition 2.2.2 Le mouvement Brownien fractionnaire a une longue mémoire, si H > 1
2

et il a une courte mémoire si H < 1
2
.

Preuve. On considère Xk = BH
k −BH

k−1 et Xk+n = BH
k+n −BH

k+n−1.

Puisque le mBf est centré donc :

r(n) = cov(Xk, Xk+n) = E (XkXk+n) = E
[(
BH
k −BH

k−1

) (
BH
k+n −BH

k+n−1

)]
= E

[(
BH
k−(k−1)

) (
BH
k+n−(k+n−1)

)]
= E

[(
BH

1

) (
BH
n+1−n

)]
= E

[(
BH

1

) (
BH
n+1 −BH

n

)]
= E

[
BH

1 B
H
n+1 −BH

1 B
H
n

]
= E

[
BH

1 B
H
n+1]− E[BH

1 B
H
n

]
= R(BH

1 , B
H
n+1)−R(BH

1 , B
H
n )

=
1

2

(
12H + (n+ 1)2H − |n+ 1− 1|2H

)
− 1

2

(
12H + n2H − |n− 1|2H

)
=

1

2

(
(n+ 1)2H − 2n2H + (n− 1)2H

)
=

1

2

(
n2H

(
1 +

1

n

)2H

− 2n2H + n2H

(
1− 1

n

)2H
)

=
1

2
n2H

((
1 +

1

n

)2H

− 2 +

(
1− 1

n

)2H
)

=
1

2
n2H

((
1 +

2H

n

)
+
H(2H − 1)

n2
− 2 +

(
1− 2H

n

)
+
H(2H − 1)

n2
+ ◦

(
1

n2

))
= H(2H − 1)n2H−2 + ◦

(
n2H−2

)
.

Il s’ensuit que si H > 1
2
on a :

r(n) > 0 et
∑
n

r(n) = +∞.
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Pour H < 1
2
on a :

r(n) < 0 et
∑
n

r(n) < +∞.

Pour cela on dit que le mBf a une longue mémoire si H > 1
2
et il a une courte mémoire si

H < 1
2
.

2.2.4 Non-Différentiabilité

Théorème 2.2.2 Soit t0 ∈ R, les trajectoires du mouvement Brownien fractionnaire sont

P−p.s non différentiable en t0.

Preuve. On a la v.a Z =
BH
t+h −BH

t

hH
 N (0, 1) et M une constante, on veut montrer que

P
(∣∣∣BHt+h−BHth

∣∣∣ > M
)
→
h→0

1.

On a :

P
(∣∣∣∣BH

t+h −BH
t

h

∣∣∣∣ > M

)
= P

(∣∣∣∣h1−HB
H
t+h −BH

t

h

∣∣∣∣ > Mh1−H
)

= P
(∣∣∣∣BH

t+h −BH
t

h1−1+H

∣∣∣∣ > Mh1−H
)

= P
(
|Z| > Mh1−H)

=

∫
|Z|>Mh1−H

1√
2π

exp

(
−1

2
z2

)
dz

→
h→0

∫
R

1√
2π

exp

(
−1

2
z2

)
dz

= 1.

Donc :

P
(∣∣∣∣BH

t+h −BH
t

h

∣∣∣∣ > M

)
→
h→0

1.

D’où le théorème.
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2.2.5 Propriété trajectorielle du mouvement Brownien fraction-

naire

Définition 2.2.3 On rappelle qu’une fonction f : Rp → Rd est dite α-Höldérienne, s’il existe

C > 0 tel que :

‖f(x)− f(y)‖Ld ≤ C ‖x− y‖αLp .

Proposition 2.2.3 Les trajectoires du mouvement Brownien fractionnaire sont Hölderienns

continues de paramètre α < H.

Preuve. On a

E
[∣∣BH

t −BH
s

∣∣2] = E
[∣∣BH

t−s
∣∣2] = |t− s|2H .

Si on prend : γ = 2, c = 1, et c + ε = 2H d’où : ε = 2H − 1, d’après le théorème de

Kolmogorov 1.1.1 BH
t à une modification B̃

H
t dont les trajectoires sont Hölderienns continues

de paramètre :

α ∈
[
0,
ε

γ

[
=

[
0,

2H − 1

2

[
=

[
0, H − 1

2

[
.

On a prouvé que B̃H
t est Hölderienn continue de paramètre α < H.

2.2.6 La variation quadratique du mouvement Brownien fraction-

naire

Théorème 2.2.3 Soit
{
BH
t , t ∈ R

}
un mouvement Brownien fractionnaire de paramètre H,

on a : 〈
BH
〉
t

= 0, ∀t ∈ R pour H > 1
2
.〈

B
1
2

〉
t

= t, ∀t ∈ R〈
BH
〉
t

= +∞, ∀t ∈ R∗ pour H < 1
2
.
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Preuve. Soient t ∈ R∗+, et {∆n : 0 = t0 < t1 < ... < tn = t, n ∈ N∗} une suite de subdivision

de [0, t] dont le pas |∆n| →
n→+∞

0.

Considérons T∆n
t =

n−1∑
k=0

(
BH
tk+1
−BH

tk

)2

.

1er cas : H > 1
2
.

Nous allons donc montrer la convergence dans L1 de T∆n
t vers 0. Par la stationnarité des

accroissements, on a :

E
[
T∆n
t

]
= E

[
n−1∑
k=0

(
BH
tk+1
−BH

tk

)2
]

=
n−1∑
k=0

E
[(
BH
tk+1
−BH

tk

)2
]

=

n−1∑
k=0

var(BH
tk+1
−BH

tk
)

=
n−1∑
k=0

var(BH
tk+1−tk)

=
n−1∑
k=0

|tk+1 − tk|2H

=
n−1∑
k=0

|tk+1 − tk| |tk+1 − tk|2H−1

≤ |∆n|2H−1
n−1∑
k=0

|tk+1 − tk|

≤ |∆n|2H−1 t.

Comme H > 1
2
⇒ 2H − 1 > 0, on a donc : lim

n→+∞
|∆n|2H−1 t = 0.

Alors :

T∆n
t

L1→
n→+∞

0.

d’où le résultat.
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Chapitre 2. Mouvement Brownien fractionnaire

2ème cas : H < 1
2
.

Nous allons montrer la divergence de T∆n
t vers +∞.

Appelons A l’ensemble des subdivisions de [0, t] dont le pas tend vers 0 et considérons :

Dn = sup
∆n

E
[
n−1∑
k=0

(
BH
tk+1
−BH

tk

)2
]
, ceci est donc minoré par la subdivision τi = it

2n
on a donc :

Dn ≥ E
[

2n∑
i=0

(
BH
τi
−BH

τi−1

)2
]

≥
2n∑
E

i=0

[(
BH
τi
−BH

τi−1

)2
]

≥
2n∑
i=0

var(BH
τi
−BH

τi−1)

≥
2n∑
i=0

var(BH
τi−τi−1)

≥
2n∑
i=0

|τi − τi−1|2H

≥
2n∑
i=0

∣∣∣∣ it2n − (i− 1) t

2n

∣∣∣∣2H
≥

2n∑
i=0

∣∣∣∣ t2n
∣∣∣∣2H

≥ (2n + 1)

∣∣∣∣ t2n
∣∣∣∣2H

≥ (t)2H

(
1

2n(2H−1)
+

1

22nH

)
.

Comme H < 1
2
alors 2H − 1 < 0 et 2H > 0 on a donc :

lim
n→+∞

1

2n(2H−1)
= +∞ et lim

n→+∞

1

22nH
= 0.

Ce qui conduit au résultat.
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Chapitre 2. Mouvement Brownien fractionnaire

2.2.7 Le mouvement Brownien fractionnaire n’est pas une semi-

martingale

Théorème 2.2.4 Le mouvement Brownien fractionnaire n’est pas une semi-martingale pour

H 6= 1
2
, relativement à sa filtration naturelle.

Preuve. On suppose que ce soit une semi-martingale, elle est donc continue et nulle en 0,

BH s’écrit donc de manière unique sous la forme BH = M+V tel que :M est une martingale

locale continue en 0 et V un processus continue à variation finie nul en 0.

1er cas : H > 1
2
.

CommeM est une martingale locale donc d’après la décomposition de Doob-Meyer,M2−〈M〉

est une martingale locale, et on a 〈M〉t =
〈
BH
〉
t

= 0 ∀t ∈ R, alors M2 martingale locale

continue nulle en 0 c’est à dire qu’il existe une suite {Tn, n ∈ N} croissante de temps d’arrêt

telle que :

lim
n→+∞

Tn = +∞ P− p.s,

et d’après le proposition 1.3.1 et la définition 1.3.4 on a :

∀n,∀t, E
[
M2

t∧Tn
]

= E
[
M2

0∧Tn
]

= 0,

∀n,∀t,M2
t∧Tn = 0 P− p.s.

Comme Tn tend en croissant vers +∞ P− p.s, on a :

∀t,M2
t = 0 P− p.s.

Donc M2 est indistinguable du processus nul.

Finalement, ∀t, BH
t = Vt P− p.s.et donc BH est P− p.s, à variation finie.(contradiction).

2ème cas : H < 1
2
.

La variation quadratique de M ne serait définie qu’en 0 ce qui contredit l’hypothèse de

continuité. Absurde.
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Chapitre 3

Analyse stochastique du mouvement

Brownien fractionnaire (formule d’Itô

généralisé)

En 1993, F. Russo et P. Vallois [12] ont jeté les premières bases d’un calcul sto-

chastique, généralisant ceux plus classiques d’Itô et dont un des intérêts est qu’il

permet de donner un sens à des intégrales contre des processus qui ne sont pas forcément des

semi-martingales.

Tout au long de ce chapitre, on se réfère aux : [1], [4], [5].

3.1 Intégrales forward, backward et symétrique

Les processus Gaussiens fournissent de nombreux exemples de processus qui ne sont pas

des semi-martingales. Parmi les processus Gaussiens, le mBf est très utilisé, sa fonction de

covariance étant particulièrement simple. C’est pourquoi, dans la suite, ce processus sera

utilisé pour tester les résultats généraux que nous établirons.
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Chapitre 3. Analyse stochastique du mouvement brownien fractionnaire

Faisons tout d’abord un calcul formel

∫ t

0

R(s)d−X(s) =

∫ t

0

[
lim
ε→0

1

ε

∫ s

(s−ε)∨0

R(u)du

]
d−X(s)

= lim
ε→0

1

ε

∫ t

0

[∫ s

(s−ε)∨0

R(u)du

]
d−X(s)

= lim
ε→0

1

ε

∫ t

0

[∫ u+ε

u

d−X(s)

]
R(u)du

= lim
ε→0

∫ t

0

X(u+ ε)−X(u)

ε
R(u)du.

Le calcul précédent repose sur deux résultats-clés : les théorèmes de Heine-Lebesgue et de

Fubini.

Théorème 3.1.1 (Heine− Lebesgue) Soit f : I ⊂ R → R une fonction localement inté-

grable, alors :

lim
ε→0

1

2ε

∫ x+ε

x−ε
f(u)du = f(x), λ− p.p.

lim
ε→0

1

ε

∫ x+ε

x

f(u)du = f(x), λ− p.p.

lim
ε→0

1

ε

∫ x

x−ε
f(u)du = f(x), λ− p.p.

λ désignant la mesure de Lebesgue.

Lemme 3.1.1 (Fubini : la version stochastique) Si M est une martingale continue de

carré intégrable et si Φ : Ω×R+×R+ → R est un processus borné Pprog⊗B(R+)−mesurable,

alors pour tous s, t ≥ 0, on a :

∫ s

0

(∫ t

0

Φ(u, v)dM(u)

)
dv =

∫ t

0

(∫ s

0

Φ(u, v)dv

)
dM(u).

Donnons-nous un espace de probabilité filtré (Ω,F= (Ft)t≥0 ,P) satisfaisant les conditions

habituelles, il est maintenant assez naturel de poser la :
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Chapitre 3. Analyse stochastique du mouvement brownien fractionnaire

Définition 3.1.1 Soient ε > 0 et t ≥ 0. Si X et Y sont deux processus stochastiques conti-

nus, on pose :

I−(ε, t,X, dY ) =

∫ t

0

X(s)
Y (s+ ε)− Y (s)

ε
ds.

I+(ε, t,X, dY ) =

∫ t

0

X(s)
Y (s)− Y ((s− ε) ∨ 0)

ε
ds.

I◦(ε, t,X, dY ) =

∫ t

0

X(s)
Y (s+ ε)− Y ((s− ε) ∨ 0)

2ε
ds.

Quand la limite existe, on a :

∫ t

0

X(s)d−Y (s) = lim
ε→0

ucp I−(ε, t,X, dY ) ”intégrale forward de X contre dY ”.∫ t

0

X(s)d+Y (s) = lim
ε→0

ucp I+(ε, t,X, dY ) ”intégrale backward de X contre dY ”.∫ t

0

X(s)d◦Y (s) = lim
ε→0

ucp I◦(ε, t,X, dY ) ”intégrale symétrique de X contre dY ”.

Dans ces définitions, "ucp" signifie convergence uniforme sur tout compact, en probabilité.

Définition 3.1.2 Rappelons qu’une famille (Xε)ε>0 de processus converge en probabilité vers

X quand ε→ 0, uniformément sur tout compact, si :

∀T > 0,∀δ > 0 : lim
ε→0
P

(
sup
t∈[0,T ]

|Xε
t −Xt| > δ

)
= 0.

Remarque 3.1.1 Remarquons que

I◦(ε, t,X, dY ) =
I+(ε, t,X, dY ) + I−(ε, t,X, dY )

2
,

et donc que : ∫ t

0

Xd◦Y =
1

2

(∫ t

0

Xd+Y +

∫ t

0

Xd−Y

)
.
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Chapitre 3. Analyse stochastique du mouvement brownien fractionnaire

3.2 Formule d’Itô généralisé

Une des idées fondamentales du calcul stochastique est la suivante : Si X est une semi-

martingale et si f est une fonction de classe C2, alors f(X) est une semi-martingale, et on

peut écrire la formule d’Itô.

Il est bien connu que le mBf est une semi-martingale si et seulement si H = 1
2
.

Les questions naturelles sont alors : lorsque H 6= 1
2
, est-il possible de construire des intégrales

stochastiques par rapport au mBf ? Peuton écrire une formule d’Itô ?

Des différentes méthodes ont été utilisées pour construire le calcul stochastique par rapport

à un mBf.

Proposition 3.2.1 [5] SoitX un processus continu, l’intégrale forward
(∫ t

0

f ′ (Xs) d
−Xs, t ≥ 0

)
existe pour toute fonction f ∈ C2 si et seulement si X admet une variation quadratique. Dans

ce cas, on a : pour tout t ≥ 0 :

f (Xt) = f (X0) +

∫ t

0

f ′ (Xs) d
−Xs +

∫ t

0

f ′′ (Xs) d 〈X,X〉 (s) .

Cette proposition met en évidence un phénomène que l’existence des intégrales
∫ t

0

f ′ (Xs) d
−Xs

ou
∫ t

0

f ′ (Xs) d
◦Xs est équivalente à l’obtention d’une formule d’Itô.

Lorsque X = BH nous avons :

f
(
BH
t

)
= f

(
BH

0

)
+

∫ t

0

f ′
(
BH
s

)
d−BH

s +

∫ t

0

f ′′
(
BH
s

)
d
〈
BH , BH

〉
(s) . (3.1)

D’une manière analogue, on peut démontrer que siH ≥ 1
2
, l’intégrale symétrique

∫ t

0

f ′ (Xs) d
◦Xs

existe pour toute fonction f ∈ C2 et que, dans ce cas on a pour tout t ≥ 0 :

f
(
BH
t

)
= f

(
BH

0

)
+

∫ t

0

f ′
(
BH
s

)
d◦BH

s . (3.2)
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Chapitre 3. Analyse stochastique du mouvement brownien fractionnaire

M. Gradinaru, F. Russo et P. Vallois [2] ont montré que cette dernière formule est encore

vraie pour H ≥ 1
4

Théorème 3.2.1 [1]Soit BH un mBf d’indice H ∈ (0, 1) et f une fonction de classe C2

alors pour tout t ≥ 0 on a :

f
(
BH
t

)
= f

(
BH

0

)
+

∫ t

0

f ′
(
BH
s

)
dBH

s +H

∫ t

0

f ′′
(
BH
s

)
s2H−1ds. (3.3)

Preuve. Voir [1].

Remarque 3.2.1 À mon avis personnel, la formule applicable la plus simple est (3.3) .

Exemple 3.2.1 Calculer f
(
BH
t

)
=
(
BH
t

)2
, par formule d’Itô on a :

f
(
BH
t

)
=
(
BH
t

)2
=
(
BH

0

)2
+

∫ t

0

2BH
s dB

H
s +H

∫ t

0

2s
2H−1

ds

= 2

∫ t

0

BH
s dB

H
s +H

t2H

2H

=
t2H

2
+ 2

∫ t

0

BH
s dB

H
s .

Exemple 3.2.2 Pour b, δ > 0, on considère l’EDS liniéaire avec coeffi cients constants :

dXt = bXtdt+ δXtdB
H
t ,

X0 = x.

On pose Yt = ln(Xt). On applique la formule d’Itô on obtien :

dYt =
1

Xt

dXt −
1

X2
t

d 〈Xt〉

=
1

Xt

(
bXtdt+ δXtdB

H
t

)
− 1

X2
t

(
δ2X2

tHt
2H−1dt

)
=
(
bdt+ δdBH

t

)
−
(
δ2Ht2H−1dt

)
= bdt− δ2Ht2H−1dt+ δdBH

t .
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Chapitre 3. Analyse stochastique du mouvement brownien fractionnaire

On intégre :

Yt = Y0 +

∫ t

0

bds− δ2H

∫ t

0

s2H−1ds+ δ

∫ t

0

dBH
s

= Y0 + bt− δ2H
t2H

2H
+ δBH

t

= Y0 + bt− 1

2
δ2t2H + δBH

t .

Alors :

Yt = lnXt = lnx+ bt− 1

2
δ2t2H + δBH

t .

Donc :

Xt = x exp

(
bt− 1

2
δ2t2H + δBH

t

)
.

3.3 Application sur le contrôle optimal stochastique

Notre but dans ce partie est de dirivé les conditions suffi santes d’optimalité pour un problème

de contrôle optimal géré par fonction de côut de forme linéaire quadratique.

3.3.1 Formulation du problème

Soit (Ω,F , (FHt )t≥0,P) un espace de probabilité filtré, et soit BH =
(
BH
t

)
t≥0

un mouvement

Brownien fractionnaire.

T un réel strictement positive fixé. U un fermé convexe de Rn :

Définition 3.3.1 On définit un contrôle admissible pour tout processus Ft -adapté à valeur

dans U tel que

E

[
sup
t∈[0,T ]

|vt|2
]
<∞.

On note par U l’ensemble des tous les contrôles admissibles.
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Pour tout v ∈ U , on considère l’éqaution différentielle stochastique contrôlée suivante :

 dxt = b (t, xvt , vt) dt+ σ (t, xvt , vt) dB
H
t ,

x0 = ξ.
(3.4)

où : b, σ : [0, T ]× R× U → R .

Définition 3.3.2 La fonction de coût qui doit être minimiser(maximiser) , est donnée par :

J (v) = E
[∫ T

0

f (t, xvt , vt) dt+ g (xvT )

]
. (3.5)

où :

f : [0, T ]× R× U → R

g : R→ R.

Hypothèse (H) :

Les fonctions b, σ, f sont continues en (x, v) et leur dérivées bx, bv, σx, σv, fx, fv, et gx sont

continues et uniformément bornées.

Le problème de contrôle optimal est de maximiser la fonction de coût J sur l’ensemble des

contrôles admissibles, on choisit un contrôle u ∈ U tel que :

J (u) = max
v∈U

J (v) . (3.6)

Définition 3.3.3 On définit la formule du Hamiltonienne comme la suite :

H (t, xut , ut, pt, qt) = f (t, xut , ut) + ptb (t, xut , ut) + qtσ (t, xut , ut) .
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Définition 3.3.4 On a l’équation adjoint suivante :

 −dpt = Hx (t, xut , pt, qt, ut) dt+ qtdB
H
t ,

pT = gx (xuT ) .
(3.7)

Remarque 3.3.1 Sous les hypothèse (H), l’EDS (3.4) et l’EDSR (3.7) admettent unique

solution.

Pour plus des détails voir [4] et [13].

3.3.2 Condition suffi sant d’optimalité

Théorème 3.3.1 On suppose que les fonctions g et H sont concave par rapport à (x, u) , on

suppose que E
[∫ T

0

Hv (t) (u− v) dt

]
≥ 0, alors u est le contrôle optimal pour le problème de

contrôle {(3.4) , (3.5) , (3.6)} .

Preuve. Pour cela on veut démontrer que pour tout u et v deux contrôles (u doit être

optimal) :

J (u)− J (v) ≥ 0.

Alors il suffi t de calculer la différence :

J (u)− J (v) = E
[∫ T

0

f (t, xut , ut) dt+ g (xuT )

]
− E

[∫ T

0

f (t, xvt , vt) dt+ g (xvT )

]
= E

[∫ T

0

(f (t, xut , ut)− f (t, xvt , vt)) dt

]
+ E [g (xuT )− g (xvT )] . (3.8)

Mais on sait que g est concave, alors :

g (xuT )− g (xvT ) ≥ gx (xuT ) (xuT − xvT ) .

d’après la définition d’équation adjoint on remarque que pT = gx (xuT ) , alors :

E [g (xuT )− g (xvT )] ≥ E [pT (xuT − xvT )] . (3.9)
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tel que (x, u) et (x, v) sont des solutions respectivement associés au contrôle optimale u et le

contrôle v, alors d’après la définition du système (3.4) , on peut écrire :

 dxut = b (t, xut , ut) dt+ σ (t, xut , ut) dB
H
t ,

xu0 = ξ.

 dxvt = b (t, xvt , vt) dt+ σ (t, xvt , vt) dB
H
t ,

xv0 = ξ.

Alors d (xut − xvt ) = (b (t, xut , ut)− b (t, xvt , vt)) dt+ (σ (t, xut , ut)− σ (t, xvt , vt)) dB
H
t ,

(xu0 − xv0) = 0.
(3.10)

On applique la formule d’Itô généralisée pour le produit pt (xut − xvt ) , en utilisant les équations

(3.7) et (3.10) on obtient :

d (pt (xut − xvt )) = − (xut − xvt )
(
Hx (t, xut , pt, qt, ut) dt+ qtdB

H
t

)
+ pt (b (t, xut , ut)− b (t, xvt , vt)) dt

+ pt (σ (t, xut , ut)− σ (t, xvt , vt)) dB
H
t

+ qt (σ (t, xut , ut)− σ (t, xvt , vt))Ht
2H−1dt.

Alors :

E
[∫ T

0

d (pt (xut − xvt ))
]

= −E
[∫ T

0

(xut − xvt )
(
Hx (t, xut , pt, qt, ut) dt+ qtdB

H
t

)]
+ E

[∫ T

0

pt (b (t, xut , ut)− b (t, xvt , vt)) dt

]
+ E

[∫ T

0

pt (σ (t, xut , ut)− σ (t, xvt , vt)) dB
H
t

]
+ E

[∫ T

0

qt (σ (t, xut , ut)− σ (t, xvt , vt))Ht
2H−1dt

]
.
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Il vient que :

E [pT (xuT − xvT )] = −E
[∫ T

0

(xut − xvt ) (Hx (t, xut , pt, qt, ut) dt)

]
+ E

[∫ T

0

pt (b (t, xut , ut)− b (t, xvt , vt)) dt

]
+ E

[∫ T

0

qt (σ (t, xut , ut)− σ (t, xvt , vt))Ht
2H−1dt

]
.

Mais H ∈ [0, 1] , alors

E [pT (xuT − xvT )] ≥ −E
[∫ T

0

(xut − xvt ) (Hx (t, xut , pt, qt, ut) dt)

]
+ E

[∫ T

0

pt (b (t, xut , ut)− b (t, xvt , vt)) dt

]
+ E

[∫ T

0

qt (σ (t, xut , ut)− σ (t, xvt , vt)) dt

]
.

Alors, on remplace ce derniere inégalité dans (3.8) et d’après (3.9) :

J (u)− J (v) = E
[∫ T

0

(f (t, xut , ut)− f (t, xvt , vt)) dt

]
+ E [g (xuT )− g (xvT )]

≥ E
[∫ T

0

(f (t, xut , ut)− f (t, xvt , vt)) dt

]
+ E [pT (xuT − xvT )]

≥ E
[∫ T

0

(f (t, xut , ut)− f (t, xvt , vt)) dt

]
− E

[∫ T

0

(xut − xvt ) (Hx (t, xut , pt, qt, ut) dt)

]
+ E

[∫ T

0

pt (b (t, xut , ut)− b (t, xvt , vt)) dt

]
+ E

[∫ T

0

qt (σ (t, xut , ut)− σ (t, xvt , vt)) dt

]
.

d’après la définition de la fonction Hamiltonienne on obtient :

J (u)− J (v) ≥ −E
[∫ T

0

(xut − xvt ) (Hx (t, xut , pt, qt, ut)) dt

]
+ E

[∫ T

0

(H (t, xut , pt, qt, ut)−H (t, xvt , pt, qt, vt)) dt

]
. (3.11)
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De plus la fonction Hamiltonienne est concave pour (x, u) , alors

H (t, xut , pt, qt, ut)−H (t, xvt , pt, qt, vt) ≥ (xut − xvt ) (Hx (t, xut , pt, qt, ut))

+ (ut − vt) (Hv (t, xut , pt, qt, ut)) .

Alors

H (t, xut , pt, qt, ut)−H (t, xvt , pt, qt, vt)− (xut − xvt ) (Hx (t, xut , pt, qt, ut))

≥ (ut − vt) (Hv (t, xut , pt, qt, ut)) . (3.12)

On remplace (3.12) dans (3.11) on obtient :

J (u)− J (v) ≥ −E
[∫ T

0

(xut − xvt ) (Hx (t, xut , pt, qt, ut)) dt

]
+ E

[∫ T

0

(H (t, xut , pt, qt, ut)−H (t, xvt , pt, qt, vt)) dt

]
≥ E

[∫ T

0

(ut − vt) (Hv (t, xut , pt, qt, ut)) dt

]
≥ 0.

Alors

J (u)− J (v) ≥ 0.

Donc

J (u) ≥ J (v) .

Alors u est un contrôle optimal.
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Conclusion

Dans ce mémoire, j’ai réalisée une étude sur un processus récemment défini : le

mouvement Brownien fractionnaire. En premier lieu, on a définit ce processus et

étudié leur propriétés avec tous les détails, Par ailleurs au cours de cette étude, on a rencontré

plusieurs diffi cultés comme la non-différentiabilité des trajectoires de ce processus.

Une question fondamentale a été posée ; Le mouvement Brownien fractionnaire est-il une

semi-martingale ? cette question a eu une réponse remarquable, car on a montré que notre

processus n’est pas une semi-martingale pour H 6= 1
2
. c’est la raison pour laquelle nous avons

définies différents type d’intégration stochastique.

La valorisation de notre travail est montré dans le troisième chapitre en recherchant la géné-

ralisation de la formule d’Itô dans le cas où X n’est pas une semi-martingale.

Enfin, nous illustrons notre principale résultat de cette mémoire en donnant un exemple sur

nous problème du contrôle sous dynamique stochastique non linéaire avec la fonction de coût

terminale.
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Annexe : Abréviations et Notations

Les différentes abréviations et notations utilisées tout au long de ce mémoire sont expliquées

ci-dessous :

(Ω,F ,P) espace de probabilité.

EDS équation différentielle stochastique.

EDSR équation différentielle stochastique rétrograde.

mb Mouvement Brownien.

mBf Mouvement Brownien fractionnaire.

Bt Mouvement Brownien.

BH
t Mouvement Brownien fractionnaire.

FBt la filtration engendrée par le Mouvement Brownien.

FHt la filtration engendrée par le Mouvement Brownien fractionnaire.

P−p.s presque surement pour la mesure de probabilité P.

càdlàg continu à droite avec une limite à gauche.

CQFD ce qui fallait à démontrer.

=: égale par définition.

t ∧ s l’inf entre t et s.

t ∨ s le sup entre t et s.
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 الملخص

في ة ننا استخدام نفس الحجج المستخدمليست شبه مارتنجال، لذلك لا يمكة الحركة البراونية الكسري

لهذا هناك العديد من صيغ إيتو حسب قيم الوسيط هيرس. .الحركة البراونية القياسية  

 الكلمات المفتاحية

المعممة، الحركة البراونية الكسرية، المعادلات التفاضلية العشوائية، المتحكم المثالي،  صيغة إيتو 

.، وسيط هيرسالشروط اللازمة المثالية  

Abstract 

Fractional Brownian motion is not a semi-martingale , than we can not use the 

same arguments as for standard Brownian motion. For this and, there are many 

Itô’s formulae according to the value of the Hurst parameter. 

Keywords 

Itô’s formula general, Fractional Brownian motion, stochastic differential 

equations, optimal control, necessary optimality condition, Hurst parameter. 

Résumé 

Le mouvement Brownien fractionnaire n'est pas une semi-martingale, donc on 

ne peut pas utiliser les mêmes arguments comme pour le mouvement Brownien 

standard. Pour cela, il existe beaucoup de formules d'Itô selon la valeur du 

paramètre de Hurst. 

les mots clés 

formule d’Itô généralisé, Le mouvement Brownien fractionnaire, équations 

différentielle stochastique, le contrôle optimal, condition nécessaire 

d’optimalité, paramètre de Hurst. 
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