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Introduction

es processus stochastiques auto-similaires sont devenus populaires dans beaucoup

de domaines d’applications (physique, télécommunications, finance), et il y a de ce
fait une demande naturelle de calcul stochastique basé sur ce type de processus. Nous repré-
senterons en particulier le mouvement Brownien fractionnaire. Ce processus a été étudié la
premiére fois par Kolmogorov en 1940. Son étude a été reprise et approfondie par Mandelbrot
et Van-Ness en 1968. On peut définir le mouvement Brownien fractionnaire comme un pro-
cessus gaussien est entiérement déterminé par sa fonction de moyenne E(B/) et sa fonction
de covariance cov (BtH , B ) . Concernons aux propriétés de base du mouvement Brownien
fractionnaire ainsi qu’a sa définition, nous verrons que ce processus est pauvre en propriétés
classique (semi-martingale, différentiabilité).
L’objectif de notre mémoire est ’étude de mouvement Brownien fractionnaire et ses proprié-

tés, pour cela, I’étude a été divisée en trois chapitres :

On commence au chapitre 1 par des généralités sur les processus stochastiques, espérance
conditionnelle et leur propriétés ainsi que le mouvement Brownien, martingales et I'intégrale

stochastique.

Le second chapitre, considéré comme étant le noyau de ce travail, est consacré aux définition

et montrer les propriétés principales du mouvement Brownien fractionnaire.

7N

Le troisieme chapitre est dédié a 1’étude I'analyse stochastique du mouvement Brownien
fractionnaire on commence par la définition des nouvelles intégrales et puis nous avons prouvé
la formule d’It6 dans le cas de mouvement Brownien fractionnaire et on donne une application

dans le controle optimal stochastique et établir le condition suffisante d’optimalité.



Chapitre 1

Généralité sur le calcul stochastique

Ce chapitre contient des généralités et des définitions sur le calcul stochastique, a été

prise de : [3], [6], [8], [10].

1.1 Processus stochastique

Définition 1.1.1 (Tribu) Une tribu F sur Q est une famille de parties de 2 vérifiant :
1)Qe F.
2) Stabilité par passage au complémentaire. i.e : VA € F =A° € F.

3) Stabilité par union dénombrable. i.e : si (Ap)nen CF = (U 4n) € F.
neN

Définition 1.1.2 (Variable aléatoire) On appelle variable aléatoire ( v.a par abréviation)

X :(Q,F)— (E,G) toute application mesurable i.e : VA € G, X1 (A) € F.

Définition 1.1.3 (Processus stochastique) Un processus stochastique est une famille de

variables aléatoires {X;,t € T} définie sur un méme espace de probabilité.
-5t T C N on dit que le processus est a temps discret.

-51 T C R on dit que le processus est a temps continu.



Chapitre 1.Introduction au processus stochastique

Définition 1.1.4 On peut représenter le processus stochastique comme une application :

X: TxQ—FE,

(t,w) — X(t,w).

Remarque 1.1.1 Pourt fizé X (t,w) est une v.a, et pour w fixré X (t,w) est appelée trajec-

toire.

Définition 1.1.5 (Tribu engendrée) La tribu engendrée par une v.a X définie sur (Q,F)
est l'ensemble : o(X) = {X 1 (A),A e G}, tel que : X1 (A) = {weQ: X(w) € A}, cest

la plus petite tribu sur ) rendant X mesurable.

Définition 1.1.6 (Filtration) Une filtration F = (F;)i>o sur Uespace (2, F,P) est une fa-

mille croissante de sous tribus de F 1.e : Fs C F, C F; V0 <s<t.
Le quadruplet (2, F, (Fi)i>0, P) est appelé un espace de probabilité filtré.

La filtration naturelle (canonique) d’un processus stochastique X est : F{¥ = 0(X,,0 < s < t).

Définition 1.1.7 (Processus mesurable) Un processus X est dit mesurable si l’applica-

tion :
X: (R xQBR,)®F)— (E,G),

(t,w) — X (t,w),

est mesurable.

Définition 1.1.8 (Processus adapté) Un processus X est dit adapté a la filtration (F;)i>o

ou (Fy—adapté) si pour tout t, X, est Fy—mesurable.
Remarque 1.1.2 Le processus est toujours adapté a sa filtration naturelle (F;);>o.

Définition 1.1.9 (Processus prévisible) Un processus X est dit processus prévisible par

rapport la filtration (Fy)i>0 ou (Fy—prévisible) si ¥Vt > 0; X1 est F—mesurable.

Définition 1.1.10 (Processus croissante) On dit qu’ un processus X = (Xi)i>0 est un

processus croissante si : V0 < s <t; X(s,w) < X(t,w).

3
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Définition 1.1.11 (Accroissements, stationnaires) Pour tout 0 < s < t, les variables

aléatoire X (t) — X (s) sont appelés des accroissements.

-Un processus X est accroissement indépendants si : V0 <t <19 < ... <tp; lesv.a Xy, Xy, —

KXiyy ooy Xt, — X4, _, sont indépendants.

-Un processus X est accroissement stationnaires si : la loi de la variable X (t + s) — X (t) ne
dépend pas de t. En d’autre termes pour tout t > 0;h > 0 la loi de X (t + h) — X (t) est égale
a la lois de X (h) — X (0).

Définition 1.1.12 (Equivalents, modification, indistinguable) Soient (X;);>0 et (Y:)i>0

deux processus stochastiques définiés sur un méme espace de probabilité, il sont dits :

1) équivalents (ou égauz en loi) si : X £Yvie pour tout (t1,ts, ..., t,) et pour tout n on a :
(X(t1), X (t2), ., X (1)) £ (Y (11), Y (£2), ..., Y (£0)).

2) Y est une modification de X si : ¥Vt >0, P(X(t) =Y(t)) = 1.

3) X etY sont indistinguable et on note X =Y si : P(X(t) =Y (t),Vt > 0) = 1.
Remarque 1.1.3 On a 3) = 2) = 1).

Définition 1.1.13 (Processus Gaussien) Un processus stochastique X = (X;)i>0 est un
processus Gaussien si toute combinaison linéaire finie de X est une v.a Gaussienne, i.e :

n
Vn,Vt;, 1 <i<n,Va;, > a;X;, est une v.a Gaussienne.
i=1

Théoréme 1.1.1 (Kolmogorov) Soit X = (X;)i>0 un processus stochastique & valeurs

réelles pour lequel il existe trois constantes strictement positives v, c, e tel que :
BIX, — X[ < |t — 5|

Alors il existe une modification X du processus X, tel que :

~ ¥

% - x,

E |sup—— | < +o0,
i#s [t — S|
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pour chaque 0 < o < En particulier les trajectoires de X sont Hélderienns continues de

£
v

parametre o.

1.2 Espérance conditionnelle

Soient (2, F, P) un espace de probabilité, et A et B deux événements de F, telle que P(B) # 0.

Définition 1.2.1 (Probabilité conditionnelle) La probabilité conditionnelle de A sachant
P(AN B)

B est P(A| B) =Pg(A) = B(B)

Définition 1.2.2 (Espérance conditionnelle d ‘une v.a par rapport a un événement)

On appelle espérance conditionnelle de la v.a X sachant B :

E(X | B) = ﬁ/BXdP'

Définition 1.2.3 (Espérance conditionnelle d 'une v.a par rapport a une tribu) Soit
G sous-tribu de F alors l’espérance conditionnelle de la v.a X sachant G est ['unique v.a

G—mesurable tel que :

/E(X|g):/XdIP’, VAEG.

A A

Proposition 1.2.1 (Propriétés de 1'espérance conditionnelle) Soient X et Y deur v.a
et soiten G et 'H sous-tribus de F tel que : H C G, on a :

1) Linéarité : Soit a et b deux constantes alors : E(aX +bY | G) = aE(X | G) + bE(Y | G).
2) Croissance : St X <Y, alors E(X | G) <E(Y | G).

3) Positivité : Si X >0, alors B(X | G) > 0.

4)BIE(X | 9)] = B(X).

5) Si X est G—mesurable alors : B(XY | G) = XE(Y | G).

6) Si X est G—mesurable alors : B(X | G) = X.

7) Si X est indépendant de G alors : B(X | G) = E(X).

8) BIB(X | G) | H] =BE(X | H) [ ] = B(X [ H).
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1.3 Martingale

Définition 1.3.1 Soit (X,,)nen un processus définie sur lespace filtré (Q, F,F = (F,), o P)s

neN»

on dit que (X,)nen est une martingale si :
1) X,, est intégrable, Vn € N i.e : B(|X,.(t)]) < oo.
2) X,, est F,—mesurable Vn € N.

3) B(Xpn | Fo) = X,

Remarque 1.3.1 Si on remplace la 3™ condition par : B(X, 11 | Fn) < X, (resp B(Xp41 |

Fn) > X,) alors X = (X,,)nen est dit sur-martingale (resp sous-martingale).

Définition 1.3.2 (Temps d’arrét) Soit F = (F;,), oy une filtration de F, un temps d’arrét

par rapport a F est une v.a 7 : Q — [0, +o0] telle que :

{r<n}={{we Y1(w) <n}eF,n.

1.3.1 Martingale & temps discret

Théoréme 1.3.1 (Décomposition de Doob d 'une sous — martingale) Toute sous-martingale

(Xn)nen 8’écrit de fagon unique sous la forme X,, = M,, + A, tel que :
-(Mp)nen est une martingale.

-(Ap)nen est un processus croissante prévisible tel que : Ay = 0.

Théoréme 1.3.2 (d’arrét) Si T est un F—temps d’arrét et (X,,)nen est un processus adapté,

on appelle le processus arrét a linstant T' la suite aléatoire X,:f = (X7an)nen-
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1.3.2 Martingale a temps continu

Définition 1.3.3 Un processus (Xi)i>o intégrable et adapté est une :
-Martingale si : ¥ 0 < s <t, B(X; | Fs) = X.
-Sous-martingale si : ¥V 0 < s <t, B(X; | Fs) > X.

-Sur-martingale si : ¥V 0 < s <t, B(X; | Fs) < X,.

Définition 1.3.4 (Martingale locale) Un processus M est une martingale locale s’il existe
une suite de temps d’arrét (7,)nen croissant p.s vers +oo tel que pour tout n € N, le processus

d’arrét M soit une martingale nulle en 0.

Définition 1.3.5 (Semi — martingale) Une semi-martingale X est un processus réel, adapté

et cadlag qui s’écrire de la forme : X = M + Z ou :
-M est une martingale locale.

-Z est un processus réel, cadlag et a variation finie.

Proposition 1.3.1 [7] si M est une martingale alors : E(M;) = E(M,y) Vt > 0.

1.4 Le mouvement Brownien

Définition 1.4.1 Soit (B;)i>o un processus sur l'espace (2, F,P), on dit que le processus

(Bi)i>0 est un mouvement Brownien (mb) standard si :

1) La variable aléatoire By = 0 P—p.s.

2) Pour tout 0 < s < t, la variable aléatoire By — Bs ~ N(0,t — s).
3) L’application : t — By est continue P—p.s.

4) (Bi)i>o est a accroissements indépendants.

Théoréme 1.4.1 Un processus X = (X¢)i>o est un mb si et seulement si :
a) X est gaussien, centré, et stochastiquement continu.

b) La covariance entre deuz processus c’est la quantité cov(Xy, Xs) = min(s,t) =t A s.
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1.4.1 Propriétés trajectorielle du mouvement Brownien

Proposition 1.4.1 1) Le mouvement Brownien est a trajectoire continu P— p.s.

2) Le mouvement Brownien est a trajectoire n’est pas dérivable P—p.s.

Preuve. 1) On a pour les fonctions : f continu en zg si : lim f(z) = f(x).

T—T0

Sion pose : x —xg =h = x = 29 + h, alors il vient que :

}Lig%f(a?o +h) = f(wo),

d’ou

1}11210[f<370 +h) — f(x0)] = 0,

c’est a dire

Ve >0 |f(xo+h) — f(zo)] < e.

Donc (B)i>0 continu P—p.s. si on veut montrer que :

P(lBt—l-h — Bt| > 5) h,:>0 0.

d’apres Inégalité de Tchebytchev, on a :

B — B
B(|Buay — Bi| > ¢) < LarBeen = B)

52

t+h—t h
- = —
g2 €2 h—0

Donc P(| By, — By| > ¢) e 0.
Alors : (By)s>o continu P—p.s.

2) On a pour les fonctions : f dérivable en zg si :

existe.

oy F@) = flwo) _ o f(wo+h) = f(a)
h

T—xQ T — Xy h—0
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Onalavay = 228t o A(0,1), et M une constante on a :

Vh
P(‘Bt—i-h_Bt >M) :P(‘Bt+h_Bt
Vh

h
_Pp <|Y| > M\/E)

1 1
/Y>M\f Vim P <__y > 4y
1
o oo ()

= 1.

>M\/ﬁ)

Alors

Biiyn — By
p(|Bth Pt

> M> — 1.
h—0

Donc le mouvement Brownien est & trajectoire n’est pas dérivable P—p.s. m

1.4.2 Propriété de martingale du mouvement Brownien

On note par (F)i>o la filtration engendrée par le mouvement Brownien.

Théoréme 1.4.2 Le mouvement Brownien est une martingale par rapport o la filtration

canonique (FP)io.
Preuve. Evidente. m

Proposition 1.4.2 a) X; = (B? — t);>0 est une FP—martingale.

b) Y, = exp(aB; — )t>0 est une FP—martingale.
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Preuve. a) Evidente.

b) 1. L’intégrabilité :

B[] =B [eXp

(oth - %2t> ] =E {exp <oth - %225)}
1 a? x?
= /R \/2_7Ttexp (ozx — ?t) exp (—g) dx
1 22 + o?t? — 2auat
2
= /]R \/%exp (—%) dr =1 < +o0.

2. Puisque Y; est une fonction continue de variables aléatoires FZ —mésurables, alors Y; est

elle méme FP —mésurables.

3. Pour tout 0 < s <t < +o00:

Y,
E[mff]zE{n?Wff],carnm

Y,
=Y.E {?t | ff} , car Yy est F, — mesurable.

Il suffit de calculer la quantité & [% | J’:ﬂ , alors

2

=9} 177]

(t — S)H car B, — B, est indépendant de FZ

B {% | 7:83} ) {eXp {a(Bt — B;) —

|2, ]2

=E {eXp {a(Bt — B,) —

s e (e ) e (5 o
[ ex <_x +a (t—Q(i)_;fozx(t—s)) o

ey (500 4,y

Donc E(Y; | FB) =Y..

Alors Y; = exp(aB; — 0‘7215)1520 est une FP—martingale. m

10



Chapitre 1.Introduction au processus stochastique

Proposition 1.4.3 Soit B = (B;)i>0 un mouvement Brownien, alors :
1. (Symétrique) Le processus : X = (—By)i>o est un mouvement Brownien.
2. Le processus : Y = (|By])i>0 est un mouvement Brownien.

3. (Inversion) Le processus :

est un mouvement Brownien.

4. (Changement d’échelle) Pour tout A > 0, le processus B = (AB_t )0 est un mouve-
L )t>

ment Brownien.

5. (Shifting) Pour tout s > 0, le processus : Bt(s) = Biis — Bs, est un mouvement Brownien

indépendant de o(By,u < s).

6. (Retournement du temps) Pour tout 0 < t < r, le processus Bf = B, — B,_;, est un

mouvement Brownien.

Définition 1.4.2 (Variation quadratique) Un processus X est dit a variation quadratique

finie s’il existe un processus noté (X) tel que pout toute suite de subdivisions A, = sup (t;11—
0<i<n

t;) de [0,t], avec k € N, tel que |A,| = 0, on a :

o

n

lim Y |X,,,, - X,

n—-+o00
=0

2

=(X), P—p.s.

Proposition 1.4.4 Pour toute famille de subdivision A, on a la variation quadratique du

mouvement Brownien définie comme suite :

n

lim Y |Bi,, — Bi| =t P— p.s.

n—-+00
=0

11



Chapitre 1.Introduction au processus stochastique

1.5 L’intégrale stochastique

On note par L*(R,R) = {f R, — R boréliennes / [ |f(s)]>ds < —f—oo} un espace de

R4
1
2

Banach pour la norme || f|, = ( fz(s)ds) , et on note :
Ry

ti
L*(Q, F,,P) = {Qi :([0,] x Q,8(0,t;]) ® F,) = (R, 5(R)) // 16,> < —1—00},
0
ti
un espace de Banach pour la norme ||6;||, = E [/ 16, (s)]? ds] .
0

1.5.1 Construction d’intégrale stochastique

t
On cherche & définir des v.a de type : / XsdBs, ou (Xg)s>0 un processus stochastique et
0

(Bs)s>0 est un mouvement Brownien.

Définition 1.5.1 On dit que 0 = (0;);>0 est un "bon processus” s’il est : FP —adapté, cadlag
t

et & [/ egds] < 400, Vt > 0.
0

Cas de processus étagés

Pn
On appelle processus étagés (ou simple) les processus de type : 07 = > 0;1y,+,.,1(s) ot
i=0
pn €E Net 0 < t; <ty < ..<t, =t une subdivision de [0,?], et §; € L*Q,F,,P)

Vi=0,1,...,pn, et 0" = (07)s>0 est un bon processus. On définit :

t Pn
[t(en) = / 0ydBs = Zei(Btiﬂ - Bti)'

0 i=0
Cas générale

Si 0 est un bon processus, il existe (6"),>¢ suite de processus étagés tel que :

t
EU (05—92)24 — 0.
0 n—-4o0o

12
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Il existe une v.a I;(f) de carré intégrable telle que :

E [(L(0) — L(6™)]* — 0.

n—-+o00

t
On pose : [,(0) = / 0.dB;.
0
Proposition 1.5.1 (Propriétés de lintégrale stochastique)

t
1.0 — / 0,dB, est linéaire.
0

t
2.t — / 0,dB; est continue p.s.
0

t t t
. E {/ QSdBS] =0 et var [/ QSdBS} =K {/ des] .
0 0 0

t
4. / 0,dB; et en générale n’est pas gaussienne sauf dans le cas ou 6 est déterministe.
0

( / tHSdBS)Z —E { / t@?ds}

6. On a méme le résultat plus général :

E { /0 tesdBS /0 ugbsst} —E { /0 Mu&@ds} .

t
7. / 0,dB; est une (FP)—martingale.
0

w

5. Propriétés d’isométrie :

E

oo

t 2 t
. Le processus ( / Hsst) — / 62ds est une (FP)—martingale.
0 0

9. La variation quadratique de l'intégrale stochastique est donnée par :

t t t
</ GSdBS,/é’sst> :/egds.
0 0 0

10. La covariation quadratique entre deux intégrales stochastiques est donnée par :

t u tA\u
< / 0.dB., / ¢sdBS> _ / 0,buds.
0 0 0

13



Chapitre 1.Introduction au processus stochastique

1.5.2 Processus d’It6

Définition 1.5.2 Soit (B;):>0 une mouvement Brownien, on appelle processus d’Ito un pro-

cessus (Xt)g<y<p @ valeur dans R telle que :
t t
Vi<T, X;=uxg +/ bsds +/ 0sdBy,
0 0

avec !

1) Xy est Fo-mesurable.

t
2) (bt)g<ier €St un processus adapté a FP, tel que / |bs| ds < 400 P—p.s.
- 0

t
3) (01)geseq €St un processus adapté a FP, tel que / o> ds < 400 P—p.s.
- 0

On écrit généralement le processus d’It6 en utilisant la forme différentielle :
dXt = btdt + O'tdBt.

Le coefficient b s’appelle la dérivée (ou le drift) du processus, et o son coefficient de diffusion.

1.5.3 Formule d’Ito6

Soit (Xt)g<;<r un processus d’Ito.

Théoréme 1.5.1 Soit f : R — R une fonction de classe C? alors :

f(X0) = f (x0) + / F (X)X, + / 1" (X.) olds.

Alors :
df (Xy) = f1(Xy)dX; + %f” (Xy) afdt.

14



Chapitre 1.Introduction au processus stochastique

Théoréme 1.5.2 Soit f une fonction définie sur R, x R de classe C* par rapport a t et de
classe C* par rapport & x on a :

i

_ tof
ft,Xy) = f(0,Xo) + T (s,Xs)ds+/0 91

taZ
(s, X,)dX, + % / of (s, X5)d(Xs),

o 0x?

tel que :

d(X,) = (dX,,dX,) = (byds + 0,dBy, byds + o,dB,) = ods.

Théoréme 1.5.3 Soient X; et Xy deux processus d’Ito, et f une fonction dans R de classe

C? alors :

FX (1), X2 (1) = F(X1(0), X2(0)) + [ 5= (X1 (s), X2 (s)) dXy (s)

taf e
+/0 a_xz(Xl(s),Xz(s))dXz(S)+§/0 912

(
w3 ﬂ<X1<s>,X2<s>>d<X2>s+/o o/

2 J, 0z

X1(s), X2 (s))d(X1),

(X1 (s), X2 (s)) d (X1, Xa), -
Théoréme 1.5.4 (Intégration par partie) Soient X et Y deux processus d’Ito tel que :

t t t t
X, = Xy +/ ogds +/ B.dB,s et Y, =Y, —|—/ a;ds +/ B;dBS.
0 0 0 0

Alors :
t t
XY = XY + / XY, + / YidX, + (X,Y),,
0 0

avec !

(X,Y), = /0 B,G.ds.

De plus la formule d’intégrale par partie s’écrit :

d(X,Y;) = X,dY, + YidX; +d (X, Y), .

15



Chapitre 2

Mouvement Brownien fractionnaire

l e mouvement Brownien fractionnaire (mBf) a été introduit par Kolmogorov en 1940
[9], comme moyen d’engendrer des "spirales" Gaussiennes dans des espaces de Hil-
bert. En 1968 [II], Mandelbrot et Van Ness I'ont rendu célebre en I'introduisant dans des

modeles financiers, et en étudiant ses propriétés. Tout au long de ce chapitre, on se réfere

aux : [1], [7], [13].

2.1 Définition du mouvement Brownien fractionnaire

Définition 2.1.1 Un (mBf) de parameétre H € (0,1) est un processus Gaussien centré

continu noté par (B{{ ) définie sur un espace de probabilité filtré (2, F, ﬂBH,P) et de

t>0

fonction de covariance :

R(B, B = o (#7452 — |t = o).

1
2

*Le parameétre H est appelé le paramétre de Hurst.

Proposition 2.1.1 1. §i H = %, alors le mouvement Brownien fractionnaire est le mouve-

ment Brownien standard.

2. 8i H =1, alors Bf! = tBI presque stirement pour tous t > 0.

16



Chapitre 2. Mouvement Brownien fractionnaire

Preuve. 1. Nous voyons immédiatement que la covariance de B2 réduire a (s,t) égale s A t,

. 1 .
ce qui donne B2 est un mouvement Brownien standard.

2. Si H = 1, nous avons pour tous ¢t > 0 :

B[ (5~ 1B])"] =& [(B)’] + ¢ [(B)"] - 208 BB
:ﬂ+¢2x1—%<%uﬁ+b—ﬂ—ﬂa)
=2t> — 2t = (.

Donc on dit que BfY = tBf P—p.s. m

Proposition 2.1.2 Soit BY = (Bff),_ un mBf alors :

>0
var(BI) = 1.
Preuve. On a :

var(BH) = R(BH, BH) = <t2H e t|2H>

N —

_1 2H\ _ 42H
_2(% ) ="
CQFD. m

Proposition 2.1.3 Si X = (X;),5, est un processus Gaussien stationnaire et Xo = 0, tel

— t2H

que var(X) alors X est un mBf de paramétre H.

Preuve. Il suffit de montrer que la fonction de covariance de X est la quantité :

R(X,, X,) = <t2H s |t - s|2H> .

N | —

var(X; — Xs) = var(X;) + var(X;) — 2cov(X, X5).

17



Chapitre 2. Mouvement Brownien fractionnaire

Alors :

cov(Xy, Xy) = %{UCLT’(Xt) + var(X,) —var(X; — X,)}
— % {var(X;) + var(X;) — var(X;_s)}

R R

D’ot le résultat. m

2.2 Propriétés principales

2.2.1 Auto-similarité

Définition 2.2.1 Un processus {X;,t € R} est dit auto-similarité d’indice 5 > 0 tel que :

pour tout o > 0 les processus {Xq,t € R} et {aﬁXt,t € R} aient méme loi.
Théoréme 2.2.1 Le mBf de paramétre H est auto-similarité d’ordre H .

Preuve. On fixe a > 0, il évidente que {BH t e ]R} et {ocHBtH,t € R} sont deux processus

at

Gaussiens centrés, il suffit donc de montrer qu’ils ont la méme fonction de covariance.

D’une part on a :

R(BE, BE) =

at?

{|at\2H + |as)? — |at — a5|2H}

o2H <|t|2H i |S|2H . S|2H> '

N = N =

D’autre part on a :

R(@" Bl o B = cov(a” Bl , o™ BI') = o*" cov(B}, BY)

1
_ §a2H <|t|2H X |s|2H - S|2H> ‘

D’ou le résultat. m
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Chapitre 2. Mouvement Brownien fractionnaire

2.2.2 Accroissement stationnaire

Proposition 2.2.1 Le mouvement Brownien fractionnaire (BtH ) > €St un processus a ac-

croissement stationnaire.

Preuve. Comme (B{{ ) est un processus Gaussien avec ty < t; < to < t3, il suffit de

>0
vérifier :

H H H HY __ H H H H
COU(Btg Btz ) B Bto ) - CO/U(Bt3+h Bt2+h7 Bt1+h Bto+h>

D’une part on a :

v(Bf!, B/") — cov(B[!, B{') — cov(B{!, Bl") + cov(B[!, B!)

cov(Bg Bg, BH Btlof) cov(B;, , i
1 1
=3 (tgH + 120 (t5 — tl)zH) -5 (tgH + 20— (tg — t0)2H>
1 1
-3 (tgH + 27 (ty — t1)2H> +3 (tgH + 27— (ty — t0)2H) .

En simplifiant terme & terme, on obtient :

cov(Bf — B!, Bl - Bl =

to )

{(t3 )P =ty — 1)ty — 1) — (ty — t0)2H} .

N | —

D’autre part on a :

cov(BlL,, — B, B, — BIL,) = % {ts+ 0 + (01 + B = (g + b=ty = )"}
%{(t:ﬁ—h) (to+h)2H—(t3+h—t0—h)2H}

%{(m FRP (4 B (b4 bty — )P )
+ % {(tz + )+ (tg+ )" — (ty+ h —tg— h)2H} .

En simplifiant terme & terme, on obtient :
1 2H 2H 2H 2H
COU(Bt +h Bt2+h7 Bt1+h Bt0+h) = 2 {(tS —to)" =tz —t1)"" 4+ (ta— 1) — (t2 — to) } .

D’ou le résultat. m
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Chapitre 2. Mouvement Brownien fractionnaire

2.2.3 Propriétés de mémoire

Soit r(n) = cov(Xk, Xpin); k € N, n € N*

Définition 2.2.2 Un processus stationnaire (X;) est dite a longue mémoire tant que :

teNy
+o00 +o00 ©
> r(n) = 400 et a courte mémoire si : Yy r(n) < +oo.
n=1 n=1

Proposition 2.2.2 Le mouvement Brownien fractionnaire a une longue mémoire, si H > %

et il a une courte mémoire si H < %

R _ pH H _ pH H
Preuve. On considere X = B! — B, et Xy, = B, — B/l ;.

Puisque le mBf est centré donc :

r(n) = cov(Xi, Xpin) = B (XeXptn) =B [(BY — BL)) (Bi, — Bieu1) ]
=E (B ¢1)) (Binrn)] =E[(BY) (B )]
=B [(BlH) (Bfﬂ - Bf)} =B [B{IBTIL{H - BlHBf}
~ B (BB, ~ BB BY) = RB.BLL,) - R(B!BY)
_ % (121{ Y1) 1 1|2H) B % (12H 2y - 1‘2H>
= % ((n + 1) —2p? 4 (n — 1)2H>
1 ( 2H ( 2 2H 2H ( 1>2H>
=—1n 1+ 2n* +n 1——
2 n
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Chapitre 2. Mouvement Brownien fractionnaire

PourH<%ona:

) <0 et Zr < +00.
Pour cela on dit que le mBf a une longue mémoire si H > % et il a une courte mémoire si

1
H<§..

2.2.4 Non-Différentiabilité

Théoréme 2.2.2 Soit ty € R, les trajectoires du mouvement Brownien fractionnaire sont

P—p.s non différentiable en ty.

BH BH
Preuve. On a la v.a Z = t+hhH Lo N(0,1) et M une constante, on veut montrer que
BHE , —BH
IP’( —“’hh ! ) — 1.
h—0
On a:
P Btlih BtI{ > M) =P hl—HBtI-{‘rh BtI{ > Mhl_H
h h
Bf, — B -
= <'W > Mh
=P (|Z| > Mh'~ H)
1
= / exp (——22) dz
>MR1-H 2
[ERVERY
— exp | —=z z
h—0 Jgr v/2m P 2
=1.
Donc :
H H
P(’M > M) 1.
h h—0

D’ou le théoréme. m
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Chapitre 2. Mouvement Brownien fractionnaire

2.2.5 Propriété trajectorielle du mouvement Brownien fraction-

naire

Définition 2.2.3 On rappelle qu’une fonction f : RP — R? est dite a-Héldérienne, s’il existe
C > 0 tel que :

1F(x) = FW)llpa < Cllz =yl -

Proposition 2.2.3 Les trajectoires du mouvement Brownien fractionnaire sont Hélderienns
continues de parameétre o < H.

Preuve. On a

BB - BI"| =B[|BLI"] =1t - 5"

Sionprend : v =2, ¢c=1,et c+¢ec = 2H dou :

e = 2H — 1, d’aprés le théoreme de
Kolmogorovm B & une modification EtH dont les trajectoires sont Holderienns continues

de parameétre :
€ 2H — 1 1
0,—| =10 =|0,H——|.
S e el R (|

On a prouvé que éf{ est Holderienn continue de paramétre o < H. m

2.2.6 La variation quadratique du mouvement Brownien fraction-

naire

Théoréme 2.2.3 Soit {Bf ,t e R} un mouvement Brownien fractionnaire de paramétre H,
on a :

<BH>t:0, VieR pour H > 3.
<B%> —t  WteR
t

<BH>t=—i—oo, vVt € R* pourH<%.
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Chapitre 2. Mouvement Brownien fractionnaire

Preuve. Soient t € R* , et {A, : 0=ty <t <.. <t, =t,n & N*} une suite de subdivision

de [0,t] dont le pas |A,|] — 0.

n—-+4oo
n—1 9
1A Ap — H _ H
Considérons T, = E (Btk+1 Btk)
k=0
1¢" cas : H > %

Nous allons donc montrer la convergence dans L' de T/*" vers 0. Par la stationnarité des

accroissements, on a :

k=0
n—1
_ H H
= g var(Btk - Btk)
k=0
n—1

I
e
S
3

~
&m
Ed
A
|
L
=
S—

T T
—= o

I
(]

[thr1 — til

1T
= O

2H—-1

then — ] [thn — il

i
)

n—1
< AP [t — tl
k=0

< | AP

Comme H > = 2H —1> 0, on a donc : lirf AP = 0.
Alors :
)
n—-+oo

d’ou le résultat.
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Chapitre 2. Mouvement Brownien fractionnaire

2¢me cag 1 H < %

Nous allons montrer la divergence de T*" vers +oo.

Appelons A Pensemble des subdivisions de [0, ¢] dont le pas tend vers 0 et considérons :

n—1 2 .
D,, = supE {Z <B’1fzle - B! ) } , ceci est donc minoré par la subdivision 7; = 2% on a donc :
A7l k:0

D, >E

A 9
> (B2 -BL,)
=0

2TL

H H 2

>3 E {(Bn - B }

=0

27L

> Zvar(Bg - BT )
i=0

on

> E var(BE__ )
=0
2"L

> Z |7 — Ti71‘2H

=0
21’L

5>

=0
27’1,

=53

=0

> (2" +1)

it (=1t

2n 2n

t2H

2n

2H
on

1 1
2
> (1) <2n(2H—1) + 22nH) :

CommeH<%alorsQH—1<0et2H>00nad0nc:

. 1 ‘ 1

Ce qui conduit au résultat. m
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Chapitre 2. Mouvement Brownien fractionnaire

2.2.7 Le mouvement Brownien fractionnaire n’est pas une semi-

martingale

Théoréme 2.2.4 Le mouvement Brownien fractionnaire n’est pas une semi-martingale pour

H # %, relativement a sa filtration naturelle.

Preuve. On suppose que ce soit une semi-martingale, elle est donc continue et nulle en 0,
B g’écrit donc de maniére unique sous la forme B = M +V tel que : M est une martingale

locale continue en 0 et V' un processus continue a variation finie nul en 0.

1°" cas : H>%.

Comme M est une martingale locale donc d’aprés la décomposition de Doob-Meyer, M?— (M)
est une martingale locale, et on a (M), = (BY) , = 0Vt € R, alors M? martingale locale
continue nulle en 0 c’est & dire qu'il existe une suite {7},,n € N} croissante de temps d’arrét
telle que :

lim T, =400 P —p.s,

n—-+o00

et d’apres le proposition et la définition ona:
vn,Vt, B[Mirg | =8 [Mg.rg] =0,

Vn, Vt, ME/\T" =0 P-ps.

Comme 7T,, tend en croissant vers +o0o P — p.s, on a :
Vt, M} =0 P — p.s.

Donc M? est indistinguable du processus nul.
Finalement, V¢, BY = V; P — p.s.et donc B est P — p.s, & variation finie.(contradiction).

2¢me cas 1 H < %

La variation quadratique de M ne serait définie qu’en 0 ce qui contredit I’hypothése de

continuité. Absurde. m
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Chapitre 3

Analyse stochastique du mouvement
Brownien fractionnaire (formule d’It6

généralisé)

I ]n 1993, F. Russo et P. Vallois [I2] ont jeté les premieres bases d’un calcul sto-
chastique, généralisant ceux plus classiques d’Ito6 et dont un des intéréts est qu’il
permet de donner un sens a des intégrales contre des processus qui ne sont pas forcément des

semi-martingales.

Tout au long de ce chapitre, on se réfere aux : [1, [4], [5].

3.1 Intégrales forward, backward et symétrique

Les processus Gaussiens fournissent de nombreux exemples de processus qui ne sont pas
des semi-martingales. Parmi les processus Gaussiens, le mBf est tres utilisé, sa fonction de
covariance étant particulierement simple. C’est pourquoi, dans la suite, ce processus sera

utilisé pour tester les résultats généraux que nous établirons.
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Chapitre 3. Analyse stochastique du mouvement brownien fractionnaire

Faisons tout d’abord un calcul formel

/0 t R(s)d” X(s) = /0 t {hg(lé /( :_E)VO R(u)du] d~X(s)
it [ [ /( S R(u)du} X (s)

e=0€ Jo s—£)VO0
1 t u-te
_ lim_ [ / dX(s)} R(u)du
e=0¢ 0 u
t —_—
= lim/ X(ute) = X(u) R(u)du.
e—0 0 £

Le calcul précédent repose sur deux résultats-clés : les théorémes de Heine-Lebesgue et de

Fubini.

Théoréme 3.1.1 (Heine — Lebesgue) Soit f : I C R — R une fonction localement inté-

grable, alors :

) 1 Tr+e
lim - - fu)du = f(x),\ = p.p.
1 x+e
lim— fu)du = f(z), A —pp.
e—0¢& T
1 T
lir%g/ fuw)du = f(x), A — p.p.

A désignant la mesure de Lebesque.

Lemme 3.1.1 (Fubini : la version stochastique) Si M est une martingale continue de
carré intégrable et si @ : U x R x RY — R est un processus borné Py, @ B(RT)—mesurable,

alors pour tous s,t > 0, on a :

/OS </0t @(u,u)dM(u)> dv = /Ot (/0 ®(u, U)dv) dM (u).

Donnons-nous un espace de probabilité filtré (Q,F=(F;),,,P) satisfaisant les conditions

habituelles, il est maintenant assez naturel de poser la :
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Chapitre 3. Analyse stochastique du mouvement brownien fractionnaire

Définition 3.1.1 Soient e > 0 ett > 0. Si X et Y sont deux processus stochastiques conti-

nus, on pose :

(5,1, X,dY) = /t X(s) L F 2 —Ys)
[t(e,t, X,dY) = /t x(s) ) = Y(f —e) V0,
(e, 1, X, dY) — /Ot x(s) B e = 12/8«8 —)VO) ¢

Quand la limite existe, on a :

t
/ X(s)d7Y(s) = liII(l)UCp I (e,t,X,dY) Vintégrale forward de X contre dY™.
0 e
t
/ X(s)d"Y(s) = lirr(l)ucp It (e,t,X,dY) "intégrale backward de X contre dY”.
0 e

t
/ X (s)d°Y (s) = lir%ucp I°(e,t, X,dY") Vintégrale symétrique de X contre dY”.
0 &
Dans ces définitions, "ucp” signifie convergence uniforme sur tout compact, en probabilité.

Définition 3.1.2 Rappelons qu’une famille (X¢).~o de processus converge en probabilité vers

X quand € — 0, uniformément sur tout compact, si :

VT>O,V5>O:limIP’<Sup | X7 — X¢ >5> = 0.

€0\ tefo,717]
Remarque 3.1.1 Remarquons que

It(e,t, X,dY) + I (c,t, X, dY)
2 b

t t t
/XdOY:l(/ Xd+Y+/ XdY).
0 2 0 0

I°(e,t, X,dY) =

et donc que :
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Chapitre 3. Analyse stochastique du mouvement brownien fractionnaire

3.2 Formule d’It6 généralisé

Une des idées fondamentales du calcul stochastique est la suivante : Si X est une semi-
martingale et si f est une fonction de classe C?, alors f(X) est une semi-martingale, et on

peut écrire la formule d’Ito.

1

Il est bien connu que le mBf est une semi-martingale si et seulement si H =

[\

Les questions naturelles sont alors : lorsque H # %, est-il possible de construire des intégrales

stochastiques par rapport au mBf? Peuton écrire une formule d’It6 7

Des différentes méthodes ont été utilisées pour construire le calcul stochastique par rapport

4 un mBf.

t
Proposition 3.2.1 [5] Soit X un processus continu, lintégrale forward ( / f(Xs)d Xs, t > 0)
0
existe pour toute fonction f € C? si et seulement si X admet une variation quadratique. Dans

ce cas, on a : pour tout t > 0 :

F(X) = F(Xo) + / (X d X+ / (X0 d (X, X) (s).

t
Cette proposition met en évidence un phénomene que l’existence des intégrales / (X)) d X
0

t
ou / 1 (X5) d° X, est équivalente & 'obtention d’une formule d’Ito.
0

Lorsque X = B¥ nous avons :

P =5 B+ [ @ asts [ @ ae e e, e

t
D’une maniére analogue, on peut démontrer que si H > %, I'intégrale symétrique / 1 (Xs) d° X
0

existe pour toute fonction f € C? et que, dans ce cas on a pour tout ¢t > 0 :

£ (B = 7 (BI) + /0 (BT @B, (3.2)
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Chapitre 3. Analyse stochastique du mouvement brownien fractionnaire

M. Gradinaru, F. Russo et P. Vallois [2] ont montré que cette derniére formule est encore
vraie pour H > i

Théoréme 3.2.1 [1Soit B un mBf d’indice H € (0,1) et f une fonction de classe C*
alors pour tout t > 0 on a :

F(BI) = (B + /0 "y (BMyant + 0 /0 g (BIY 21

Preuve. Voir [I]

(3.3)

Remarque 3.2.1 A mon avis personnel, la formule applicable la plus simple est (13-3)) -

Exemple 3.2.1 Calculer f (BtH) = (Bf[)Q, par formule d’Ito on a :

(Bt = (B = By + |

t i " t2H

=2 B*dB H—

/0 s s + 2OH
t2H

t
——+2/ BH4BY.
2 0

t t
2BMaBM + 1 / 25" ds
0

Exemple 3.2.2 Pour b, 6 > 0, on considére ’EDS liniéaire avec coefficients constants :

dX; = bX,dt + §X,dB},
XO =T.

On pose Y; = In(X,). On applique la formule d’It6 on obtien :

1 1
dY, = —dX; —

—d(X
X, X2 (Xt)

=% (bX,dt + 6 XdB/T) — i2 (X7 H*dt)
t t

= (bdt + 6dBH?) — (62Ht*" 1dt
( ”

= bdt — O*Ht*" ~'dt + 6d B! .
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Chapitre 3. Analyse stochastique du mouvement brownien fractionnaire

On intégre :

t t t
Yt:Yo+/bds—52H/s2H1ds+5/ dB?
0 0 0

t2H

1
=Yy + bt — 55%” +6BH.

Alors :
1
YV,=InX,=1Inz + bt — 55%2’{ + 6B,

Donc :

1
X; = zexp (bt — 55215211 + (5BtH) :

3.3 Application sur le contréle optimal stochastique

Notre but dans ce partie est de dirivé les conditions suffisantes d’optimalité pour un probléme

de controle optimal géré par fonction de cout de forme linéaire quadratique.

3.3.1 Formulation du probléme

Soit (Q, F, (F{")iz0,P) un espace de probabilité filtré, et soit B = (Bf'),_ un mouvement

Brownien fractionnaire.

T un réel strictement positive fixé. U un fermé convexe de R" :

Définition 3.3.1 On définit un controle admissible pour tout processus F; -adapté a valeur

dans U tel que
E

sup |v]*| < oo.
te[0,7)

On note par U ’ensemble des tous les controles admissibles.
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Pour tout v € U, on considére I’éqaution différentielle stochastique controlée suivante :

dry = b(t, 2V, v;) dt + o (t, 2V, v;) dB}, (3.4)

170:5.
ou:bo:[0,T]xRxU—R.

Définition 3.3.2 La fonction de coit qui doit étre minimiser(mazimiser) , est donnée par :
T
10 =8| [ reatma o). 5
0
ou :

f:0,T|xRxU—R

g:R—R.

Hypothése (H) :
Les fonctions b, o, f sont continues en (x,v) et leur dérivées by, b,, 0, 0y, fo, fo, €t g, sont

continues et uniformément bornées.

Le probléme de controle optimal est de maximiser la fonction de cotit J sur ’ensemble des

controles admissibles, on choisit un contréle u € U tel que :
J(u) = IEGEE(J (v). (3.6)

Définition 3.3.3 On définit la formule du Hamiltonienne comme la suite :

H (tv .CL'?, Uty Pt qt) = f <t7 3357 ut) +ptb (tv l‘?, ut) + qio (tv .I’?, ut) .
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Définition 3.3.4 On a l’équation adjoint suivante :

_dpt - Hx (taxgupb(b?ut) dt—i_QtdBtH7 (3 7)

Remarque 3.3.1 Sous les hypothése (H), 'EDS (3.4) et 'EDSR (3.7) admettent unique

solution.

Pour plus des détails voir [4] et [13].

3.3.2 Condition suffisant d’optimalité

Théoréme 3.3.1 On suppose que les fonctions g et H sont concave par rapport a (x,u), on

suppose que & [/ H, (t) (u—wv)dt| >0, alors u est le controle optimal pour le probléme de

controte {(E3). (53), (BB)}

Preuve. Pour cela on veut démontrer que pour tout u et v deux controles (u doit étre
optimal) :
J(u) —J(v) >0.

Alors il suffit de calculer la différence :

J(w)—J(v) =B [/on(t,xy,ut)ng(x;)] _E UOTf@,xg,vt)ng(x;)
=1/ () — (2t ) a| 4Bl - oG] 69

Mais on sait que g est concave, alors :
9(x7) — g(@7) = 9o (27) (27 — 27) -

d’aprés la définition d’équation adjoint on remarque que pr = g, (z%), alors :



Chapitre 3. Analyse stochastique du mouvement brownien fractionnaire

tel que (z,u) et (z,v) sont des solutions respectivement associés au controle optimale u et le

contrdle v, alors d’apres la définition du systéme (3.4)) , on peut écrire :

dl’g = (ta ﬁ‘a ut) dt t+o (t’ IL‘?, ut) dBfI7

xy = E.

day = b(t, 2}, v) dt + o (t, 2}, v,) dBE,
xy =E&.

Alors

d(l’? - ]Jf) = (b (tvxgvut) - b(t7x}£)7vt)) dt + (U (t,x?,ut) -0 (t,xf,vt)) dBtHv (3 10)
(xg —xf) =0.

On applique la formule d’It6 généralisée pour le produit p; (z} — x}), en utilisant les équations

(13.7) et (3.10) on obtient :

d(p (x} —a7)) = — (a} — a7) (Hx (8, 2}, pr, e, ug) dt + qid Bf)
+ i (b(t, z), ug) — b (t, 2}, vp)) dt
+ D¢ (J (t7 l’?, ut) -0 <t7 ZE?, Ut)) dBfI

+qi (o (t,xy,u) — o (t,xf, vp)) Ht*"1qt.

=
| J— |
S—
S
SH
5
=
8
=
e
I
|
=
1
=
!

(x) — x7) (Hx (t, i, pe, qr, wy) dt + QtdBtH)}
pe (b (t, ), ug) — b(t, z),v)) dt}

/
r pT
+E / Dt (U (taa;??ut) _O-(tax:‘,}7vt>) dBtH:|
LJ O
/

0 (o 1) = o 0,0)) HE .
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Il vient que :

T
E [pr (2% — 23)] = —E [ (e — 22) (Hy (8,2, pos s ) dtﬂ
0

T
/ oo (b (62 ) — b (8,2, 01) dt}
0

+
=

T

/ g (o (t,xf ug) — a(t,xf,vt))Ht2H_1dt] )
0

Mais H € [0, 1], alors

Blpr (o — o) 2 B[ [ (a7 o0) (o ) )
+E[/0Tp (b (t, 2, w) — b(t,xt,vt))dt]
E [/OT g (0 (6, ) — a(t,xf,vt))dt] |

_|_

Alors, on remplace ce derniere inégalité dans (3.8]) et d’apres (3.9)) :

J(u)—J(0)=E| | et - s st dt) + Blg (a%) - g (a4

r pT

> 8| [ (f tatiw) = (tf o) de| +Bpr (2 — )
T -

2 E / t xtvut f<t7x;}7vt))dt
0 |
T

—E / - xt (t $t7pt;Qt=Ut) dt):|
T

+E / e (b (t, ), up) — b(t,xf,vt))dt}
0

+E / q (o (t,xy, up) — J(t,xf,vt))dt].

LJo

d’apres la définition de la fonction Hamiltonienne on obtient :

| \/

T (u) - ) (H, <t,x$,pt,qt,ut>>dt]

H<tax?7pt7Qt7ut) - H(taxfapta%vt))dt} . (3-11)

&=
O\|—|
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De plus la fonction Hamiltonienne est concave pour (x,u) , alors

H<t7$g7pt7qmut> - H<t xtvpta%yvt) > ( - xt) (Hx (taxgaptﬂtaut))

+ (Ut - Ut) (Hv (ta 'rgaptu Qt,Ut)) .

Alors

H (tv xy, pe, Qe u) — H (tv !, pt, Qt,Ut) - (x;“ - ﬂ) (Hz (t,xf,pt, at, Ut))

Z (ut - Ut) (HU (ta l'?,pt, qi, ut)) . (312)

On remplace (3.12) dans (3.11]) on obtient :

J(u) =

| \/

- xt (Hx (ta m?vpta C]t» ut)) dt:|

T

+

O\,>l—|

: {

T
E [ (up — vg) (Hy (t, 7, pes G ue)) dt} > 0.
0

H(t,z)!,pe, q,u) — H(tax};aptthUt))dt}

v

Alors

Donc

Alors u est un controle optimal. =
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Conclusion

ans ce mémoire, j’ai réalisée une étude sur un processus récemment défini : le
mouvement Brownien fractionnaire. En premier lieu, on a définit ce processus et
étudié leur propriétés avec tous les détails, Par ailleurs au cours de cette étude, on a rencontré

plusieurs difficultés comme la non-différentiabilité des trajectoires de ce processus.

Une question fondamentale a été posée; Le mouvement Brownien fractionnaire est-il une
semi-martingale 7 cette question a eu une réponse remarquable, car on a montré que notre
processus n’est pas une semi-martingale pour H % c’est la raison pour laquelle nous avons

définies différents type d’intégration stochastique.

La valorisation de notre travail est montré dans le troisiéme chapitre en recherchant la géné-
ralisation de la formule d’It6 dans le cas oti X n’est pas une semi-martingale.

Enfin, nous illustrons notre principale résultat de cette mémoire en donnant un exemple sur
nous probléme du controle sous dynamique stochastique non linéaire avec la fonction de cott

terminale.
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Annexe : Abréviations et Notations

Les différentes abréviations et notations utilisées tout au long de ce mémoire sont expliquées

ci-dessous :
(Q, F,P) espace de probabilité.
EDS équation différentielle stochastique.
EDSR équation différentielle stochastique rétrograde.
mb Mouvement Brownien.
mB f Mouvement Brownien fractionnaire.
B, Mouvement Brownien.
B Mouvement Brownien fractionnaire.
FB la filtration engendrée par le Mouvement Brownien.
FH la filtration engendrée par le Mouvement Brownien fractionnaire.
P—p.s presque surement pour la mesure de probabilité P.
cadlag continu a droite avec une limite a gauche.
CQFD ce qui fallait & démontrer.
=: égale par définition.
tAs Iinf entre ¢ et s.
tVs le sup entre ¢ et s.
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Abstract

Fractional Brownian motion is not a semi-martingale , than we can not use the
same arguments as for standard Brownian motion. For this and, there are many
It6’s formulae according to the value of the Hurst parameter.

Keywords

[t6’s formula general, Fractional Brownian motion, stochastic differential
equations, optimal control, necessary optimality condition, Hurst parameter.

Résumeé

Le mouvement Brownien fractionnaire n'est pas une semi-martingale, donc on
ne peut pas utiliser les mémes arguments comme pour le mouvement Brownien
standard. Pour cela, il existe beaucoup de formules d'lté selon la valeur du
parametre de Hurst.

les mots clés

formule d’It6 généralisé, Le mouvement Brownien fractionnaire, équations
différentielle stochastique, le contréle optimal, condition nécessaire
d’optimalité, paramétre de Hurst.
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