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Introduction

I es équations intégrales stochastiques de Volterra (EISV) sont un type spécial d’équations
intégrales. Ils représentent des modeles intéressants de dynamique stochastique avec mé-

moire, ont des applications par exemple en ingénierie, biologie et finance.

Dans un espace de probabilité filtré complet (Q, F, (Ft)so ,IP’) sur lequel on définit un mouvement
Brownien standard d—dimensionnel B; et on note (F;),5, sa filtration naturelle i.e : (%), =
0 (Bs,s < t). Par le type d’Ito (Forward) I’équation stochastique différentielle (EDSF en abrégé),

on parle du probléme de la valeur initiale suivant :

dX; = b(t, Xy)dt + o(t, X,)dB
£ =06 Xe) (, Xo)db, ,Vt € [0,77. (1)
XOZ.T

Les résultats standard concernant 1’équation peuvent étre trouvés dans de nombreux livres

(voir ﬂgﬂ et par exemple). On sait que I’équation (1)) est de la forme intégrale suivante :
t t
Xe=x+ / b(s, Xs)ds +/ o(s, Xs)dBs, ¥t € [0,T] . (2)
0 0
Cela nous suggere naturellement que I’on peut considérer la forme intégrale suivante :

Xe=&(t)+ /Otb(t, s, Xs)ds + /Ota(t, s, Xs)dBg, ¥Vt € [0,T7]. (3)

Ce qui précede est référé a nous comme une équation intégrale stochastique de Volterra, pour

certaines études systématiques (méme pour des cas plus généraux) ont été effectuées dans la
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littérature (voir et par exemple). Il est clair qu’en général on ne peut pas transformer ({3))

en EDSF de la forme , méme si les coefficients b et o sont lisses.

Mathématiquement (3)) est strictement plus général que (2)). D’autre part du point vue des appli-
cations pratiques permet une certaine dépendance a long terme du bruit dans les modeles
considérés. Il est intéressant que l'on puisse méme permettre a o (¢,s, X(s)) d’étre seulement
Fi;—mesurable d’une certaine maniére (il faut donc anticiper les intégrales) mais on pourrait avoir
des solutions adaptées. Donc la théorie pour est beaucoup plus riche que celle de , tant
en théorie qu’en applications. D’autre part, en 1973 alors que ’étude stochastique des problemes
de controle optimaux, Bismut introduit les équations stochastiques rétrogrades (linéaires) pour la
premiéres fois. Pardoux et Peng ont étudié d’abord les EDSR non linéaires générales de la forme

suivante en 1990 :
_dYt = g(ta Y;/J Zt)dt - thBtJ 0 S t S T?

Yy = ¢

(4)

Il s’agit d’un probléme de valeur terminale pour une équation différentielle stochastique de type ito.
Par une solution adaptée on prend un couple de processus (Y, Z) qui est F;—adaptée et satisfaisant
(M) au sens habituel d’itd. Maintenant , on prend le point de vue de la relation entre et .

Comme nous le savons que est interprété comme ’équation intégrale suivante :
T T
Y, —¢ +/ o(5. Yo Z2)ds — / Z.dB, 0 <t <T. (5)
t t

Nous pouvons appeler ce qui précéde une équation intégrale stochastique rétrograde de Volterra

(EISRV en abrégé) inspiré par (3)), nous nous posons la question suivante :

Quel est 'analogique de (3]) pour (f)) comme (3]) pour () ?

Il se trouve qu’un analogique doit prendre la forme suivante :

Y (t) = £(t) —i—/t g(t,s,Y(s), Z(t,s), Z(s,t))ds — /t Z(t,s)dBg,Vt € [0,T], (6)



Introduction

ou ¢ et g sont données et on cherche le couple (Y, 7). On appelle @ une équation intégrale

stochastique rétrograde de Volterra. Il y a deux caractéristiques importantes de @ sont :

1. Le terme Z (t,s) dépends de t.

2. La dérive (drift) dépends des deux termes Z (t, s) et Z (s,t) en général.

Dans ce mémoire nous nous intéressons a la forme simple d’une EISRV (i.e g ne dépend pas de

Z (s,t))de la forme suivante :
T T
Y (t) = £(t) —I—/ g(t,s,Y(s), Z(t,s))ds — / Z(t,s)dBg,Vt € [0,T] .

Notre travail est divisé en trois chapitres :

Le premier chapitre est consacré aux généralités de base, processus stochastique, MB, martingale

et intégrale stochastique.
Dans le deuxiéme chapitre, nous étudions l'existence et 1'unicité d’une solution d’'une EDS et
d’une EDS de Volterra. Pour la preuve de l'existence d’une solution pour 'EISV en utilise la

méme méthode que dans ’EDS.

Enfin, dans le troisiéme chapitre nous étudions ’existence et 'unicité d’une solution pour 'EDSR

et 'EISRV.



Chapitre 1

Généralités de base

Dans ce chapitre on va présenter des notions générales concernant le calcul stochastique,

MB, martingale, 'intégrale stochastique et quelques résultats utiles dans ce travail.

1.1 Calcul stochastique

1.1.1 Variable aléatoire
Définition 1.1.1 Soit (2, F) et (R, B(R)) deux espaces mesurables.
Une v.a X est une application mesurable :

X:(Q,F) — (R,BR)),

ot : B(R) est la tribu borélienne.

1.1.2 Processus stochastique

Définition 1.1.2 Un processus stochastique X = (X;)i>o est une famille de variables aléatoires

X, & valeurs dans RY indexée par un ensemble T.

- Si T est un ensemble dénombrable (comme N et QT ), X est appellée un processus stochastique a
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temps discrét.

- S1 T =R", X est appellée un processus stochastique a temps continu.
Remarque 1.1.1 i. Un processus stochastique peut étre vu comme une fonction de deux variables :

X :OxT— R?
(wat) - Xt(w)7

ou : t est le temps et w € ) est l’aléatoire.
iil. Pourt e T fizé, w € Q — Xy(w) est une variable aléatoire sur l’espace de probabilité (2, F,P).

iii. Pourw € Q fizé, t € T — X;(w) est une fonction réelles appelée trajectoire du processus.

Définition 1.1.3 (Processus continu) : Un processus X = (X;)icr+ est dit continu (ou o tra-

jectoires continues) si pour tout w € Q les applications t — X;(w) sont continues.

Définition 1.1.4 (Processus mesurable) : Un processus X = (Xi)ier+ est dit mesurable si

lapplication :
(xR, F x B(R")) — (R, B(R"))
(t’ w) - Xt<w)7

est mesurable, i.e : pour tout (x1,...,14) € R? l'ensemble :
{tw) / X} (w) <21y, XH(w) < 34} € F @ BRY).

Définition 1.1.5 (Processus adapté) : Un processus X = (X;)icr+ est dit adapté par rapport a

la filtration (F)ier+ st pour tout t, X, est F,—mesurable.

Définition 1.1.6 (Processus progressivement mesurable) : Un processus X = (X;)icp+ est

dit progressivement mesurable (ou progressif) si Uapplication :

(% [0,1],F x B([0,4])) — (R, B(R"))
(s,w) — X,(w),
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est mesurable pour tout t.

Définition 1.1.7 (Processus cadlag) : Un processus X = (X;)ier+ est dit cadlag (continu a
droite limité & gauche) si ses trajectoires sont continues o droite et limitées & gauche pour presque

tout w.

Définition 1.1.8 (Processus indistinguable\ modification) :

1. On dit que X etY sont indistinguables si les trajectoires de X et'Y sont les mémes P — ps,
1.e:

P(X, =Y, Vt>0)=1.

2. On dit que X est une modification de Y si :
P(X; =Y;) =1,vt > 0.

Proposition 1.1.1 Si X est une modification de Y et st X et 'Y sont continus a droite ou &

gauche alors X et'Y sont indistinguables.

Définition 1.1.9 (Processus a variation finie) : Un processus X est dit a variation finie sur

Uintervalle [0,t] si :

sup <Z ‘th“ - th|> < 00.

0<tp<t1<...<tnp <t k—0

Définition 1.1.10 (Processus arrété) : Soit X = (X;)i>0 un processus stochastique et T un
temps d’arrét par rapport o la filtration (F;),~,. On appelle le processus arrété a linstant T la

suite aléatoire X{ = (Xrpr);s-

1.1.3 Filtration

Définition 1.1.11 (Filtration) : Soit (2, F,P) un espace de probabilité.

Une filtration (F;)ier+ sur cet espace est une famille croissante de sous tribus de F, i.e : Vs <1 :

F, CF, CF.
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Définition 1.1.12 (Filtration naturelle) : Soit X = (X;)i>0 un processus stochastique définie
sur un espace de probabilité (2, F,P). Une filtration naturelle associée a X est la filtration définie

par :

Fr=0(X,,s <t),Vt>0.

Définition 1.1.13 (Filtration naturelle augmentée) : On considére la filtration (.7-'tX ) >0 €5

définie par :
FX=o0 (.7:} U N) ,

ot : N la famille de tout les ensembles négligeables de espace (0, F,P), alors (]—"tX ) est appellée

t>0

la filtration naturelle augmentée de X .

Remarque 1.1.2 Si l’espace de probabilité (2, F,P) muni d’une filtration (F;)ier+, on parlera de
Uespace de probabilité filtré (0, F, (F)ier+, P).

1.2 Mouvement brownien

Définition 1.2.1 Soit (2, F,P) un espace de probabilité et B = (By);>o un processus stochastique
est appelé mouvement brownien standard (MB en abrégé) s’il satisfaire les conditions suivantes :
1. BO = 0
2. Les trajectoires t — By(w) sont continue pour tout w € €.

3. Vs <t laccroissement By — By est une variable gaussienne centré de variance (t — s) i.e :
(Bt — BS) > N(O,t — S).

4. Pour tout 0 < s1 < 59 < ... <'s,, les variables (Bs, — By, _,, ..., Bs, — By, Bs,) sont indépen-

dantes.

Remarque 1.2.1 On dit que B est un (}—t)tzo —MB si B est un processus continu, adapté a la

filtration (F3),s, vérifiant :

Vu e R,V 0<s<t, E(exp(iu(B(t) — B(s))) /Fs) = exp {—u’(t — 5) 2} .



Chapitre 1. Généralités de base

1.3 Martingale et temps d’arrét
Définition 1.3.1 (Martingale & temps continue) : Un processus (X;),~, o valeurs dans R?
est une martingale par rapport a la filtration (F) >0 St ¢

1. X, est intégrable,i.e : ¥Vt > 0: E|X;| < oc.
2. X, est Fy—mesurable, i.e : adapté par rapport o la filtration (.7-}),20.

3. Vs <t:EB[X;/ Fs] = X,.

Remarque 1.3.1 Si on remplace la troisiéme condition par : Vs < t : B[X,/Fs] > X, (résp :

Vs <t:B[X,/ Fs] < X,), alors X, est dit sous-martingale (résp sur-martingale).

Définition 1.3.2 (Martingale locale) : Un processus cadlag adapté X = (X;),5, est une mar-
tingale locale s’il existe une suite de temps d’arrét (1)), . croissante vers l'infini telle que Yn € N

le processus arrété X soit une martingale nulle en 0, i.e : Xy = 0.

Définition 1.3.3 (Temps d’arrét) : Un temps d’arrét T par rapport & la filtration <‘7:t>t20 est

une application 7 : 0 — R telle que :

VieR" {7 <t} ={weQ/Tw) <t} eF.

1.4 Intégrale stochastique

Lintégrale stochastique ou 'intégrale d’It6 est une intégrale de la forme suivante :

t
/ 0,dB;.
0

Quand {6, s > 0} est un processus stochastique, le caractére aléatoire de 6 exige des conditions

supplémentaires par rapport a I'intégrale de Wienner. On note par {ﬂB } 1> la filtration naturelle

du MB B.
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Définition 1.4.1 On dit que {0;,t > 0} est un bon processus s’il est FP—adapté, cadlag et si :
t
E [/ 93(151 < o0, Vt > 0.
0

1.4.1 Propriétés de I’intégrale stochastique
1. 0 — fot 0,dB; est linéaire.

2. Le processus ( fot Qsst> est a trajectoires continues.
0<t<T

3. Le processus ( fot QSdBS> est EB —adapté.

0<t<T

1. B[y 0.B,| =0 et Var (f; 0.B,) =B [ [, 62ds).

5. Propriété d’isométrie :

Vi,u>0:E K/Otesst> </0uq§sst)] =E [/Dmuésgésds} :

ol : # et ¢ deux bons processus.

1.4.2 Processus d’Ito

Soit (€2, F,P) un espace de probabilité et B un movement brownien sur cet espace. On désigne par

Fi = 0 {Bs, s < t} la filtration naturelle du MB.

Définition 1.4.2 On appelle processus d’Ité6 un processus X a valeurs réelles tel que :
t t
P—p.s,VOﬁtﬁT:Xt:qu/ bsds—i—/ 0.,dBy,
0 0
ol : x est Fo—mesurable, b et o sont deux processus progressivement mesurable vérifiant :

t t
/ |bs| ds < oo et / o> ds < 00, P — p.s.
0 0
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On écrit généralement le processus d’Ité en utilisant la forme différentielle suivante :

dXt = btdt + O'tdBt
XO =T.

Le coefficient b s’appelle la dérive (drift) et o s’appelle le coefficient de diffusion (ou volatilité).

Remarque 1.4.1 i- La décomposition d’un processus d’Ité est unique.

ii- Le processus t — x + fot bsds est la partie & variation finie de X, et le processus t — fot 0sdBy

est la partie martingale de X (martingale locale).

1.5 Reésultats utiles

1.5.1 Inégalité maximale

On a souvent besoin de majouration d’intégrale stochastique. L’inégalité de Doob conduit & :

Proposition 1.5.1 Soit 6 un bon processus alors :

(e oan]) s [ 0] ) - [ )

1.5.2 Inégalité de Holder

Soient p, q € [1, +oo[ des exposants conjugués i.e :%—I—é = 1. Si f, g sont des applications mesurables,

alors :

1Fglly < 171, gl -

Quand p = ¢ = 2 'inégalité de Holder donne I'inégalité de Cauchy-Schwartz, i.e :

1fglly < [171l llgll -

10
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1.5.3 Lemme de Gronwall

Soit ¢ : [0,7] — R une fonction continue telle que, pour tout ¢ :
t
g(t) < a+b/ g(s)ds,a e R,b >0,
0

alors pour tout ¢ :

g (t) < aexp(bt).

1.5.4 Lemme de Fatou

Théoréme 1.5.1 Soit (f,), .y une suite de foncitons mesurables positives, alors :

/ (lim inf fn> dy < lim inf / Fodp.
X n—oo n—oo X

1.5.5 Théoréme de Fubini

Théoréme 1.5.2 Soit f une fonction continue sur [a,b] X [c,d] & valeurs dans un ensemble F,

/ab (/cdf@,y)dy) dm:/cd (/abf(w)dx) "

1.5.6 Théoréme de représentation des martingales Browniennes

alors :

Théoréme 1.5.3 Soit M une martingale cadlag de carré intégrable pour la filtration du MB

{]:tB} WAL alors il existe un unique processus <Zt)te[0,T]7 appartenant o M? (Rk), tel que :

t
P—ps,Vt € [0,T], M; = M, +/ ZdB;.
0

11
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1.5.7 Théoréme du point fixe de Picard

Théoréme 1.5.4 Soit (F,d) un espace métrique complet et f : E — E une fonction contractante

c’est a dire il existe k € [0, 1] tel que :

d(f(x), [(y)) < kd(z,y), Yo,y € E,

alors il existe un unique point a € E tel que f(a) = a.

12



Chapitre 2

EDS et EDS de Volterra

‘objectif de ce chapitre est d’introduire la forme d’une équation différentielle stochastique

Let présenter le résultat d’existence et d’unicité de la solution par la méthode itérative
de Picard dans la premiére section, et la méme étude se fait pour une équation différentielle
stochastique de Volterra (en autrement dit équation intégrale stochastique de Volterra) dans la

deuxiéme section.

2.1 Equation différentielle stochastique

Les équations différentielles stochastiques sont de plus en plus utilisées dans différents domaines
tels que les finances par exemple de modéliser I’évolution de cours des bourses, la dynamique des
populations pour modéliser la localisation ou la taille de la population d’une espéce donnée et la

physique comme le mécanique des fluides et la géophysique.
2.1.1 Notations et définitions
Définition 2.1.1 Une équation différentielle stochastique (EDS) est de la forme :

dX; = b(t, X,)dt + o(t, X;)dB, (2.1)

XOZZL‘,

13
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ou :

e b:[0,7T] x R? — R? (la dérive ) et o : [0,T] x R — R¥>*™ (le coefficient de diffusion ) sont deux

fonctions mesurables bornées, ot : T' un réel strictement positif et d, m € N.

e x € R? une condition initiale (de carré intégrable et indépendante du MB B).
Cette équation est constituée par :

(a) Un espace de probabilité filtré complet (2, F, (F;)i>0, P) ou la filtration est définie pour tout
t positif par :
Fir=c{o(x,Bs;s <t)UN}.

(b) Un (F}),5, —mouvement brownien B = (B, Ba, ..., B;,) & valeurs dans R™.

(c) Un processus X = {X;,t > 0} continue (F;),., —adapté tel que les intégrales :

t ¢
/b(s,Xs)ds et/a(s,Xs)st,
0 0

ont un sens (i.e : sont bien définies) et de plus 1'égalité :

t t
Xe=x+ / b(s, Xs)ds +/ o(s, Xs)dBs, ¥t € [0,7T], (2.2)
0 0

t m ot
(De forme générale : Vi =1,....,don a: X; = 2" + / bi(s, Xs)ds+ Y. | 0ij(s, Xs)dBY).
0 i=1Jo

soit satisfaite V¢ € [0,7] P — ps.
Remarque 2.1.1 L’équation (2.1)) est interprétée au sens d’une équation intégrale (2.2)).
On précise ce que nous entendons par une solution d’EDS ({2.1)).

Définition 2.1.2 (solution forte) : Un processus continu X est dit solution forte de I’EDS (2.1])

St

1- X est progressivement mesurable.

14
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2. P—psona:
t
/ {Ib(s, X,)| + ||O‘(S,Xs)||2} ds < oo,
0

ou : ||o|| = trace(oo?), telle que oo’ la matrice de diffusion.

3- P-psona:
¢ ¢
Xy =z+ / b(s, X,)ds +/ o(s, Xs)dBg, YVt € [0,T] .
0 0

Remarque 2.1.2 Pour simplifier les calculs déja nombreux, les démonstrations seront effectuées
dans le cas d =m = 1.

2.1.2 Existence et unicité des solutions

Ces équations n’ont pas toujours de solution. Pour assurer ’existence et I'unicité d’une solution

on a besoin de deux types de conditions pour les fonctions b et o.

On met comme notation :

i-S? (Rd) : L’espace de Banach constitué des processus X progressivement mesurable, tels que :
1/2
E [ sup |Xt\2] < oo et muni de la norme || X| =E [ sup ]Xf] .
0<t<T 0<e<T

ii - S2 (]Rd) : Le sous espace de S? formé des processus X continus.

Théoréme 2.1.1 (Existence et unicité) : Soient b et o deux fonctions boréliennes.On suppose

qu’il existe une constante K > 0 telle que pour tout t € [0,T], z,y € R" :

ae Condition de Lipschitz en espace, uniforme en temps :

[b(t, @) = b(t,y)| + [lo(t, 2) = o(t,y)|| < K|z —y.

be Croissance linéaire :

[b(t, )| + [lo(t, 2)|| < K(1+ |«]).

ce La condition initiale = est de carré intégrable i.c : E[|z]?] < cc.
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Chapitre 2. EDS et EDS de Volterra

Alors 'EDS ((2.1]) posséde une unique solution et cette derniére appartient a S? et donc a S?2.

Preuve. La preuve consiste a utiliser la méthode itérative de Picard (ie : la méthode de point fixe)

comme dans le cas déterministe.

Pour X € S?, posons pour tout ¢ € [0,7] :
t t
(X)) =a+ / b(s, Xs)ds +/ o(s, X,)dBs.
0 0

Le processus ®(X) est bien défini et est continu si X € S2.

Soit X et Y deux éléments de S?, et on utilise la majouration (a + b)? < 2a* + 2b%, on a pour tout

0<t<u<T:

t t

[D(X) = (Y ),* <2 sup [ [ (bs, X,) = b(s, Y:))ds[* +2 sup | [ (o(s, X,) = o(s,Y;))dB,|*

0<t<u Jo 0<t<u Jo

D’aprés les propriétes de l'intégrale stochastique et I'inégalité maximale de Doob, on trouve :

[ sup (000 - 2] <28 [( [ s X — b vy

0<t<u
+8E [/ o (s, Xs) — a(s,Ys)szs} :
0

L’inégalité de Holder donne alors la majouration :

0<t<u

E { sup |®(X), — <I>(Y)t|2] < 2TE [/Ouw(s,xs) — b(s, Y;)Ist}

#88([los,X) — ol V) Pas].

0

et comme les fonctions b et o sont Lipschitz en espace, on obtient, pour tout u € [0, 7] :

E | sup [B(X), — @(Y)ﬂ < 9KX(T + 4)E [/O sup | X, —Y;|2ds} | (2.3)

0<t<u 0<t<s
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Notant 0 le processus nul, et en utilisant la majoration (a + b+ ¢)? < 3(a® + b* + ¢?) on obtient :

t t

|®(0):]* <3 <x2+ sup | [ b(s,0)ds|> + sup | 0(5,0)d5|2>.

0<t<T Jo 0<t<T Jo

On utilise I'inégalité maximale de Doob et la croissance linéaire de b et o :

E{sup|@angﬂ < 3(E [+*] + K°T? + 4K>T). (2.4)

0<t<T

Les formules (2.3) et (2.4) montront alors que le processus ®(X) appartient a S? des que X
appartient & S?.

L’existence : On définit par récurrence une suite de processus de S? en posant :

X"l = ®(X") ,VneN
XOZO.

On obtient & l'aide de la formule (2.3]) pour tout n > 0 :

cnrm
E | sup |Xt”Jrl — Xt”|2] < E { sup |Xt1|2} ,

0<t<T n! 0<t<T

o : C = 2K%(T +4).

Encore, en notant D le majorant de la formule (2.4)) :

CnTn
E|sup [ XM~ X'*| <D

b
0<t<T n!

(ie:D=3(E[z* + K*T?* + 4K*T) ).

Il résulte de cette derniére inégalité que :

2

n>0

sup | X[t — X7'|
0<t<T

53

Lt n>0

sup |X1§”rl — Xﬂ

0<t<T

<D < .
SV

L
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Chapitre 2. EDS et EDS de Volterra

Ainsi la série g sup |Xt”Jrl — Xﬂ converge P — p.s, donc (X"), .y converge uniformément sur
¢
n
[0, T] vers un processus X continu ( i.e : X € S? ) puisque la convergence a lieu dans S2. Alors

X est une solution de 'EDS (2.1)) en passant a la limite dans la définition X" = &(X™) (i.e
lim X" = lim ®(X") & X = &(X)).

L’unicité : Si X et Y sont deux solutions de 'EDS ([2.1)) dans S? alors :
X=¢(X)etY =o(Y),
et d’aprés l'inégalité (2.3)) et pour tout v € [0,7] on a :

E[sup |Xt—y;|2} < 2K2(T+4)/ E {Sup |Xt—Yt|2] ds.
0

0<t<u 0<t<s

D’aprés le lemme de Gronwall on trouve :

E [ sup | X, —Yﬂ 0,

0<t<T

ce qui prouve que X et Y sont indistinguables.

Pour montrer 1'unicité des solutions de 'EDS ([2.1)) au sens de la définition (2.1.2), nous devons
montrer que toute solution appartient a S? (c’est a dire continue par définition) est appartient &
S2.

On considére le temps d’arrét 7, = inf {t € [0, 7], |X;| > n}, pour tout u € [0,7], on a :

UNTp, UNTp,

X <3l sup | [ s X+ sup | [ ots, Xpam |

0<u<t Jo 0<u<t Jo

alors :

2

( /0 s, Xs)ds)

0<u<tAT,

E { sup |Xu|2} <3 <E|x|2+E

+4E VOW" lo(s, X.)| stD |

18



Chapitre 2. EDS et EDS de Volterra

La croissance linéaire de b et o donne :

t
E [ sup \Xu|21 <3 {E|a¢|2 + 2K*T? + 8K*T + (2K2T+8K2)/ E l sup |Xu|2] ds] :
0

0<u<tATy 0<u<sATp

D’aprés le lemme de Gronwall, on obtient :

E { sup |Xu|2} <3 (E|z|* +2K*T? + 8K*T) exp {3 (2K*T + 8K*) T},

0<u<T ATy

et le lemme de Fatou donne :

E { sup |Xu|2} <3 (Blz* + 2K*T? + 8K°T) exp {3 (2K*T + 8K?) T},

0<u<T

ceci implique 1'unicité des solutions de 'EDS (2.1). m

2.2 Equation différentielle stochastique de Volterra

Les équations différentielles stochastiques de Volterra (autrement dit les équations intégrales sto-
chastiques de Volterra - EISV en abrégé -) sont un type spécial d’équations intégrales. Ils repré-
sentent des modeéles intéressants pour la dynamique stochastique avec mémoire, afin par exemple

des applications en 'ingénierie, la biologie et la finance.

2.2.1 Notations et définitions

Soient (Q, F o (Ft) =0 ,IP’) un espace de probabilité filtré complet, B = (B;),., un movement brow-

nien de 1—dimonsion et (F),, la filtration naturelle augmentée du MB B.

Définition 2.2.1 L’équation intégtale stochastique de Volterra est donnée sous la forme :

X, =¢&(t)+ /Utb(t, s, Xs)ds + /Ota(t, s, Xs)dBs,Vt € [0,T], (2.5)
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et de la forme différentielle :
tob t do
dXt = dg(t) + E (t,S,XS) d5+ E(t,S,XS)st +b(t,t,Xt)dt+O'<t,t,Xt>dBt,
0 0

tels que :

1. £ (t) est un processus F;—adapté et a trajectoire continu V¢ € [0, 7.
2. b(t,s,x) et o(t, s, ) sont des fonctions aléatoires définies pour tout 0 < s <t < T et z € R.

3. Le processus X; est une solution de I'équation ([2.5)) s’il est F;—adapté et a trajectoire continu
vt € [0,7].
2.2.2 Existence et unicité des solutions

On étudie existence et 'unicité de la solution de I’équation (12.5)) sous les hypothéses suivantes.

Hypothéses (H.1)

i) £(t) est un processus F;—adapté et cadlag.
ii) b(t,s,z) et o(t, s, z) sont Fs—mesurable pour tout s < t.

iii) Il existe un constant C' > 0 tel que pour tout 0 < s <t <T on a:
|b(t,s,0)| + ||o(t,s,0)] <C.
iv) b(t,s,x) et o(t,s,z) sont Lipschitz par rapport & =, uniforme en t pour tout z,2’ € R on a :
b(t, s,x) — b(t,s,2')| + ||o(t, s, z) —o(t,s, z)|| < Clx — 2|

v) Il existe C' > 0 tel que :

[b(t, s, 2)| + [lo(t, s, 2)]] < C(L+ [x).

Théoréme 2.2.1 (existence et unicité ) : Si les hypothéses (H.1) sont satisfaites, l’équation

(2.5) posséde une solution unique.
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Preuve. D’abord on démontre ’existence de la solution X, en utilisant la suite des approxima-

tions successives de Picard. On définit une suite comme suit :

XP =£(t)

t t
X+ = ¢ (1) —|—/b(ts,X})ds%—/a(t,s,X;‘)st,Vn > 0.
0 0
Ona:
t t
XX = / (b(t, s, X)) —b(t, s, X;H)) ds +/ (J(t, s, X)) —olt, S,X:_l)) dB;.
0 0
Comme (a + b)? < 2a* + 2b* on a pour tout V¢ € [0,7] :

2
+2

2

t
X - XxpP <2 ‘/ (b(t, s, X7) = b(t, s, X771)) ds
0

t
/ (o(t,s, X)) —o(t,s,XI")) dB,
0

En passant par ’espérence et en appliquant les propriétés d’intégrale stochastique on trouve :

|

t
L9 [/ lo(t, 5, X7) — a(t,s,X§_1)||2ds} .
0

t
B = xp] <28 ] [ 0t X0~ s, X)) ds
0

En utilisant I'inégalité de Holder on prend :

t
E |:}th+1 - th|2:| < 2TE [/ |b(t7 57X57;L) - b(tv S7Xg_1)|2 ds:|
0

t
9K U lo(t, 5, X7) — ot, s,Xsnl)szs} .
0

D’aprés ’hypotheése (iv) on trouve :
2 ! 2
E [\Xt”“ — X7 ] < KE U X7 (s) — X" X(s)] ds] , (2.6)
0

o : K = 202(T +1).

21



Chapitre 2. EDS et EDS de Volterra

Maintenant en utilisant I’hypothése (v) pour n = 0 nous obtenons de la méme fagon que ci-dessous :

T

Vb(t,s,&(s))ds + [y o(t,s,&(s))dBs

B[lxt - xif] ~B|
<2KE [ [1+ & (s)] ds

< 2Kt sup B[l + & (¢)].
t€[0,T]

Donc ({2.6) devient :
2K/ (Kt)"

n!

B||x+ - X7 <

Y

ou: K'= sup E[l+ &*(t)] < oo . Pour m > n > 0, il s’ensuit que :
t€[0,T]

-— 2K’ Ktkdt
B(Jy 1xpm - XpP di Z f“

k=n
m*12K'Kka+1

= W — 0,quand m,n — oo.
k=n ’

Alors la suite { X'} 7, est de Cauchy converge sur [0, 7] dans L. En passant a la limite dans la

définition on trouve 'unique solution, i.e :

t t t
lim X" = lim {5 ) + / b(t, 5, X")ds + / o(t, s,Xf)st} o X, = (1) + / b(t, 5, X,)ds
0 0 0

i
+/ o(t,s, Xs)dBs.
0

Pour montrer 1’unicité on suppose qu’il existe deux solutions pour I’équation (2.5)), X (t) et Y ()

alors :
t t
X(t)-Y(t) = / [b(t, s, Xs) — b(t,s,Ys)]ds — / [o(t,s,X,) —o(t,s,Ys)] dBs.
0 0
On utilise la méme estimation de (2.6)), on trouve :

E[|1X(t) - Y(t))*] <20%(T+1E [/0 | X (s) — Y(s)|2ds] < 20T + 1)/0 E[|X(s) — Y(s)|*] ds.
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Chapitre 2. EDS et EDS de Volterra

On applique 'inégalité de Gronwall on trouve :
E[X()-Y(®)’] =0,

donc :

PIX(t)— V()] =1,V e [0,T].

Puisque X () et Y () sont deux processus continus, on déduit que :
PIX(t) = Y (t),vt € [0,T]] = 1,

alors les deux solutions sont indistinguables. m
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Chapitre 3

EDSR et EDSR de Volterra

ans ce chapitre on va présenter des notions sur les équations différentielles stochastiques
Drétrogrades et les équations différentielles stochastiques rétrogrades de Volterra. D’abord

on montre dans la premiére section I'existence et 'unicité de la solution d’'une EDSR, puis on fait
la méme étude pour une équation différentielle stochastique rétrograde de Volterra (autrement dit

équation intégrale stochastique rétrograde de Volterra) dans la deuxiéme section.

3.1 Equation différentielle stochastique rétrograde

Les équations différentielle stochastiques rétrogrades jouent un role trés important dans les jeux
différentiels stochastiques de somme nulle, en mathématiques financiers et en controle optimale

stochastique des diffusions.

3.1.1 Notations et définitions

Soient (€, F,P) un espace de probabilité complet et B = {B!,t > 0,1 <4 < d} un MB d—dimentionnel
sur cet espace. On notera F; = o (0 (B;,0 < s < t) U N) la filtration naturelle augmentée du mou-
vement brownien B, et T un temps terminal donné,et on 'appelle aussi ’horizon.On définit des

espaces de processus nous allons travaille dans la suite :

o S? (Rk) et S2 (Rk) : la méme notation qu’on a donne dans le chapitre précédent.
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o M2 (]Rk X‘i) formé par les processus Z, progressivement mesurable, & valeurs dans R**? tels que :

T
HZH;FE[ [ 1z <.

ou si z € R ||z||* = trace (z2!). M? (R*¥*4) désigne I'ensemble des classes d’équivalence de
MQ (kad)_
Les espaces S?, S? et M? sont des espaces de Banach pour les normes définies précédemment. Nous

désignerons B2 I'espace de banach S? (R¥) x M? (R**?),

Définition 3.1.1 Les EDSR sont des équations du type suivant :

—dY; = g(t, Yy, Z,)dt — Z,dB,,0 < t < T

YTZS,

ou de fagon équivalente, sous forme intégrale :
T T
Y, =¢ +/ g(s,Ys, Zs)ds — / ZdB,,0 <t <T. (3.1)
t t

Dans 'EDSR (3.1]) les éléments de base sont :

1. La fonction g : [0,T] x Q x R¥ x R**4 — R* est appelée le générateur, telle que pour tout
(y,2) € R¥ x R"™ le processus (g (t,y, 2))g<s<q S0it progressivement mesurable, d, k € N.
2. La variable aléatoire ¢ mesurable par rapport & Fr et a valeurs dans R* qui est appelée la

condition terminale.

Notre objectif est de trouver la solution de 1’équation (3.1)), c’est-a~dire les inconnues Y et Z.

Définition 3.1.2 (solution d’une EDSR) : Une solution de I’EDSR (3.1)) est un couple de

processus {(Yy, Zt) }o<ycp vérifiant :

1. Y et Z sont progressivement mesurables & valeurs dans RF et R¥*4 (resp).
2. Ona:

T
B U {19(s, Y, Z)| + | Zs)*} ds| < oc.
0
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3. P—ps, on a :
T T
Y; =§+/ g(s,Ys,ZS)ds—/ ZdB,,0 <t <T.
t t
3.1.2 Existence et unicité des solutions dans le cas Lipschitz

En 1990, E.Pardoux et S.Peng ont démontré 1'existence et I'unicité des solutions de 'EDSR, ((3.1])
dans le cas ot le générateur g est non linéaire. On commence par un cas trés simple, celui ou g ne

dépend ni de Y ni de Z et ceci est illustré par le lemme suivant.

Lemme 3.1.1 Soient £ € L*(Fy) et le processus {Gi}ooycp € M? (R¥), VEDSR suivante :
T T
Yt:§+/ Gsds—/ Z.dB,0<t<T,
t t

posséde une unique solution (Y, Z) telle que Z € M?> (RkXd).

Preuve. Supposons dans un premier temps que (Y, Z) soit une solution vérifiant Z € M? (RF*4).

Si on prend 'espérence conditionnelle sachant F;,on a nécessairement,

T
Yt:E(§+/ G’sds/]:t>.

t

On définit donc Y a I'aide de la formule précédente et il reste a trouver Z. Remarquons que d’aprés
le théoréme Fubini, comme G est progressivement mesurable, fot G4ds est un processus adapté a

la filtration {F;},(o 7, en fait dans S? puisque G est de carré intégrable. On a alors Vt € [0, 77 :

T t t
Y,=E <§ +/ Gsds/]:t> — / Gyds := M, — / Gyds.
0 0 0

M est une martingale brownienne, via la théoréme de représentation des martingales browniennes

on construit un processus Z appartenant a M? tel que :
t
M,; = M, —|—/ Zd B,
0
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et donc :

t t t
Yt:Mt—/Gsds:Mo+/stBs—/Gsds.
0 0 0

On vérifie facilement que (Y, Z) ainsi construit est une solution de 'EDSR, étudiée puisque comme

Yr =
T 5; . . T .
Y, —¢ —Mo+/stBs—/Gsds— <M0+/ ZSdBS—/ Gsds>
0 0 0 0
T

T
e / Gsds — / ZSdBS'
t t

L’unicité est évidente. m

Nous montrons & présent le théoréme de Pardoux et Peng.

Théoréme 3.1.1 (de E.Pardour et S.Peng) : Sous les hypothéses suivantes :

1. Condition d’intégrabilité :
T
B I+ [ 170,00 ds] < o0
0

2. Condition de Lipschitz en (y,z) : il existe une constante K > 0 telle que pour tout

ty,y,z etz ona:
lg(t,y,2) —g(t.y'. 2| < K(ly —¢| + ||z — 2|,

UEDSR (3.1) admet une unique solution (Y, Z) telle que Z € M?(R**).

Preuve. L’idée de la démonstration est basée sur un argument de point fixe dans ’espace de

Banach B2 des solutions (Y, Z). Au début en construisant une application ® définie par :

d: B2 B2
(y,2) = @y, 2) = (Y, 2Z),
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tel que (Y, Z) est la solution de 'EDSR suivante :
T T
Y, =¢ +/ 9(8,ys, 25)ds —/ ZsdBs,0 <t <T,
t t

et en vérifiant qu’elle est bien dans lui méme.

Ensuite pour lexistence et 1'unicité de la solution de ’équation (3.1)) il suffit de montrer 'existence

et I'unicité d’un point fixe pour ®, c¢’est-a-dire on montre que ® est
contractante.

Pour plus détails voir [5] page (19 — 20). m

3.2 Equation différentielle stochastique rétrograde de Vol-

terra

Le but de cette section est d’introduire la forme d’une équation différentielle stochastique rétrograde
de Volterra -EISRV en abrégé- et d’étudier ’existence et 'unicité de la solution de cette équation,

en utilisant des résultats obtenus dans la section précédente.

3.2.1 Notations et définitions

Soient (€2, F,P) un espace de probabilité complet et B = (B;),., un mouvement brownien sur cet
espace. On notera F; = o0 (0 (Bs,0 < s < t) U N) la filtration naturelle augmentée du MB B, et T'

un temps terminal donné.

Définition 3.2.1 Une équation intégrale stochastique rétrograde de Volterra est donnée sous la

forme :

Y(t) =&(t) + /tTg(t, s, Y(s), Z(t,s))ds — /tT Z(t,s)dBg, Yt € [0,T7], (3.2)

o : § et g sont des fonctions déterministes et le couple de processus {(Yy, Zt) } o<y €5t la solution

de cette équation.
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Cette équation est d’une forme différentielle suivante :

07z

W(t’ S)st — g(t, t, Xt, Zt’t>dt + Z(t, t)dBt

T 89 T
8Y(t):d§(t)+/ —(t,s,Ys,Zts)ds—/
t at ’ t

3.2.2 Existence et unicité des solutions

On note :

H%P ([0, 7)) : un espace de Hilbert formé par les processus (Y, Z) tels que : Y : [0, 7] x Q — R est

F adapté et Z : A x Q — R est F—adapté sur [t, T] ou 'ensemble

A={(ts)€0,T]:t<s},
muni de la norme :

T T
(Y, Z)H?{Z’B([O,T]) = E/o [eﬁt Y (1)) +/ ¥\ Z(t, s)|)? ds] dt.

t

On étudie I'existence et 'unicité sous les hypothéses suivantes.

Hypothéses (H.2)

1. g:[0,7]° x R? x Q — R telle que :

/OT (/tTg(t,s,o,o)dS)th] < o0,

2. 1l existe une constant C' > 0 telle que pour tout ¢, s € [0,7] :

E

‘g(t’s’y’z) B g(tvsaylazlﬂ < C(‘y - y,’ + ’Z - ZI’)?

pour tout y,v’, z et 2.

3. £(.) e L% (Q,R).
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Lemme 3.2.1 On considére ’EISR de Volterra suivante :
T T
Y(t) = £(t) + / ot 5)ds — / Z(t, $)dB,, V¢ € [0, 7], (3.3)
t t

ou : &(t) € L;f ([0,77), g : A® x Q — R™ est B(A°) ® Fr—mesurable telle que s — g (t,s) est

F—progressivement mesurable pour tout t € [0,T] et aussi :

T T
E/ / e g (t,s)|* dsdt < oo,
0 Ji

alors (3.3) admet une solution unique adaptée (Y, Z) € Hx® ([0,T)) et on a lestimation suivante :

2

T T T T
E/ e 1Y (s)| ds+]E/ / e | Z(t, s)|P dsdt < C’E/ ePtle () dt+CE/ / g(t,s)ds| dt
0 ¢
+CE / / P e (b)) ﬁdudt
+C’E/ / el / (t,u)du Bdsdt,

En outre :

T ) T T ) |g t S 2
E/ e’ [V (s)] ds+]E/ / P | Z(t,s)|* dsdt gCEeﬁt/ 1€ (1)) dt + E/ / 5198 dt.
0 0 Jt

)

ot : &*(s) fonction arbitraire.

Remarque 3.2.1 Ce lemme est une forme simplifier du lemme (3.1.1) du papier de Tianxiao

Wang et Yufeng Shi page (5 —9).

Théoréme 3.2.1 (existence et unicité) : Si les hypothéses (H.2) sont satisfaites, ’équation

B-2) possede une solution unique (Y, Z) € H” ([0,T)).

Preuve. La preuve consiste a trouver une solution de I’équation (3.2) par la méthode de point
fixe. L’existence et I'unicité d’un point fixe vont résulter du fait que pour tout 7" > 0 'application

(y,2) — (Y, Z) est contractante sur 1'espace Hi’ﬂ ([0,77).
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D’abord en vérifiant qu’elle est bien dans lui méme.

On considére ’équation suivante :

ou: g(t,s) =gl(t,s,y(s),z(t,s)), pour tout (t,s) € A.

Pour résoudre 1’équation ([3.5)) on présente la famille ’EDSR suivante, pour tout ¢t € [0,7] :
Y(r,t) =&(t) +/ g(t,s)ds — / Z(s,t)dBg,r € [t,T].

Il est bien connu que I’équation ci-dessus admet une solution adaptée ()7, Z ) et I'estimation suivante

est vraie :

T
E | sup ‘Yrt‘ +/ ‘Z(s,t)fds < CE

relt,T]

o+ ([ ot s)dsﬂ |

On pose Y (t) = Y (t,t) et Z(t,s) = Z(s,t) pour tout (t,5) € A, donc le couple (Y, Z) est une

solution adaptée pour 1’équation (3.5) et on a :

[\Y )? +ft Z(t, )" ds} _E“é(t)JrﬁTg(t,sdsﬂ
<2E[I€ )P+ (f g tsds”,

En intégrant les deux cotés de l'inégalité ci-dessus, on obtient :

E VOT <|Y(t)|2+/tT|Z(t, s)|2ds> dt] < ZE/OT COP + (/tTg(t, s)ds)2] .

On ajoute et on soustrait le g(t,s,0,0) en le coté gauche, puis par ’hypothése de lipschitz on
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Chapitre 3. EDSR et EDSR de Volterra

trouve :

EVOT(yY W1+ [Tzt ) ds)dt} gCE/T{ y+(ft t500d3>2]d
+0E[/( O+ [ |ds>dt}

pour une contante C, alors Papplication (y, z) — (Y, Z) définie de 'espace Hx” ([0, T]) & lui méme.
Ensuite on va montrer que cette application est contractante sur ’espace H Z’ﬁ ([0,77]) sous la norme

1-lzr22 0.1
Sii=1,2o0na (y,z, k)€ H([0,T]) et (Y;, Zi, K;) est la solution adaptée correspondante de

I'équation ([3.2]), donc d’aprés I'inégalité (3.4)) :

Bl [ (i) -vaol+ [ e 1zut5) -zt o) ds ) at| < SB[ [ (€ o) - mo)l
A / Ja| <58 (]
+/t eﬁt|zl(t,s>—z2(t,s)|2ds) dt],

ce qui signifie que :

1Y Z)]1; <

@ Q

2
=2 ((0,17) H(y,Z)HHZﬁ([o,T]) .

Donc Dapplication (y, z) — (Y, Z) est contractante sur espace Ha" ([0, T]) pour tout 5 > 0.

Alors (Y, Z) est la solution unique de 'équation (3.2)). m
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Conclusion

Dans ce travail nous avons essayé d’exposer les deux résultats d’existence et I'unicité de la

solution I'un pour les EDSR et ’autre pour les EDSR de Volterra.

Dans la preuve de la solution d’'une EDSRV on a utilisait la méme méthode comme dans le
cas d'une EDSR qui est le point fixe mais pas les mémes étapes, car la forme différentielle de
I’équation intégrale est plus compliqué, puisque elle contient le terme intégrale et donc on ne peut

pas appliquer la formule d’It6 comme il était fait dans 'EDSR.
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Annexe : Abréviations et Notations

Les différentes abréviations et notations utilisées tout au long de ce mémoire sont expliquées ci-

dessous :

Rd
Rdxm
L2 (Fr)

L7, ([0,T))

H3” (0,T))

AC
B(A)

o'(ou 2')

P —ps
E(X)
E(X/F)

:Espace réel euclidien de dimension d.
:Ensemble des matrices réelles d x m.

:Espace des variables aléatoires de carée intégrable F,—mesurable

T

=Y :[0,7] =R/ Y (s) est Fr — mesurable tel que E/eﬁt Y ()] dt < +o0

0

:Espace des processus (Y, Z) telsque Y : [0,7T] x Q@ —-R, Z: Ax Q — R,

avec s — Z (t,s) et s — Z (t,s) sont F adapté sur [t, 7], muni de la norme,

T T

(Y, Z)H?{Zﬂ([oj]) = E/ LY (1) + /eﬁt \Z (t,s))* ds| dt < 4oc0.

0 t

= {(t,s) € [0,T] x [0,T] / t<s}=1[0,T]"\ A
:La tribu de Borel engendrée par A°

:Transposée de la matrice o (ou la matrice z).

:est 'intervalle [0, +00].

:Presque stirment pour la mesure de probabilité P.
:Espérence mathématique de la variable aléatoire X.

:Espérence conditionnelle de la variable aléatoire X pa rapport a F;.
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Annexe B :

Abréviations et Notations

EDS
EDSR
EISV
EISRV
MB

resp

i.e

:Equation différentielle stochastique.

:Equation différentielle stochastique rétrograde.
:Equation intégrale stochastique Volterra.

:Equation intégrale stochastique rétrograde Volterra.
:Mouvement Brownien.

:Variable aléatoire.

:Respectivement.

:C’est-a-dire.
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