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Introduction générale

En mécanique quantique, les phénomenes physiques sont décrits par fonction d’onde
qui contient toute les informations sur 1’état du systéme, et son comportement suit

I’équation de Schrodinger [1].

L’équation de Schrodinger a été proposée de fagon inductive par Erwin Schrodinger
en 1925 [2], c’est une équation fondamentale de la mécanique quantique non relativiste. Sa
forme générale est une équation aux dérivées partielles du premier ordre par rapport au
temps, et du second ordre par rapport aux coordonnées de 1’espace ordinaire, cette équation
joue un role fondateur en mécanique quantique par analogue a 1’équation de Newton en

mécanique classique et les équations de Maxwell en électromagnétisme.

Il existe plusieurs méthodes trouvées par les physiciens théoriciens pour résoudre
I’équation de Schrodinger pour différents systémes physiques, ces méthodes, soient
analytiqgues ou numériques ; a partir de cette solution, on obtient une fonction d’onde

permettant d’identifier le systéme quantique étudié.

L’¢équation de Schrodinger stationnaire a été résolue analytiquement seulement
pour quelques systemes simples, alors que la plupart des autres cas se sont restés
sans solutions, ils n‘ont pas pu étre résolus que par des méthodes approximatives ou

numériques.

L'équation linéaire ou non linéaire de Schrodinger joue également un réle important
en physique et en mathématiques appliquées. L'analyse des structures de I'équation de
Schrédinger a pris un élan considérable et une attention particuliére. Cette étude visait a
utiliser les solutions symboliques via I'approche de transformation différentielle.
Méthodologie: Grace a la méthode des transformeées différentielles, certaines solutions
exactes et approximatives d'ondes progressives d'équation de Schrédinger linéaire sont

étudiées.

Notre mémoire est subdivisé en trois chapitres :




° le premier chapitre est consacré a 1’équation de Schrodinger stationnaire (indépendant du
temps ).
° le deuxiéme chapitre on présente le développement de Taylor ; et les trois formule de

solution de Taylor.

° Au dernier chapitre, on detaille les solutions de I’équation de Schrédinger linéaire pour
une particule libre en l'absence de potentiel et implémenté une méthode nouvelle connue

sous le nom de la méthode des transformées différentielles.
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Chapitre | L’équation de Schrodinger

1.1 Introduction

L’équation de Schrodinger est I’équation fondamentale de la mécanique quantique
non relativiste. Elle joue en mécanique quantique le méme role fondateur que 1’équation de
Newton en mécanique classique ou les équations de Maxwell en électromagnétisme. Elle
décrit ’évolution temporelle et spatiale de 1’état d’un objet quantique représenté par une

fonction d’onde.

Depuis la publication du travail de Schrédinger, les physiciens théoriciens se sont
penchés a trouver des solutions a 1’équation de Schrddinger pour différent systémes
physiques a partir des plusieurs méthodes, soit analytique ou numérique, a partir de cette
solution, on obtient une fonction d’onde qui nous permet d’identifier le systéme quantique

etudié

1.2 Construction de I’équation de Schrodinger
1.2.1 Naissance de I’équation

Le 19¢me siecle a connu I’apparition de 'une des deux grandes théories physiques
du siécle ; la physique quantique. Tout au début de la mécanique quantique on a été
confronté au probleme de I’explication des états discrets d’un atome. En mécanique
classique I’état d’un systéme physique est donné par la résolution des équations du
mouvement du systéme. Par contre, en mécanique quantique 1’état du systéme est
déterminé par la résolution de 1’équation de Schrodinger. Cette équation a été proposée par
E. Schrdédinger en 1926. De Broglie et Schrodinger ont ainsi pu développer un parallélisme
entre la mécanique classique et l'optique et parvenir a la conception de la mécanique

ondulatoire [3].

L'équation de Schrddinger, trouvée par le physicien Erwin Schrédinger en 1925, est
une équation d'onde qui généralise l'approche de De Broglie ci-dessus aux particules

massives non-relativistes soumises a une force dérivant d'une énergie potentielle.
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Le physicien autrichien Erwin Schrddinger utilise les résultats de De Broglie pour
¢tablir une équation régissant I’évolution spatiale et temporelle de la fonction d’onde

P (7, t) d’un systéme physique. Pour obtenir I’équation de Schrédinger prenons la formule

de ’onde plane de De Broglie [4] :
Y, t) = AelKT-t) (1.1)

Dans la suite, il sera plus intéressant de considérer la pulsation w et le nombre
d’onde K qui d’apres les postulats de la mécanique quantique sont liés a la particule

classique par :

E = ho (1.2)
P =ho (1.3)

Alors:
v = Ae (1.4)

On remarque alors qu’en dérivant I’onde par rapport au temps, il vient :

Zp(#,t) = — -EAe!(TF) = — LBy (F, 1) (1.5)
E(#, 1) =ih - Y (7, 1) (1.6)
Alors :
a_.. 0
B=ih- (1.7)

E : L’opérateur d’énergie.
De méme le gradient de cette fonction d’onde donne :
WIGDEIGE (18)

P, t) = —ihVi (7, t)
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Donc

)]

= —ihV (1.9)

P :L’opérateur d’impulsion

Avec :
S 905, 5, 07
V—a—l + 6_] + a_zk (|10)
Pour une particule libre, d’aprés la mécanique classique, 1’énergie mécanique est
donné par:
P2
E=E, =T=R (1.11)

Cette quantite apparait dans la formulation hamiltonienne pour une particule libre.

V(7#) = 0 de la mécanique classique.

En appliquant le principe de correspondance entre les valeurs classiques et

quantiques, pour 1’énergie, et I'impulsion de I’équation (I-11) et (I-6) on obtient :
P y@ o = ihdy@ o (1.12)
om VA ac Y\ '
Et Pour ’impulsion : P = —ihV , ona:
Pyt = L (i) 2y @ 0) = — T2y 0) (1.13)
om VAT 2m VAT om VY '
Donc 1’équation de Schrodinger devient :
2 A D) = ih Ly (D) (1.14)
2m ’ at VT '
Ou: VZ2=A:estle Laplacien .

L’opérateur hamiltonien du systéme pour une particule libre s’écrit :

~ h2
A=A (1.15)

2m
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En utilisant cet opérateur, on peut simplifier ’écriture de I’équation de Schrodinger,

on obtient:
Ay(#,t) = th -y (7, 1) (1.16)

Lorsque la particule est plongée dans un potentiel scalaire U(r) (par exemple le
potentiel d’un oscillateur harmonique) d’apres la mécanique classique, I’énergie totale du

systeme s’écrit comme suit:

E=T+V(@®)=2+V() (1.17)

Avec cette nouvelle valeur d’énergie et a partir de 1’énergie (I.7) et ’opérateur

d’impulsion P, I’équation de Schrodinger devient :
[~ Z A+ V@] ¥E 0 = ih 2w (1.18)
2m ’ at ’ '
L’¢énergie totale ce n’est que 1’opérateur Hamiltonien du systéme :
~ n2
H= —%A+V(r) (1.19)
En utilisant cet opérateur, on peut simplifier I’équation de Schrodinger :

Ay(#t) = ih—y (7, 1)

1.2.2 Propriétés de L'équation de Schrodinger

Cette équation est également linéaire et homogéne. Ses solutions sont donc
linéairement superposables. Si [Y1(t) et [p2(t) >sont deux solution de I’équation et si

I’état initial du systeme et défini par :

[ (t0) > = A1|y1(t0) > + A2 [p2(t0) > alore I’état du systéme au temps t est donné
par :

[p(t) > = A1|yY1(t) > +A2|p2(t) > il existe donc une correspondance linéaire entre
[ (t0) > et [ (¢) >.
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_ Les équations de Schrédinger dépendantes du temps sont des équations différentielles
du premier ordre par rapport au temps par conséquent, si on connait y a un instant initial
(x,t)on peut déterminer son évolution, ceci montre que I'étal dynamique du systéme est

entierement déterminé par la fonction .

_Si I'hamiltonien du systeme ne dépend pas du temps, la solution de I'équation de

Schrodinger s’écrit sous la forme :

P, 0 = P(t)e i

Avec 1 (x)vérifie I'équation de Schrodinger stationnaire:

Hy(x) = Ey(x)
E: La valeur propre de I’hamiltonien

Donc I'équation de Schrodinger indépendante du temps permet de trouver des états
stationnaires parmi tous les états possibles du systéme qui est en effet un cas particulier
d'une équation générale dépendante du temps qui donne I'évolution de la fonction d'onde

quel que soit I'état du systeme.

1.3 La fonction d'onde

Les solutions de I'équation de Schrédinger d'un systéeme quantique sont appelées les
fonctions d’onde, elles peuvent étre considérées comme un postulat quantique qui décrit
I'état quantique d'une particule et contient toutes les informations qu'on veut connaitre du

systeme. La fonction d'onde ¥ (x,t)  doit satisfaire les conditions suivant:

- Elle doit étre continue pour x .

9y

- La dérivée Fn doit étre continue, ces contraints sont appliquées sous condition de la

limite sur les solutions.

- Elle doit étre normalisée. Cela implique que la fonction d'onde en approche a zéro

comme X approche a l'infinité c'est-a-dire:

e
8
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flp*zpd3r = f|¢|2d3r =1
Avec |y (7, t)|? est la densité de probabilité.

Comme on a vu que I’équation de Schrodinger est une équation aux dérivées
partielles du premier ordre par rapport au temps et de deuxieme ordre par rapport aux
coordonnées spatiales. C’est une équation difficile a résoudre pour la plupart de systémes
quantiques. Il existe deux types d’équations de Schrédinger : I’équation de Schrédinger
indépendante du temps (stationnaire) et I’équation de Schrodinger dépendante du temps

(non stationnaire).

1.4 Solution de I’équation de Schrodinger

Les physiciens théoriciens se sont penchés a trouver des solutions a partir des
plusieurs méthodes mathématiques pour résoudre 1’équation de Schrodinger : Soit
analytique ou numérique. L’équation de Schrédinger est I’équation fondamentale de la
mécanique quantique. Il s'agit d’une équation aux dérivées partielles qui d"écrit 1'évolution
au cours du temps de la fonction d’onde d’un systéme physique [5]. C’est une équation
difficile a résoudre pour la plupart de systémes quantiques. Il existe deux types d’équations
de Schrédinger : I’équation de Schrodinger indépendante du temps et I’équation de

Schrddinger dépendante du temps [6].

1.4.1 L’équation de Schrodinger stationnaire

L’équation de Schrodinger est une équation aux dérivées partielles, du premier
ordre par rapport au temps et du second ordre par rapport aux coordonnées de I'espace
ordinaire. Si I'hamiltonien du systéme physique ne dépend pas explicitement du temps,
I’équation de Schrodinger est dit stationnaire, dans ce cas 1'énergie totale est conservée,

donc I'équation de Schrédinger admit des solutions particuliéres sous forme :

WE ) = e () (1.22)

Ou E: I’énergie, et ()  satisfait I'équation de Schrddinger stationnaire :
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[~ 2921 v(®)| o) = Ee() (1.23)

1.4.2 L'équation de Schrddinger stationnaire a une dimension

Les probléemes a une dimension sont intéressant non seulement comme modeles
simples permettant de mettre en évidence un certain nombre de propriétés que ’on
retrouve dans les situations plus complexes, mais aussi parce que dans ces problemes il est
possible de se ramener aprés quelques manipulations adéquates a la résolution d’équation

du méme type que 1’équation de Schrédinger a une dimension [7].

Dans ce cas le potentiel dépend d’une seule dimension, et I’équation de

Schrodinger s’écrit comme suit :

[~ 2 A+ Vo]0 = i Zy(x,0) (1.24)

En général si le potentiel V est une fonction de x uniquement, dans ce cas
I’hamiltonien de systéme ne dépend pas du temps, on peut résoudre 1’équation de

Schrédinger par la méthode de séparation des variables :

P(x,t) = p(x)x(t) (1.25)

En substituant dans I’équation de Schrodinger, on obtient :

. 0 n? 92
(0Z) ) = {22+ V(e }x® (1.26)
Par conséquence :
h? 62<p . N
hax etV @De)]
S= . (1.27)

10
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Comme le membre de gauche de I’équation ne dépend que de t et que le membre de
droite ne dépend que de x, il ne pourray avoir de solution de la forme que si 1I’équation est
égale a une constante qui ne dépend donc ni de t ni de x .Cette constante a la dimension

d’une énergie appelons la E .

Alors :
— thdx
= (1.28)
Et par conséquent :
_iEt
x(t) =Ae (1.29)
Tandis que :
— L2004 Y (0)g(x) = Eg(x) (1.30)

2m  0x2

Qu’on appelle « I’équation de Schrodinger stationnaire (indépendante du temps) » .donc :

W0 = Ae " p(x) (1.31)

@(x) : estappelée la solution stationnaire de I’équation de schrodinger :

Lo 4 2 (E —V(0)p(x) = 0 (1.32)

dx?

11
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Chapitre 11 Développement de Taylor

1.1 Introduction

En mathématiques, plus précisément en analyse, le théoréme de Taylor (ou formule
de Taylor), du nom du mathématicien anglais Brook Taylor qui I'établit en 1715, montre
qu'une fonction plusieurs fois dérivable au voisinage d'un point peut étre approchée par une
fonction polynomiale dont les coefficients dépendent uniquement des dérivées de la
fonction en ce point. Cette fonction polynomiale est parfois appelée polynéme de Taylor.

Figure : Représentation de la fonction exponentielle (en rouge) et du polynéme de Taylor

d'ordre 4 au point 0 (en bleu).

11.2 formules de Taylor

En présentant cette formule en 1715[8,8], Taylor propose ainsi une méthode de

développement en série[4], mais sans se préoccuper du reste Rn(x).

En effet, pendant tout le XV1IIe siécle, les mathématiciens n'établissent pas encore de
différence entre développement limité et développement en série entiere. C'est Joseph-
Louis Lagrange qui, en 1799, soulignera le premier la nécessité de définir rigoureusement
ce reste[10,11]. Les propriétés de celui-ci s'énoncent difféeremment selon les hypotheses sur

la fonction.

La premiére étape est la formule

13
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flxo+h) =f(x0) + hf(xo) + he(h) (11.1)

Qui montre que, si f est dérivable, alors fest approchée par un polynéme de degré 1 (une

droite). Comment faire pour augmenter le degré?

11.2.1 Les trois formules de Taylor
Notations

Soient I un intervalle de R, x, un point intérieur a I, et f : I — R une fonction. On

fixe un entier naturel n.

On dit qu’une fonction est de classe C» sur I si elle est n fois dérivable sur I, et si sa

dérivée n-iéme est continue sur I.

Théoréme 1

Supposons que f soit de classe C» sur I. Alors, pour tout h € R tel que x, +

h appartienne a I on peut écrire:

f o+ h) = (o) + hf (xo) + 2 F @ (o). + = F 0 (xg) + hoe(h) =

T £ (xo) + hre(h) (11.2)

ou g(h) est une fonction qui tend vers 0 quand h tend vers 0.

Définition
La somme

hk

Zk=077 [% (x0) (11.3)

s’appelle le polynome de Taylor de f a 1’ordre n au point x,. Par convention, 1! = 0! =
1.

14
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Une autre fagon d’écrire un développement de Taylor au point x, consiste a poser
X = Xo + h. Le théoréme de Taylor-Young s’énonce alors de la fagon suivante : si f est de

classe C» sur I, alors pour tout x € I on peut écrire :

fG0) = Ziog 0 () + (x = x0)e(x — x0) (11.4)

ou e(x — x,) tend vers 0 quand x tend vers x,.

Exemples

La formule de Taylor-Young pour la fonction sin(x) a I’ordre 2n + 1 en 0 s’écrit :

x2n+1

sin(x) =x —x3—T+x5—T+ o4 (=10 + x?"* 1 g(x) (11.5)

(2n+1)!
En effet, on doit calculer les dérivées successives de sin(x) en 0. Nous avons :

sin(0) = 0,sin’(0) = 1,sin(0) = —sin(0) =0, ... (11.6)
Plus géneralement, pour tout k € N nous avons :
sin®(0) = 0 etsin@®**Y(0) = (—1)kcos(0) = (—1)k
d’ou le résultat.

La formule de Taylor-Young pour la fonction e* a I’ordre n en 0 s’écrit
x%  x3 x"
e*=1+x+5+5+ -+ +xe) (1.7)
En effet, e* est sa propre dérivée.

3
pour x suffisamment petit, le polyndme x—’;—l donne une valeur approchée de

sin(x). On aimerait connaitre la précision de cette approximation, c’est-a-dire controler la
taille du reste x3e(x). Nous allons d’abord exprimer le reste sous la forme de Lagrange, ce

qui constitue une généralisation du théoréme des accroissements finis.

15
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Théoréme 2 (Taylor-Lagrange)

Supposons que f soit de classe C»*' sur 1. Alors, pour tout h € R tel que xo + h

appartienne al , il existe 6 €]0,1][ tel que I’on ait :

hk hn+1

f(xo + h) = 2:0 X! f(k)(xo) +

£ (xo + OR) (11.8)

(n+1)!

(notons ici que 6 dépend de h).

Exemple
Considérons a nouveau la fonction sin(x). La formule de Taylor-Lagrange a ’ordre
3 au voisinage de 0 s’écrit :

sin(x) = x —§+§cos(9x) (1.9)

.. . x3 . , .
avec 8 €]0,1[. Ainsi, on peut dire que x — 3, constitue une valeur approchée de sin(x)

4
avec une erreur inférieure ou égale a %.

considérons encore x +— e*. La formule de Taylor-Lagrange a ’ordre 4 au voisinage de 0

s’écrit :

x5

2,3 a4
eX =1+ x4+ X 4 X p0x (1.10)
2 3! 4! 5!

Comme la fonction e* est croissante, on peut dire que e®* < e*. Ceci permet par

exemple de donner une valeur approchée de e . En effet, nous avons:

e:1+1+l+l+i+iee (1.12)
2 6 24 120

D N 3 1
avec e? < e < 3 donc, I’erreur est de 1’ordre de =1

Soit P un polyndme de degré au plus n . Alors P est de classe (n*1 et PtD = 0. La

formule de Taylor-Lagrange a ’ordre n au voisinage de 0 nous dit que, pour tout x € R

16
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P(x)=Y"_, k'P(k)(O) (11.12)

En effet, le reste est nul! Ainsi, les coeffcients de P sont donnés par les dérivées
successives de P en 0. Ce résultat peut aussi se démontrer par un calcul algébrique (sans

recourir & I’analyse).

Démonstration

Si h =0, c’est vrai. Fixons h # 0, pour simplifier les notations, nous posons x =
Xo + h. Nous cherchons donc a montrer I’existence d’un réel ¢ strictement compris entre

Xo et x tel que I'on ait :

F) = $pog T 00 (xg) 4 EX0 0 £ (g (11.13)

(n+1)!

On introduit la fonction g définie par:
900 = f) = Do B2 FO(0) — K (x — 0! (11.14)
ou” K est un réel choisi de telle fagon que g(x,) = 0, c’est-a-dire:
flx)=Xn (x_k)j")kf(k)(xo) + K(x — xo)""! (11.15)

Il est clair, vu la dentition de g, que g(x) = 0. Pour démontrer le théoreme, il suffit

(n+1) . .
de montrer que K est de la forme {n+1)' (c) pour un certain c. Vu les hypothéses, nous

pouvons appliquer le théoreme de Rolle pour trouver ¢ (strictement compris entre xqet x

tel que g(c) = 0. Calculons g. Par la formule de dérivation d’un produit, nous avons:

g0 = Z KGO poo Z SO rr ey 4 K(nt - o

k=1
=yl (x t) f(L+1)(t) yn_ (xl_c!t)kf(k+l)(t) + K+ 1)(x —t)" (1.16)

D’ou

17
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_n (n+1)
9(®) = = E L 60O 4 g (n+ D x— 1) = (x — (- L QK (n + 1))

n!

L’égalité g(c) = 0 se traduit donc par:

B f(n+1)(c)
=T

D’ou le résultat.

Théoreme 3 (Taylor avec reste intégral)

Supposons que f soit de classe C**! sur I. Alors, pour tout h € R tel que xo+ h

appartiennea l ona:

hk x™

f(xo + h) = ﬁ:o X f(k)(xo) +

Tl J3 (L + Onf @D (g + th)dt (1.17)

n

Le reste intégral admet une autre expression. Plus précisément, on a I’égalité

%Tlfol(l _ t)nf(n+1)(x0 + th)dt = J'Xo‘l'h Mf(n+l)(t)dt (11.18)

Xo n!

qui découle tout simplement d’un changement de variable t = x, + th.

Pour certaines fonctions f, nous pouvons montrer que le reste tend vers zéro quand
n tend vers I’infini; ces fonctions peuvent étre développées en série de Taylor dans un

voisinage du point x, et sont appelées des fonction analytiques.

11.2.2 Opérations sur les polynémes de Taylor

Soient f et g deux fonctions de classe C*. Comment obtenir le polyndme de Taylor
de f+g,defg,de g, et caetera, a partir de ceux de f et g? Commencons par demontrer

"unicité du polynéme de Taylor d’une fonction donnée en un point donné.

18
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Théoréme 1

Soit f de classe C» sur I, et soit xo € I. Supposons qu’il existe un polynéme P de

degré au plus n et une fonction € qui tend vers 0 en 0, tels que I’on ait.
f(xo + h) = P(h) + he(h) (1.19)

pour tout h tel que xo+ h € I. Alors P est le polyndme de Taylor de f a I’ordre n au

point x,.

Théoreme 2

Soient f et g deux fonctions de classe C» sur I, et soit x, € I. Soit P (resp. Q) le

polyndme de Taylor de f (resp. g) al’ordre n au point x,. Alors :
(1) le polyndme de Taylorde f + g al’ordren enx,estP + Q

(2) le polyndme de Taylor de fg a I’ordre n en x, est PQ tronque en degré n

(3) si g(xy) # 0, alors 5 est de classe Cr au voisinage de x, et le polyndme de Taylor de

g est le quotient de P par Q selon les puissances croissantes a ’ordre n .

Quelgues commentaires

1) PQ est un polyndme de degré au plus 2n, son tronqué en degré n est le polyndme
obtenu en supprimant tous les termes de degré strictement supérieur a n. Dans la pratique,

ce ne sera méme pas la peine de calculer ces termes.

2) La division selon les puissances croissantes de P par Q a I’ordre n est définie
comme suit : si Q(0) # 0, alors il existe un unique couple (A4, B) de polyndmes tel que

I’on ait :

P(X) = Q(X)AX) + X"*1B(X) avec deg(A) <n (11.20)
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On dit que A est le quotient de P par Q selon les puissances croissantes a 1’ordre n ,

et que B est le reste.

Cette division, contrairement a la division euclidienne des polyndmes (que I’on
appelle aussi division selon les puissances décroissantes), a pour effet d’augmenter le

degré du reste, au lieu de le diminuer.

Ainsi, 1l n’y a pas une seule division selon les puissances croissantes, il y en a une

pour chaque ordre n . Plus n augmente, plus le degré du quotient et du reste augmentent.

Théoreme 3

Soient f : 1 - Retg:] — R deux fonctions de classe Cntellesque f(I) <], et
soit x, € I. Soit P le polyndbme de Taylor de f a I’ordre n au point x,, et soit Q le
polynéme de Taylor de g “a ’ordre n au point f(x,). Alors le polynéme de Taylor de g o
f a lordre n au point x, est le polyndme composé Q o P tronqué en degré n. Si une
fonction est paire (resp. impaire), alors son polyndéme de Taylor d’ordre n en 0 ne contient

que des puissances paires (resp. impaires) de x.

On peut dériver (ou intégrer) les polyndmes de Taylor. Plus précisément, si f est de
classe C» alors f' est de classe C™™, et le polyndme de Taylor de f* a l'ordre n — 1 au

point x, s’obtient en dérivant le polyndme de Taylor de f a I’ordre n en ce méme point.

Le théoréme de Taylor est enseigné dans des cours de calcul d'introduction et est I'un
des principaux outils élémentaires de l'analyse mathématique. Il donne des formules
arithmétiques simples pour calculer avec précision les valeurs de nombreuses fonctions
transcendantales telles que la fonction exponentielle et les fonctions trigopnométriques. 1l
est le point de départ de I'étude des fonctions analytiques et est fondamental dans divers
domaines des mathématiques, ainsi qu'en analyse numérique et en physique mathématique.

Le théoréme de Taylor se généralise également aux fonctions multivariées et vectorielles.
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Chapitre IlI La méthode des transformées différentielles

I11.1 Introduction

Des efforts considérables ont été entrepris ces derniéres années pour obtenir les
solutions analytiques des équations d'onde pour certains potentiels d'intérét physique. Iy a
relativement peu de problémes de mécanique quantique pour lesquels les équations de
Schrodinger linéaires et non linéaires sont exactement solubles [12,13, 14]. Jusqu'a présent,
de nombreuses méthodes explicites, ont été développées pour résoudre les équations
d'ondes linéaires et non linéaires. Certaines d'entre elle utilisent la transformation de
Darboux, la transformation de Cole-Hopf, la méthode de Painleve, la méthode d'équilibre
homogene, la méthode de tanh, la méthode sinus-cosinus et ainsi de suite. Un grand
nombre de schémas approximatifs et d'approches numériques sont également apparus pour
calculer les quantités quantiques de I'équation de Schrddinger pour de nombreuses
situations [15-18]. La portée de ce domaine reste jusqu'a preésent un domaine plus actif de

problemes divers.

La méthode des transformées différentielle (MTD), est une méthode semi analytique,
qui utilise les séries de Taylor pour les solutions des équations différentielle. La (MTD) est
une procédure alternative pour obtenir la solution des équations différentielles données et
est prometteuse pour diverses autres types d’équations différentielles. Avec cette méthode,
il est possible d’obtenir des résultats trés précis ou des solutions exactes pour les équations
différentielles. Le concept de la méthode des transformées différentielle a été propose par
Zhou (1986), qui a résolu les problémes linéaires et non linéaires dans I’analyse des

circuits electriques.

La partie principale de cette étape sert a la construction de solutions spécifiques par
la technique des transformées différentielles pour le probleme de [I'équation de
Schrédinger. Plus précisément, le développement de Taylor est I'argument principal sur la
construction de cette méthode (DTM). Des solutions exactes peuvent étre obtenues par les
formes connues des solutions en série tronquées. Les solutions de formes polynomiales
peuvent étre obtenues et sont vite comparées avec les solutions qui sont calculées avec

d'autres approches.
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I111.2 Les Définitions de base du MTD

Quelques définitions et propriétés de la méthode des transformées différentielles en
deux dimensions peuvent étre trouvees dans les références, Zhou [19], Ayaz [20-21] et
Kurnaz et al [22]. Les principaux ingrédients de la méthode sont résumés comme suit:

On note : W (k, h) est la fonction transformée différentielle

w(x, t) est la fonction transformée inverse différentielle.

Définition 1: La transformée différentielle bidimensionnelle de la fonction W (k, h) est

donnée par:

W(k,h) =

! [6k+hw(x, 2 (111. 1)

k'h!| 0dxkoth

lx=x0,t=to

ou w(x,t) est analytique et continue différenciée par rapport a x et t dans le domaine

d'intérét. On note que w(x, t) représente la fonction originale.

Définition 2: La transformée inverse différentielle de W (k, h) est donnée sous la forme de

Taylor :

® =2 1 [gk+h ,
w0 =3 > | ] ot an.2)

k=0 h=0 x=Xxp,t=tg

Dans la plupart des cas (x,, ty) sont pris (0, 0) et I'expression pratique de w(x,t) est

représentée par:

w(x, t) =

Z W (k, h)x"th (IIL.3)
k=0 h=0
Définition 3: On suppose que la convergence de la série de Taylor doit étre satisfaite pour

les deux valeurs particulieres de n et de m comme:

w(x, t) =

NgE

z W (k, h)x"th (111 4)

0 h=0

&
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La série est tronquée aux rangs n et m de sorte que w(x, t) aura I’aspect polynomial.

Maintenant, laissez-nous énumérer certaines propriétés dans le tableau III. 1, ce qui

sera utile dans le développement ultérieur.

Tableau.lll.1: Quelques fonctions transformées avec les formes originales

correspondantes

Fonction originale w(x, t) | Fonction transformée W (k, h)

u(x,t) £ v(x,t) U(k,h) £ V(k,h)
au(x,t) aU(k, h)
0" Su(x, t) k+1D)k+2)..(k+r)(h+1)(h+2)..(h
dxTots +s)U(k+7r,h+5)
u(x, t)v(x, t) k R
ZZ Ulr,h—s)V(k—r,s)
=0 5=0
u(x, v(x, t)g(x,t) k k-n h h-j
Z Unh—j—1V(im,j)G(k—n—m,l)
n=0m=0 j=0 [=0

111.3 Application a I’équation de Schrodinger liniére

Dans cette section, la méthode avec 1’équation de Schrodinger liniére. une
application en une dimension avec un probleme linéaire qui peut étre utile pour de
nombreuses situations quantiques est introduite. Il est toujours nécessaire d'ajouter les
conditions aux limites. 1l est également nécessaire de spécifier certaines informations sur

les conditions initiales pour déterminer les solutions ultérieurement.
Considérons I'équation de Schrodinger linéaire standard suivante:
Wi +Niwy, =0 (1II.5)

ou, les indices en w; et w,, désignent les dérivées partielles et w(x,t) est une
fonction suffisamment différentiable, avec la condition initiale w(x,0) = e*#*. L'Eq.

(111.5) fournit deux types de solutions selon les valeurs de n = +1.

————————————
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Utilisant la méthode de la transformée différentielle a I'Eq. (II1. 5) avec son état initial,
donne la relation suivante:

(h+DW(k,h+1)+nitk+ 1)(k+2)W(k +2,h) =0 (II1.6)

Réorganisons I’Eq.(I11. 6) la relation de récurrence est obtenue :

—ni(k + 1)(k+ 2)W(k + 2,h)
(h+1)

Wk,h+1) = (111.7)
Et en égalant la forme en série de Eq. (III. 3) avec la condition initiale, on obtenient la
condition initiale de la transformée différentielle:

(ie)*

W(k,0) = k!

k=01,..,n (11.8)

En appliquant I’Eq. (II1.8) dans I’Eq. (III.7) quelques valeurs essentielles de W (k, h)

sont obtenues par itération qui sont montrées dans le Tableau III. 2.

Tableau. I11.2 : Présente des valeurs de W (k, h) pourn = + 1

kK| h | Wihh | k| h | Wkh | k| k]| Wih
0 1 ia? 1 1 —a3 2 1 ia*
2
0 2 a* 1 2 ia® 2 2 a®
2 2 4
0 3 ia® 1 3 a’ 2 3 ia®
6 6 12
0 4 a® 1 4 ia’® 2 4 al®
24 24 48
0 5 ial® 1 5 all 2 5 ial?
120 120 240
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k| h | Wkh | k| k]| Wkh | k| L | Wkh
3 1 a’® 4 1 ia® 5 1 a’
6 24 120
3 2 ia’ 4 2 ab 5 2 ia®
12 48 240
3 3 a’® 4 3 iat® 5 3 all
36 144 720
3 4 iall 4 4 al? 5 4 iat3
144 576 2880
3 5 al3 4 5 ial* 5 5 als
720 2880 14400

Par conséquent, en remplacant toutes les valeurs de W (k, h) dans I’Eq. (I11.4) et en
combinant les facteurs communs

a? ia3 a4 ia®
C=0N+iax ——x*——x3+—

5
2 6 3ttt

pour les éléments ayant la méme puissance de t, I'expression de w (x, t) donne

1
w(x,t) = C + Cia’t+ C= (laz)zt2 +C— (la2)3t3 + C (la2)4t4 +C—— 170 (ia?)5t>
+ o (IIL.9)

Et ainsi de suite, le reste des composantes W (k,h) de litération Eq. (III.7) ont
également été obtenus en utilisant le package Mathematica

Par conséquent, la solution w(x, t) est écrite sous forme de polynéme apres quelques
manipulations:

w(x,t) = C|1+ (ia®)t + (ia®)” t? + (ia”)” £3 + (ia*)*

a?)s
t+( )
2 6 24

0 | am 10y

26



Chapitre IlI

La méthode des transformées différentielles

développements de série de Taylor de e‘®* et eia’t respectivement. Alors la solution
globale est facilement trouvée pour étre w,, (x,t) = e!*™**+2t (l'indice dans w se référe a
n = +1) qui est le résultat exact. De fagon similaire, les valeurs de W (k, h) dans le cas n =

-1 sont listées dans le tableau III. 3.

Tableau. I11.3 : Les valeurs de W (k, h) pourn = —1

Les formes exactes de C et le terme en accolades sont identifiées comme les

kK| k| Wikh | k| k]| Wih | k Wk, h)
0 1 ia? 1 1 a3 2 ia*
2
0| 2 a* 1 2 ia® 2 a®
2 2 4
0 3 ia® 1 3 a’ 2 ia®
6 6 12
0 4 ab 1 4 ia® 2 al®
24 24 48
0 5 ial® 1 5 all 2 iat?
120 120 240
k| k| Wikh | k| k| Wihh | k Wk, )
3 1 a’® 4 1 ia® 5 a’
6 24 120
3 2 ia’ 4 2 ab 5 ia®
12 48 240
3 3 a’® 4 3 ial® 5 all
36 144 720
3 4 iall 4 4 al? 5 iat3
144 576 2880
3 5 al? 4 5 iat* 5 als
720 2880 14400
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Il est clair que dans le cas présent, il n'est pas nécessaire de recalculer la solution
pour n = —1, car tous les éléments W_, (k, h) d'un h particulier sont simplement déduits
de W,,(k,h) multiplié par (—1)". Par conséquent, la solution de série de puissance

formelle de w_; (x, t) est donnée par:

n m
w_,(x,t) = Z W_, (k, h)x*th
k=0 h=0
n m
w_y(x,t) = Z Z W, . (k, h) (—=1)hxk¢h (L 11)
k=0 h=0
= wy,(x, —t)

— ela(x—at)

111-4 Conclusion

En utilisant quelques exemples explicatifs, il devrait étre noté que cette méthode est
une methode qui fournit des solutions exactes et directes pour les équations de Schrodinger
linéaires. Pour cette étude, deux expressions exactes de solutions pour le cas linéaire sont

obtenues avec la sequence itérée.
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Conclusion générale

Nous avons étudié dans ce travail, La méthode des transformées différentielles.
Nous sommes arrivés aux résultats corrects produits par I’image quantique dans le cadre de

I’introduction de 1’équation de Schrodinger. les résultat obtenues sont exactes.

Comme résultat, des solutions exactes sont obtenues avec les modeles cités qui sont
utiles en physique mathématique. Il a été démontré que la méthode des transformees
différentielles fonctionne bien et peut constituer un excellent outil pour explorer des

solutions dans un environnement quantique.

Les résultats ont eté comparés a d'autres approches. Pour un travail futur, il est
important d'étudier les solutions globales lorsque les conditions initiales symboliques sont
exprimeées par d'autres formes alternatives plus complexes. Un développement important

doit étre fourni dans ce sens afin de produire les solutions appropriées.
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Abstract

In This work, we use the Differential Transform Method in the treatment of the linear
physical models, through differential transform method, some exact and approximate
traveling wave solutions of linear Schrédinger equations are investigated

Results very satisfactory were obtained for this work.

Résumé

Dans ce travail, nous avons utilisé le développement des transformées différentielles dans
le traitement des modeles physiques linéaires, Avec cette méthode, certaines solutions
d'onde exactes et approximatives pour 1’équation de Schrodinger linéaires sont étudiées.

Des résultats tres satisfaisant ont été obtenus pour ce travail.



