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NOMENCLATY
=, _ =

P Pression normalisée

Re nombre de Reynolds.

Pr nombre de Prandtl (%).

Ra nombre de Rayleigh (:—5)
Gr nombre de Grashof

T  Température normalisee
AT Différence de température
R: Rayon de la sphére interne

k  coefficient conductivité thermique

R  Rayon normalisé(RL)
2

v Vitesse azimutale

L  Dimension caractéristique [m]



Lettres grecques :

p

K

Masse volumique du fluide [Kg/ m?]
Viscosité dynamique du fluide [Kg/ (m.s)]
Viscosité cinématique du fluide [m?/s]
Rapport rayon extérieure au rayon intérieur.
Angle azimutale

Diffusivité thermique

a Coefficient d’expansion thermique
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INTRODUCTION

On introduit dans cette étude la méthode des perturbations, d'aspect linéaire, appliquée
pour analyser la stabilit¢ d'un systéme hydrodynamique. Il s‘agit de montrer qu'il y a
effectivement instabilité thermique pour les conditions et hypothéses de notre probléeme physique,
autrement dit, la convection naturelle dans un espace sphérique et plus particuliérement en

géophysique (convection mantellique).

Dans ce présent travail, on introduit dans le premier chapitre une synthése bibliographique
sur les travaux déja publiés sur la stabilité de la convection naturelle en géophysique, et
notamment une revue bibliographique sur le modéle de la convection simulée dans un

laboratoire, dans un milieu sphérique.

On présente dans le deuxieme chapitre des notions fondamentales d’hydrodynamique, et

de transfert de chaleur. On établit ainsi les lois régissant I'écoulement et le transfert thermique.

Une étude theorique est consacree dans le troisieme chapitre a la théorie des perturbations
infinitésimales, appliquée pour le modéle de la convection naturelle et particulierement dans le
manteau terrestre. Par une analyse du probléme de la stabilité linéaire de la convection naturelle
dans un fluide confiné dans une sphére, on établit le principe d’échange de stabilité (il ya

instabilité thermique).

Dans le quatrieme chapitre, on procéde au calcul des valeurs critiques de Rayleigh par la
résolution du probleme aux valeurs propres dans un espace annulaire sphérique. Le but principal
est de déterminer ces valeurs critiques ou se manifeste I’instabilité thermique. On rappelle que
notre systéme est soumis a un champ gravitationnel radial comme dans le phénomene de la
convection dans le manteau terrestre. Il est intéressent de mettre en évidence l'influence des
conditions aux limites sur les valeurs critiques de Rayleigh. On verra par la suite I'effet des parois

rigides et des limites libres et notamment I'effet des parois rapprochées.

:
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INTRODUCTION:

Les études laborieuses du célébre Rayleigh Bénard sur la convection naturelle dans une
couche fluide homogéne chauffée par le bas ont abouti a la détermination de la structure de

I’écoulement bidimensionnel et hexagonal [1].

Le probleme de la convection dans un fluide confiné dans un espace annulaire sphérique a
suscité I’intérét d’innombrables chercheurs. Le phénomene de la convection naturelle dans les
cavités sphériques est d’une importance considérable vu ses applications diverses dans les
réacteurs nucléaires, systemes de stockage thermiques, les collecteurs sphériques et

particulierement en géophysique et astrophysique.

1.1 REVUE BIBLIOGRAPHIQUE DE LA CONVECTION NATURELLE EN MILIEU
SPHERIQUE DANS UN LABORATOIRE:

Des études expérimentales et numériques ont déterminé les modeles d’écoulement et les
caractéristiques du transfert de chaleur, pour des rapports donnés de rayons, de nombre de Prandtl
et de Rayleigh. Bishop et al. [2] ont realisé une expérimentation premiére de la convection
naturelle dans un fluide confiné entre deux spheres concentriques isothermes lls ont rapporté des
¢coulements permanents d’air ayant des structures cellulaires sous forme de croissant ou

d’haricot.

En poursuivant cette recherche expérimentale, Scalan et al. [3] Ont étudié I’'influence du

nombre Pr (Pr variant de 4.7 a 4148), de AT (Différence de température entre les deux spheres),
de I’épaisseur de I’espase sphérique 7 (= :— : rapport des rayons exterieur et intérieur ),
allant de 1.09 a 2.81. Les auteurs se sont préoccupés seulement des caractéristiques du transfert
de chaleur. Pour plus d’information sur I’écoulement, Scalan et al.[4] completent les premieres

¢tudes expérimentales, en essayant de visualiser I’écoulement laminaire de 1’eau et lair. Le
rapport (:—) allant de 1.09 a 2.17, les structures de 1’écoulement sont photographiées pour les
valeurs de Rayleigh variant de 1.4.10° a 10".Les divers types de figures d’écoulement
stationnaires, formes de croissant ou d’haricot, pour l’air et pour :—j=1.78, I’écoulement

permanent reste non perturbé jusqu’a une valeur critique de Grashof égale a 2.46.10° ol

I’écoulement devient instable et transitoire.

]
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Des efforts considérables ont été fournis pour approcher numériquement le probleme de la
convection naturelle dans une géométrie sphérique. Des modéles numériques ont été élaborés
dans ce but. Caltagirone et al. [5] ont simulé par la méthode des différences finies le probléme de
la convection naturelle dans un fluide confiné entre deux spheres isothermes ou une différence de
température AT est maintenue. Le fluide répond au modele de Boussinesq et est soumis a la force
gravitationnelle verticale. Les auteurs présentent leurs résultats en termes de fonction de courant
et distribution de température pour des valeurs de Ra variant de 100 a 10°. Pour une épaisseur
donnée de I’espace, ils trouvent deux structures d’écoulement différentes pour une épaisseur

donnée de paramétres, une structure unicellulaire et une autre multicellulaire pour I’air (Pr=7),

T—"_:2, et Ra=5.10% Les auteurs pensent que cette diversité des solutions est due a I’hypothése de

Ti

I’écoulement axisymétrique qui parait restrictive.

J.L.Wright et al.[6] ont traité par la méthode des perturbations le probleme de la

convection naturelle dans une cavité sphérique relativement étroite, la surface extérieure étant la
plus chaude. Ils établissent I’influence apparente des nombre de Pr, Gr, rr;r et la présence d’une
source de chaleur volumétrique interne, sur la distribution de température et I’écoulement. La
variation de Pr (0.01;0.1,...) influe sur I’allure des isothermes. Les courbures indiquent une

favorisation de la convection. Pour un Pr et ™= donnés, I’augmentation du Ra se traduit par la

i

To—Ti

multiplicité cellulaire. Pour un relativement petit, la convection est faible, tandis que la

i

variation de la source de chaleur affecte seulement les isothermes ou des courbures prononcées

sont observées, La structure cellulaire n’est pas influencée.

David. R. Gardner et al. [7] Ont étudié la stabilité linéaire de la convection naturelle dans
un fluide admettant un écoulement de base axisymétrique permanent dont ils déterminent les
caractéristiques. Le probléme de bifurcation initial qui correspond a une transition d’un régime
stable (Grashof faible) a un autre instable (au Grashof critique), est résolu en considérant le
probleme linéarisé des équations des perturbations. Les solutions sont approchées a 1’aide de la
méthode spectrale. Elles sont étroitement liées a I’épaisseur de 1’espace et du nombre Pr allant de
0 a 0.7, les auteurs calculent les valeurs critiques de Ra, la partie imaginaire du complexe o, le

nombre d’onde m et le nombre de Nusselt Nu. Ils trouvent que pour 0<Pr<0.31, la bifurcation est

.
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axisymétrique et dépend périodiquement du temps. Elle est stationnaire et tridimensionnelle pour
Pr>0.31.

Douglass et al. [8] ont présenté une analyse de I’effet du nombre de Pr, allant de 1 a 100
,sur la stabilité des perturbations axisymétriques. Pour un Pr donng, la valeur de Ra critique croit
quand les spheres sont rapprochées. Il y a une décroissance du Ra critique pour les valeurs
élevées de Pr (la diffusivité thermique diminue).

Garg et al. [9] Présentent des résultats d’écoulement et de température pour un rapport :—

égale a 2, pour des valeurs de Pr égales a 0.02 (métal liquide), 0.7 (air), 6(eau) en variant le
nombre de Ra (Ra= 9.10% 2.10°).

La discrétisation du modele mathématique est faite par différences finies en bidimensionnel en
utilisant la formulation de fonction de courant et de vorticité. Deux structures d’écoulement sont
possibles, le modele passe de la forme d’un crossant a la forme d’un haricot (ou rien) quant Ra
augmente. Les auteurs précisent la formation de cellules secondaires en bas de 1’espace annulaire

(dans la région stagnée).

Hsin Sen Chu et al. [10] ont résolu numériquement le probléme de transition et
axisymétrique de la convection laminaire dans ’air confiné entre deux sphére concentriques, la
sphére intérieure étant la plus chaude. En formulant le modéle mathématique a I’aide de la
vorticité et fonction de courant, les équations globales sont discrétisées grace aux différences
finies et sont résolues par la technique des sur-relaxations successives de Gauss (S.0.R). Les
résultats de calcul sont donnés pour des rapports de rayons égales a 1.2, 1.5, et 2. L’écoulement et
les caractéristiques du transfert thermique sont déterminés graphiquement pour des valeurs de Ra
de 103, 10°, et 5.10°, la solution initiale correspond au régime de conduction pure. Les courbures
d’isothermes et le déplacement des vortex vers le haut de I’enceinte illustrent d’une fagon

remarquable la dominance du régime convectif.

.2 REVUE BIBLIOGRAPHIQUE SUR LA CONVECTION NATURELLE EN
GEOPHYSIQUE ET ASTROPHYSIQUE :

Le phénomene de la convection naturelle en milieu sphérique a stimulé largement la

recherche dans les sciences géophysiques et astrophysiques. La motivation principale de la
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recherche dans cet horizon réside particulierement dans le processus de la convection dans le
manteau terrestre et dans d’autres planétes, telles que Mars et Vénus [11]. La tectonique des
roches, le visage changeant de la terre, les études séismiques, et aussi la génération du champ
magnétique ont poussé a fond les recherches dans le domaine fertile de la convection liminaire en
cavité sphérique. Dans la littérature, des modéles mathématiques ont été élaborés pour approcher
la convection dans un fluide soumis a un potentiel gravitationnel radial (cas de la convection

mantellique)

S. Chandrasekhar [1] établit les bases de la théorie linéaire des perturbations du
phénomeéne de la convection naturelle dans un fluide sphérique et dans un fluide confiné entre
deux spheres concentriques, soumis a un champ gravitationnel radial. La chaleur est générée par

une source volumétrique uniforme. I1 démontre que 1’instabilité thermique a lieu pour une valeur

critique de Rayleigh qu’il calcule pour # (= %) donné. Il établit aussi I’influence de la géométrie

et des conditions aux limites de surfaces rigides et libres sur les valeurs critiques de Ra.

Busse et al. [12] ,par une etude analytique, analysant des perturbations infinitésimales a
I’aide de la méthode spectrale, donnent les solutions du probléme linéaires correspondant a 1’état
perturbé. En tenant compte des effets non linéaires qui ont été négligés dans la théorie de
Chandrasekhar [1], et ceci dans le but de lever la dégénérescence, Busse dérive une condition de
stabilite. Des solutions stationnaires indépendantes sont calculées pour les valeurs paires du
nombre d’onde 1 (degré de ’harmonique sphérique). Dans la deuxiéme partie, Busse et al.[13]
déterminent les modeles d’écoulement du probléme linéaire de la convection naturelle en se
basant sur les solutions correspondant aux valeurs impaires de | (1,2,3) . lls discutent la stabilité
des solutions en résolvant le probléeme aux valeurs propres o (amplitude des perturbations). Le
mode correspondant a 1 =3, est étudi¢ en détail. Il lui correspond trois modeles d’écoulement
parmi lesquels un écoulement axisymétrique mais instable et un autre tridimensionnel a symétrie
tétra hydrique. Par 1’analyse de stabilité, ce dernier s’avere stable. Il est a noter que la seule
restriction remarquable dans cette étude est qu’elle est faite pour les valeurs de Ra proche de Ra

critique.

En géophysique, le modele de convection naturelle dans un fluide a Pr infini (fluide

extrémement visqueux) a été intensivement étudié. En effet, Zebib et al.[14-17] ont étudié le

.
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probléme axisymétrique permanent de la convection dans un fluide newtonien répondant au
modele de Boussinesq. En adoptant la technique de Galerkin (méthode spectrale), ils déterminent
les valeurs critiques de Ra pour lesquelles démarre la convection ainsi que les structures pour
différents modes d'‘échauffement du fluide convectant dans 1’état perturbé. La détermination des
solutions est suivie par une étude de stabilité de ces derniéres envers des perturbations
tridimensionnelles. Ces auteurs ont trouvé qu’il y avait deux classes de solutions pour le modele
d’écoulement : des solutions dites ‘paires’, qui sont des cellules symétriques par rapport au plan
¢quatorial et des solutions ‘impaires’, dont correspond des cellules non symétriques. L’analyse de

stabilité démontre que les solutions impaires sont les préférables et ceci pour leur stabilité.

Bercovici et al. [18-19] présentent les solutions du modeéle tridimensionnelle de la
convection naturelle dans un fluide a Pr infini, dans un champ gravitationnel radial (cas du
manteau terrestre). Ils déterminent les structures de I’écoulement perturbé (perturbations a
amplitudes finies), a symétrie cubique et tétrahydrique, pour les valeurs de Ra éegales a cent fois
la valeur critique. Les auteurs comparent les résultats de deux codes différents, I'un conforme au
modéele de Boussinesq et I’autre suit un modele approximant 1’écoulement compressible, proche

du cas réel.

-






CHAPITRE I1: NOTIONS FONDAMENTALES DE MECANIQUE DE FLUIDE ET DE
TRANSFERT DE CHALEUR

INTRODUCTION:

L'étude analytique et notamment numérique d'un probleme de convection nécessite des
connaissances approfondies dans les domaines de mécanique de fluide et de transfert de chaleur.
Ces deux branches sont intimement liées puisque notre probléme physique traite un écoulement

de fluide avec transfert de chaleur.

La chaleur est une forme d’énergie qui s’écoule sous I’effet d’une différence de hautes
températures vers les basses températures. Elle pénétre, comme la gravité, les substances de

I’univers et concourt a tous ses phénomenes.

Un transfert de chaleur au sein d’un systeéme ne se produit que s’il existe des gradients de
température entre les différentes partie du systeme, ce qui implique que celui-ci n’est alors pas a
I’équilibre thermodynamique (la température n’est pas uniforme dans tout le systeéme). Au cours
de la transformation du systéme vers un état d’équilibre final, la température va évoluer a la fois
en temps et en espace. Le but de I’analyse des transferts de chaleur est d’identifier quels sont les
modes de transfert mis en jeu au cours de la transformation et de déterminer quantitativement

comment varie la température en chaque point du systeme au cours du temps.
1.1 NOTIONS FONDAMENTALES DE TRANSFERT DE CHALEUR :

Le transfert thermique est une branche de I’ingénierie thermique qui s’intéresse a
I’¢tude de la chaleur ou de la quantité de chaleur et de son échange a travers les systémes

physiques.

Selon le deuxiéme principe de thermodynamique, le transfert de chaleur a lieu d’une région a

haute température a une région a basse température.

Le transfert de chaleur s’effectue par trois méthodes, qui sont la convection, la conduction et le

rayonnement. Nous allons les citer briévement.
Il .1.1 Modes de transfert thermiques

I1.1.1.1 Transfert de chaleur par conduction :

]
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TRANSFERT DE CHALEUR

C’est le processus de transfert d’énergie thermique par la diffusion et la collision de
particules microscopiques a I’intérieur du corps en raison du gradient thermique, autrement dit la
température est réduite des molécules a haute température aux molécules a basse température en
raison de la collision entre elles. La conduction se produit sous toutes les formes d’une substance

pondérée, comme les matériaux solides et liquides, les gaz et le plasma.

Dans ce type de transfert de chaleur, nous avons une loi de Fourier, qui est une loi reliant le
processus de transfert de chaleur a la conduction et aux facteurs qui I’affectent, et nous notons
qu’elle est liée a la résistance thermique avec la température afin de calculer la quantité de
chaleur qui passe dans le milieu. La loi de Fourier [20]., sous sa forme la plus simple est donnée

comme suit :

qx=-K AL

Avec :
qx : la quantité de chaleur

k: le coefficient de conduction : c'est la quantité de chaleur qui traverse I’espace par unité de
temps [W/mz. K]

A : la surface a travers laquelle la quantité de chaleur passe [m?]
T : la température.
Il .1.1.2.Transfert de chaleur par rayonnement :

Cette situation est a ’opposé de ce que nous avons vu précédemment dans la transfert de chaleur
par conduction parce que dans cet état, il n’y a pas de particules de transfert de chaleur , en

d’autre terme il n’ y a pas de support ente I’émetteur et le récepteur.

Le transfert de chaleur par rayonnement se fait par rayonnement électromagnétique dans le vide
qui est produit lorsque les particules de matiére s'accélérent pour donner a la fin, un rayonnement
¢lectromagnétique. L’exemple le plus important de ce cas est la transmission de la lumiére

solaire vers la terre.

&
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La quantité de chaleur est calculée par la relation suivante :
g=0.A.T*

Avec :

g : la quantité de chaleur

A : coefficient de transfert de chaleur par rayonnement

T : la température en kelvin k

¢ : constante de Stefan Boltzmann , égale 5,67*10 8 [W/m2.k*].

I1.1.1.3. Transfert de chaleur par convection :

La convection est un mode de transport d’énergie par I’action combinée de la conduction
de ’accumulation d’énergie et du mouvement du milieu. La convection est le mécanisme le plus

important de transfert d’énergie entre une surface solide et un liquide ou un gaz.

D’abord, la chaleur s’écoule par conduction de la surface aux particules fluides adjacentes,

I’énergie ainsi transmise sert a augmenter la température et I’énergie interne de ces particules.

Ensuite, ces dernieres vont se mélanger avec d’autres particules situées dans une région a basse
température et transférer une partie de leur énergie, celle-ci est a présent emmagasinée dans les

particules fluides et elle est transportée sous I’effet de leur mouvement. [21]
I1.1.1.3.1 Les différents types de la convection
e La convection libre ou naturelle :

La convection naturelle est un mode de transfert de chaleur d’un milieu chaud vers un milieu
froid, par un transport macroscopique de la matiere (mouvement des particules fluides) géneré
par des effets de poussée d’Archiméde lié a ’action du champ de pesanteur et a la présence d’un

gradient de la température. [22].

¢
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e La convection forcée :

Le mouvement de fluide est causé par ’action des forces extérieures du processus (par
exemple pompe, ventilateur, etc.) qui lui imprime des vitesses de déplacement assez importantes.
En conséquence, I’intensité du transfert thermique par convection forcée sera en liaison directe

avec le régime de mouvement de fluide. [22].
11 .2 GRANDEURS SANS DIMENSION

Ces grandeurs sans dimension (ou grandeurs adimensionnelles) interviennent
particulierement en mécanique des fluides et pour la description de phénomenes de transfert
lorsqu’on utilise la similitude de modéles réduits ou théorie des maquettes et construit
I’interprétation des résultats d’essais. Elles portent le nom de nombres sans dimension, nombres
adimensionnels, ou encore des nombres caractéristique. Les nombre adimensionnels les plus

utilisés dans le domaine de convection sont [21] :

 Le Nombre de Reynolds Re :
Il représente le rapport entre les forces d’inertie et les forces visqueuses. Ce nombre sans
dimension apparait naturellement en dimensionnant les équations de Navier-Stokes. On le définit

comme suit :

Ou:
Re. : nombre de Reynolds
U : vitesse caractéristique du fluide [m/s]

v: viscosité cinématique de fluide [m2/s] v:;”

L : dimension caractéristique [m]

e].e Nombre de Prandtl Pr :

Un nombre de Prandtl compare la rapidité des phénoménes thermiques et des
phénomenes hydrodynamiques dans un fluide. Un nombre de Prandtl élevé indique que le profil

de température dans le fluide sera fortement influencé par le profil de vitesse. C’est le rapport de
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la viscosité cinématique v et diffusivité thermique k, ce nombre porte le nom de Ludwig Prandtl,

physicien allemand :

* Le Nombre de GRASHOF Gr:

Le nombre de Grashof est un nombre sans dimension, nommé d’aprés Franz Grashof. Le
nombre de Grashof est défini comme étant le rapport entre la force de flottabilité et la force
visqueuses agissant sur un fluide dans la couche limite de vitesse. Son r6le dans la convection
naturelle est a peu prés identique a celui du nombre de Reynolds en convection forcée.

La convection naturelle est utilisee si ce mouvement et ce mélange sont causés par des
variations de densité résultant de différences de température dans le fluide. Habituellement, la
densité¢ diminue en raison d’une augmentation de la température et entraine la montée du fluide.
Ce mouvement est provoqué par la force de flottabilité. La force majeure qui résiste au
mouvement est la force visqueuse. Le nombre de Grashof est un moyen de quantifier les forces
en présence.

Le nombre de Grashof est defini comme suit :

Gr= forces de flottabilité _ IB(Trmur—Too) L3

forces visqueuses v2

ou:

g est I’accélération dle a la gravité terrestre;

B est le coefficient de dilatation thermique;

T mur €st la température du mur;

T  est la température de masse;

L est la longueur verticale;

v est la viscosité cinématique.

&
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Pour les gaz, B =1/ T ou la température est exprimée en Kelvin. Pour les liquides, il est
possible de calculer B si la variation de la masse volumique avec la température a pression
constante est connue. Le nombre Grashof est étroitement lié au nombre de Rayleigh, qui est
défini comme le produit du nombre Grashof, qui décrit la relation entre la flottabilité et la
viscosité dans un fluide, et le nombre de Prandtl, qui décrit la relation entre la diffusivité du

moment et la diffusivité thermique.

*Le Nombre de Rayleigh Ra:

C’est un nombre sans dimension utilis¢ en mécanique des fluides et caractérisant le
transfert de chaleur au sein d’un fluide : inférieur a une valeur critique de 2000, le transfert
s’opere essentiellement par conduction, tandis qu’au-dela de cette valeur c’est la convection
naturelle qui devient importante. On peut le definir comme étant le produit du nombre de
Grashof, reliant les effets de la force gravifique a la viscosité du fluide, et du nombre de Prandtl.
Ce nombre porte le nom de Lord Rayleigh, physicien anglais. On le définit de la maniere

suivante :
Ra=Gr *Pr

Il faut nécessairement mentionner Rayleigh qui est un ajout a la température en chauffant
ou soustrayant la température en refroidissant, quant au Rayleigh il n'y a pas de fraction
entre les particules de fluide et la surface, aussi la température affecte clairement le flux. Il
est donné par la formule suivante:

Apg L®
Ra="P9~
Du

Ou:

*Ap est la différence de densité entre les deux parcelles de matériau qui se mélangent
g est |’accélération gravitationnelle locale

«/ est | ’échelle de longueur caractéristique de la convection

Dest la diffusivité de la caractéristique qui cause la convection

o est la viscosité dynamique.

=
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VORTICITE :

C’est la qualité de ce qui tourbillonne pour un débit d’eau, un écoulement liquide. La
vorticité est définie comme le rotationnel de la vitesse : (On verra une autre définition tensorielle

ultérieurement)

—_ _

@ = rotV = VAV

VISCOSITE :

La viscosité est une caractéristique physique du fluide se manifestant par une résistance
de celui-ci aux déformations et plus particulierement aux vitesses de déformation. Deux

grandeurs physiques caractérisent la viscosité [23] :
e Viscosité dynamique :

Lorsque deux couche de fluide glissent, il existe une force de frottement inversement

proportionnelle a la distante Az et proportionnelle a la vitesse des couches Av et a la surface S
- Av
F=u.S e
Le facteur de proportionnelle est le coefficient de viscosité dynamique du fluide.
Dimension : [u]= M.L™2.T%. [23]
e Viscosité cinématique :

La viscosité cinématique est le rapport de la viscosité dynamique pet la masse

volumique p. v= % . [u]=L2 T [23]
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II.3.NOTIONS FONDAMENTALES D’HYDRODYNAMIQUE :

On ne peut traiter un probléeme de convection sans établir les équations de base de
I'écoulement du fluide considéré. De ce fait, des connaissances des lois de mécanique de fluide
sont essentielles.

11.3.1.L’équation de conservation de masse(ou de continuité) :

Dans le fluide étudié, considérons un volume matériel V,,(t). La masse contenue dans ce volume
est :

m= |

Ve PV (11,1)

Ou p désigne la densité locale .Si la volume matériel ne contient ni puits ni source, la masse qui
se trouve dans V,(t) est constante et on peut écrire :

am _ 4 pdV =0 (I1,2)

at  dt e

En appliquant le théoreme de transport au volume 1,,(t) :

d _ p S
Efvm(t) pdV - fVm(t)EdV + fAm'D v.ndA (II, 3)
Et I'¢équation (11,2) devient:
ap > — _
fVm(t)EdV + fAm(t) pU.7dA = 0 (I1,4)

Si le volume 1}, (t) ne contient pas de surface de discontinuité, I’intégrale sur la surface A4,,, peut
étre remplacée par une intégrale de volume et le théoreme de Green-Ostrogradsky permet

d’écrire :

[y @PpP-RdA= [, . V.pBdV (11,5)
L'équation (11,4) devient :
0 = -
fvm@[a—f +V.p#ldV =0 (11,6)
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Le volume d’intégration est arbitraire et par conséquent I’intégrande doit étre identiquement nul :

=)
©

+V.pB =0 (11,7)

(o)
o~

11.3.2 Equation de conservation de la quantité de mouvement :

Considérons a nouveau un volume de control matériel 1;,,(t) . la quantité de mouvement

contenue dans ce volume est :

J,

m

(o PPAV (11,8)

Le principe fondamentale de la dynamique indique que la variation de quantité de mouvement de

ce systeme matériel est égale a la toute les force extérieures qui lui sont appliquées.
da - =
_fm(t)pvdV:Fext (11,9)

Dans la plupart des situations (classiques), deux types de forces agissent sur le fluide contenu

dans 1}, :

(1) les forces de volume que 1’on peut exprimer sous la forme :

fVm(t) pgdVv (11,10)
(2) les forces de surface qui agissent par I’intermédiaire de la surface A,,(t). nous écrirons ce

type de force sous la forme :

fy, (t)E(ﬁ) dA (11,11)

Dans cette expression, 71 désigne la normale extérieure et :
Sf = E(R)dA (11,12)

Qui représente la force élémentaire qui s’exerce sur I’élément de surface dA de normale n et £(i)

est le vecteur contrainte agissant sur dA.

L’expression (11,9) peut donc s’écrire sous la forme :




CHAPITRE I1: NOTIONS FONDAMENTALES DE MECANIQUE DE FLUIDE ET DE
TRANSFERT DE CHALEUR

d 4 = 2, -
i I PPV = Iy, o PGAV + [, (0 ECD) dA (11,13)

Pour simplifier cette premiére présentation des équations de la mécanique des fluides, nous allons

projeter I’équation précédente sur les axes d’un systéme cartésien fixe.

d

at om0 PUAY = J o POV + |  ti(D)dA (I1,14)

Dans cette expression, t;(i) désigne la projection sur I’axe i du vecteur contrainte. Pour
continuer, il faut écrire t;(71) de facon plus explicite. On a besoin pour cela de résultats

fondamentaux de la mécanique des milieux continus.

Une analyse détaillée de 1’état des contraintes est effectuée a ’annexe A. cette analyse conduit

aux résultats suivants :

t;(M)=T;; n; (la notation d’Einstein est utilisée ici )
Et T;;=Tj; (i=1,2,3 et j=1,2,3) (11,15)

]

La premiere expression indique que la composante i du vecteur contrainte est donnée par le
produit scalaire du tenseur des contraintes T dont les composantes sont T;; et du vecteur normale

n de composantes n;. La seconde expression indique que le tenseur T;; est symeétrique.

Pour fixer les idées, nous donnons ci-dessous les expressions des trois composantes du vecteur

contraintes sous frome totalement explicite :
t1(1)=T1 0y + Tionp+ Ty,
t2(M)=T21ny + Topnp+To3n; (11,16)
t3(M)=T31ny + T3on+Ta3n;
D’un point de vue physique, il est intéressant de décomposer la contrainte en deux parties :

* la contrainte associée a la pression

=




CHAPITRE I1: NOTIONS FONDAMENTALES DE MECANIQUE DE FLUIDE ET DE

TRANSFERT DE CHALEUR

* la contrainte associée aux forces visqueuses

La pression agit de fagon isotrope et sa valeur ne dépend que de I’état thermodynamique du

fluide. Les contraintes visqueuses sont au contraire essentiellement liées & 1’état de déformation

du fluide. On peut écrire dans ces conditions :
Tij =—pby + 1y
T;; : Tenseur des Contraintes
Ou pé;; - Tenseur des Contraintes associées a La pression
7;; - Tenseur des Contraintes visqueuses
La projection du vecteur contraintes sur I’axe i est alors donnée par :
t; ()= (—=pd;; + 1))y
Soit encore :
t; ()= —pn; + 7 0
Cette expression s’écrit maniere extensive :
t1()=—pny + TNy + TNy 713N
ty(M)=—pNy + To1 Ny + TopNp+To3Ms
t3(M)=—pnz + T340y + T3y +T33M3

En rapportant 1’équation (I1,18) dans I’équation (11,14), on obtient :

d
EfVm(t) pv;dV = fVm(t) pgldV + fAm(t)(_p6ij + Tij)nj dA

D’aprés le théoréme de Green-Ostrogradsky, on écrit :

ob;

(11,17)

(11,18)

(11,19)

(11,20)

(11,21)

(11,22)
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L’expression (11,21) peut s’écrire sous la forme :

d d
at Vo PYAV = [y o PGAV + fVm(t)a_xj(_paii +1;)dV (I1,23)
Soit encore :
: = » il
o wpvidV = [, o pgidV — [, o VT [ ox; av (11,24)

D’apres le théoreme de Leibntiz, I’équation devient :

i gy = o | 0Ty
fVm(t)PEdV = fVm(t)[Pgi o + ax]-]dV (11,25)

Le volume de contréle 1, (t) étant arbitraire et les intégrantes apparaissant dans les deux membres

doivent étre identiques, alors:

. at;;
i j

La signification physique de cette équation apparait clairement :

Quantté Forces associées Forces contraintes
d'accélération _ Jalapression par i de volume n visqueuses (11,27)
par unité unité de par unité par unité ’
de volume volume de volume de volume

Pour fixer les idées, nous allons maintenant écrire 1’équation (I1,26) sous forme explicite et pour

les trois composantes :

dv1 _ ap 6‘[11 0‘[12 0‘[13
p dt - axl + pgl + axl + axz + axg
dvz ap 6‘[21 0‘[22 0‘[23
—= = - 11,28
p dt axz + pgz + 6x1 + axz + axg ( ! )
d'U3 _ ap 6‘531 0‘532 0‘533
p dt - 6x3 + pg3 + Bxl + sz + 6x3

&
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e Fluide newtonien:

On assume que pour un fluide newtonien, chaque élément du tenseur des contraintes

est relié au taux de déformation par la relation :

2 d
Tij = —§H6Uak Vg + ZHgl v]'

Donc, nos équations de conservation de mouvement deviennent :

Wiy 9 py=_92 . (o, -2, 2%
'D(dt+v]6xjv])_ axi+pgl+2“ax,-(axl-v1) Moy, G

X]' Xi

) (11,29)

Enfin, les équations précédentes données par (11,29) sont celles de Navier-Stokes exprimant

la conservation de quantités de mouvement.
11 .3.3 Equation de conservation de I’énergie

Pour établir une équation locale exprimant la conservation de I’énergie, nous partons de
I’expression du premier principe de la thermodynamique pour un volume matériel V,(t)

I’énergie contenue dans le volume V,, (t) a pour expression :

1.2 N . ..
fVm(t) p(e + oV )dV ou e est I'energie interne.

Le taux de variation de cette énergie est donné par :

f, o ple+ ~v3)dV =W + Q (11,30)

Le travail par unité de tempe W qui apparait au second membre est celui des forces de volume et

des contraintes appliquées a la surface du volume :

W=, oPdvdV+], t@)vdA (11,31)
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Nous supposons ici qu’il n’y a pas de source de chaleur a I’intérieur du volume et nous désignons
par q le flux de chaleur par conduction. Ainsi, -q .n représente la chaleur qui passe par unité de
surface et de temps a travers la surface de contréle A,,(t):

Q=- fAm(t)q.ﬁ dA (11,32)

En substituant les expressions (11,31) et (11,32) dans I’équation (11,30) on obtient :

d 1
—f ple +=-vH)dV = f pgvdav +f
dt Jy,.@ 2 Vin(®)

Am(t)

t(n) vdA — f q.ndA (11,33)
Am(t)

Pour déduire une équation locale de cette relation, il faut transformer les premier, troisiéme et
quatriéme termes.

D’aprés le théoréme de Leibnitz et Green Ostrogradsky, elle devient:

df (+1 Hav f d(+1 2av
— ple+-v = p—(e+=-v

9
- j pgivydV + [ — () + 5 p(TUv)] av— | gy (I1.34)
Vi () Vm(t)

m vm(t> 0x;

avec:

20\ > 0 3}
fAm(t) t(M)vdA = fAm(t) t;i (M)v;dA = fVm(t) [_a_xi (pv;) + Ep(rijvi)] dv

Et :

Le volume V,, (t) est arbitraire et par conséquent :

p;t (e +-v ) = pgiv; — pvl) +o— (ruv) (11,35)

L’équation d’énergie peut écrite sous d’autres formes :
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1. ’équation d’énergie mécanique :

Elle est dérivée a partir de 1’équation de quantité de mouvement, au multipliant par V. En

notation symbolique :

i 1 2 2 —>l 2 _ _—>—-> o e SN — >

= (p3v?) + 72 (pV1V?) = —V0, + V77 + pVF (I1,36)
2. ’équation d’énergie thermique :

C’est I’équation résultant de la différence de I’énergie totale et de I’énergie mécanique :
]
—(pe) +— (pv]e) = pa v] + 15— ox; ql (11,37)

Ona: e=cy T ( énérgie interne)

Et en tenant compte de 1’équation de continuité :

? ? ? d d
po (evT) + py; o, (D) = o i T T Vi TP oY) (2,38)

xj

Ou:
9 9 2 )
Tija_xl-vj = Ty (a_xl-vj> = [_31161](6 l)+2.u( l)]( )

2
) T--iv _z (—v)2+2u 0 v
vo= Tige Y i ox;

B Xi
T;;: est le tenseur de contraintes visqueuses
u: est la viscosité dynamique

Le transfert de chaleur le plus dominant est la conduction :

= /&aT
LT 6x1
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Enfin, les équations (11,7) ,(11,29) et (11,38) sont les équations de base d’un écoulement
compressible ,visqueux et newtonien [24], [25]

11.4. LAPPROXIMATION DE BOUSSINESQ :

Elle est appliquée aux situations physiques ou la densité du fluide et les autres propriétés
thermodynamiques subissent de faibles variations pour de faibles variations de température (de
lordre de 10°) et ou le coefficient d’expansion a est petit. Alors, les propriétés
thermodynamiques sont prises constantes sauf dans le terme gravitationnel (pFi) qui ne peut étre

ignoré relativement au terme d’inertie. La variation de p en fonction de la température est donné

comme sulit :
p= po[1-a(T-T,)] (11,39)
Ou :
a= 2

T, : température de référence, pour notre cas To=T. (température de la paroi froide).

a : Le coefficient d’expansion thermique a pression constante.

Po : Masse volumique du fluide a T..

Et : p — p, = 8p (petite variation)

Avec cette approximation de BOUSSINESQ , les équations de base sont simplifiées, en effet :

e L’équation de continuité devient :

% (poiy=0 (11,40)
d
ou encore 6_xl U;=0 (11,41)

relation équivalente @ div V=0 (deux indices se répétent : c¢’est une somme)

e Les équations de mouvement de Navier-Stokes deviennent :
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P 2 9 .0
P(avl"‘vja v;) =p 9 Pa 25 Gov) -3ka G

Ou: %uizo ( équation de continuité)
l

En remplacement dans I’équation de mouvement (dans le terme gravitationnel)

p=po+dp

Et dans les autres termes p par p, :

p(atvl+vja v;)= ap+(po+60)gi+vvzvi

3 9 _o° 8 | o
Remarquons que: = =V2=A et v:pi

6_x]-6_xj_6x2 dy? 0z’
Donc :

2 2 2
Po (5 Ui +Uja—x]_l7i) = 'a_p_+ (1+ a)gi+ VW,

L’équation d’énergie devient :

dr ]
pcvz—pcv( T+vl—T> ax}(/&—T) pa—xjvj+¢>,,

ax]

. a 2 . .
IC':¢”=2#a_xj v; (dissipation visqueuse)

donc-

9 9 2
atT+v]a T = CV?T + &,

ou: c=2
p

474

(11,42)

(11,43)

(11,44)

(11, 45)

(11, 46)




CHAPITRE I1: NOTIONS FONDAMENTALES DE MECANIQUE DE FLUIDE ET DE
TRANSFERT DE CHALEUR

La dissipation visqueuse, dans I’approximation de Boussinesq et en comparaison avec le terme
conductif, peut étre ignorée.

Ainsi, I’équation de conduction de chaleur devient :

ar _ o

9 )
=T+ v ——T =CVT (11,47)

an

Enfin les équations (I1,41) ,(11,44) et (11,47) sont les équations de base de Boussinesq,
instantanées décrivant I'écoulement.
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1.1 CONCEPT DE BASE:

Une étude analytique de la stabilité linéaire de la convection naturelle dans un milieu
sphérique a été présentée par Chandrasekhar(1961). Il établit ses fondations théoriques et ses
concepts de base. Dans cette analyse, on démontre en premier, la validité du principe d’échange
de stabilité et par suite la résolution du probleme aux valeurs propres. On détermine les valeurs
critiques du parametre Rayleigh Ra pour lesquelles se manifeste la premiere bifurcation. On parle
de théorie de stabilité linéaire car en fait, elle traite des perturbations qui sont infinitésimales
comparées a I’état initial du systéme lin€aire, elle n’est valable et applicable que dans un domaine
restreint du paramétre Ra. En effet, ces perturbations qui augmentent exponentiellement avec le
temps, dans les conditions favorables, atteignent rapidement une amplitude telle que le produit de

ces termes cessent d’étre négligé.

Dans le probléme linéaire, les produits des termes des perturbations infinitésimales d’un
ordre supeérieur a un seront négligeables. Ainsi, les équations des perturbations seront linearises.
En revanche, dans la théorie non linéaire, les perturbations ont une amplitude finie et les effets

non linéaires sont pris par conséquence en consideration.

La théorie de stabilité linéaire de la convection naturelle nécessite la connaissance de
quelques concepts de base essentiels. Un systeme hydrodynamique est dans un état stable si
toutes les variables physiques le décrivant sont indépendantes du temps, dans le cas contrainte, il
est y instable. Un systéeme soumis a des perturbations infinitésimales relativement a ses variables
physiques dans son état de base est dit stable, si ces fluctuations disparaissent graduellement. |1
est instable si leurs amplitudes progressent dans le temps, et le systeme ne revient plus a son état

initial.

On définit un état de stabilité neutre séparant les deux états stables. Le passage de 1’état
stable a I’état instable se fait a travers cet état neutre, quand le paramétre Ra atteint une certaine
valeur critique. On dira que D'instabilité est établie a cette valeur critique. Les perturbations
peuvent évoluer périodiquement, alors 1’écoulement présentera des cellules stationnaires. Dans le
cas ou elles évoluent par des oscillations croissantes ou décroissantes, les mouvements sont alors

oscillatoires avec des fréquences caractéristiques définies.

N
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Chandrasekhar démontre que la convection naturelle dans une cavité sphérique, dans un champ

gravitationnel radial, présente une structure cellulaire stationnaire.
111.2. NATURE DU PROBLEME PHYSIQUE :

Un fluide newtonien, obéissant a ’approximation de Boussinesq, visqueux est confiné
dans un espace annulaire sphérique. Un gradient de température est y maintenu par une source de
chaleur uniforme, le fluide étant soumis seulement au champ gravifique. Si la distribution de la
densité était réguliére, la force de pesanteur appliquée a un élément de volume extrait du fluide
serait équilibrée par la force d’Archimede d’expulsion et pourrait ne pas étre prise en compte.
Cependant, a causse du gradient de température maintenu dans le fluide, la distribution de la
densité est irréguliére, en d’autre terme, la densité dépend de la température du fluide. L’action
de la pesanteur n’étant pas alors équilibrée par la force d’Archimede. Par expansion thermique, le
fluide sera le siége d’une circulation a courant ascendant dans la partie la plus chaude et a courant
descendant dans la partie de I’espace a température la plus basse. Ces deux courants s’expliquent
par I’effet du potentiel gravitationnel, le fluide le plus léger et donc le plus chaud monte tandis
que le fluide dans la partie froide et donc lourd, aura tendance a se redistribuer lui-méme pour

combler le manque de masse provoqué par le fluide chaud.

Ainsi le principe de conservation de masse n’est pas viol¢. Cependant, cette tendance naturelle
est contrdlée par la viscosité du fluide. Ceci conduit a dire que le gradient de température
maintenu par la source de chaleur devrait atteindre une certaine valeur avant que I’instabilité ou

la convection ne se manifeste.
111.3 FORMULATION MATHEMATIQUE DU PROBLEME DES PERTURBATIONS :
111.3.1Formulation mathématique de I’écoulement de basse :

Le traitement mathématique du probléme de la stabilité de la convection naturelle dans un

milieu sphérique passera par les étapes suivantes :

e Déterminer 1’écoulement de basse du fluide dans son état initial, les équations de base

étant les équations de conservation de masse, de mouvement et d’énergie.

o
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e [L’état initial est soumis a de faibles perturbations, mathématiquement parlant, des
quantités infinitésimales seront ajoutées aux variables physiques indépendantes décrivant

I’écoulement telles que la vitesse, la température et la pression.

Les équations régissant I’écoulement et le transfert de chaleur sont réécrites pour cet état
perturbé. L’étude analytique de la stabilité de la convection naturelle dans une enceinte
sphériques ou dans un espace annulaire sphérique fait intervenir des notions mathématiques d’un

niveau supérieur.

Pratiguement, on assume que la perturbation est une superposition de certains modes et la
stabilité du systéme sera examiné envers chaque mode. Ainsi, la stabilité du systeme dépend en
particulier de sa stabilité envers toutes les perturbations infinitésimales en termes de modes

normaux.

Pour le fluide newtonien visqueux, confiné dan I’espace sphérique une distribution de chaleur
est supposé maintenue par une source de chaleur volumétrique uniforme notée ¢, dans un état
initial. Le fluide est supposé au repos, le champ d’écoulement est alors nul. Dans la littérature[7 -
8], le fluide, initialement, peut étre en mouvement, autrement dit, il admet un écoulement de base

non nul, qu’on se doit de calculer, ce qui s’avere encore plus compliqué.

Pour I’analyse de la stabilité, les perturbations s’ajouteront aux valeurs moyennes de

I’écoulement calculé.

Les équations de mouvement de 1’état statique pour un élément de fluide soumis a une seule
force de volume qui est la pesanteur en plus des forces de viscosité et de pression, sont ecrites en
notation tensorielle. On a opté pour cette formulation mathématique pour les simplifications
qu’elles peuvent engendrer grace a certaines propriétés des tenseurs. On ne fera pas allusion a la

valeur de Prandtl, qu’elle soit finie ou infinie, et donc pas de restrictions.

Les équations de mouvement projetées sur les axes d e coordonnées en notation tensorielle sont

réduites a :
0;p = pX; (1.1)

Ou

|
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dip = —pg(r) (111.2)

La distribution de température est donnée par 1’équation de conduction de chaleur en régime

stationnaire ou la dissipation visqueux est négligeable :

Kii(rz a—T) = —¢ (111.3)

r2or or?

Ou sz"—p est la diffusivité thermique.

L’équation (3.3) admet comme solution exacte dans un systeéme de coordonnées sphériques :

T(1)= o — Bor? Lt (111.4)

r

Ou B, et B, sont des constantes a déterminer par les conditions aux limites et :

By =— (111.5)

6K

Le champ de température ne depend que de la position radiale. Les variations de température
n’étant pas large, ’approximation de Boussinesq est appliquée, en prenant la densité du fluide
constante excepté dans le terme gravitationnel. La densité du fluide est approchée par un

développement en séries de Taylor en fonction de la température :

p=po —a(lT—T,) (111.6)
a ¢étant ’expansion thermique du fluide a pression constante exprimée par :

—-10dp
po OT

| (11.7)
p

po €tant la densité du fluide correspondant a une température de référenceT,.

Les propriétés thermodynamique telles que la viscosité, la chaleur spécifique, la diffusivité sont

considérées constantes.

111.3.2. Equations de I’écoulement perturbé :




CHAPITRE Il : TEORIE DES PERTURBATIONS ET PRINCIPE D’ECHANGE DE
STABILITE THERMIQUE DANS UN MILIEU SFERIQUE

Dans cet état perturbé, comme il a été signalé préecédemment, chaque variable physique
moyenne subit une perturbation infinitésimale. En notant par u’;, T, p" et p’ la vitesse, la
température, la pression et la densité du fluide dans I'état perturbé et par
u; ,0,06p et 5p lesquantités infinitésimales des perturbations de vitesse, de température, de

pression et de densité, alors :

us=v+uy; (111, 8)
T'=T+86 (111, 9)
p =p+dp (111, 10)
p =p+dp (111, 11)
Ou:
p’ =p(1+ab) (111, 12)

Avec ces nouvelles variables, on réécrit les équations régissant 1’écoulement de 1’état perturbe.
L’équation de conservation de masse :

0;(vi+u;) =0 (1I1, 13)
Qui devient : 0;(u)) =0 (111, 14)
L’équation de conservation de mouvement :

p'{ao (Ui + ui) + (U] + u])aj(vl + ul-)}
=—0;(p +p) + (p + 6p)gs + uV?(v; + ;) (I11. 15)

Par application de I’approximation de Boussinesq et en développant :

aoui + u]aj(ul) + aovi + Ujajvi

5 +6
—_9, (g) . (?p) + (p . P ) g + VW20, + VWP (111, 16)
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On peut remplacer p par p, sauf dans le terme gravitationnel. En retranchant les équations de

base des équations de I’état perturbé, on obtient 1’équation suivante :

op

aoui + ujajul = —ai (
Po

1)
) + <Fp) gi + vy, (111, 17)

Ou u;0;(u;) = 0 (les termes non lingaires sont négligeables ).

L’évolution de la densité §p causée par la perturbation 6 de la température est donnée par :

Et: F;=—ge;
Ou : e;est un vecteur unitaire dans la direction de la force gravitationnelle.
Ainsi, les équations de mouvement des perturbations linéaires sont :

dou; = —0; (i—i) + afge; + vV (111, 18)
L’équation de conservation d’énergie :

30T + 008 + v;0,T + v;0,0 + w;8,T = CV?0 + CVT (11, 19)
En retranchant les équations de base des équations de 1’état perturbé, on obtient alors :
000 = —w;8,T + CV?0 —v,;0,0 (111, 20)

Ou :v;0;T = 0 car les termes non linéaires sont négligeables.

Donc :

900 = —w;;T + CV26 (111, 21)

Finalement, les équations (I11,14) , ( 111,18) et (II1,21) sont les équations de perturbation

gouvernant la convection dans le fluide.




CHAPITRE Il : TEORIE DES PERTURBATIONS ET PRINCIPE D’ECHANGE DE
STABILITE THERMIQUE DANS UN MILIEU SFERIQUE

[11.3.3 Analyse de instabilité thermique d’un fluide dans une sphére :

Pour étudier la stabilité de cet état initial, en rapportant ces variables dans les équations de
base et tenant compte de I’approximation de Boussinesq, on ignore les produits du premier ordre

et plus des perturbations. On obtient les équations suivantes pour cet état perturbé, dans I’espace

spherique :
ui _ _ 9 (%p , 2,
at  ax; ( p ) + ag(r)xle +vVuy; (HI, 22)
99— . 9T 2
ot = Uigy, THVE (111, 23)

Ici x; g(r) est ’accélération terrestre.

x; représente une des coordonnées spatiales sphériques, dans le terme exprimant la force

ascensionnelle, x; estr.

_ T _ B
Ona: =2 (B +L22)r (111, 24)
Ou encore

ar B
==2(p+25) x (111, 25)
Soit : B(r) = (,6’2 + %)
Donc :
aT
Pl -2 B(r) x; (111, 26)

] , . . .
En rapportant a—:_ dans I’équation de conduction et en écrivant :
i

ou; a (8
e ax; (7,,) +y(r)x;0 + vV, (IIL, 27)
% =2 B(r) xju; + K26 (111, 28)
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Ou:
y() =ag(r) (111, 29)

oo .8 , . , .
I1 est plus commode d’¢éliminer les termes de pression (f) et d’obtenir les équations de

mouvement en termes en vorticité. En prenant le rotationnelle de 1’équation (111,27), on obtient :

d
a (eijkajuk) = Sijkajy(r)exk + VVZEijkajuk (HI, 30)

9
ot

w; = )/(T)El-jkaj@xk +v VZWl' (HI, 31)
(j et k : indices de sommation).
On rappelle que:
w; est une composante du champs de vorticité défini par :
@ = VAV (111, 32)
En notation tensorielle, la composant w; est :
w; = Eijkajuk (111,33)
Le tenseur &, est le tenseur unitaire alternateur antisymetrique défini par :
1 st ijk = 123,231,312
Eijk = 0 si deux indices sont gaux
-1 si ijk = 321,213,132
Un résultat important est obtenu en prenant le rotationnel une seconde fois de I’équation (I11,22)
]
" (€ijk0j€kim Ot ) = €1k 0;Eim¥ (X)) Xy +
szgijk ajgklm U (HI, 34)

Sachant que :

Eijic€ram = 0i0jm — 6im by (111, 35)
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Ou le terme de gauche devient :
2 (eijedseamdnttm) = 5 (9;0iu; — 0;05;) = — V2 (111, 36)
Car: du; =0
Et apres développement :
&ijk0j€kmy (10,6 X, = jy(r)(xjaie - xiaje) (111, 37)
Et:
VV2(&10j €m0t ) = —VVHy (111, 38)
Ainsi, I’équation (I11,31) devient :
%Vzui = 9;y(r)(x;0,0 — x;0;0) + vV*u; (111, 39)

Et en se servant des propriétés du tenseur alternateur, on obtient :

2V = —0,0 + vWhy (111, 40)
Ou : 0; est un operateur différentiel defini par :
Oi = a])/(r)(x]al - xiaj) (111,41)

L’opérateur (0;) aprés développement s’écrit :
0; = y)(9 + 9x;0; — x,v2) + 220 (129, x5 (1,42)

ou; 140®)
r r

y xi d;(y(r)) du fait que y = y(r) seulement, donc x; correspond ici r.
]

Et : aix]'aj:x]'ai a] — (alx]) 6]

HIR _ — 42
Onaaussi: x;x; = xjx; =1
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En revenant a ’équation de vorticité et en multipliant 1’équation (111,31) par la coordonnée

spatiale x; , on obtient I’équation :
d
a (xiWi) = )/(T)Suk()]@ XX + VXL'VZWL' (HI, 43)

Sachant que le produit d’un tenseur symétrique et antisymétrique est identiquement nul,

I’équation (I11,43) est réduite a :

= (awy) = v X,V w; (111, 44)
On démontre que le champ de vorticité étant solénoidal (div w = 0) alors :

x; V2 w; = V2(x; wy) (111, 45)
Onaalors:

%(xiwi) = vV (x; wy) (111, 46)
C’est en fait I’équation de transport de vorticité.

L’équation (III, 40) peut étre réduite sous une autre forme. En multipliant les deux membres de

I’équation (I11,40) par x; , un résultat important est obtenu, en effet.
V2 (VW2 = 2) (x;u) = ¥, 0; 0 (111, 47)
Ou l'opérateur x; O0; s'écrit:
x; 0; = y(x; 0; — x; 0;x; 0; — r2V2) + %z—zy(r)(rzxi 0; — r*x; 6]-) (111, 48)
Et qui devient apres développement :
x; 0; = y(x; 8; — x; 8;x; 8; — r2V?) (111, 49)
Donc :

x; 0; = yL? (111, 50)
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On définit I’opérateur cinétique du carré du moment angulaire par :
L? = (xl- ai - X alx] 6] - rZVZ) (HI, 51)

En coordonnés sphérique (r,8, ) et L? devient alors :

2_,.0 .90 2w
L =r—+r—r— reV (111, 52)
Ou encore :
2_,2(9 20 w2
L= (8r2+r6r V)
Sachant que :
210 (20 1 0 (sinpl 1 0%
ve= ror (T 6r) + r2sin 6 96 (Sln 0 80) + r2sin 6 02 (111’53)
L’équation (II1.47) devient alors :
V2w V22 ) (xyu) = yL?6 (111.54)

On voudrait éliminer la perturbation de température de 1’équation (111,54) en multipliant a gauche

par ’opérateur (k V2 — %) déduit de I’équation d’énergie (I11,28). On obtient alors :

AW 9
(KVZ - E) Yy 1v? (VVZ - 5) (x; wy) = —2L2B(Mux; (11, 55)

Finalement les équation développées (I11,28),( I11,46) et (111,55) forment ’ensemble du probléme

de I’écoulement perturbé.
[11.3.3.1 : Les conditions aux limites du probléme considéreé :

Les conditions aux limites sont celles des surfaces impermeables, les particules fluides ne
peuvent traverser les frontieres, donc leur impulsion normale a la frontiére est nulle (u,=0). Cette
condition est imposée pour tout type de frontiere, qu’elle soit rigide ou libre. Une équation

correspondant & ce cas, est dérivée a partir de I’équation de continuité, celle-ci étant :
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ou, 2u, 10ug 1 6u¢
6r+rr+r a0

(111, 56)

e Sur lasurface rigide : la surface sphérique (r =constante) ug est u,, sont nulle, c’est une

condition de non glissement étant donné que uy = u,=0:

dug _ Ougp _

%0 =g = 0 (111,57)
On obtient alors :

ouy

—~r=0 (111, 58)

e Sur la surface libre : les contraintes tangentielle s’annulent, ici : 7,4 €t 7,., sont nulles. En

cordonnées sphériques, ces contrainte s’écrivent :

‘L[ [1 aur _ au@] = 0 (III, 59)
- dur _ vy | Oug] _
tro = H [rsine do T + or ] =0 (111,60)

Puisque en : r = constant, u,, = 0 alors :
g _:Z 0 (ue) _
12 -Yug=rZ(%)=0 (111, 61)

[%_quwzricg)zo (111, 62)

r r

N . o . s d ys .
En revenant a I’équation de continuité et en appliquant I’opérateur (r; )sur I’équation, et en

tenant compte des condition (I11,61)et (I11,62), on aura apres développement des calculs :
aZ
—=0u) =0 (111, 63)

Aussi, sur les frontieres du systéme sphérique, il n’y a pas de perturbations de température, les

surfaces sont isothermes.
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[1I-4 : ANALYSE DES PERTURBATIONS EN MODES NORMAUX :

On assume qu’une perturbation est une superposition de certains modes. La stabilité du
systeme sera examinée envers chaque mode. En observant les équations déja établies des
perturbations, ’opérateurL?, carré du moment angulaire, admet comme fonctions propres des

fonctions harmoniques sphériques.

En effet, ’opérateur L? est défini encore par :

Pl 10 (gg0)_ 1 0
L*= sinH&H(Slneae) sin @ g2 (111, 64)

Les harmoniques sphériques, notés par Y;™ (6, ¢), indépendantes de r, sont définies par :
Y™(8,9) = P/"(cos §)e'™® m<l (111, 65)

Les fonctions P (cos 6) sont les polyndmes le Legendre de degré [, et d’ordre m associés a Y™
, e'™? est la dépendance azimutale caractérisée par le nombre d'onde m . les valeurs proposées de

’opérateur L? sont telles que :
L2Y™(6,9) = I(L+ 1) Y™ (6, ) (111, 66)
[(1 + 1) étant la valeur propre, [ est un entier (I=1,2,3,....)

Les fonctions harmoniques sphériques, Y™ (6, ¢) sont normalisées et la norme est définie comme

suit :
N foznle"‘(H, @)|?sin6df do = N (111, 67)
Ou:

m _ 4m  (l+m)!

L7 @+ a-m! (111, 68)

Les solutions indépendantes du probleme linéaire des perturbations formulé par les équations
(111,28),( 111,46),( 111,54) et (I11,55) sont représentées par les formes suivantes, dans le systeme de

coordonnées sphériques :
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xw; = 1w, = Z()Y™(6, p) ePt
xiu; = ru, = W(r)Y/™ (0, p) et
6 =0(r) Y™, ¢p)e

Z(r), W(r) et 6(r) sont des fonctions exprimant la dépendance radiale de la vorticité, de la

vitesse et de la température.

p est un nombre complexe dépendant des variables de I’écoulement de base, c’est aussi le taux

d’amplification des perturbations.

Il reste maintenant a rapporter ces expressions dans les équations gouvernant les perturbations

déja établies.
En rapportant les expressions de x;w;, x;u; et 8 dans les équations du probléme :

L’équation (1I1,,28) devient :
0
T O(r)Y™(0, p)ePt) = 2B(r)W (r)Y™ePt + kV2[0(r)ePt | (111, 69)

Sachant que :
V2Y™(6,¢) f(r) = Y[™(6,9)D, f(1) (11, 70)

Ou D, est un opérateur indépendant de 0 et, déduit de I’expression de Ltel que :

= (£t -t s
Donc 1’équation (III, 28) devient :
O(r)Y™p ePt = 2B(r)W(r)Y"eP" + kD,0(r)ePt (111, 72)
Et qui devient :
(D, -2)o0) = 252w () (111, 73)
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En prenant I'unité de mesure de longueur R; (rayon de la sphére) et en multipliant 1’équation par

R? ou :

Dy = d(iij)z (R%) d(i%) - l(ii:)lz) (I, 74)
Et encore :

D, = dez)z %% - % (111, 75)
ou R:Ril
Et I’équation (I11,73) devient :

(Dl —%R%)H(r) = —250R2 w(r) (111, 76)
En multipliant et en divisant par v :

(D, — oPP)O() = — (L2 w(r) (111, 77)

Icioc = %R% est un nombre complexe exprimant, comme p, le taux de progression ou de

diminution des perturbations.

\Y

Et Pr : nombre de Prandtl étant défini par : Pr = -

D’ou, I’équation (I11,46) de Vorticité devient :

% (Z(r)Y™ (8, p)ePt) = vV (Z(r)Y™ (6, p)eP) (111, 78)
pZ(r) = vDZ(r) (111, 79)

(D, -ER?)z() =0 (111, 80)
(Dy-0)Z(r)=0 (111,81)

L’équation s’écrit encore :
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V2 (sz - %) (W(r)YmePt = yL?[0(r)YeP!] (111.82)
Et:
D(vD, — p)W () = yI(l + 1DO(r) (111,83)
D, (D -2 )w) =y 21+ 1 o) (111,84)
DDy~ W) = v 211+ 1) 6(r) (111, 85)

L’ensemble des équations (I11,77), (I11,81), (I11,85) adimensionnelles, décrit I’état perturbé en
termes de fonctions W(r), Z(r) , 6(r).

e Leés conditions aux limites établies précédemment s’écrivent avec ces nouvelles

variables :
W(r)=0, % =0 ar=n, I siles surfaces sont rigides
W(r)=0, 2 a”;ﬁ” =0 ar=n, 1 siles surfaces sont libres

[11.5.PRINCIPE D’ECHANGE DE STABILITE :

Par analyse des perturbations, on voudrait qu’il y ait réellement échange de stabilité a
travers un état de stabilité neutre. En effet, dans I’expression des solutions du probleme, et plus
précisément dans la fonction temporelle exponentielle, ¢’est la valeur du nombre complexe o qui
détermine si 1’état du fluide est stable, neutre ou instable. En particulier, il y a échange de
stabilité si la partie imaginaire du taux d’amplification des perturbations & est nulle. Dans ce qui
suivra, on considére le cas d’une source de chaleur uniforme et accélération gravitationnelle telles
que :

B(r) = == constante

6K_

y(r) = ag(r) = constante
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On consideére les équations de 1’énergie, de vorticité et de mouvement, déja établies en termes de

W(r), Z(r), et 8(r):

(D, — o Pr) 6(r) = —CE25) wy) (111,86)
(D, —0)Z(r) = 0 (111,87)
DDy~ W) = v 211+ 1) 6(r) (111,88)

En éliminant la température entre 1’équation (I11,86) et (I11,88) , on applique ’opérateur (D; —

o Pr)sur I’équation (I11,89) :
(D~ PO DD, — W) = yELI+ 1)(D, — o Pr) 6(r) (111,89)

(D1~ o P DD, — )W () = yELI( + 1)(- 298 wr) (111,90)
L’équation devient :
D,(D; — oPr)(D; — o)W (r)=-1(l + 1)Ra; W(r) (111,92)
Les valeurs Ra;(nombre de Rayleigh) sont définies par :

6
Ra,=(£F1r) (111,92)

KV

L’indice I met en évidence la dépendance de Ra avec le mode de perturbation. Pour chaque
valeur de [, correspond une valeur de Ra;. Tout de méme, la valeur de [ qui sera prise en

considération est celle qui correspondra a la valeur minimale de Ra; ou valeur critique.
Dans I’équation (II1,85), on pose :
R4-
F=l(l+ Dy~ 6(r) (111,93)
Ou F est une fonction proportionnelle a 6 (r)

L’équation (II1,85) devient :
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D(D, — OW(r) =F (111,94)
En rapportant 1’équation (I11,94) dans 1’équation (111,86) on obtient :
(D, — oPr)F = — (L + 1)Ra; W(r) (111,95)
La fonction F est radiale et s’annule aux frontiére comme W(r) (frontiére imperméables).

Soit F* le conjugué complexe de F. en multipliant 1’équation (111,95) par r? F" et en intégrant sur

le domaine des valeurs de r, de n a 1(n étant le rapport des rayons), on obtient :
fnlrzF* (D, — aPr)Fdr = — (1 + 1Ra, fnerF* W (r)dr (111,96)
fnl(rzF* D,F — r2F*F oPr)dr = — (1 + 1)Ra, fnl r2F* W(r)dr (111,97)

Avant de calculer ces intégrales, on est amené a développer certaines propriétés de I’opérateur

D,.

e Soit y(r) et @(r) des fonctions quelconques ne dépendant que de r. Sur un intervalle [a,

b] :
;7200 Dy y(dr= [} r2 0(r) (S — 22— Ry () Jar (11198)
On met :
1=7{0() 2 22Dy — 1(1 + 1) y()o ()} dr (111,99)
En intégrant par partie :
= 2@()0‘"’“) f (2 O 2O 1+ 1) y()B ()} dr (111,100)
1=[r20(r) | ) S0 '+ [ w e D WD ggyar (01
1=[r20() 42 ") U2 4 72wy rdr (11102)
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L’équation (I11,100) et I’équation (111,102) sont des résultats importants, en effet, si y et @ sont

des fonctions de r seulement et s’annulant aux limites (a et b), alors :

I=- [ ROB0 4 0+ 1) Yo} dr (I11,103)
Et:
1= 2@ (r) D, () )dr=[; % Y(r)D,@(r))dr (111,104)

L’équation (I11,104) indique que I’opérateurD;, appliqué sur des fonctions de r seulement et

s’annulant aux bornes est un opérateur hermétique et plus particulierement, si
OEX N

@"(r) étant le complexe conjuguée de @(r)

Ona: [ 720" (r) D@ (rydr= - {1 |22

2
+ 1L+ DO [2)dr } (111,105)
En appliquant ces propriétés a I’équation on obtient :

2
IN {rz =" + 1+ nIFR+ rzoPrIFIZ}dr = I(l+ DRa, [ 2F* W(r)dr  (l11,106)

Ona:
fnerF* wW(r)dr = fnerW(r)DIZW*(r) ~ g fnerW(r)DlW*(r)dr (111,107)
On met :
1
L= [T 2Dy (D W (1) dr:[—rzi—‘:/DlW*(r)] + [T r2[DW(n)]dr (111,108)
n
2
=" [ W (D W" (r)dr=" [ {rz "+ 1+ 1)|W(r)|2}dr (111,209)

En revenant a I, ou :

2 1
* — d *
DW= | w (r)|n+

1 1
2d W*(r)|n-|’(’r+“ W*(r)|rl (111,110)

rdr
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e Si, la limite est rigide, alors :
d —
d—TW(r)—O
d 1
Et tout le terme : [—rz —W(r)DlW*(r)] =0
dr n
e Sinon, la limite est libre et :
A%\
W (n=0
Ainsi :
2

N d reeonlt
DW* )Ii=[F L w (r)|r1

-
Et donc :
d 211 4
li= -2[r | w ) ] +[ 2w ) ledr (11,111)
n

L’équation (III,106) devient :

fl {rz |d—F|2 + L+ DIF|? + rzaPrIFIZ} dr— I(l + 1)Ra;{ -2 [r |d—w|2]1 +

n dr L arl |,

1 2 2 * 1 2 dw 2 2 _
[ P Dw@Pde + o [ "+ 10+ DIWER|art = 0 (I11,112)

o* Etant le complexe conjugué de o

Le membre de gauche de 1’équation(111.112) est un nombre complexe qui ne s’annule que si ses

parties réelle et imaginaire sont nulles simultanément, la partie imaginaire étant :
2
Imag(o) {Pr [} r2IFI2dr + 10+ 1)Ra, [ [rz 2" + 1+ 1)|W(r)|2] dr} — 0 (II1,113)

Les termes entre les grandes accolades étant la somme de carrées (positifs), I’équation (I11,113)

n’est Vérifiée que si :
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Imag(c)=0 (111,114)

Le taux d’amplification des perturbations est ainsi réel. On a prouvé qu’avec les
conditions du probléme, fluide newtonien répondant a I’approximation de Boussinesq, confiné

dans un espace sphérique soumis a une distribution de chaleur volumétrique uniforme, il y a

possibilité d’échange de stabilité ou convection (il y a instabilité thermique).
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IV.1 PROBLEME A VALEURS CARACTERISTIQUES Ra :

Le principe d’échange de stabilité¢ étant validé, on se propose de déterminer les valeurs
critiques et minimales pour lesquelles se manifeste la convection. Le fluide convectant homogéne
est confiné entre deux spheres concentriques de rayons extérieur et intérieur Ry et R»

respectivement, les conditions aux limites sont les méme qu’auparavant.

L’instabilité se manifeste a travers un état de stabilité neutre, réécrivons les équations de

perturbation gouvernant cet état correspondant & o = 0, état stationnaire :

D,0(r) = — LD R2W (r) (1V.1)
D2w(r) =YD R¥ 11+ 1DO() (IV.2)

v

Soient S (r) et y (r) les fonctions relatives a la distribution de chaleur et la gravité radiale,

définies d’une fagon appropriée par:
y(0)=y1c(r)

B(r)=Pb(r)

ou y1=y(r=1)
Bi=B(r=1)
Posons F= “TREL [(+1) c(n)Be(r) (IV.3)

Le probléme a valeurs caractéristiques se résumera donc dans les équations:
D;W=F (1V.4)

= D {%}: [(1 + 1)Rar W(r) (IV.5)

Ce probleme admet les mémes conditions aux limites que précédemment.

La forme de 1’équation(IV.4) linéaire mene a suggérer pour la fonction F un développement en
séries de fonctions de Bessel du premier type, d’ordre (1+1/2) ; leur utilité réside dans le fait

qu'elles s’annulent aux frontieres (rigides ou libres).
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Soit donc :

1
F= 724 Cpprppa ()

A; étant des coefficients constants et les fonctions C, 1, 1 (a;r) sont données par I'expression

l+E,l+ >

suivante:
Croapalam) =1_ay(@m) I (@r) - )y (@) T,z m)

Les fonctions de Bessel J, +§)(ajr) et ]_( )(a]- r) sont linéairement indépendantes.

1
l+5

Les fonctions Cl Ny +1(ar) étant normalisées, on définit la norme par :
272

1
frl rcl+%,l+%(ajr) ' 614%,14.%(“1(7') dr= NH_%,]' 5jk

Ou:

N1, =2 [—’lz+1(“f“)—1}

1 2,2) 2 .
l+z,] ualis ]H%(a])

a; Etant la j*™ racine de I’équation :

cl+%,l+1 ()=0

2
Ja +1)(ajr) est une fonction de Bessel du premier type, d’ordre(l + %)
2

e Relation de récurrence reliant les fonctions de Bessel :
8) Jy-1(2)* Jye1(2)= 2, (2)
b) Jy1 @+ L(@)=](2)
¢) Jv-1(2)-Jv+1(2)= 2J',(2)
d) Jv1(@-2L@=1,@)

Propriétés importantes pour la dérivée :

(IV.6)

(IV.7)

(IV.8)
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14 ) ]H%(aﬂl)

Cl+%, (ajr)’ =2 ar [61+%,l+%(ajr)]r=1 = (_1)l —_

a;dr Taj ]l+%(aj)

1

d
[A—
Cl+%, (a] r) = o

e CH_%‘H_%((Z]-T)] ren=(—1)" :

TL'Clj

d

el v+1 — ,Vv+1
{2 Cn @ =2 0,

dz

d

e, @)=,

dz
L’équation (4) s'écrit :
2 _ 1
DW= 72 Ajcz+§,z+§ (a;r)

Il s'ensuit que les solutions pour W peuvent s'écrire sous la forme suivante :
W=, 4W,
Telle que : Wjest la solution de I’équation :

2 _1
D,” W; = Vr Cl+%,l+% (a;7)

Qui satisfait les conditions aux limites du probléme.

On démontre que :

C 1 1 (a]-r)

] - 2 l+§'l+i
D, cl+%,l+% (alr) =g Vr
Ainsi W; est donnée comme suit :
C 1. 1 (air)
1 Lo l+= - -~
Wy == —ZF——+Bir! + Bor'*? + Byr =40 4 By~ (-0
J

(IV,9)

(IV, 10)

(IV.11)

(IV.12)

(IV.13)

qui est la somme d’une solution générale et d’une solution particuliére en puissance de T,

B; ,B, ,B; et B, sontdes constantes . En rapportant cette solution dans 1I’équation a valeurs

caractéristique Ra, on aboutit au systéme d’équations suivant :

=
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N
Z} { kbjc - l(l + 1)Ral [ 6k]+ Qk]l } =0 (|V14)
J
Oy Est le symbole de Cronecker; Oxj = {01 Ssl,l ];:t]j}

Les expressions P¢ et Qy; sont ;

P =-f 50 cl”}ﬂ I{C”C’(:# }dr (IV.15)
Et

Qs {(Zl+3)ll+ (B2 @L=DH,1, B} (IV.16)
Tels que :

Livaak = Cranja(ar)- n43/2C 41 o (ain) (1V.17)
Hiv1/2k =Clarz(@i)- 07 2C 41 2 (i) (1V.18)

B, et B, sont déterminées par les conditions aux limites homogénes déja citées  pour les

différents cas de surfaces en utilisant I’expression de Wj, et sachant que:

dCL+1/z(067”)|r_1 (1V.19)

dr

cl+1/2(ak)_

L’évaluation de I’expression Qy;nécessite la distinction des différents cas de nature de surfaces

délimitant le fluide. Les conditions aux limites correspondent aux types de surfaces suivantes :

1- Surfaces rigide-rigide

2- Surfaces libre-libre
Pour chacun des cas cités, Qy;est évaluée de 1a n donnée.

Mais avant tout, il faudrait déterminer approximativement les premieres racines «; de

I’équation (IV.8.) sachant que : C 1 (a) est une combinaison linéaire des fonctions de Bessel

l+ l+

du premier type. Il est tres utile d’user des relations de récurrence et des propriétés de dérivation
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des fonctions de Bessel. On approche numériquement les racines pour chaque mode I. Pour
I’évaluation de la quantité Pk’f}c, on assume que la distibution de la chaleur et la gravitation

radiale est uniforme, alors:
b=c(r) =1 et donc

Pej = a7 Nip1y2,i0k) (1V,20)

Le systeme d’équations a valeurs caractéristique devient alors :

R AR | VL av.21)

+1)Ra;  af

La résolution de ce systéme d’équations aux inconnues A; impose un determinent nul (pour éviter
la solution triviale nulle). Pour une premiere approximation de la somme, I’ordre de troncature de
k et j est un. Le calcul du déterminent nul de ce systéme nous conduit aux valeurs de Ra critiques
telles que (pour une premiere approximation k=j=1, le déterminant se reduit a un seul élément),

en effet:

Ra, 1 aiNit1/2,1 (IV,22)

L(1+1) Nig1/2,1+a3 Q11

e Exemple de calcul:

6
(11 N1’1

7
Ny1+a70Q11

Pour [=1 : 2Ra, =
a1 étant la premiére racine de Css (a)=0
2’2

Telle que:
C’;; (a) = ]_(g)(arl) Jo(@) -Js(an) J_ (@)

Les relations de récurrence utilisées pour la détermination des fonctions de Bessel appropriées

sont :

*



CHAPITRE IV : RECHERCHES DES VALEURS CRITIQUES

sin x

Jo(X)= .

et Ja09= [T I

etdonc  Ji(x)= 2;x]o(x)

a

Et ]_(g)(a): _\/g (asina;-cosa)

Dans le cas [=2 :

T _ [ 2 (sina—acosa
ainsi: ]g(a)— m(—)

6
a1N3/2,1
6Ra,= —A3/21
N3/2,1+a70Q11

a1 est la premiére racine de Css (a)=0

2’2

Telle que:
C“;g () =]_(§)(ar1) ]g(a) -]g(arl) ]_(g)(a)
Or: ];(a): ?];(a)-]%(a)
Et ]_@(a): 'lg(a)

Et dans le cas [=3 :

a3 est la premiére racine de C77 (a)=0

2’2

Telle que : C’%% () =]_@(all) ]%(a) ']%(“fl) ]_(%)(“)
_ 20
Or: ]g(X)— Tlg(x)'lg(x)

&
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L’étude quantitative de la valeur critique Ra a été faite pour quelques valeurs de | , et du
rapport . Pas de particularités concernant le nombre Pr du fluide convectant. La valeur critique
Ra qui correspond au début de la convection est la valeur minimale relative au mode de
perturbation exprimé par une valeur unique du degré I. les tableaux 1 et 2 résument les nombres

Ra pour les valeurs croissantes de I. les valeurs critiques sont soulignées.

Tableau 1 : les valeurs critiques de Rayleigh pour des surfaces libres.

1N=0.2 =03 N=0.4 N=05 | 1=06
5211x1083 8.503+ 103 1.683+ 10* 4,188+ 10* | 1.403« 10°
5.708x« 103 7.113%103 1.091* 10* 1.180* 10* | 6.133* 10*
8.882+ 103 | 9.552* 10* | 1.196x 10* | 1.924x 10* | 4.424x 10*
1.400% 10* | 1.428«10* | 1.585% 10* | 2.146x10* | 4.076x10*
2.121x 10* 2.131x 10* 2.227x10* 2.673% 10* 4.313+ 10*

Tableau? : les valeurs critiques de Rayleigh pour des surfaces rigides.

1=0.2 1=0.3 1=0.4 1=0.5 1=0.6
1.773+ 10* | 3.057+« 10* | 6.801x 10* | 1.856% 10* | 6.678% 105
1.277+10* | 1.837x10* | 3.354x 10* | 7.933x 10* | 2.571x 105
1.593+« 10* | 1.881x 10* | 2.797x10* | 5.560% 10* | 1.575% 105
2247+ 10* | 2.381x 10* | 2.990+ 10* | 4.986% 10* | 1.215« 10°
3.182+ 10* |3.237x10* |3.631x10* |5.179+10* | 1.083« 10°
4432+« 10* | 4.669+ 10* | 5.887x10* | 1.061+ 105
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e Influence de la géométrie et des parois :

Toutefois, il est intéressent de mettre en évidence la dépendance du Ra critique vis-a-vis de
I’épaisseur de I’espace annulaire sphérique. Ceci est fait en calculant les valeurs critiques pour
chaque cas d’espace suivant la nature des frontiéres. Ces valeurs sont rassemblées dans les

tableaux précédents.

A premiére vue, les valeurs critiques de Ra augmentent quand n augmente, autrement dit les
sphéres concentriques sont rapprochées 1'une de l’autre. Ce phénoméne est dii aux forces
visqueuses intenses aux limites qui freinent les mouvements de convection. Dans ces conditions,

les frontiéres rapprochées sont qualifiées de stabilisatrices, elles retardent la convection.

Quand I’épaisseur diminue (1] augmente), la valeur de Ra critique correspond a ’harmonique du

plus haut ordre [16].

Pour un n donné, et en comparant les deux tableaux, on remarque que les valeurs de Ra
critiques pour le cas des surfaces libres sont inférieures a celles des frontiéres rigides. Ceci méne

a dire que les surfaces rigides freinent le mouvement convectif.

V1.2 INTRODUCTION AU CALCUL DES SOLUTIONS DU PROBLEME DE LA
CONVECTION PAR METHODE SPECTRALE.

Dans cette étude analytique, il a été question surtout de calculer les valeurs critiques de
Rayleigh correspondant au début de I’instabilité thermique dans un milieu sphérique ou la force

de poussée est radiale.

Une étude compléte du probleme des perturbations devrait fournir les solutions pour les
champs de vitesse et de température. Cependant, la connaissance de I’écoulement perturbé
implique la détermination de toutes les composantes des champs de vitesse, ce qui fait quatre
inconnues a déterminer. Pour remédier a cette complication, une représentation mathématique

convenable du champ de vitesse est sollicitée pour réduire le nombre d’inconnues.

En effet, le champ de vitesse étant solénoidal (divl7 = 0), il peut étre représenté par une

combinaison linaire de deux champs, 1’un poloidal et I’autre toroidal tel que :

V=S+T

.
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Ou encore V)=_V-)A(_V-)A¢§)+VAW;

® et ¥ sont les scalaires de définition des champs poloidal et toroidal respectivement (voir

-
annexe). Ainsi, connaitre VV c’est déterminer les fonctions scalaires de définition ¢ et .

Une autre simplification est encore obtenue, en fait, le probleme de convection pour les
valeurs de Rayleigh proches de celles de Ra critique, étant linéaire et a symétrie, on
démontre que le champ de vitesse est purement poloidal, le scalaire de définition ¥ est

alors identiquement nul [12]. Les composantes des champs de vitesse poloidal s’écrivent :

1 2
Sr:T'_ZL ¢
192 ¢
" rorae
1 0% ¢
¢ rsinfordge

Les solutions ¢(r,0, @) et O (r,0, ) (perturbation de la température) qui satisfont les équations

des perturbations peuvent s’écrire sous la forme suivante :
¢, 0,9) = f(OY" (6, 9)
o, 0,9) = gY™(6,9)

Y,™(8, @) Etant la fonction harmonique déja vue et f(r), g(r) représentent la dépendance radiale

des solutions. Les composantes du champs poloidal s’écrivent encore :

o _la+n

r

rz .f(r)Ylm (e' (p)

B 1d f(r) aY," (6, @)
® " v dr a0

1 df(r)ay"(8,¢)
" rsinf dr do

@
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Les solutions indépendantes quand elles existent, dépendent principalement de 1’ordre de
troncature [ et du nombre d’onde m. elles dépendent effectivement des fonctions radiales f(r) et
g(r). Ces fonctions selon certains auteurs (Zebib et al ) sont des fonctions connues telles que les
fonctions de Chebychev. Elles doivent satisfaire les conditions aux limites (surtout les plus

compligquées).

En fait, ceci n’est qu'une introduction au calcul des solutions du probléme de la convection en
milieu sphérique par la méthode spectrale, qui s’appuis sur des mathématiques appliquées
approfondies .Dans cette technique de résolution, il arrive que des solutions convergentes soient
dégénérées [3] , c'est-a-dire que pour une méme valeur de [, on ait plus d’une solution satisfaisant
le modéle mathématique. Pour lever la dégénérescence des solutions et déterminer laquelle est la
meilleure du point de vue physique, il faut, pour ce faire étudier la stabilité de ces solutions vis-a-
vis des perturbations axisymetriques ou tridimensionnelles. On a déja fait allusion a cette theorie
de stabilité en termes de nombre complexe o . on rappelle qu’une solution est stable si la partie

rélle, Re(c)< 0, elle est instable dans le cas contraire .

Il est important de signaler que le systéeme d'équations fourni par la modélisation de
I'écoulement et du transfert de chaleur est résolu numériquement par diverses méthodes autres
que la méthode spectrale. On peut citer les méthodes numériques des différences finies, des

volumes finis et des éléments finis qui donnent des solutions convergentes.

-






conclusion

Une étude analytique de la stabilité linéaire de la convection naturelle dans une géométrie
sphérique et en une source de chaleur interne remplie d’un fluide visqueux soumis a un champ
gravitationnel radial a été présentée. L’intérét majeur de cette étude réside dans les
mathématiques approfondies et dans la modélisation du probleme de la convection naturelle dans

le manteau terrestre.

Premiérement, par la théorie des perturbations infinitésimales, on démontre qu'il y a
instabilité thermique. On se propose alors de calculer les valeurs critiques du nombre
adimensionnel Ra pour lesquelles se manifeste les premiéres bifurcations, qui correspondent au

seuil de démarrage de la convection dans le fluide confiné dans un espace sphérique.

Dans cette analyse, on démontre que ces valeurs critiques dépendent de la géométrie

(épaisseur de I'espace ) et de la nature de la frontiére qu’elle soit rigide ou libre.







[1] S.Chandrasekhar, ‘hydrodynamique and hydromagnetic stability’, ch.Il and ch.VI. Clarendon
press, Oxford (1961).

[2] E.H.Bishop, R.S.Koflat, L.R.Mach J.A.Scanlan, ‘Convection heat transfer between
concentric spheres’, Proc.1964, Heat transphérer fluid mech. Inst., Berkley, p.69-80(1964).

[3] J.A.Scanlan, E. Bishop, ‘Natural convection heat transfer between concentric spheres’, J.

Heat transfer, 13, p.1857-1872(1970)

[4] J.A.Scanlan, S.H.Yin, R.E.Powe and E.H.Bishop, ‘Natural convection flow patterns in
spherical annuli’, J. Heat Mass Transfer, 16, p.1785-1795(1973)

[5] J.P.Caltagirone, M.Combarnous, M. Mojtabi,’Natural convection between tow concentric

spheres : Transition toward a multicellular flow’, J. Numerical heat transfer, 3, p.107-119(1980).

[6] J.L.Wright, R.W.Douglass, ‘Natural convection in narrow-gap spherical annuli’, Int. J. Heat
Mass Transfer, 29, p.725-739(1986).

[7] David R.Gardner, R.W. Douglass, ‘Linear stability of natural convection in spherical annuli’,

J. Fluid Mechanics, 221, p.105-129(1990).

[8] Rod. W . Douglass, Stevan.A.Trogdon and David R.Gardner, ‘Prandtl number effects on the

stability of natural convection between spherical shells’, Int. Heat Mass Transfer, 33, N 11,
p.2533-2544(1990)

[9] Vijay.k.Gang, «’Natural convection between concentric spheres’, Int.J.Heat Mass Transfer,
35, N 8, p.1935-1945(1992)

[10] Hsin Sen Chu And Tzong Shing Lee,  Transient natural convection heat transfert between
concentric spheres’, Int.J. Heat Mass Transfer, 36, N 13, p.3159-3170(1993)

[11] G.Schubert, D.Bercovici and G.A.Glatzmaire, ‘Mantle dynamics in mars and venus :
Influence of an immobile lithosphere on three-dimensional mantle convection’, J.Geophysical
research, 95, N B9, p.105-129(1990)

[12] F.H.Busse, Patterns of convection in spherical shells’, J.Fluid Mech, 72, p.67-85(1975).




[13] F.H.Busse and M.Riahi, ‘Patterns of convection in spherical shells’, J.Fluide Mech, 123,
p.283-308(1980).

[14] A.zebib and G. Schubert, ‘Infinite Prandtl number thermal convection in a spherical shells’,
J.Fluid Mech. 97, p.259-277(1980)

[15] A. zebib and G. Schubert, ‘Thermal convection of a interlly heated infinite Prandtl number
fluid in a spherical shells’, Geophys. Astrophy.Fluid Dyn. 15, pp.65-90(1980).

[16] A. zebib and G. Schubert, ¢ Character and stability of axisymetric thermal convection in

spheres and spherical shells’ , Geophys. Astrophy.Fluid Dyn. 23, p.1-42(1983).

[17] A.zebib and Atulk. Goyal, ‘Convection motions in spherical shells’, J.Fluid Mech. 152,
p.39-48(1985).

[18] D.Bercovici, G.Schubert, G.A.Glatzmairer and A.Zebib, ‘Three dimensional thermal
convection in a spherical shells’, J.Fluide Mech .206, p.75-104(1989).

[19] D.Bercovici, G.Schubert, G.A.Glatzmairer , ‘Three dimensional thermal convection of an

infinite Prandtl number, compressible fluid in a basally heated spherical shells’, J. Fluid Mech.

239, p.683-719(1992).
[20] S.Boughali, ‘Transfert de chaleur par conduction’, Mémoire.(2013\2014).

[21] H. Salhi, ‘Etude numérique de la convection naturelle dans les enceintes nanofluide’,

Mémoire (2015).

[22] D.Manacer, ‘Etude numérique de la convection mixte dans des cavités phénomene de
furcation’, Mémoire. (2012).

[23] A.Bougrara, ‘ Realization d’un module de calcul en M.D.F’, Mémoire. (2005\2006)
[24] S.Candel, ‘Mécanique des fluides’, (1990).

[25] P.Chassaing, ‘Mécanque des fluides’, (2000).




Résumé

Une étude analytique de la stabilité linéaire de la convection naturelle est présentée
pour un fluide répondant au modéle de Boussinesq, soumis au champ gravitationnel radial,
dans une géométrie sphérique (cas du manteau terrestre) et en présence d’une source de

chaleur interne.

On démontre a ’aide de la théorie des perturbations infinitésimales, la possibilité
d’échange de stabilité (instabilité thermique) dans le fluide ou la chaleur est générée par une

source volumétrique interne.

On se propose de déterminer les valeurs critiques de nombre adimensionnel Ra qui
correspondent au seuil de démarrage de la convection dans le fluide confiné dans un espace
sphérique. On trouve que ces valeurs critiques dependent de la géométrie et de la nature des

frontieres qu’elles soient rigides ou libres.
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