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Introduction

L’équation de la chaleur est une équation aux dérivées partielles parabolique, pour décrire
le phénomeéne physique de conduction thermique, introduite initialement en 1807 par
Joseph Fourier, aprés des expériences sur la propagation de la chaleur, suivies par la
modélisation de 1’évolution de la température avec des séries trigonométriques, appelées
séries de Fourier et transformées de Fourier. Il a permi ainsi une grande amélioration de
la modélisation mathématique des phénomeénes physiques.

Dans des nombreuses applications d’ingénierie, nous devons déterminer la température
des deux cotés d'un mur épais, mais un coté est inaccessible aux mesures(voir : [§]). Ce

probléme conduit a ’équation parabolique suivante dans le quart du plan :

Upe = Uy x>0, t>0,
U(lt)=g(t) t>0,
U(x,00=0 x>0.

Notre but est de déterminer la condition aux limites source f () = U (0,¢) & partir de la
température g (t) = U (1,t) au point intérieur x = 1. Ce probléme est mal posé. La solution
(si elle existe) ne dépend pas continiment des données. Le probléme de la détermination
de la température sur la surface a été considéré par plusieurs auteurs avec différentes
méthodes (voir : [I], [3]). Notre mémoire est une lecture d’une partie de larticle ([9]), ou
les auteurs ont donné un algorithme stable pour identifier cette source en combinant deux

metodes : la méthode de régularisation de Fourier et la méthode des différences finis.



Introduction

Le manuscrit est composé de deux chapitres.

e Dans le premier chapitre, on définit les problémes inverses et on donne quelques exemples
sur I’équation de la chaleur. On définit aussi les problémes mal posés et leurs étude
par la régularisation ( on cite ici la méthode de Tikhonov et la méthode de Fourier).
A la fin, on donne une petite introduction au probléme de Cauchy pour I’équation

de la chaleur.

e Le deuxiéme chapitre est consacré a I’étude de notre probléme. On utilise deux méthodes

de régularisation : la régularisation de Fourier et la semi-discrétisation.



Chapitre 1

Notions préliminaires

Dans ce chapitre, on donne quelques notions préliminaires. Pour plus de détail voir : [I],

[2], [3], [10] et [IT].

1.1 Problémes inverse et direct

Un probléme inverse consiste a déterminer une ou plusieurs causes de ce probléme en
ayant connaissance des effets. On peut opposer les problémes inverses aux problémes di-
rects dans lesquels on cherche une solution a partir de parameétres connus. Les problémes
directs nous semblent plus naturels car les mémes causes conduisent au mémes effets. En
revanche, il semble moins évident qu’'un effet soit la conséquence d’une unique cause. C’est
cette caractéristique qui fait la difficulté des problémes inverses. Les problémes inverses

interviennent dans plusieurs domaines :

e l'imagerie médicale (échographie, scanners, etc...),

e le radar (détermination de la forme d’un obstacle ),
e le traitement d’image (restauration d’images floues),

e la chimie (détermination des constantes de réaction),etc...



Chapitre 1. Notions préliminaires

Du point de vue mathématique, ces problémes se répartissent en deux grands groupes.
D’une part, il y a les problémes linéaires (Kx = y) qui se raménent a la résolution d’une
équation intégrale de premiére espéce dans le cas continu ou & la résolution d’un systéme
dans le cas discret. Le recours a I'analyse fonctionnelle et a 1’algeébre linéaire permet d’ob-
tenir des résultats précis et des algorithmes efficaces. D’autre part, il y a les problémes
non-linéaires, qui sont le plus souvent des questions d’estimation de parameétres dans des
équations différentielles ou aux dérivées partielles. Les problémes non-linéaires peuvent se
diviser en deux catégories selon que le parameétre que 1’on cherche & estimer est un vecteur

ou une fonction.

1.1.1 Différents problémes inverses autour de I’équation de la

chaleur
Reconstitution de I’état passé :
On s’intéresse ici & la répartition de la température 7' dans un matériau hétérogene occu-
pant un domaine de 2 C R3,

T
pcaa_t (t’ ©Y, Z) N le(KVT(t7 z,Y, Z)) = f dans Q7

aoT
%—gsuraQ,

T(0,z,y,2) = To(z,y, 2).

On peut essayer de retrouver la condition initiale 7'(0, x,y, z) = To(x,y, z) & partir d’une

mesure de 7" & un temps donné et en connaissant les parametres pc et K.



Chapitre 1. Notions préliminaires

Identification des conditions aux bords :

Ce probléme est celui rencontré par 'entreprise Vallourec ( & Paris). Pour donner une
certaine structure a leurs tuyaux, il faut le refroidir & une certaine température a un

moment donné. On pose donc le systéme suivant :

bl 2)el,,2) o 6,,2) = div(K (2,5, 2) 9T (t,2,,2)) = f dans

T
g—n:gsurQ,

T(0,z,y,2) = To(z,y, 2).

Le but de ce probléme inverse est de retrouver les conditions aux bords g qui sont des

conditions de Neumann.

L’entreprise connait les différents parametres de I’équation d’état : p, c et K, et elle mesure

la température en neuf points du tube a différents instants.

Identification de la conductivité

(
T
Pc%—t (t,z,y,2) — div(K(z,y,2)VT(t,z,y, 2)) = [ dans €,

or
8” _97

T(0,z,y,2) = To(z,y, 2).

\

Pour I'identification du parameétre K, on peut par exemple prendre comme données connues :
plusieurs mesures de la température a différents moments ainsi qu’en différents points en

supposant également que p et ¢ sont connus.
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1.2 Problémes bien et mal posés

Dans un livre célébre, le mathématicien frangais Jaques Hadamard, a introduit dés 1923

la notion de probléme bien posé. Il s’agit d’'un probléme dont :

e la solution existe.
e clle est unique.

e clle dépend contintiment des données.

Bien entendu, ces notions doivent étre précisées par le choix des espaces (et des topologies)
dans lesquels les données et la solution évoluent.

Dans ce méme livre Hadamard laissait entendre (et c¢’était une opinion répandue jusqu’a
récemment) que seul un probléme bien posé pouvait modéliser correctement un phénomene
physique. Apres tout, ces trois conditions semblent trés naturelles. En fait, nous verrons
que les problémes inverses ne vérifient souvent pas I'une ou I'autre de ces conditions, voire

les trois ensembles. Apres réflexion, cela n’est pas si surprenant :

e Un modele physique étant fixé, les données expérimentales dont on dispose sont en
général bruitées, et rien ne garantit que de telles données proviennent de ce modéle,

méme pour un autre jeu de parameétres.

e Si une solution existe, il est parfaitement concevable (et nous le verrons sur des exemples)

que des parameétres différents conduisent aux mémes observations.
Les trois conditions dans la définition ci-dessus n’ont pas toutes la méme importance :

e Le fait que la solution d’un probléme inverse puisse ne pas exister n’est pas une difficulté
sérieuse. Il est habituellement possible de rétablir I'existence en relaxant la notion

de solution (procédé classique en mathématique).

e La non-unicité est un probléme plus sérieux. Si un probléme a plusieurs solutions, il
faut un moyen de choisir entre elles. Pour cela, il faut disposer d’informations sup-

plémentaires (une information a priori).
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e Le manque de continuité est sans doute le plus problématique, en particulier en vue
d’une résolution approchée ou numérique. Cela veut dire qu’il ne sera pas possible
(indépendamment de la méthode numérique) d’approcher de fagon satisfaisante la
solution du probléme inverse, puisque les données disponibles seront bruitées donc

proches, mais différentes, des données (réelles).

Un probléme qui n’est pas bien posé au sens de la définition ci-dessus est dit mal posé

(ill-posed en anglais).

1.3 Reégularisation

Afin de résoudre le probléme de stabilité, on régularise le probléme mal-posé, c’est -a -dire
de le remplacer par un autre, bien-posé de sorte que I’erreur commise soit compensée par le
gain de stabilité. La principale difficulté dans I'application d’une méthode de régularisation
a un probléme particulier est la détermination du parameétre de régularisation lui-méme.
On cite par exemple la méthode de régularisation de Tikhonov et la méthode de Fourier.
On désigne par K : X — Y un opérateur linéaire et borné défini entre deux espaces de

Hilbert X et Y. La méthode de Tikhonov consiste a résoudre le systéme linéaire :
Kr=y

qui revient & minimiser :

1Kz —yll,

tels que x € X, y € Y, en ajoutant un terme dépend d’un parametre «,puis fait tendre «
vers 0. Ce qui conduit & la minimisation du probleme J,(z) = ||Kz — y||* + o ||z]|* pour
reX.

La deuxiéme méthode est la méthode de Fourier, qui consiste & éliminer toutes les hautes

fréquences dans l'intégrale de Fourier. Nous tronquons I'intégrale en considérant seulment
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I'ensemble [£| < &, o0l &, est un constant positif.

Pour une lecture plus approfondie, on propose de voir : [?] et [3].

1.4 Probléme de Cauchy pour I’équation de la chaleur

Le probléme de Cauchy parabolique (probléme aux limites initiale) est une EDP qui verifie
certaines conditions qui sont données sur la frontiére du domaine.
Comme un exemple simple d’un probléme de Cauchy unidimensionnel mal posé pour

I’équation de la chaleur, nous avons :

(

Uy = U,y 0<x<l,

U(z,0)=0 0<x<l,
(1.1)
U,t)=g(t) 0<t<l,

U:(0,t) =h(t) 0<t<l.

A partir des données de la limites gauche, nous voulons déterminer la solution & la limite
droite U (1,t) = f (t). C’est une équation de chaleur latérale dans un domaine borné, nous

considérons désormais que toutes les fonctions impliquées sont en L2.



Chapitre 2

Etude d’un probléme inverse de

I’équation de la chaleur

2.1 Enoncé du probléme

On considére le probléme suivant :

U,z =U, x>0, t>0,
U(lt) =g(t) t>0, (2.1)
U(xz,0) =0 x> 0.

Comme la donnée g est basée sur les observations physiques, nous avons une fonction de
donnée pertubuée ¢° € L? (R) qui verifie || q° — gH < § ot|.|| désigne la norme L2, et la
constante § > 0 représente le niveau de bruit. Le probléme d’identification de la source f
est mal posé dans le sens que la solution (si elle existe) ne dépend pas en continument de
la donnée g. Ceci peut étre vu en résolvant dans le domaine de fréquentiel.

Soit ¢ la transformée de Fourier de la fonction v (t) € L? (R) définie par :

+o0o
8(6) = %27 / v(t) e €dt, € € R,
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et ||.||, représente la norme dans I’espace de Sobolev H® (R) définie par :

o= (7 (1+£2)5|@<5)l2d5)%.

o0

Lorsque s =0, ||.||, = ||.|]| représente la norme L? (R).
Pour utiliser les techniques de Fourier, nous étendons les fonctions U (z,t) et ¢ () & tout
'axe ¢ réel en les définissant comme nuls pour ¢ < 0. Le probléme ({2.1)) peut étre mainte-

nant formulé, dans I'espace de fréquences, comme suit :

>

v (,6) = iU (2,€) >0, € €R,
U(1,6) =3¢, €€R, (2.2)

5&), T — +oo.

—~

U
La solution (formelle) du probléme précédent est :

U(z,&) = V=24 (¢). (2.3)

\/E: (1+i):\/£/_2>6207
(1-1) = V&2 € <.

Proof. Dans ce probléme, on a une équation différentielle d’ordre deux par rapport a la
variable x :

iU = Uy <= i€U — Uy = 0 (2.4)

Son polynome caractéristique est :

i€ —p*=0=p=+/if, (2.5)

10
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alors, la solution U (x,€) est donnée par :

U(x,€) = Aexp (\/@) + Bexp (—\/@) : (2.6)

ou /2¢ dénote la racine carrée principale,

Jie_ | GHOVEE €20
(1-i)VR2 € <0

A partir des conditions aux limites, on obtient :

U(z,€) = eV =94 (¢) (2.7)
et en particulier pour x = 0,
F(&)=e"%5(¢). (2:8)

Remarque 2.1.1 1 est clair, d’aprés ’équation (@), que la transformation ¢ doit dé-
croitre plus rapidement que le facteur exp | — g) . Cela implique que g doit appartenir
a l’espace de Sobolev H® (R) pour tout s > 0. Cepandant, en général, les données bruitées
g° ne possédent pas une telle propriété de décroissance. Ainsi, la simulation numérique est

trés difficile et une régularisation spéciale est requise. Certains articles ont présenté des

algorithmes mathématiques et efficaces de ces problémes. Voir : [3] , [4] et [5].

2.2 Probléme direct

L’étude du probléme inverse passe par le probléme direct. Nous avons besoin de la solution

du probléme direct sous une forme explicite. Le probléme direct se pose comme suit : étant

11
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donné la source f, déterminer U qui satisfait le systéme suivant :

Upr (z,t) = U (x,t) = >0,t>0,
U(xz,00= 0 Va >0, (2.9)
U,t)= f(t) t>0, lim U(z,t)=0.

T—+00
En appliquant la transformée de Fourier-sinus par rapport a la variable x,

+o0

U@¢¢:/Uummm@@¢ugza

0

et son inverse :
+o0

U@ﬂz%/ﬁ@ﬁﬁﬂ&ﬂ@xza

0

ce qui conduit au probléme en fréquence et en temps suivant :

SN UGN =E1(1),t>0,
U (€,0) = 0.

(2.10)

Remarque 2.2.1 On a utilisé la transformée de Fourier-sinus car x € R™ et la condition

de Dirichlet a été considérée (pour v =0).

Proposition 2.2.1 La solution de probléme est donnée par :

t

060 = [ (e [ (s~ )] ds. (2.11)

0

Proof. Dans ce probléme, on a une équation différentielle d’ordre 1 non homogeéne par
rapport a la variable ¢.

La solution de I’équation différentielle homogeéne est donnée par :

Un (€,1) = C (&) exp (—€71) (2.12)

12



Chapitre 2.Etude d’un probleme inverse de I’équation de la chaleur

Maintenant trouvons une solution particuliére de I’équation différentielle non homogene

en utilisant la méthode de variation des constantes;

UP (57 t) =C (5? t) exp (_£2t) (213)

En substituant cette expression dans cette derniére, nous obtenons :

X ey =cesp () 1), (2.14)

ce qui conduit a :
t

C6.)=Ce0)+ [€F (exp (€2) ds.

0

Sachons que :

Up (£,0) = C'(£,0) = 0, (2.15)

alors : t
U t)y=Uy+Up = /gf (s)exp (€2 (s — 1)) ds (2.16)

_ q

Proposition 2.2.2 La solution du pmbléme est donnée par ['integrale :

t

U (z,1) :/t T k(x,t—s) f(s)ds (2.17)

— S
0

13



Chapitre 2.Etude d’un probleme inverse de I’équation de la chaleur

telle que :
—x

exp( n ).

b (2,1) = 2\}%

Proof. Par la transformée de Fourier inverse et le théoréme de Fubini, on a :

2+ooA
U(z,t) == f U (z,t)sin (Ex) d€

+oo

/ ( [ exp<§2<st>ds>) sin (€5) de
( JECETS <st>>ds) € sin (€5) de
%70(/6@(52(5t))d)(%cos(gx) €

0

=227 ( [ exw(€ (s ) cos o df) (5)ds

0 0

Sachons que :

400
_/ exp&? (s —t) cosdé = ﬁ - exp <4 (:i S)) 7 (2.18)
alors :
+oo X Too \/_ 2
/ exp (€2 (s —t)) cos (x) = 5/ exp &2 (s — t) cos dé = : t7T— - exp <4(;i 8))
0 N (2.19)
et par suite :
—x?
v /m <—t—s)f(s)d8

_20/£ (ﬁ exp (4(;—i)>> f(s)ds

20](1);082\/ t—s) <;—i:)f(s)d8

14




Chapitre 2.Etude d’un probleme inverse de I’équation de la chaleur

Posons :

1 —x?
k)(l’,t)ZQ—\/EeXp 4_t s

alors la solution du probléme ([2.9) est donnée par la convolution :

U (z,4) _/t T k(e t—s) f (s) ds,

— S

ou k (x,t) est appelé le noyeau de la chaleur. m

Le flux de la chaleur dans un point intérieur x = 1 est défini par :

t

h(t)::Ux(l,t):/(l—z(l ) Lkt —s) f(s)ds.

t—s))t—s

0

Pour plusieur de détail, voir ([6]).

Le probleéme (2.9)) est bien posé dans le sens du théoréme suivant :

Théoréme 2.2.1 On a :

a) La solutiont t — U (., t) est unique dans I’espace :

H = C°([0,400[, H?* (RT)) N C" (J0, +o0[, L? (R")) .

b) On suppose que f € L*(R). Alors, pour tout s > 0 :

U (z,.) € C°([0,+0c[, L* (R)) N C* (]0, +oo[, H* (R)),

et on a 'estimation de stabilité :

U (z,.)]|, < C(s,x0) || f|| pour tout z > x¢ > 0.

15
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Chapitre 2.Etude d’un probleme inverse de I’équation de la chaleur

Proof.
) est dans l'espace H. Aprés multiplier dans IEDP avec U

a) Supposons que : t — U (
intégrer par rapport a x, on obtient le résultat d’identité suivant

U (@ t)|2dx+/ooo|Ux(3%t)|2diU:—f(t)Ux(Oat)

1d
2dt J,
1
Si f =0, Il s’ensuit que E(t) = 5 llu(.,t)||” est une fonction décroissante. Puisque F/(0)
0, U doit étre nulle.
b) En utlhsant et ) on obtient U(x £) = exp ( \/_) ( ) . Puisque |exp (—x\/z)‘ =
exp | —x g , on voit que U (z,.) € H* (R) pour tout s > 0.5i x > x5 > 0, on a
Wl < w427 <0 151
€0
5 S
avec C' (s, 19) = (—8)
Lo
) est C* pour x > 0 et décroit

D’apres la représentation (2.20]), nous voyons que U (

rapidement lorsque t — oo
D’autre part U( €) est C* pour x > 0 et on a pour tout n € N

(- i) e (Vi) F ¢

0= U (w,6) =

oz
EAR
5 |+ on prouve que

En utilisant la décroissance rapide du facteur exp (

an
)€ H*(R).
U (z,) € H* (R)

) est continue & x = 0, c’est-a-dire

Il reste a montrer que I'application x — U (
| (1= e (=viE) §)

16
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Chapitre 2.Etude d’un probleme inverse de I’équation de la chaleur

En utilisant les inégalités :

|1 —exp (—a/if)| <2 pour z > 0 et £ € R,
11— exp (—/i€)] < xv/Aexp <.75\/Z> pour z > 0 et |¢| < A,

Il s’ensuit que pour tout = € [0, 1] et pour tout A > 1,

/(1—exp <—x\/E>)2 f2d£§x2Aexp (23:\/2) Hf 2—1—4/ ‘frdg.

R 1€]=A

Pour tout € > 0, si on choisit Az < 1 et A assez grand, on peut obtenir le coté droite

inferieure A €.

]
On remarque que notre probléme inverse est équivalent a ’équation intégrale de type de

Volterra suivant :

g0 = [ %ﬂs) s,

avec un noyeau de classe C*°. Ce qui prouve une autre fois que le probléme (2.1]) est mal
posé.

Cette équation est regularisé par la méthode de Tikhonov dans larticle [7].

2.3 Probléme inverse

2.3.1 Probléme de Cauchy

On considére le probléme bien posé suivant :

Upe=U; >1, t>0,
U(l,t) =g(t) t>0, (2.22)
U(z,00) =0 r > 1

17



Chapitre 2.Etude d’un probleme inverse de I’équation de la chaleur

Sige H*(R), s > %, la solution est donnée par :
+o00

U(x,t) = / U (x,t) exp (i&t) dE.
avec :

U (2,1) = § () exp | Vi€ (1 - )]
alors on a :

+oo
U(z,t) = /g (&) exp [\/%(1 — m)} exp (i€t) d€. pour tout = > 1. (2.23)

Puisque ‘exp [\/E (1-— x)} = exp [— (x —1) ’%u , U'intégrale (2.23)) est converge pour

tout © > 1 et U (z,.) € H (R) pour tout o > 0.

Le flux h (t) dans le point x = 1 est donnée par :

h(t)=U,(1,t) € H?(R),

alors :
+oo

hit) = Hy (6) = — [ V/i€a (€ exp (it d. (2.24)
Remarque 2.3.1 Nous allons voir que est equivallent au probléme de Cauchy sui-
vant :

Upe (z,t) =Up(z,t) 0<zx<1, t>0,

Ut =g()  U(Lt)=h(), t>0, (2.25)

U(x,00) =0 0<z<l.
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Chapitre 2.Etude d’un probleme inverse de I’équation de la chaleur

2.3.2 La régularisation de Fourier pour le flux de la chaleur

Puisque la donnée ¢° n’est pas réguliére, pour calculer h numériquement, il est nécessaire
de considérer l'intégrale de Fourier (2.24)) seulement pour || < &,,, o &, est un constant
positif, c’est-a-dire éliminer toutes les hautes fréquences dans I'intégrale de Fourier. Alors

pour n’importe qu’elle donnée pertubée ¢° vérifie :
lg =o'l <5

on obtient un flux approximatif regularisé de h :

i () = Hyg = — / VIEG (€) exp (i€t) X (€) dE. (2.26)

et un flux approximatif regularisé perturbé :

s () = — / VGG (€) exp (i€t) xm (€) dE. (2.27)

ol X, est la fonction caractéristique de Uintervalle [—&,,, &) -
Dans ce qui suit, nous allons obtenir une estimation d’erreur pour ’approximation (2.27)).

Nous supposons qu’il existe une borne a priori pour f (t) = U (0,1),
Il < E.

Selon estimation ({2.21)), il s’ensuit que ||g||, < M = C (s,1) E . Sous cette condition, on

estime la distance L? entre h et h,, s dans le théoréme suivant :

Théoréme 2.3.1 Supposons que ||g|, < M, s > 1/2, et ¢° € L*(R) satisfaisant :
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1/8
lg = ¢°|| < 6. Si on choisit &, = (7) alors on obtient :

1B = Bps|| < 2M 36" 2.

(2.28)

Proof. On a: .
b (6) == [ [V (6) 0 (9] exp (it
et :

+oo

s ()= = [ [0 (€ (€)] exp it) e

—00
c’est & dire :

han (€) = —/i€G (€) xm (£)

et :

hins (€) = —V/1€° (€) Xm (€) -

D’apreés Parseval, on a d’une part :

~ ~ 2
e

= H—\/%exp (i€t) g (&) (1 = xm (£))

2
dg

_ / |V/i€q (€) exp (i€t) (&)

[€1>&m

- / G

|£‘>€777A

2

1/2
5 2\ S | ~ 2
Sg?f—(1+€2)s ( / (1+¢%) 9(5))

E|>Em
— max —_ |lgl°
e>em (14 £2) s

2¢1-2s
< M7°¢,
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D’autre part :

||hm - hm,6|| = ‘ }Alm - hm,é“

= |[Vigexn igt) (56) - 3° (©) xm (©)

1/2
2

| [ [VEew e o6 -3 ©) de]ag

g‘gsﬂb
< V gm Hg - g6H
< V&md

M\ VS
Si on choisit &, = (7) , alors :
1A = sl < 10— B + P — Pams|| < 2M/25 5171725 (2.29)

2.4 La discrétisation du probléme de Cauchy

Pour passer d’un probléme exact continu réagit par une EDP au probléme approché discret,
il existe des méthodes de discrétisation. Parmis ces méthodes les plus connus, nous citons
par exemples : méthodes de différences finies, volumes finis et méthodes des éléments finis.
Dans ce présent travail, on s’intéressera aux méthodes des différences finies. La méthode
consiste & remplacer les dérivées partielles par des différences divisées ou combinaisons
de valeurs ponctuelles de la fonction en un nombre fini de points discrets ou noeuds du

maillage.

e Avantages : grande simplicité d’écriture et faible cotit de calcul.

e Inconvénients : limitation & des géométries simples, difficultés de prise en compte des

conditions aux limites de type Neumann.
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Pour la résolution d’'une EDP de dimension n 4+ 1 (espace+temps), on introduit un

maillage de I'espace R" de pas Ax; et du temps de pas A;.

On construit ainsi une grille. On note :

T, = jAx; pour j € Z,

tF = kAt pour k € N.

Les noeuds de la grille sont les coordonnées (71, xs;, ...,xnj;tk), ou U (tk,xlj) est l'ap-
proximation de U, la fonction continue régie par 'EDP au point (g + kAt, 29 + jAx).
Les différences finies consistent & approcher les opérateurs de dérivation par des opérateurs

discrets de dérivation.On a pour n = 1,

ou

oy

U (tk,xlj + AIL‘l) —-U (tk,l'lj)
AIl )

(tk7x1j) =

2.4.1 La semi discrétisation

Dans la semi discrétisation des différences finies, on considére un maillage (¢,), n =
0,1,2,...N, et on concentre sur I’évolution de la fonction U (z,t,) en ces points. Autre-
ment dit, nos inconnues sont les M fonctions U (z,t1) , U (x,t3) , U (x,t3),..., U (x,ty),
(discrétiser la variable de temps ) c’est-a-dire la discrétisation du temps.

Le probleme pour 0 <t < T peut étre discrétisé par remplacer la dérivée par rapport au

temps U; par un schéma arriére des différences fnies avec un pas de longeure 7. En effet :
t,=n1, n=20,..., N,

T
avec: T = — est le pas de temps, alors on trouve I’approximation pour n > 1,

Ulx,t,) —U(x,t,_1)

T

Ut (l’, tn) ~
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On note U, (z,t) = U (x,t,) par Papproximation de la dérivée.
De plus, si nous supposons que |U (z,t)|, |U; (z,t)], |Uy (x,t)] < M, pour tout (z,t) €
[0,1] x [0,T7] alors :

aﬁ_lt] (#,tn) = Us(z,t5)
_ Ul(z,tn) = Uz, tp-1) + VU (x,t,) avec ¥ (z,t,) = O (7).
T

Notation 2.4.1 Notons w, (x) = U (z,t,) et V¥, (x) = ¥ (z,t,), équation U,, = U,

devient une équation diférentielle ordinaire :
w! — 0w, = 0w, 1+ 9, (1),

avec : 02 = =,
T

Proposition 2.4.1 Soit le probléme semi discrétisé suivant :

v () — 0?0, (2) = —0?v,,_1 pour 0 <z <1, (vy=0),
n() () 1 p (o ) (2.30)

Un (1> = 0gn (o (1) = Iy, (gn =g (tn) , hn=h (tn)) .

La solution v,, a la représentation donnée par :

Uy () = gpcosh (0 (1 —x)) — % sinh (0 (1 —z)) + 0/ sinh @ (x — s)v,—1 (s)ds. (2.31)

xT

Proof. Le probléme (2.1]) est écrit comme suit :

3 2
0 g;gx) = 0*v, (z) — 0*v,_1 (), n=1,.,N
vo (1) =0,
Un (1) = gn, n=1..N,
n (1) = hn, n=1.N.
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ou g, =g(t,),n=1,...,N.

Ceci équivalent au probléme suivant :

)
vo () =0,

V! () — 0201 (z) = 0, avec v1 (1) = g1,91 (1) = hy,

vl (z) — 020y (1) = —0%vy (), avec vy (1) = go, 01 (1) = hg,

V! (z) — 0%v, () = —0%v,_1 (z), avec v, (1) = gn, 0 (1) = hy.

\ n

Résolution numérique On commence parn =1 :

C’est une équation différentielle linéaire homogéne d’ordre 2 & cofficients constants, le

polynoéme caractéristique équivalent & :

PP —0*=0=p=+0.

Alors, la solution donnée est :

vy () = Cyexp (fz) + Cyexp (—0x).

a partir des conditions (v; (1) = gy et U1 (1) = hy) on obtient :

U1 (1) = Cl exp (6) + Cg exp (—0) = g1,
1/)1 (1) = 001 exp (9) — 902 exp <_9) — hl'
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alors : (—0) "
_&p=Y) m
Cl - 2 gl + 0 > )
_exp(0)
Cy = 9 (gl 0

Finalement, la solution de la premiére équation est donnée par :

vy () = gy cosh (0 (1 —z)) — f sinh (0 (1 — x)).

0
Pour n=2:
vl (z) — 0%y (x) = —0%0y (),

vy (1) = g,
Uy (1) = h,g.

(2.32)

C’est une équation différentielle linéaire non homogeéne d’ordre 2 a cofficients constants

vg () = vp (z) + vy (2) .

ol vy (z) est la solution homogene (v, (x) = 0).

vy (x) = gacosh (6 (1 —z)) — %sinh 0(1—x)).

(2.33)

Maintenant, de fagon analogue a une équation différentielle lineaire a premier ordre, nous

cherchons une solution particuliére v, (x) de la forme :

vy () = C1 (2) Y1 (7) + Co () y2 (1)

ot y; () et Yo (x) forment un ensemble fondamentale des solutions de 1’équation homogene

associée. C () et Cy () sont deux fonctions de la forme :

(1) = 1Wi(y1>y2) s
Gi(z) x/W(ylam)d'
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On défini le Wronskien de y; (z) et yo (x) (Noté : W (y1;y2)) par :

W (y1,92) = prle) e o)

g (x) 42 ()

exp (fx)  exp(—0x)

Oexp (0x) —0Oexp(—0x)

— 2040,

Le Wronskien ne s’annule pas, (parce que y; (z) et yo () sont linéairement indépendants).

Si on calcule W5 et W5, on trouve :

5 (T exp (—0x
Wi (y1,92) = ’ s = ’ Al
—0%01 (2) 4o (2) —0%v; (v) —0exp (—0x)
= 0%v; (x) exp (—0x).
1 (x exp (0x
Wa (y1,12) = pe) ’ = p(0w) 0
“Pu(@) o) | | Bexp(Bn) 0 ()

= —0%v; (z) exp (0) .
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Il s’ensuit que,

1

Oy [Wilm) [Entlerie,

W(y17y2> _29
9 1
_ 5/”1 (s) exp (—0s) ds.
$1W< ) [ —0%, (5) exp (05)
2 \Y, Y2 —U U1 (S)EXp (US
—_ 2Wb) .. d
02 (x> T W(ylayZ) ’ / —20 i
1
9

= —5/111 (s)exp (0s) ds.

T

Alors ,la solution particuliére est :

v (@) = g/vl (s) exp (—0s) exp (0) ds — g/m (s)exp (0s)exp (—0Ox) ds
=5 [ e 0 - ds = [or (s exp (00— 5))ds

xT

= 6’/1}1 (s)sinh (0 (z — s)) ds.

Dong, la solution générale de vs (z) est :
ve () = vy (x) + vp (x),

alors :

Vg () = gacosh (0 (1 — x)) — %sinh 0(1—2))+ 9/1}1 (s)sinh (0 (z — s)) ds.

xT
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On peut généraliser ce résultat pour n = 1,..., N.

Uy () = gpcosh (0 (1 —x)) — % sinh (0 (1 —z)) + Q/Un (s)sinh (0 (z — s)) ds.

1

T

alors, le systéme équivalent de systéme ([2.25)),

;

vo () =0,

v{(z) =gicosh(0(1—ux))— %sinh 01 —x),

1

(2.35)

vr(x) =gpcosh(f(1—x))+ % sinh (0 (1 —x)) + H/Un (s)sinh (0 (x — s)) ds.

x
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Conclusion

Dans ce travail, on a réduit le probléme d’identification d’une source dans I’équation de la
chaleur & un probléme de Cauchy pour 0 < x < 1 et t > 0. Le flux de la chaleur au point
x = 1 est donné par une intégrale sur R. On la calcul par la méthode de régularisation de
Fourier. La discrétisation par rapport au temps, nous conduit a une suite d’équations inté-
grales par rapport a la variable x. Reste a étudier ces équations en discrétisant l'intervalle

0, 1] et en approximant 'opérateur intégral.
g
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Annexe A : Abréviations et

Notations

Les différentes abréviations et notations utilisées tout au long de ce mémoire sont expli-
quées ci-dessous.

R :ensemble des nombres réels.

H :espace de Hilbert.

||.|| - une norme.

H* (R) :I’espace de Sobolev
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