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Introduction

Dans ce mémoire, on s’intéresse & un aspect important de la théorie qualitative des sys-
temes différentiels planaires, a savoir les cycles limites. Il s’agit de solutions périodiques
isolées dans ’ensemble de toutes les solutions périodiques d’un systéme différentiel au-
tonome plan donné. Ils sont représentés dans le plan de phase par des courbes fermées
simples et lisses. Les autres solutions se rapprochent des cycles limites ou s’en éloignent
asymptotiquement lorsque le temps croit indéfiniment, il s’agit 1a de stabilité ou d’insta-
bilité des cycles limites. Le concept de cycles limites parait pour la premiére fois dans
les fameux articles de Poincaré (1881, 1882, 1885, 1886). Puis au début du 20éme siécle,
dans le 2éme congres international de Mathématiques en 1900 & Paris, David Hilbert
a présenté son célébre exposé intitulé "Probléemes Mathématiques". La 16éme de ses 23
problémes s’était de déterminer le nombre maximal de cycles limites existants pour le

systéeme différentiel suivant :

dx

5, Pn )

g (2, y)
vy _

ou P, et @), sont des polynomes de degré < n.

Pour I'existence et ’absence des cycles limites, ils existent quelques anciens résultats large-
ment appliqués, tels que le théoréme de Poincaré-Bendixson, le critére de Bendixson
et le critere de Dulac. Mais pour le probléeme d’unicité, la situation est plus compliquée

et demande beaucoup plus d’estimation exacte.



Introduction

Ce travail est organisé de la maniére suivante :

— Chapitre 1 : Comporte quelques notions préliminaires des systémes différentiels, intro-
ductives et nécessaires & la compréhension de I’ensemble de ce travail. On commence par
définir les systémes dynamiques, la notion de flot, les points d’équilibre, la linéarisation
des systémes différentiels non linéaires au voisinage des points d’équilibres, le portrait
de phase, les solutions périodiques et leurs stabilités, et les ensembles limites.

— Chapitre 2 : Nous proposons quelques résultats d’éxistence et ’absence des cycles
limites dans R2. Puis nous avons étudié la stabilité des cycles limites, comme nous pré-
sentons quelques généralisations de résultats connus en dimension deux & la dimension
n, en utilisant les résultats théorique de R.A.Smith et en ajoutant des hypotheses sup-
plémentaires. Il s’agit des généralisations des théories de Poincaré et Bendixson, nous

terminons ce chapitre par une application dans R3.



Chapitre 1

Notions préliminaires et généralités

L’objectif essentiel de ce chapitre est d’étudier quelques notions générales et préliminaires

pour ’étude qualitative des systémes dynamiques et des équations différentielles ordinaires.

Nous commencgons par donner les notions de systéme dynamique, flot, point critique, et
linéarisation. Nous introduisons aussi le théoréme d’existence et d’unicité. Ensuite, nous
examinons la nature et la stabilité des points d’équilibres. Enfin nous terminons par donner

la définition des solutions périodiques et leur stabilité.

1.1 Systéme dynamique

Un systéme dynamique est un modéle permettant I’évolution au cours temps d’un ensemble
des objets en intéraction il est défini par un triplet (D, I, ) constitué de l’espace d’états
D, du domaine temporel I, et d’une application de transition d’état ¢ : [ x D — D
qui permet de définir a partir d’un vecteur de condition initiale [’état du systéme a tout

nstant.



Chapitre 1. Notions préliminaires et généralités

Définition 1.1.1 : Un systéme dynamique sur R™ est une application :

o :RT xR* - R"

définie sur tout R x R", telle que :

0,X)=X,

t+s,X)=p(t e(s, X)) pour tout t,s € Rt X € R".

Exemple 1.1.1 : Soit le systéme différentiel :

X(t) = AX(t)
te R, X, € R,
X(0) = Xo.

ot A est une matrice constante. La solution de ce systéme est :

X (t) =exp(tA) Xy, VteR

engendre un systéme dynamique du fait que [’application :

¢ :R" x R" — R"

qui a tout t € RT, X € R" associé :

o(t,X)=exp(tA) X

vérifiée les quatre propriétés du systéme dynamique.
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1.1.1 Formulation des systémes dynamiques

Les systémes dynamiques sont classés en deux catégories :

1. Dans le cas ou la composante temps est continue, le systéme dynamique est présenté

par un systéme d’équation différentielle de la forme :

.
.i'l = fl(l’l,...,llfn,t)

. i‘g = fg([)’)l,...,l'n,t)

X=F(X,t) & XeDcCR"telCR.
jﬁn = fn<l'1,...,$n,t).

\

Si la fonction F' est linéaire, le systéme dynamique est dit linéaire, et si le temps est

exprimé explicitement dans la fonction F', le systéme est dit "non autonome".

2. Dans le cas ou le temps est discret, le systéeme dynamique est présenté par une

application (fonction itérative)
Xiy1 = f(Xk, ]{?), X € R".

Remarque 1.1.1 : Dans ce travail nous intéréssons aux systémes dynamiques autonome

et a temps continue.du type :
X=F((X), XeDcR“telcCR. (1.1)

Définition 1.1.2 :

1. On appelle solution du systéme (1.1)) toute application dérivable X : I — D, définie

sur un intervalle non vide I C R et telle que, pour tout t € I :

X(t)e DCR" et X(t)=F(X(t)).
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2. L’ouvert D est appelé [’espace de phase.

3. Une fonction X est appelée prolongement de la solution X si elle est définie sur un

intervalle I contenant strictement 1.

4. La solution X est dite mazimale (on dit aussi non prolongeable ) si elle n’admet pas
de prolongement, c’est-a-dire 'intervalle I est lintervalle maximal d’existence de la

solution X.

Définition 1.1.3 : Soit Iy lintervalle mazimal d’existence de la solution X.
1. La trajectoire (ou Uorbite) de X est définie par : v(X) ={X (t) : t € Ix}.
2. La semi-orbite positive est définie par v*(X) ={X (t): t > 0}.
3. La semi-orbite négative est définie par : v~ (X) ={X (t): t <0}.

Définition 1.1.4 : On appelle point singulier (ou point d’équilibre ou point critique) du

systeme (1.1)), le point X* € R™ tel que :
F(X™) =0.

Définition 1.1.5 : Un portrait de phase est l’ensemble des trajectoires dans l’espace de

phase.

Définition 1.1.6 : Soit ® (¢, Xy) la solution du systéme (1.1)) telle que @ (0, Xo) = Xp.
L’ensemble des applications ®; : R" — R"définies par &, (Xy) = @ (t, Xy), est appelé le

flot du systéeme (|1.1]).

1.1.2 Existence et unicité des solutions

Dans cette partie en va étudier I’éxistence et 'unicité d’une solution. La condition que

F' soit continue ne suffit pas que la solution est unique. On verra dans le théoréme de

6
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Cauchy-Lypschitz que si F' est localement lipschitzienne alors le probléme admet une

solution unique.

Définition 1.1.7 : Le probléme de trouver une solution du systéme (1.1)) satisfaisant a la

condition initiale X (tg) = Xq est appelé probléme de Cauchy.

Définition 1.1.8

1. On dit que F' est Lipschitzienne sur D, s’il existe une constante L telle que :

IFX) - FX)<L|X=Y[,  VryeD.

La constante L est appelé une constante de Lipschitz pour F.

2. On dit que F' est localement Lipschitzienne sur D, si tout point de D posséde un

voisinage ouvert inclus dans D sur lequel ' est Lipschitzienne.
Théoréme 1.1.1 (Cauchy Lipschitz) : Soit le probléme de Cauchy :

X = F(X)
X(to) == X().

Si F est continue et localement Lipschitzienne sur D dans R"™, le probléme de Cauchy

admet une solution maximale unique sur D.

Remarque 1.1.2 : Le théoréme d’existence et d’unicité est encore assuré sous l’hypothése

que F' € CY(D).

1.1.3 Stabilité des points singuliers

L’analyse de la stabilité d’un systéme dynamique permet d’étudier ’évolution de sa trajec-

toire d’état lorsque I’état initial est proche d’un point singulier. Il existe quelques concepts

7
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pour la stabilité des systemes dynamiques tels que la stabilité au sens de Lyapunov.

Définition 1.1.9 : Soit X* un point singulier du systéeme (1.1)) :

1. X* est dit stable au sens de Lyapunov si :
Ve>0,30>0:|X(t)) — X")|| <d = tE—i-moo |X(t) — X*|| <e Vit>t.
2. X* est dit asymptotiquement stable au sens de Lyapunov si :
Vi > 01 | X(t) = X <0 = lim_|X() = X[ =0,

3. X* est dit instable si elle n’est pas stable.

X4

asymptotiguement stable

S
e instable

stable —\\" Y ol

,

FiG. 1.1 — Différents types de stabilité au sens de Lyapunov

Exemple 1.1.2 : Soit le systéme :

X* = (0,0) est un point singulier.
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La solution qui vérifie (x(0),y(0)) = (zo,yo) est :

x(t)\  [wocost —yosint
y(t))  \w@gsint —ygcost/’

Ve > 0, 30 > 0 telle que :

IG)

<(5:>H(zg;>H<s; vt > 0.

()| _ T = |xgcost — ypsin Tosint — yp cos x
(20| = 101+ bt = oot —posint + awsint — gocost] < 2ol + )

:2"(%)“ < 20, on prend § <
Yo

d’ou X* est stable au sens de Lyapunov.

l\DIF‘)

, x(t)
IYEART EEAr—
Done, la solution n’est pas asymptotiquement stable.

Définition 1.1.10 : Considérons le systéme (1.1)), et X* est un point singulier :

1. Le systéme :

. OF; o
= * < <
X (an(X))X, 1<i, j<m,

est appelé linéarisation de(|l.1]) en X*.

2. On appelle X* point singulier hyperbolique de (1.1)), si toutes les valeurs propres de

OF; .
la matrice Jacobienne ( X (X*)> sont a partie réelles non nulles.

J
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Définition 1.1.11 : (Classification des points singuliers)
Considérons le systéme linéaire
X(t) = AX(t) (1.2)
1. Si les valeurs propres de A sont réelles et de méme signe (négatives ou positives) ,
la solution X* = 0 est appelée noeud.

2. Si les valeurs propres de A sont réelles et de signe différents , la solution X* =0 est

appelée selle (col).

3. Si les valeurs propres de A sont complexes avec Re(X\;) # 0, i =1,...,n , la solution

X* =0 est appelée foyer.

4. Si les valeurs propres de A sont complexes avec Re(\;) =0, i =1,...,n , la solution

X* =0 est appelée Centre.

Théoréme 1.1.2 : Stabilité de Lyapunov (la méthode indirecte)
1. L’origine est un équilibre asymptotiquement stable de (1.2) si et seulement si toutes
les valeurs propres de A sont de partie réelle strictement négative.

2. L’origine est un équilibre instable de (1.2)) si A a au moins une valeur propre de

partie réelle strictement positive.

3. L’origine est un équilibre stable de (1.2)) si et seulement si :

i) Toutes les valeurs propres de A sont de parties réelles négative ou nulle.

ii) Pour toute valeur propre de A a partie réelle nulle, les multiplicités algébrique et

géométrique coincident.

10
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Théoréme 1.1.3 : Soit X* un point singulier hyperbolique de (1.1). Alors :
1. X* est assymptotiquement stable si et seulement si l'origine est assymptotiquement
stable pour le systéme linéarisé en X*.

2. X* est instable si et seulement si l'origine est instable pour le systéme linéarisé en

X

Théoréme 1.1.4 : Stabilité de Lyapunov (la méthode directe)

Soit E un voisinage ouvert de R™ contenant un point équilibre X*, et V' une fonction

continiment différentiable, qui satisfait les conditions suivantes :
- V(X" =0,
- V(X)>0, siX#X*o0uXeR" (V est dite définie positive),

alors :

1. Si V(X) <0, VX € E, on a X* est stable.

2. Si V(X) <0, VX € E, X* est asymptotiquement stable.

Exemple 1.1.3 : On considére le systéme :

Pour déterminer la stabilité de I’équilibre X* = 0, posons : V(z,y) = z* + y*.

On aV(0) =0 et V est définie positive, et on a :

Donc, on déduit que l’origine est stable.

11
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1.2 Solutions périodiques

Les points singuliers ne sont pas les seuls éléments déterminant le comportement qualitatif
des solutions d’un systéme dynamique, mais il existe d’autre types tels que les solutions
périodiques. Le premier probléme que nous recontrons est ’existence des solutions pério-
diques dans R", et dans cette section nous proposons quelques résultats d’absence des

orbites périodiques.

Définition 1.2.1 : Une solution X (t) du systéme (1.1)) est une solution périodique de
période T si est seulement si chacune de ses n composantes z;(t) est périodique de période

T.

(

{L'Q(t—FT) = xz(t)
Pour tout teR, X({t+T)=X(t) <

| Ta(t+T) = (1)
Remarque 1.2.1 :

1. Si X(t) a une période T, la solution a aussi une période kT, et supposons que T est

la plus petite période.

2. Les points d’équilibres sont considérés comme des solutions périodiques a une période

arbitraire T € RT.

Exemple 1.2.1 : L’oscillateur harmonique est régi par [’équation différentielle

7+ wlr = 0.

12
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Cette équation équivaut au systéme :

r=Y
y = —wx
Ce systéme s’intégre facilement puisque :
dy sz
de Yy

ce qui donne pour ensemble de solutions :

v+ —wir? = C.

Autrement dit, ce systéme posséde une famille continue & un parameétre de solutions pé-

riodiques représentées dans le plan de phase par des ellipses.

Théoréme 1.2.1 : Soit X (t) une solution du systéme (1.1)), supposons qu’il existe deux
instants ty et ty (t1 < ta) tels que : X (t1) = X(t2) (c.a.d que lorbite de X (t) se recoupe).

Alors, X (t) est une solution périodique définie pour tout t € R.

Lemme 1.2.1 : Une solution périodique du systéme différentiel autonome (1.1)) corres-
pond a une orbite fermée dans le plan de phase, et une orbite fermée correspond a une

solution périodique.

Alors en topologie I'orbite d’une solution périodique est topologiquement équivalent au
cercle de centre 0 et de rayon 1. Cela signifie qu’il existe un homéomorphisme h : R — R"
qui transforme toute orbite périodique en ce cercle c’est a dire que cet homéomorphisme
transforme le systéme en un systéme équivalent qui admet le cercle de centre 0 et de

rayon 1 comme solution périodique.

13
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Proposition 1.2.1 : Toute solution périodique entoure au moins un point d’équilibre.

Théoréme 1.2.2 : (Critére de fonction de Lyapunov)
Considérons le systéeme (1.1), et X* est un point singulier.

Si tel systéme admet une fonction de Lyapunov il ne peut admettre d’orbite fermée.

Preuve. : En effet si X est une solution correspondant & une orbite fermée, Vt, X (t) # X*

(sinon le cycle se réduit a un point) et donc

%V(X(t)) — arad V(X(0).F(X (1)) < 0,

ce qui signifie que la fonction t — V(X (t)) est strictement décroissante le long de 'orbite

fermée or ceci est absurde.

( ceci ne prouve pas que X (t) — X* la preuve étant plus délicate) m

Exemple 1.2.2 : Considérons le systéme

T =—r+4y

y =-x-y

Posons V(z,y) = z* + 4y*. Alors

V(z,y) >0, V(z,y)#(0,0),
_— -
grad V(z,y).F(x,y) = —222 — 8y*; grad V(z,y).F(x,y) <O0.

Ainsi V' est une fonction de Lyapunov et le systéme n’admet donc pas d’orbite fermée

(toutes les trajectoires tendent vers 0).

14
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Définition 1.2.2 : Supposons que le systéme différentiel puisse s’écrire sous la forme

. % . .
r=—gradV(z) ovx € U CR" et V est une fonction C* définie sur U a valeur dans R.

On dit alors que V' est un potentiel du systéme.

Théoréme 1.2.3 : ( La méthode du gradient )

St un systéme admet un potentiel il ne peut admettre d’orbites fermées.

Exemple 1.2.3 : Soit le systéme :

T = sin(y)
y = cos(y)
Le systéme n’admet pas d’orbites fermées puisqu’il admet la fonction V(z,y) = —xsin(y)

comme potentiel.

1.3 Stabilité des solutions périodiques

Supposons que le systéme (|1.1)) admet une solution périodique @ (t), définie pour tout

t € R et telle que @ (t + kT") = @ (t) pour tout k € Z.

Dans ce paragraphe nous considérons une autre définition de la stabilité d’une solution pé-

22U

riodique, appelée "stabilité au sens de Poincaré” qui est plus significative et fait intervenir

la distance d’un point X & la courbe périodique ®(t) :

4= inf [|IX ~ ()]

T€[0,T

15



Chapitre 1. Notions préliminaires et généralités

Définition 1.3.1 : Soit X (t) une solution du systéme (1.1)) définie par X (ty) = X :

1. ®(t) est dite orbitalement stable ou stable au sens de Poincaré si :

Ve >0, 30 >0: || X(tg) — P(to)]| <d = d(t) = i%fT[ | X(t) — ®(7)|| < e, VtE [tg, +00].
T7€|0,
2. ®(t) est dite asymptotiquement stable au sens de Poincaré si elle est stable et si de

plus :

lim d(t) = 0.

t——+o00

3. @ (t) est instable si elle n'est pas orbitalement stable.

Remarque 1.3.1 : Pour une solution périodique, la stabilité au sens de Lyapunov im-

plique la stabilité au sens de Poincaré, mais la réciproque n’est pas vraie en général.

Exemple 1.3.1 : Soit le systéme :

z(t) = —y/ (22 4+ ?)

y(t) = zy/(2* + y?)

qui admet ['unique point critique 0. En résolvant ce systéme en coordonnées polaires

xr =rcosf
r>0,

y =rsinf

on a
=2+ = rr=axr+yy

Ty — yx

1 /
0 =tan " (y/x) = 9:x2+y2

16



Chapitre 1. Notions préliminaires et généralités

on obtient

rt)=0 = r(t)=ro
| (1.3)
0(t) =r(t) = 0(t) = rot + 6o, 0o =0(0).

L’origine 0 est fermé de cercles centrés. Soit ®(t) une solution périodique définie par
(1.3). Pour étudier la stabilité de cette solution, nous considérons un voisinage de ®(0)
défini par || X — ®(0)|| < 0, un point X (0) appartenant a ce voisinage et la solution X (t)

correspondante qui est un cercle de centre 0, de rayon o+ «, |a| < §. Donc
Ve >0, 35 > 0 tel que || X(0) — ®(0)|| <0=4d(t) <e t>0,

ce qui prouve que la solution ®(t) sont stable au sens de Poincaré.

Cependant la solution ®(t) est instable au sens de Lyapunov. Pour le prouver il suffit de

montrer que, V9§ > 0, il existe au moins une solution X (t) définie par || X (0) — ®(0)| < 4.

En effet, pour la solution ®(t) on a pour linstant t,
1 X (t1) = ®(t1)|| = 2r¢ + .

Donc la condition de stabilité au sens de Lyapunov ne peut pas étre satisfaite : la solution

O(t) est instable au sens de Lyapunov.

1.4 Auxiliaires géométrique des systémes autonomes

Considérons la solution X (¢) du systéme (1.1)) de valeur initial X (0) = X, correspond
dans l'espace de phase a une orbite qui nous indiquons par v(Xj). Alors si X (¢;) = Xj,

nous avons y(X;) = v(Xo).

Parfois nous distinguerons le comportement de la solution pour ¢ > 0, correspondant a
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l'orbite positive v (Xy), et le comportement pour ¢ < 0, correspondant & I'orbite négative
7™ (Xo) 5 7(Xo) =7 (Xo) U™ (Xo).

Dans le cas des solutions périodiques nous avons : 7+ (Xg) = 77 (Xo).

Définition 1.4.1 : ( Ensemble w_limite et o limite )

* q € R™ est appelé un point w_limite de p € R™ si et seulement si :

I{t,}, telle que ,, (p) — q, sit, — +oo. ot Dy (p) =X (tn,p).

* g € R™ est appelé un point o limite de p € R" si et seulement si :

I{t.}, telle que &, (p) — ¢, sit, — —o0.

Définition 1.4.2 : Un point q dans R™ est appelé point limite positif de l’orbite v(Xy)
correspondant & la solution X (t), s’il existe une suite croissante des nombres ty,tq, -+ —

+oo tels que les points de y(Xo) correspondant & X (t1), X (t2),- -+ ont point limite q.

De la méme maniére on définit un point limite négatif en utilisant une suite décroissante

des nombres t;.

Définition 1.4.3 :

o [’ensemble de tous les points limite positifs d’une orbite v est appelé le w-limite de 7,

noté par w(7y).

e L’ensemble de tous les points limite négatifs de ~y est appelé a-limite de vy, noté par (7).
Exemple 1.4.1 : Considérons le systéme linéaire autonome dans R?

jjl = T2

jfg = —T1.

18
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L’origine est un centre pour le plan de phase. Toutes les orbites sont fermées. Considérons
une orbite v. Il est clair que chaque point p de v est a la fois positif et négatif. Choisissez
par exemple p = (1,0). L’orbite vy a la paramétrisation (cost, —sint), choisir pour un point

limite positif la suite t, = 2mn — Z, n=1,2,3,.... Donc (z1(t,), x2(ts)) — (1,0).
n

Nous avons pour chaque orbite : w(y) = a(y) = .

Définition 1.4.4 : L’ensemble S est invariant si pour tout point x € S alors l’orbite
~v(z) C S.

— L’ensemble S est invariant positif si x € S alors y*(x) C S.

— L’ensemble S est invariant négatif si x € S alors v~ (z) C S.

Théoréme 1.4.1 : Les ensembles a(7y) et w(vy) sont fermés et invariants, nous avons
que si l'orbite positive v+ est bornée, donc l’ensemble de w_limite est compact, connecte,

et non vide.

Définition 1.4.5 : Un ensemble M C R™ est appelé un ensemble minimale du systéme

(1.1), si M est le plus petit sous ensemble fermé, invariant et non vide.

Théoréme 1.4.2 : Supposons que A est un ensemble non vide, compact, invariant du

systeme (1.1)) dans R™, alors il existe un ensemble minimal M C A.

Théoréme 1.4.3 : Si M est un ensemble minimal, borné de (1.1)) dans R?, alors M est

un point singulier ou une orbite périodique.
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Chapitre 2

Les cycles limites

Dans ce chapitre, on s’intéresse plus particulierement a 1’étude des cycles limites. Nous
débuterons par ’étude qualitative des cycles limites. Ensuite, nous exposons des principaux
résultats sur I'existence et I’absence. Ainsi que la stabilité de cycles limites dans le plan
( théorie de Poincaré-Bendixson ). Enfin, nous présentons quelques généralisations de la

théorie de Poincaré et Bendixson dans R".

2.1 Portrait de phase et cycles limites

Un autre comportement possible pour une trajectoire est de tendre vers un mouvement
périodique, dans le cas d’un systéme planaire, cela signifie que les trajectoires tendent vers

ce que 'on appelle un cycle limite.

Définition 2.1.1 : On appelle cycle limite une orbite périodique qui est isolée dans l’en-
semble des orbites périodiques, c’est a dire qu’on ne peut pas trouver une autre orbite

fermée dans son voisinage.
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Les cycles limites sont aussi des séparatrices : ils séparent des régions ou les trajectoires

ont des comportements différents.

Théoréme 2.1.1 : T' étant la trajectoire d’un cycle limite, toutes les trajectoires inter-
teures et exterieures voisines de I' sont telle que : soit elles s’enroulent toutes en spirales

autour de I' pour t — 400 ou bien t — —o0.

Exemple 2.1.1 : Soit le systéme différentiel :

it=x—y—x(z*+1y?

y=x+y—yla*+y?),

en coordonnées polaires xr = rcosf, y = rsinf, le systéme précident devient :

ce systéme a deux états d’équilibres r =0 et r = 1.

La solution générale distincte de zéro est donnée par :

1

2
=
() 14 Ae—2t’

0 =t—t,

Ainsi, en utilisant l'espace des phases (x,y), toutes les trajectoires exepté I'équilibre r = 0,

tendent vers le cycle r = 1 (s’enroulent en spirales autoure du cercle).

Remarque 2.1.1 : Les cycles limites sont des phénoménes non linéaires. Il ne peuvent
apparaitres dans des systémes linéaires, ce qui tmplique que les centres ne sont pas des

cycles limites.
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Définition 2.1.2 : ( Classification des cycles limites )

1. Si toutes les trajectoirs interieures et exterieures s’enroulent autour de I', pour t —

+00, le cycle limite est stable.

Fic. 2.1 — Cycle limite stable

2. Si toutes les trajectoirs interieures et exterieures s’enroulent, toutes en spirale autour

de I' pourt — —o0, le cycle limite est instable.

Fic. 2.2 — Cycle limite instable

3. Sl existe dans sont voisinage des trajectoires convergentes et d’autres divergentes,

le cycle limite est semi-stable.

Fia. 2.3 — Cycle limite semi-stable
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2.2 La théorie de Poincaré-Bendixson

Pour étudier 'existence des solutions périodiques, on présente les critere de Bendixson et
Dulac qui affirment I’absence des cycles limites, et le théoréme de Poincaré-Bendixson qui

affirme D'existence des cycles limites pour des systémes différentiels dans le plan.

Maintenant nous allons nous intéresser & la question : comment prouver qu il en existe

une orbite fermée isolée ?

2.2.1 Existence et unicité des cycles limites

On considére le systeme autonome :

y=g(x,y)

dans un domaine D C R2.

Le théoreme de Poincaré-Bendixson permet de décrire tous les ensembles w limites com-

pacts d’un systéme dynamique planaire.

Théoréme 2.2.1 : (Poincaré-Bendirson)

Considérons ’équation (2.1) dans R? et ou f,g € C* (D). Supposons que y¥est une orbite
bornée et positive et que w(y1) ne contient que des points ordinaires. Alors w(y™) est une

orbite périodique. De plus si w(yT) # ~* alors lorbite périodique est appelé cycle limite .

Un résultat analogue est valable pour une orbite bornée et négative.

Preuve. : D’apres le théoréme (1.4.1), w(y™1) est compacte, connecte et non vide, alors le
théoréme (1.4.2) donne qu’il existe un ensemble minimale borné M C w(y™T), tel que M

contient des points ordinaires, & cause du théoréeme (1.4.3) M est une orbite périodique. m
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Corollaire 2.2.1 : Soit D un ensemble fermé borné ne contenant aucun point singulier et

supposons que D est positivement invariant . Alors il existe un cycle limite contenu dans

D.

Exemple 2.2.1 : En considére un rectangle avec des coins a (—1,2),(1,—2),(—1,—2)et

(1,2), prouvons que le systéme suivant a au moins un cycle limite :

T =1y — 83

U =2y — 4z — 293

] "'l-"i""‘-l.\.,.\.".lt ; {.g'ffr‘rr*
1 o "5 S e
4_‘ ey 'L U e
| ——eaty | o ree—
—'l—-l--I-—IFH—'“-I"“"'H 'i | I | o a——t—

- —'—‘"'—"'—""'-""""'--"".a-""/'”'-ll-!\‘5.I f b ———
i -—H—h—mﬂ,lfgf—p i ————

e /‘ fI"'ll B ———
———— i f Y ) o ree———
B e L Y s
--b-rhrh-h-rh-rhn"/'lf I|" ]{ e ———
S e P e e e e
T v e
b E 1 E 1"\“—-‘!—1—0-!-‘-!-
e Ehb et
N Jf 'ﬁl RIS
o ff } i § AR
108 04 0 02040608 1 S A RRR: R
X
(a) (b}

Les points singuliers sont trouvés par résolvant les équations v = 1 = 0.

Soit y = 8z3. Alors y = 0 si x(1 —4x* +2562%) = 0. Le graphique de la fonction est donné
a la figure (a). Le graphique n'a pas de racines et l'origine est le seul point singulier. Il
n’est pas difficile de montrer que l'origine est un foyer instable. Considérons le flot sur les

cotés du rectangle (la figure (b)) :
- sury =2, |z| <1, y=—4xr—12 < 0.
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- sury = -2, |z| <1, y=—4r+12>0.
- surx=1,ly| <2, r=y—8<0.

- surx = —1,|y| <2, r=y+8>0.

Le rectangle est positivement invariant et il n’y a pas d’autres points singuliers que l’origine

qui est instable.

Par conséquent, il existe un cycle limite stable a l'intérieur du rectangle par le corollaire

du théoréme de Poincaré—Bendizson.

Théoréme 2.2.2 : (Critére de Dulac)

On considére le systéme (2.1)) ot f et g sont de classe C* sur un ouvert E C R™. Soit v

une fonction de classe C'. Soit A une région annulaire de E .

St aﬁ (Wf) + (92 (1g) ne change pas de signe dans A, alors il y a un seul cycle limite
Zz Y

contenu dans A.

Preuve. : Supposons que I'y et I's des cycles limites encerclant K des périodes Ty et Ts,

respectivement. On applique le théoréeme de Green a la région R.

// { wf) . 1/}9)1 dady = f(iﬁfdy — ¢gdz) + / (¢ fdy — vgdx) — f{ (W fdy — gda)

I'y L I't

- / (6fdy — dyde) .

L

Maintenant, sur I'y et T'y , x = f et y=g , alors :

T

//{ W } ]Wg Yaf) dt—/(¢f9_¢gf)dt:

0

0 0
contradiction avec I’hypothése 97 (Wf)+ 90 (vg) # 0 dans D. Par conséquent, il y a au
Z Y

plus un cycle limite contenu entiérement dans D.
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A

Exemple 2.2.2 : Utilisons le critére de Dulac pour prouver que le systéme a un cycle
limite unique dans D.

T =—y+z(l—22%—3y?

y=x+y(l—22%— 3y?)

En utilisant les transformations aux coordonnées polaires :
T =xT+ Yy, 120 = xi) — y
Donc, le systéme devient
r=r(1-2r? —r%sin?0)
h=1

lorigine est un seul point singulier. Sur le cercle

1 1 .
(5-1811129). d’O'll 7’>0
Sur le cercle

r=—1—gin’d d o r <0
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Donc

Sir>1 alorst <0

Si0<r< alorstT >0

(NN

1
Par conséquent, il existe un cycle limite dans A = {r : 3 < r < 1} d’aprés le corollaire
du théoréme de Poincaré—Bendixson.
1
div(X) = 2(1 — 4r? — 272 sin? ) si 5 <7< 1, alors div(X) < 0. Puisque la divergence ne

change pas le signe dans A, il y a au plus un cycle limite dans A selon le critére de Dulac.

2.2.2 Non existence des cycles limites

Nous venons de voir, par "application du théoréme de Poincaré-Bendixson ou de ses corol-
laires, qu’il est possible de montrer ’existence d’au moins un cycle limite pour un systéme
dynamique donnée. Nous allons maintenant voir deux critéres qui permettent d’exclure

I’existence de tout cycle limite, dans un certains domaine.

Théoréme 2.2.3 : (Critére de Bendirson)

Supposons que le domaine D C R? soit simplement connexe (pas de trous en D), et (f,g)
est continmament différentiable dans D. Le systéme (2.1)) n’admet pas de cycle limite dans

D, siV(f,g) (div(f,g)) non nulle et ne change pas de signe en D.

Preuve. : Supposons que V(f,g) conserve un signe constant différent de zéro. De plus
supposons qu’il existe un cycle limite pour le systéme ([2.1) représenté par une orbite fermée

C contenue enticrement dans D. Notons par G linterieur de C'.
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Appliquons le théoréeme de Gauss de la forme :

V(f,g)do = ¢ (fdy — gdx)
[Jrsae=g
— U -
C

Ou s est la surface interieure o C'. La derniére intégrale est égale zéro puisque l’orbite
fermée C' correspond a une solution de l’équation (2.1). Alors la premiére intégrale s’anulle,

il en résulte une contradiction avec la supposition. m

Exemple 2.2.3 : Consideére le systéme dans R?

of
T = f(z,y) =y + 23 ==(z,y) = 32°
=\ g
y=g(x,y)=x+y+y’ a—y(:t,y)=1+3y2,

La divergence de la fonction vectorielle est 3x°+3y*+1 puisque cette expression est définie

positive , alors le systéme n’a pas de cycles limites selon le critére de Bendixson.

Théoréme 2.2.4 : (Critére de Dulac)

On considére le systéeme (2.1)) ot f et g sont de classe C'. Soit v une fonction de classe

C1. Supposons que le domaine D C R? soit simplement connexe (’il n’a pas de trous.).

Si % (Wf) + (% (1g) mon nulle et de signe constant sur D, alors il n’y a pas de cycle

limite contenu entiérement dans D.
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2.2.3 Stabilité des cycles limites

Considérons () est un cycle limite de période 7" pour le systéme (2.1)).

T
Définition 2.2.1 : Si la quantité /(% + g—g)( (t))dt est différente de zéro, on dit que

0
le cycle limite est hyperbolique.

Théoréme 2.2.5 : Soit v une orbite périodique du systéme (2.1) de période T. On dit

que :

* ~ est un cycle limite hyperbolique stable si :
y 0 0
S = / f g ~(t))dt < 0.
0
* ~ est un cycle limite hyperbolique instable si :

T
0f 89
S = ~(t))dt > 0.
G

Exemple 2.2.4 : Soit le systéme :

&= flz,y) =—y+z(l -2y

y=g(z,y) =z+yl—a®—y?).

On a:

A(t) = (cos(t), sin(t)),

est un cycle limite de période 27 .
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Alors :

2

S = /(g—i + g—Z)(Cos(t),sin(t))dt

0
21

= / (132> —y*) + (1 — 2” — 3y®)] (cos(¢), sin(t))dt

= /(1 — 3cos?(f) — sin?(#)) + (1 — cos?(#) — 3sin*(0))dt

0
21

— /(2 — 4 cos?(0) — 4sin®(0))dt

:/—th:—47r<0.
0

Donc ~(t) = (cos(t),sin(t)) est un cycle limite hyperbolique stable.

2.2.4 Section de Poincaré

Nous présenterons maintenant une méthode d’étude du comportement qualitatif des solu-
tions périodiques d’un systéme différentiel, appelée méthode des sections de Poincaré ou
application du premier retour qui peut étre utilisée pour les systémes X = F(X) dans R™.
Nous décrirons cette méthode dans le cas le plus simple des systémes autonomes dans R?

pour simplifier ’étude.

Supposons qu’il existe un segment de droite S transversalement traversé (aucune trajec-
toire n’est tangentielle a S) alors S est appelé une section Poincaré. Considérons un point
ro situé sur S. comme la montre la figure suivante, suivez le flot de la trajectoire jusqu’a
ce qu’elle rencontre ensuite S en un point ;. Ce point est connu comme le premier retour

de I'application discréte Poincaré P : S — S, définie par :
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Tn41 = P<7nn)7

ou r, correspond & r,.1 et tous les points se trouvent sur 5, trouver la fonction P équi-
valent & résoudre les équations différentielles(2.1)) . Malheureusement, cela est trés rarement

possible, et il faut compter sur des solveurs numériques pour faire des progres.

Exemple 2.2.5 : On considére le segment de ligne :
S={(z,y) eR*: 0<z <1, y=0}.

On trouve la section de Poincaré pour le systéme suivant et la liste les huit premiers retours

sur S étant donné que ro = 1.

Soit le systéeme :

b= —y—a/a?+y?

y=z—yya?+y

en coordonnées polaires, le systéme devient :

(2.2)
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L’ensemble des équations (2.2)) peut étre résolu en utilisant les conditions initiales :

Les solutions sont données : .
t) = ——
) =177
0(t) = t.

Les trajectoires circulent autour de l'origine avec une période de 2w, en substituant t, le

flot est défini par :
1
"= T

Le flot est dans le sens inverse des aiguilles d’une montre, et les retours successifs requis

se produisent lorsque 0 = 2w, 4, ... une carte définissant ces points est donnée par :
1
Ty = ———.
" 1420w
Sur S, oun =1, 2,... comme n — 400, la suite de points se déplace vers le point

d’équilibre a l’origine comme prévu, a présent :

1

T T 0t D

L’algébre élémentaire est utilisée pour déterminer ’application de retour Poincaré P, qui

peut étre exprimée comme :

e = B = o
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Les huit premiers retours sur le segment de ligne S se produisent aux points :

ro = 1, r = 0.13730, 75 = 0.07371, 73 = 0.05038, ry = 0.03827,
rs = 0.03085, 75 = 0.0258, 17 =0.02223, rg=0.01951.

Exemple 2.2.6 : On considére le segment de ligne :
S:{(x,y)€R2: 0<zx< o0, yzO}.

On détermine la stabilité du cycle limite dans le systéme suivant :

i=—y+az(l—/22+1?)
y=x+y(l—/22+y?).

On coordonnée polaire le systéme devient :

(2.3)

L’origine est un foyer instable, et il y a un cycle limite I de rayon 1 centré a l'origine.

Un portrait de phase montrant deux trajectoires est donné dans la figure suivante :
Le systéme (2.3|) peut étre résolu puisque les deux équations différentielles sont séparables.

Les solutions sont données par :

Avec C et 0y sont des constantes.
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I i
e
o

TR TR TR TR

e i
R s o T _.F

B h e e e T e e h -

F1G. 2.4 — Deux trajectoires pour le systéme (2.3)) I'une commengant & (2,0) et l'autre a
(0.01,0).

Les trajectoires circulent autour de l'origine avec une période 27.
Supposons qu’une trajectoire commence en dehors de ' on S, disons en ro = 2.

Les solutions sont alors données par :

par conséquent, une application de retour peut étre exprimée comme :

1
Tn =

Y

1
1- 5 exp(—2n)

ot n est un nombre naturel. Si, toutefois, une trajectoire commence a l'intérieur de S,

. 1
disons ro = o alors :
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et une application de retour est donnée par :

1
1+ exp(—2n7)’

T'n

Dans les deux cas r, — 1 comme n — 0. le cycle limite est stable des deux cotés, et le
cycle limite I' est hyperbolique stable puisque r, — 1 comme n — oo pour tout point initial

en dehors de l’origine.

Le théoreme suivant donne une meilleure méthode pour déterminer la stabilité d'un cycle

limite.

Théoréme 2.2.6 : Définir le multiplicateur caractéristique M a étre :

dpP
M= —
dr |,.

ol r* est un point fixe de ’application Poincaré P correspondant a un cycle limite I', puis
S8t :

1. M| < 1, T est un cycle limite stable hyperbolique.

2. |M| > 1, T est un cycle limite instable hyperbolique.

2
3. |M|=1 et el # 0, alors le cycle limite est stable d’un coté et instable de lautre,
T

dans ce cas I' est appelé un cycle limite semi stable.

Définition 2.2.2 : Un point d’équilibre r* de la période une d’une application Poincaré

P est appelé hyperbolique si |M| = 1.
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Exemple 2.2.7 : On utilise le théoréme précédent pour déterminer la stabilité du cycle
limite.

Considérons le systéme ({2.3)), Uapplication retour le long de S est donnée par :

1
14 Cexp(—2n7)’

(2.4)

T'n

ou C' est une constante, donc :

1
1+ Cexp(—2(n+ 1))

En substituant C = ——— " de | "équation (2.4) en (2.5) donne l'application Poincaré :
rn exp(2nm)

/r‘n
rn+ (1 —1,)exp(—27)

(2.5)

Tnt1 =

rn, =P(r,) =

L’application Poincaré a deux points équilibres, ['un a zéro et l’autre a r* = 1, correspon-

dant

au point équilibre a l'origine au cycle limite I', respectivement & présent :

P exp(—2m)
dr — (r+ (1 —r)exp(—2m))?’

en utilisant le calcule élémentaire, et

dP
% = exp(—Qﬂ') ~ 0.00178 < 1.

r*

Donc le cycle limite I' est une attraction hyperbolique.
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2.3 Existence des cycles limites dans R"

Le théoréeme de Poincaré-Bendixson sur 'existence des solutions périodiques est valable
uniquement pour les systémes autonomes dans le plan (n = 2). Dans cette section nous
généralisons ce théoréme au cas n > 2, en ajoutant d’autres hypothéses. Dans ce que suit

nous allons utiliser les résultats théoriques de R.A.Smith.

2.3.1 La théorie de R.A.Smith

Consideérons le systéme différentiel autonome
X = F(X) (2.6)

Ou F' est une fonction continue de R"™ dans R".
Supposons que F(x) satisfait I’hypothése suivante

(Hy) 1l eziste un sous-ensemble S de R™ tel que F'(X) soit localement Lipschitzienne sur

S.

(Hy) I existe une forme quadratique : U(x) = z* P,z telle que
U(zi(t) —x2(t)) <0 VvVt e R

ot x1(t), z2(t) sont des solutions bornées de ’équation (2.6)) entierement contenues dans

S.

(H3) P, est une matrice carrée d’ordre n, réelle, constante, symétrique, réguliére et pos-

sédant 2 valeurs propres négatives et (n — 2) valeurs propres positives.

On a alors le théoréme suivant :

Théoréme 2.3.1 : Supposons que ’équation (2.6|) satisfait (H,),(Hz),(Hs) est posséde
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une semi-orbite bornée v C S. Siw(y) ne contient aucun point singulier de l’équation ([2.6)

alors w(7y) contient au moins une orbite périodique.

Remarque 2.3.1 : Pour obtenir des résultats plus forts (assurer ['unicité) nous ajoutons

les hypothéses suivantes :

(H,) Il existe des constantes positives A, €1 et une forme quadratique V (x) telle que pour

toutes solutions x1(t) et z5(t) de 'équation (2.6]) on ait

pour tout les t pour les quels x1(t) et xo(t) appertiennent a S.

(H;) 11 existe des constantes positives ji, €5 et une forme quadratique W (z) telle que pour

toutes solutions x1(t) et z5(t) de l’équation (2.6)) on ait

%W(wl(t) — y(t)) = 2uW (21(t) — 22(1)) < —e2 |22(t) — 22(0)]"

pour tout les t pour les quels x1(t) et xo(t) appertiennent a S.
(Hg) V(x) = a*Pyx, W(x) = 2*P,x , ot P, et P, sont des matrices carrées d’ordre n
symétriques telles que (P, — P,) posséde deuz valeurs propres négatives et (n — 2) valeurs

propres positives. On a alors le théoréme suivant :

Théoréme 2.3.2 : Supposons que léquation (2.6 satisfait (H,),(H;),(Hs) (Hg) est
posséde une semi-orbite bornée y C S. Siw(7y) ne contient aucun point singulier de l’équa-

tion (2.6)) alors w(y) contient au moins une orbite périodique et elle est unique.

Consideérons I’hypothése :
(H;) V(x) = a*P,x , P, est une matrice carrée d’ordre n, réelle, constante, symétrique,

et possédant 2 valeurs propres négatives et (n — 2) valeurs propres positives.
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Théoréme 2.3.3 : Supposons que l’équation (2.6) vérifie les hypothéses (H,),(H}),(H7)
est posséde une semi-orbite bornée v C S. Si w(7y) me contient aucun point singulier de

(2.6) alors w(7y) est une orbite périodique de I’équation (2.6) et elle est unique.

2.3.2 Existence d’orbites récurrentes

Dans la pratique, pour appliquer les résultats des théorémes (2.3.2) et (2.3.3) il est naices-
saire de prouver 'existence d’une semi-orbite bornée 7 de (2.6]) telle que w(~y) ne contienne

aucun point singulier. Considérons les hypothéses suivantes :
(Hs) = = 0 est l'unique point de R™ tel que F(z) = 0.
dF

Hy) La matrice jacobienne J(x) = |—(x)|existe et est continue sur un voisinage de
d
x

z =0.

(H,) Il existe une constante 3 < 1 et une matrice K de type nxn telle que |z|° [F(z) — Kz] —

0, quand r — oo

(Hy1) J(0) ne posséde aucune valeurs propre z telle que 0 > Rez > —\, ot A est la

constante de Uhypothése (Hy).

(Hi2) La matrice K posséde au moins une valeur propre zq telle que 0 > Re zg >-\, mais

ne posséde aucune valeurs propre z telle que pn > Rez > 0.

Théoréme 2.3.4 : Supposons que ’équation (2.6)) satisfait (H;), (H,;), (H;) avec S =
R™. Supposons de plus que (Hg), (Hy), (Hip), (Hi1), (Hi2) soient satisfaites. Alors la
semi-orbite de l'quation (2.6 posséde les trois propriétés suivantes :

1. Siw(y) est non vide, alors 7y est une semi-orbite bornée.

2. 80 € w(7), alors 0 est ['unique point dans w(7).

3. 0 ¢ w(y) pour au moins une semi-orbite bornée v de (12.6)).
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Corollaire 2.3.1 : Supposons que (Hg) soit vérifie ainsi que les hypothéses du théoréme
(2.3.4). Alors U'quation (2.6) posséde au moins une orbite périodique. De plus pour toute
semi-orbite de l'quation (2.6) l’ensemble w(7y) est vide ou réduit au point critique 0 ou bien

est une orbite périodique de l’quation (2.6]).

On supose que I'équation (2.6 satisfait les deux hypotheses suivantes :

(Hy3) Il existe des constantes positives A, e et une matrice P de type n x n, constante,
réelle, symétrique, singuliére, avec deux valeurs propres négatives et (n—2) valeurs propres

positives telle que
(= y) P [F(z) = F(y) + Mz — )] < —e |z —y|* ,Vz,y € S.

ot (x — y)* est le vecteur transposé de (x — y) et |x —y| est la norme euclidienne du

vecteur (x —y).

(Hy4) 1l existe un sous-ensemble ouvert D borné de R™ positivement invariant avec fer-

meture D C S tel que sa frontiére 0D entoure toute orbite de 1) qui la rencontre.

Cette derniére hypothese signifie que si = est une solution de (2.6)) telle que z(to) € 9D

alors z(t) € D pour tout t > t, et il existe t; > ¢, tel que z(t) € D pour tout ¢ > ;.

Définition 2.3.1 : On dit que [’équation (2.6) est dissipative s’il existe une constante
b > 0 et une fonction T :(0,00) — (0,00) telle que toute solution x de (2.6)) qui vérifie

|z(to)| < p exisite pour tg <t < o0 et vérifie |x(t)] < b pourt >ty + 7(p).

St on choisit p > b et on prend pour D ['union de toutes les semi-orbites qui au temps t

sont dans la boule |z| < p, alors D est un ouvert borné satisfaisant (H,;).

Théoréme 2.3.5 : Supposons que l’équation (2.6)) satisfait (H;3) et (H;;) et D contient

un seul point critique k. Supposons de plus que F' soit continiment différentiable dans un
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voisinage de k avec Re zo > 0 > Re 23 ot 21,22,...,2, sont les valeurs propres de la matrice
jacobienne de F' au point k arrangées dans l'ordre : Re z1 > Re zg >...> Re z,,. Alors toute
semi-orbite dans D converge soit vers k soit vers une trajectoire fermée quand t — +oo et
D contient au moins une trajectoire fermée qui soit orbitalement stable. Si de plus f est
analytique dans S alors D contient seulement un nombre fini de trajectoires fermées et au

moins une d’elle est asymptotiquement orbitalement stable.

2.3.3 Application

On consideére le systéme d’équations différentielles dans R? suivant d’un paramétre o € R,
et on étudier suivant les valeurs de ce paramétre, [’exsistence des solutions périodiques

pour ce systéme :

dx
> _ar—F
7= o=
Y
— —aqu—F 2.7
i ay — F(z) (2.7)
z
N &
o az (x)

Théoréme 2.3.6 : On supose vérifiées les hypothéses suivantes :

11
1. -, =
046}4,2[,

9. FeCYR),F(0) =1 et % < Fx) <

DN W

)

X
-
3. lim 2—(:6):0.

Tr—-+00 €T

Alors le systéme (2.7) admet au moins une solution périodique orbitalement stable.

Preuve. : Nous allons vérifier qu’avec les hypothéses qu’on a, le systéme (2.7)) vérifiée les
hypothéses (Hi3) et (Hyy).

Ecrivons d’abord le systéme (2.7)) sous la forme

fl—f — Az + B®(C'z) (2.8)
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ou A, B et C sont des matrices réelles et constantes de type n X n ,n X r, n X s , respec-
tivement, et ® une fonction continue de R* dans R". Si S C R" et CS = {Cx:z € S}

alors CS C R*. On suppose qu’il existe une constante A(CS) > 0 telle que

|(I)(€1) — @(62)| < A(CS) |€1 — 82| , VEl,EQ e CS.

La matrice de type r X s

x(z) = C(zI — A)'B  telle que det(z] — A) # 0

Si A n'a pas de valeur propre z telle que Rez = —\, alors on peut définir pu(\) =
sup |x (iw — A)|
en posant A = J(0), B =C = I3 ou J(0) est la matrice Jacobiénne du second membre de

(2.7) , prise en x = 0. On a alors

—-a —1 0
A= 0 —a -1
-1 0 -«
et on obtient
T 9 — F(x9)
Q| 2y | =] 25— F(a3)
T3 x1 — F(xy)

Avant de poursuivre la démonstration nous allons d’abord annoncer quelques lemmes.

Lemme 2.3.1 : Avec \=a >0, ona:

p(N) =sup |y(iw—AN)|=2 et pN)'=
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Lemme 2.3.2 : Pour que le systéeme (2.7)), écrit sous forme (2.8) , il suffit que

1.
§<F(x)< , VrxeR.

N W

Lemme 2.3.3 : Pour que le systéeme (2.7)) soit dissipatif, il suffit d’avoir

Des lemmes (2.3.1),(2.3.2),(2.3.3), on déduit que sous les hypothéses du théoréme, le sys-
téme vérifie les hypothéses (Hyz) et (Hyy).

Pour terminer la démonstration du théoréme, il suffit de vérifier que l’ensemble D pour
lequel on wvérifie Uhypothése (Hyy), contient un seul point critique k et que la matrice
Jacobienne du second membre du systéme au point k a ses valeurs propres telles
que : Rez; > Rezy > 0 > Re z3. Pour cela, observons d’abord que [’équation n’admet
comme point critique que le point 0 et que la matrice Jacobienne du second membre du
systéme en ce point est précisément la matrice A dont les valeurs propres sont telles
que :

Re/\lzRe)\gz—a—l—%>O sioz<%,

Reds=—-a—-1<0 sion prend p > b

et D l'ensemble de toutes les semi-orbites qui & un temps to sont dans la boule |x| < p
alors D wvérifie (Hy4) et 0 € D. Ainsi, toutes les hypothéses du théoréme sont vérifiées et
donc le systéme (2.7) admet au moins une solution périodique orbitalement stable. Ceci

acheve la démonstration du théoréme. m
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Conclusion

Dans ce mémoire on s’est intéressé a 1’étude qualitative des systéemes différentiels au-
tonomes, il est important pour un systéme différentiel de savoir s’il admet ou non une
solution périodique, de plus si cette solution périodique est isolée, on parle par définition

d’un cycle limite.

Dans le premier chapitre on a présenté certains résultats de base, concernent la théorie
qualitative des systémes dynamique en particulier les systémes différentiels autonomes,
pour la compréhension de la suite. Dans le deuxiéme chapitre on a considéré une classe
importante des solutions périodiques nommeées les cycles limites. Ce chapitre est réparti en
deux parties, dans la premiére partie on a étudier 1’existence, unicité non-existence et sta-
bilité des cycles limites dans R?, ot nous avons utilisé la théorie de Poincaré-Bendixson. On
a consacré la deuxiéme partie a une généralisation obtenus grace a la théorie de R.A.Smith

pour l'existence des solutions péridique dans R3
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Annexes

Annexe 1 : Forme quadratique

Définition 2.3.2 Soit ¢ : E X E — k une forme bilinéaire symétrique (ie :

- est symétrique : ‘v’(x,y) € E2, @(x,y) = 90(%-77)
— ¢ est linéaire par rapport a la 2™ variable (V8 € K,Y(z,y,y') € E3 o(z,By +y') =

Be(z,y) + oz, y).

On appelle une forme quadratique associée a ¢ ’application notée ¢, de E dans K définie
par :

Ve € B, ¢(z) = ¢z, z)

Annexe 2 : Courbe de Jardan

Théoréme 2.3.7 : Toute courbe de Jordan J ( courbe fermée du plan sans points doubles
) dans R? dévise le plan en deux composantes connexes disjointes dont elle est la frontiére

commune, une d’entre elles est bornée, plus précisément
R*\ J=S.US; avecS.NS;=0

Se est non bornée, appelée extérieur de J ; S; est bornée, appelée intérieur de J.
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Annexe B : Abréviations et Notations

Se

Fi1G. 2.5 — La courbe de Jardan

Théoréme 2.3.8 Soit J une courbe de Jordan de longueur finie. Supposons que P et ()

soient deux fonctions continues différentiables définies sur lintérieur D de J. Alors

// {_ " _} dudy = ]{ (Pdy — Qdz).

J

47



	Remerciements
	Table des matières
	Table des figures
	Introduction
	blue Notions préliminaires et généralités
	Système dynamique
	Formulation des systèmes dynamiques
	Existence et unicité des solutions
	Stabilité des points singuliers

	Solutions périodiques
	Stabilité des solutions périodiques
	Auxiliaires géométrique des systèmes autonomes

	blueLes cycles limites
	Portrait de phase et cycles limites
	La théorie de Poincaré-Bendixson
	Existence et unicité des cycles limites
	Non existence des cycles limites
	Stabilité des cycles limites
	Section de Poincaré

	Existence des cycles limites dans R n
	La théorie de R.A.Smith
	Existence d'orbites récurrentes
	Application


	Conclusion
	Bibliographie
	Annexe B: Abréviations et Notations

