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Introduction

De nombreuses disciplines de la physique consistent & décrire des phénoménes de transport
de la chaleur et d’induction.Pour décrire de tels phénoménes, il pasait tout a fait naturel
de vouloir décrire ’évoulution de certaines grandeurs physiques dans le temps ainsi que
dans 'espace

Comme elles impliquent plusieurs paramétres, les équation différentielles font intervenir
des dérivées partielles par rapport a chacun des paramétres

Aprés avoir modélisé un probléme physique (un problem visible) on obtient un probléme
invisible(une équation mathématique), mais les EDP sont généralment trés coplexes a
résoudre,ou elle possédent des solution pour des cas particuliers, mais les phénoménes
aléatoires de la nature conduit a des équations non linéaire ce qui donne une complexite
au modéle mathématique étudier.

Le principe de la résoulition des équation aux dérivées partielles est de remplaces un
systéme complexe en un objet ou un opérateur simple en laissant les espests principaux
de l'original, ce qu’on appelle une résoulution numérique.

Dans ce mémoire nous nous concentrerons sur les EDP parapolique et on va traiter un

exemple type de ces équation "

équation de chaleur" Dans le premier chapitrdl] on va
présenter une méthode puissante pour la résolution de I’équation de la chaleur lineaire, et
on va voir aussi comment controler la solution analytique d’'un probleme sans la conaitre

explicitement, dans le deuxiéme chapitre [2bn va discrétiser I’équation de la chaleur par

la méthode de différences finie, et on va trouver une aproximation de la solution en des



Introduction

points du domaine de définition sur lequel on applique une maillage, et on va écrire le
schéma numérique associé au probléme, et on va essayer de démontrer quelque propriété
de stabilité on se basant sur une méthode qui garentie la stabilité. Au dernier chapitrd3|

on va assurer notre travail par des exemple avec code matlabe



Chapitre 1

Modélisation de I’équation de la

chaleur

Le principe d’un modéle est de remplacer un systeme complexe en un objet ou opérateur
simple reproduisant les espects ou comportement principeaux de l’original (ex :modéle
réduit, maquette, modéle mathématique ou numérique......

Dans la nature , les systéme et phénoménes physique les plus intéressants sont régis par
un grand nombre de paramétres non linéaires intergissant entre eux (la méthéologie, la

turbulence des fluides....)

1.1 Modélisation du probléme

Diffusion de la chaleur le long d’un barre ,métallique de longeur L a comme paramétres
sa masse volumique p , sa conductivité thermique A et son coefficient de chaleur massique
C ,J'une des extrémités de la barre est reliée a une source de températeure T, ; et autre
a une source de températeure Tj,.

soit T'(x,t) la températeure une de la barre au point d’absaise x au temps ¢ ,I’équation de

la chaleur est ’équation aux dérivées partielles d’ordre 2



Chapitre 1. Modélisation du probléme

T 2T

2= p%g—x (L.1)
Nous allons raisonner sur une petite tranche de la barre d’épaiseur A, (de section 5) et
situé a la position x
Une extrémité est initialement a la température T, autre a températeure T'(x + A,)
sur ce petit élément de la barre on va avoir une certaine quantité de chaleur qui va entrer
appelée @);, et une chaleur qui va sortir notée (),
Maintenant on peut évaluer la chaleur qui entre et la chaleur qui sort a partir de la loi de

fourier

aQig—(tx’ﬂ = —ASZ—Z(m,t). (1.2)
%}Ex,t) = —)\SZ—Z@ + Az, t). (1.3)
D’aprés les deux équations
0Qin(z,t) = —Asatg—i(a: + Az, t). (1.4)
0Qout(z, 1) = —AS@tg—Z(az + Az, t). (1.5)

On constate que ces quantités de chaleur sont différentes puis qu’on évalue la température
a des coordonnées différentes
Et ce qui est intéreessant c’est d’évaluer la différence entre la chaleur qui entre et la chaleur

qui sort pour un temps fixé :
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dQ = szn - onut
oT oT

= )\Sat[g—z(x + Az, t) — g—:(x,t)] (1.6)

Une développement limité d’ordrel au point z + Az donne :

oT oT 0*T
a—x(x + Az, t) = %(m, )+ Axw(x, t)] + Ro(Ax)
avec
Axr — 0

On introduit dans I’équation [L.5] le dévloppement trouvé en [1.6] :

or 0*T or
O*T

Cette chaleur sert a chauffer un petit morceau de masse élémentaire dm :

dQ) = CdT'm

Or



Chapitre 1. Modélisation du probléme

dm = pdv = pSAx

donc on a :
dQ = pcSAxdT (1.8)
d’apreés [1.7] et 1.8 on peut faire le bilan thermique suivant :

0T
CpSAzdl = \SdtAr—— (z,t)
0x?

2

0°T

T A &T

- - 7= 1.
ot Cp 0z? (1.9)

Généralment or préfére noté la relation de la maniére suivante :

I'équation de la chaleur (1D) s’écrit :

0u(y t) = DL (z,t) + p(x, t) sur...Q % [0, +00]

at 92t
w(2,0) = S(T)eecreerriinenn, sur....Q x {0}
U(,t) = 0eeeerere sur...08) * [0, +-00]

On peut étendre ’équation de la chaleur sur des dimentions quelconques soit 2 C /R"

On a:
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du —
S5 —Du=p
39*1;R+ =0
oy — Yo

1.2 La méthode analytique
Rappel

Avant de commencer la résolution par la méthode analytique on suppose que p = 6 donc

le probleme c’est chercher une solution de I’équation aux dériveespartielles suivantes :

Uy = DUgy....pour z € Q =0, 1]..et..t €]0, +00[ (1.10)

sujet aux condition limites

uw(z,0) =u(l,t) =0

et la conditions limites :

u(z,0) = up(x)

On va résoudre cette équation par la méthode de séparation des variables

1.2.1 méthode de séparation des varaibles

I’astuce c’est commencer par voir si la solution peut s’écrit comme le produit d’un fonc-

tionqui dépend de x et une fonction qui dépend de t ,telle qui :

u(z,t) = f(t)g(x) (1.11)

On suppose qui pas toute solution de I’équation [I.11] car ce n’est pas vrai ce qui va ce

passer c’est qu’on peut exprimer toute solution sous forme factorisée
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On a donc :
ou _df
ot dt?
0*u d?qg
et 52,7 = Dfd2x2 (1.12)
Alors :
df &g
at? = P gz
1df Dd?g

Le terme a gauche de cette équation dépend seulemnet de t et le terme a droite dépend
seulement de x d’ou le nom séparation de variables il se peut que x et t varient indépen-
dament entre eux, la seul possibilité c’est que les deux termes soient égeaux a la méme
constante

On P'appel a donc :

Ldf
fdt
D d?g
g dz?

telle que a un nombre quelconque :

Sia>0:
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1(t) = Ce

et g(zr) = Asinh[( %x)]+B COSh(\/g

Sia<0:
f(t) = Ce™
et g(x) = Asin(y/ %am) + B cosh(4/ —%x)
Sia=0:
f)y=c¢
° g(z)=Ar+ B
Oron a:
u(0,8) = u(l,t) = 0 = f(t)g(0) = f(t)g(1)

donc :

pour que soit vrait il faut que a soit positive a<0 donc :
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g(xz) = Asinkx + B coskx

k2 = % et f(t) = Cet™”

Condition initiale

9(0) = OalorsB =0
g(1) = Asink =0

sink =0 alors k£ = mn

On la note k,, = mn

donc :

gn(r) = Ay sin K,

fu(w) = Cpe™ Pl

Flinalemnt ou obtient les solutions suivantes :

Un(ﬂj, t) = fn(t)gn(w) =D, Sin(mkjn)eka%t

avec

donc la solution génerale s’écrit comme suit :

10
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u(z,t) = Z Un(z,t)

o0
= Z D, sin(zk,)e Pkt
n=1

donc on obtient un dévloppment en série de Fourrier du ug et on a :

u(z,0) = ug(x) = Z D,, sin(zk,,)

donc

1
D, = 2/ uo () sin(xk,)dx
0
en fin on trouve

o)

u(z,t) = 2(2/0 uo(z) sin(zk, )dz) sin(g;kn)e*Dkrzzt

n=1
Dans cette sous section on a étudie une méthode nommé séparation de variable, qui nous
a permis de trouver une formule de la solution du problemdl.10| ce pendant il est souvent
possible d’obtenir certaines propriétés de la solution d’une équation différentielle sans
connaitre la solution en détail de telles techniques sont importante dans ’analyse des
probleme non linéaire

Une représentation analytique de la solution est generalement impossible de tirer dans
la sous section suivante nous allons voir comment obtenir un propriété sans conaitre la

solution analytique

11



Chapitre 2

méthode Numérique

Dans le domaine de ’analyse numérique, on peut étre améné a rechercher la soulution
d’une équation comme par exemple I’équation de chaleur.

Parmi les méthode des différence finies est la plus facil d’accés, puis’elle repose sur deux
notions : la discritisation des opérateur de dérivation,différentiation (assez, intuitive) par
différence d’une part, et la convergence du schéma numérique ainsi obtenu d’autre part
Dans ce chapitre nous allons résoudre notre probleme par cette méthode. Nous utilisans

les schémas explicite et implisite d’Euler ainsi qui celui de Crank-Niclson.

2.1 I’équation de la chaleur en dimention 1 les sché-
mas implicites et explicites

On s’intéresse au problémé

ou 9%u

E(t,x) - w(t,x) = f(t,x) pour t €]0,T[ et z €]0, 1] (2.1)

u(0, ) = ug(x) pour x €0, 1]

12
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u(t,0) =0et u(t,1) =0 pourt >0

Ou l'on a pris pour simplifier des conditions au bord nulles.Il sagit de ’équation de la
chaleur endimention 1 (d’espace), qui est un probléme parabolique en dimention2 (temps
et espace).

Cet exemple est typique de la situation générale des probléme parabolique.On distinger

deux grands famille d’approximation par différences finies

2.1.1 La Méthode de différences finies

Soit N € /N fixé. On définit les points de discrétisation du maillage par :

1

= th,1 0.1.2....... N+1 h=———
xi =ih,i € { +1}  ou N1

Les points xy = 0 et xy;1 Consistuent le bord du domaine(les exrémités de l'intervalle de
définition de u ), et les points z1, xa, .......... ,  sont appelés points internes du maillage.
On cherche en chacun de ces points une valeur approchée, notée wu;,de u(z;). On prend
naturellement ug = u(0) = go et uyy1 = u(l) = ¢

Pour les sommets internes, on utilise approximation(2) de la dérivée seconde

décrit plus haut :

—Ui—1 — 2U; + Uiy

% + c(x;)u; = f(x;) pour i € {1.....N} (2.2)
Uo = Jo, UN+1 = J1
On observe qu’on obtient N équation servant & déterminer les /N inconnues uy, us, ........ uy.On

dit usuellement qu’n a discritisé le probléme par une méthode de différences finies utilisant

le schéma & trois points de dérivée seconde.On note que la connaisance des condition au

13



Chapitre 2. méthode Numérique

bord ug et uy 1 est nécessaires a la résolution du systéme, puis qu’elles apparaissent dans
2.2]lorsquei=1eti=N

Matriciellement, le probléme s’écrit :

Ahuh = bh (23)

ou

Uy

Uz

Up =
UN-1

un

Et

flx1) + &
f(332)

by, =

f(fol)
f(zn)

14
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c(xy) 0 : : 0
c(xy) . . 0
(0)
A=A, + : ocelxy) 0
c(a1)
c(zn)
2 -1 0 0
-1 2 -1
1
0
Aé)Zﬁ o . 2 . 0 |- (2.4)
-1 2 -1
-1 2
On note que le systéme ne porte que sur les inconnues uq, usg, .......... ,uy. En particulier

les conditions au bord ug = go et uyy; = g1 n’apparaisent que dans le vecteur b,.On
note égalment que les matrice Aj, ,et A;LO) sont triediagonales .Pour déterminer la solution
discréte wuy, il suffit donc de résoudrele systéme lineaire tridiagnal. La matrice A;, est

inversible

Proposition 2.1.1 supposons C > 0.La matrice Ay, est symétrique définie positive

2.1.2 Le maillage , les conditions initiales et les conditions au

bord

Dans toute la suite, on supposera pour simplifier que la condition initiale est copatible
avec les conitions au bords : ug(0) = ug(1) =0

On va chercher a calculer une solution approchée en un nombre fini de points (tj,x;)
du domaine espace- temps [0,T]x[0,1].On va se limiter au cas le plus simple du maillage
régulier. Soient N, M deux enteirs fixés

On pose

15
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ZT; :’Lh, Vi e

t; =jAt, Vi € {0,1,2,....... N +1},0u At =

{0,1,2,....... N +1}, ou h =

1

N +1
T

M +

En particulier o = 0,2n41 = 1,29 = 0 et t3;41 = T'.Les points (¢, ;) sont alors les points

d’intersecion d’une "grile" réguliére en espace-temps

[’appximation par différences finies consiste alors a cherche une approximation, notée

u de u(t;x;) (notez que l'indice en temps est en exposant, et I'indice en espace en indice,

comme précédemment).

Les valeurs approchées aux points de maillage au bord du dommaine et en ¢ = 0 sont

données par la valeur exacte-donnée-de la fonction u :

J_— a7 —
Uy =ty =0

Vi€ {0,1,2,..N+1}

u) = uo(;)

Vie {0,1,2,....M+1}

(2.5)

(2.6)

Ceci laisse N(M + 1) inconnues a déterminer les uf pour 1 <i< Netl<j<M-+1

Les équation correspondantes sont obtennues en approchant les dérivées partielles dans

I’EDP par des quotients différentiels.On a déja vu que le terme de dérivée seconde pouvait

etre approché avec :

*u u(ty, wiv1) — 2ulty, &) + ultj, xim1) _

J J J
Uiy — 2u; + Uy

@(tﬂz‘) ~

h2

16
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Chapitre 2. méthode Numérique

(schéma a trois points pour la dérivée seconde).Comme on l’a vu dans la sction 2.1.1
,plusieus choix sont possibles pour ’approximation de la dérivée en temps.Chacun de ces

choix conduit a une famille de schémas distincte.

2.2 les schémas obtenus sous forme matricielle itéra-
tive

2.2.1 le schéma explicite
le schéma explicite a trois points pour la dérivée

La premiér possibilité est d’utiliser I’approximation décentrée a droit

au(tjv x%) —~ u(tj+17 ‘TZ) - u(xﬁ l‘l)
ot At
wl ™ —

At

Q

On obtient alors le schéma suivant :

j J J J
wp o Uy — Uy U

Vie{1,2, ... N} etVje{l,2,,,,,,,,,,,, N}

Soit N (M + 1) équation pour N (M + 1) inconnues .On note que les conditions aux limites
(8) et (9) doivent étre connues pour résoudre ces équation et que 'indice de temps j doit
varier entre O et M il est commode de réécrire ce systéme vectorirllement

On introduit la notation :

17
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uy

uj
w = )

wy
vj€{172777,7777,,,7M+1}

Le vecteur 1" est donné par les condition initiales et le schéma précédent s’écrit :

T
Wt —

——" A7 L A = Y

vj€{17277777”77777M}

ou la matrice A a été définie dans (6) et

f(to, z1)

¢’ =

f(ty'?xN)

vj€{0727777’77777”M+1}

18



Chapitre 2. méthode Numérique

Ce systeme peut égalment se réecrire sous la forme :

Wt = (Id — AtA))u? + AtCY

vj€{072777777777777M}

Ou on utilise la notation Id pour la matrice identité.

Cette équation justifie le nom explicite pour ce schéma puisqu’il permet de calcule la valeur
approchée au temps ¢, par simple produit de matrice avec la valeur approchée au temps
tj

En particulier, aucune inversion de matrice ou résolution de systéme linéaire n’est néces-

saire pour calcul

Proposition 2.2.1 Le schéma et de seconde ordre est instable quelques siot At.

2.2.2 le schéma implicite

le schéma implicite a trois points pour la dérivée se-
conde

On aurait pas approcher la dérivée partielle en temps par 'approximation décentrée a

gauche :

Qu(ty,xi) _ ulty,w) —ultyy,x) ul —ul”

ot At At

Q

On obtient alors le schéma suivant :

J J—1 I _ 9.9 _
i W Uiy — 2u; — U

At h2

U

1= f(tjv :L‘l)
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couplé aux méme conditins initiales que le schéma explicite ( noter que cette foit I'indice

j varia de 1 a M + 1,vectoriellement ,on obtient :

ou les CV sont définis comme plus haut ce qui se réecrit :

w = (Id + AtAD) '™t + At(Id + AtA)) ¢V

On remarque que la matrice (Id+ AtAY) est symétrique définie positive ,ce schéma est dit
implicite puisque,contrainement au schéma explicite, sa résolution nécessité la résolution
d’un systéme lineaire a chaque pas de temps( ou le calcul initiale de I'inverse de la matrice
((Id + AtAY)),utilisé ensuite a chaque pas de temps). la résolution de schéma implicite
est donc plus contense que le schéma explicite cependant comme ou le verra plus loin , ce

cout en temps de calcul est largement compensé par la meilleure stabilité du schéma.

le schéma de Crank Nicklson

Nous remplacons les dérivées partielles par leurs approximation déja étalies pour avoir

I’équation numérique suivante :

1 (UZH —2u] +ul_, Uﬁf —2u]" + UZZ)
2 (Ax)? (Ax)?

cp ulT—ul
kA

20



Chapitre 2. méthode Numérique

ce qui implique

; At
1 1 1
2™ — ) Az cp( T = 2u] ol b ulfy = 20T+ ul)
posons :
At . k
r = _—
(Az)?  ep

on trouve 1’équation :

—rul )+ 2+ 2r)ul T = rull = a4+ (2= 20+l

ceci est le schéma numérique de Crank-Nicklson

Lorsque nous fixons j et faisons varier ¢ ,nous obténons le systéme lineaire suivant :

ruéﬂ + (2 4 2r)u] gt ru%“ = ru% + (2 - 27")u{ + Tu%

—ru] T (24 20)ut — T = ] (2 = 2r)ud + 1l

rultt + (24 2r)u Jtl —rultt —rum 2+(2—2r) wl ol

Upz—2 Upz—1
ce qui implique :
M1Uj+1 + N1 = MQUj + NQ
avec

21
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et

et

ce qui implique :

M, =

M, =

0 —r 2+ 2r
0 0 —r
0 0 0
_Tuéﬂ
0
Ny =
!
2+ 2r r 0

T 24 2r T
r 2+ 2r

r

o o O
o

J+1
Uy

=
I

j+1
Uy, 0

22
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Uj+1 = Ml_l[Mguj + (NQ — Nl)]

ce systeme matriciel est lineaire d’ordre nx — 1

2.3 Consistance,Stabilité,et convergence

Les trois schéma précédents peuvent s’éctrire sous la forme générale

Byt Byw! 4+ B_ju! Tt = (Y. (2.10)

avec B; inversible ou By = 0 et By inversible pour le schéma explicite , ona :

1 1
Bi=—Id,By=——Id+ AY . B_{=0. 2.11
1 Atd’ 0 Atd+ b 1=0 ( )

pour le schéma implicite , on a :

1

1
Atld +AY B =——1Id

B, =0, By= A

L’ étude de la convergence de ces schémas est basée sur les proprietés de consistance et
stabilité, définies ci-dessous pour le séchéma général [2.10 On pourrait bien sur imaginer
des schémas faisant intervenir des indices en temps plus grands que j + let plus petits que

j — 1. Les définitions suivantes s’étendraient sans difficulté a ces schémas.

2.3.1 la consistance

La définition suivante étend celle de la section 2.3.1

Définition 2.3.1 On appelle erreur de consistance a l'instant t; du schéma le vecteur

&u(u) de /RN défini par :
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Chapitre 2. méthode Numérique

&n(u) = Bi(ma(w))(tjs1) + Bo(ma(w))(t;) + By (ma(w))(tj-1) — C7

Ou
u(t, )
mn(u)(t) =
u(t, zn)
On dit que le schéma est consistance pour norme || . || de /R" si

sup || &u(u)’ [[— 0
0<j<M+1

At—0

h—0

Si de plus il existe C' > 0 et P > 0 et ¢ > 0 indépendants de At et h tels que :

sup || &u(w)’ [[< Cl(AL)" + 1]
0<j<M+1
=y

On dit que le schéma est consistant d’ordre p en temps et q en espace pour la norme || . ||

Proposition 2.3.1 Supposons que la solution u au probléme est C* par rapport a la
variable t et C* par rapport a la variable x.Alors les schémas explicites et implicites sont
consistants d’ordre 1 en temps et 2 en espace.Si de plus u est C? par rapport a la variable
t,alors les chémas aute-mouton est consistant d’ordre 2 en temps et en espace.

Proof. Les trois résultats se démontrent de facon similaires.

On ne détaille la preuve que pour les chéma explicite.En utilisant le fait que :

ou 0%u
f(tjzi) = a(tj,mi) - @(%xi)
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il découle de la défnition de I’erreur de consistance que
ou l'on a posé

tiv,i) —ultyz)  Ou,,
At prlCED)

u<tj7$i+1) — 2u(tj,:cl) + U(tj,L‘Ti) 82u
h? B 8x2<

Fi = tj ;)

Par un développement de Taylor par rapport a la variable de temps (z; étant fixé),

on obtient :

ou At? 9%
U(tj+17$i) = U(t]’7$i) + Ata(t],xl) + Tw(e, .I'Z>
ou 0 € |t t;+1[,de sorte que
At? 9%

i = — g (@i, 0
2 g @)

Concernant F'i,on montre de méme que :
h? 0*u 0*u

Fi= ﬁ(@(tﬁl) + @(%52))

ol €1 € |xi_1,2;] et g2 € |z; x;—1] Compte-tenudes hypothéses de régularité, on en déduit

facilement la majoration de ’erreur de consistance.

2.3.2 la convergence

Du point de vue numérique , la propriété fondamentale d’'un schéma est celle de conver-

gence
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Chapitre 2. méthode Numérique

Définition 2.3.2 on considér le schéma |2.10] et on suppose que les données initiales vé-

rifient si B1 = 0, B_1 = 0 (par exemple pour les schémas explicite et implicité)

supposons :

| u® — (mpu)(ty) |— 0
At — 0

h— 0

si By # 0, B_1 # 0 (par exemple pour le schémma sauté-mouton) supposons :

I = (mw) () || + || w' = (mau)(t) = 0

At — 0
h—0
on dit alors que le schéma est convergent (par la norme || . || en espace) si :

sup || v — (mpu)(t;) [|[— 0
At — 0

h— 0

Il se peut que la convergence ci-dessusait lient pour 0t et h tendant vers 0 mais pa néces-
sairement indépendament 'un de I'autre
En plus de la consistance , la propriété de stabilité joue un role fondamental dans 1’étude

de la convergence des schémas d’approximation des E D P linéaire
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Remarque 2.3.1 Il se peut que la convergence ci-dessus ait lieu pour At et h tendant

vers 0,mais pas nécessairement indépendament l'un de 1’ autre .

En plus de consistance de la schémas d’approximation des EDP linéaire

2.3.3 Stabilité

En analyse numérique, la stabilité d’'un schéma numérique aux différences finies est une
propriété globale de ’algorithme qui en découle. Elle concerne essentiellement le compor-
tement numérique qui se manifeste lorsque les pas de discrétisation ( At, Az,etc.) tendent
tous vers 0.

Sous certaines hypotheéses, le théoréme de Lax montre que la stabilité est une condition
nécessaire et suffisante pour assurer la convergence.

Bien qu'un schéma numérique soit con¢u pour tenter de résoudre un probléme décrit par
des équations aux dérivées partielles, la stabilité du schéma n’a aucun lien avec la solution
exacte du probléme.

La stabilité d’'un schéma ne doit pas étre confondue avec la stabilité de la solution du

probléme d’origine (par exemple la stabilité de Lyapunov des systémes dynamiques).

Définition 2.3.3 On dit que le schéma est stable pour la norme || . || dans /RN sl

existe deuz constantes positives C1(T') et Co(T) indépendantes de At et h telle que

max || U7 [|< Cy(T) | U || +Co(T) max || C7 |

0<j<M+1 0<j<M+1
si By =0et B_; =0, ou bien
I |l< 0 1 J
s U7 <UD U+ U )+ CalT) a1 €7 |

si By # 0 et By # 0, et ceci quelles que soient les données initiales UY (et U') et les

termes sources C’

27



Chapitre 2. méthode Numérique

Théoréme 2.3.1 (théoreme de Lax) Le schéma est covergences si et seulement s’il

est consistant et stable
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Chapitre 3

prgramation avec matlab

3.1 I’équation de la chaleur

Soit a résoudre 1’équation de la chaleur

ou 0*u

Considérons le probléme bien posé suivant

ou  k 0%u

ot peor?
u(x,0) = sin(mz)

u(0,t) =u(l,t) =0

On prend k = 0.13,0.11,p = 7.8g/cm? et Ax = 0.25 At sera donné par les conditions de

stabilité qu’on avait vu définie par I'inéquation r = %% < % et la soulution analytique

donne par :

o

Uegqcte = Z sin(nmx) exp(—anm?t)

n=1
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3.1.1 Rappel de la notation spétial et temporelle

Si la fonction u prend comme variable le temps ¢; et de ’espace z;, y;, ....., par commodité
du langage, on notera u(x;,t;) par uf

Discrétisation des dérivées partielles

. 2
Nous pouvons approximer % par :

ox2 Az? '

puisqe % est une dérivée simple c’est a dire une dérivée premiére alors :

PO A (3.3)

Nous avons remplacé h, par Az et h; par At ,remplacons [3.2 et dans 'EDP donnée
Bl On aura

I

U (A ﬁugﬂ - 2“3 + Ugfl
At cp Ax?
ce qui implique :
O = kAt “g+1 — 2“5 + Ug—1
‘ L ep Ax? Ax?
poson :
k At
r=———
cp Ax?
L’équation devient :
W =rul (1 - 2r)ul +rul (3.4)
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Ceci est I’équation discrétisation de ’équation de la chaleur avec la méthode des différence
finies
D’aprés les approximation vues dans la premiére partie nous approximer le probleme (3.1

par :

uf“ = Tufﬂ +(1- 27")ug + TU‘Z_I
uy =0
° (3.5)
Upryr =0

\ u) = sin(ma;)

ou on peut I’écrire en notation matricielle

n=>0,.... N
Avec :
2 -1
-1 2
2
A—
2
0 -1 2 -1
0 -1 2
et
U™ = (Ujy e u)t

Nous avons pris r = 1/4 pour le cas our < 1/2 et r = 0.625 , pour le cas ou r > 1/2 on a
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le programe suivant qui nous calcules les valeurs du vecteur u, remplacé par le vecteur h

dans le programe

3.2 programmation de la solution

3.2.1 la solution analytique

clc:clear;

Tmax=0.5;

a=0;b=1;

dt=0.01;

dx=0.01;

nx=(b-a)/dx;
nt=Tmax/dt;

x=0 :dx :b;t=0 :dt :Tmax
v=zeros(nx+1,nt+1);
n=0;

while(n<101) ;

fori=1 :nx+1

forj=1 mt+1

u(isj)= v(i;j)+ sin(n pi x(i)) exp( n (pi)2
£());

v(id)=u(ij):

end

end

n=n+1;

end

mesh(t,x,v);
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solution exacte de l'éguation de la chaleur

U{x.t)

Figure 3.1 Courbe de la solution analytique

3.2.2 la solution numérique

clc;clear;

k=0.13;c=0.11;
p="7.8;dx=0.125;
r=1/4;dt=dx*dx*c*p*r/k;
Tmax=100*dt ;

a=0;b=1;

cla=0;clb=0;
nx=(b-a)/dx;
nt=Tmax/dt;

x=0 :dx :b;t=0 :dt :Tmax;

fori=1 :nx-1
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N(1)=r*cla;
N(nx-1)=r*clb;
fori=1 :nx-2
M(i,i)=1-2%r;
M(i,i+1)=r;
M(i+1,i)=r;
end

M(nx-1,nx-1)=1-2%*r;

fori=1 :nx-+1
Ci(i)=sin(pi*x(i)) ;
end

fori=1 nx-1
h(i)=Ci(i+1);
end

=1

h=h’;
while(j<nt+2)
fori=1 :nx-1
w(ij)=h(i);
end
h=M*h+N’;
J=it+L;

end

fori=nx :-1 :2

forj=nt+1 :-1 :1
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wii,j)=w(i-1):
end

end

forj=1 mt+1
w(L,j)=0;
w(nx+1,j)=0;
end

mesh(t,x,w) ;

solution numérique en 30

Uix.t)

Figure 3.2 courbe de la solution némurique

3.2.3 Comparaison des deux solution

xmin=0;
xmax=1;

N=21;

35



Chapitre 3. prgramation avec matlab

dt=0.00105;

t=0;

tmax=1;

dx=(xmax-xmin) /N ;

x=xmin :dx :xmax;

r = dt=(dx)2

u0=sin(pi.*x) ;

u=ul;

unpun=u0;

netaps=tmax/dt ;

forn=0 :netaps

u(1)=0;

u(N+1)=0;

fori=2 :N
unpun(i)=r*u(i+1)+(1-2*r)*u(i)+r*u(i-1) ;
end

t=t-+dt ;

u=unpun;

*solutionexacte™

exacte = sin(pi : x) exp( (pi)2t);
plot(x,exacte,’r-") ;holdon
plot(x,u,’bo-’,’markerfacecolor’,’b’) ;
holdo

xlabel(’x’, fontsize’,16)
ylabel("u(x,t)’, fontsize’,16)

shg
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pause(0.01*dt) ;

end

%10 comparsason entre la selulion numangue ef anakique
ealiy e D it S e i
solution exacie
#— solution approche
5r Ty i
e -
- -
- g S -
4 » t\
= . LN
3l ‘z ¥ -
E] / *
L
2+ /‘-‘ '.'\c E
F %,
4 %
. L
1k i
1 1 1 1 1
o 0.1 0.2 03 0.4 0.5 0.6 07 o ik} 1
X

Figure 3.3 courbe de comparison les deux solution

37



Conclusion

On peut diviser les apports de ce mémoire et de I’étude des techniques de résolution
numérique de I’équation de la chaleure par la méthode des différences finies, en trois

domaines :

— Sur le plan mathématiques, il nous a permis de découvrir une méthode de résolution

analytique et numérique de cette équation.

— Sur le plan informatique, il nous a permis de mettre en pratique les connaissances de

nos cours d’informatique.

— Sur le plan physique, il nous a permis de comprendre comment établir un modele phy-

sique associé & un phénomeéne simple.
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Annexe : Abréviations et Notations

Les différentes abréviations et notations utilisées tout au long de ce mémoire sont expli-

quées ci-dessous.

T, source de températeur

L la langeur

Qin une chaleur que va entrer
Ax un pas d’espace

At un pas de temps

P masse volumique

u{ Indice de temps et espce
R Ierreur de Taylor

| .||  norme

ur vecteur

B! matrice Inversible

Ut vecteur transposer
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