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Introduction

es origines du calcul fractionnaire remontent a la fin du 17éme siécle, I’époque ou
LNewton et Leibniz ont développé les fondements du calcul différentiel et inté-
gral.En particulier, Leibniz & présenté le symbole de dérivation d’ordre n,% = D"y, ou
n est un entier positif. Ce fut peut étre un jeu naif des symboles qui poussa I’'Hospital &
s’interroger sur la possibilité d’avoir n dans Q. Il posa la question : Et si n = %?. En 1695,
dans une lettre & 1’ Hospital, Leibniz écrivit prophétiquement :« Ainsi il s’ensuit que dix
sera égal a zv/dx : z, un paradoxe apparent dont on tirera un jour d’utiles conséquences
» . Plusieurs auteurs considérent cette lettre datée en 30 septembre 1695 [7], comme heure
de naissance du calcul fractionnaire. Donc le calcul fractionnaire est un sujet mathématique
datant de plus de 300 ans. Ce sujet peut étre considéré comme un vieux roman et encore
nouveau sujet. mais ce n’est que lors des trois derniéres décennies que le calcul fractionnaire
a connu le plus d’intérét et les applications des dérivées fractionnaires se sont le plus diver-
sifiées. Le chaos est la deuxiéme notion-clé sur laquelle se base ce mémoire. La théorie des
systémes dynamiques a pour but initial la description du mouvement d’un objet comme celui
d’une planéte ou d’une particule, représenté, en temps continu, par une équation différentielle
autonome ou bien, en temps discret, par une application que I'on itére. Elle tient ses origines
de la mécanique céleste, avec le travail fondateur de Henri Poincaré motivé par la question
de la stabilité du systéme solaire, qu’il élabora dans son mémoire "Sur le probléme des trois
corps et les équations de la dynamique" paru en 1890.
[’étude des systémes d’ordre fractionnaire est plus délicate que pour leurs homologues d’ordre
entier. En effet, les systémes fractionnaires sont, d’une part, considérés comme des systémes

a4 mémoire, notamment pour la prise en compte des conditions initiales et d’autre part ils



Introduction

présentent une dynamique beaucoup plus complexe. Le calcul traditionnel étant basé sur la
différentiation et I'intégration d’ordre entier, le concept de calcul fractionnaire a le potentiel
énorme de changer la maniére dont nous voyons, modélisons, et commandons la "nature" au-
tour de nous. Plusieurs études théoriques et expérimentales montrent que certains systemes
électrochimiques [10], thermiques [I1] et visco-élastiques [9] sont régis par des équations diffé-
rentielles a dérivées non-entieres. L’utilisation de modéles classiques basés sur une dérivation
entiére n’est donc pas appropriée. Par ce fait, des modeéles basés sur des équations différen-
tielles & dérivées non-entiéres ont été développés [6]

Un probleme que nous allons étudier c’est quand un systéme ordinaire est chaotique, dans
quelles conditions le systéme fractionnaire correspondant est aussi chaotique ? Plus précisé-
ment pour quelles ordres, le systéme fractionnaire reste chaotique ?

Notre mémoire est organisé de la facon suivante :

Dans le premier chapitre, Nous avons rassemblé les outils nécessaires pour cet étude (la dé-
rivation fractionnaire, généralités sur les systémes dynamiques d’ordre fractionnaire, notions
de stabilité)

Le deuxiéme chapitre, est consacré a I’étude d'un systéme dynamique chaotique d’ordre
fractionnaire. On choisit le systéme de Chen.Et nous avons introduit la théorie de chaos et
celle de la bifurcation ot nous avons discuté leurs définitions et leurs caractéristiques.A la
fin de ce mémoire qui annexé par deux annexes, le premier contient des fonctions utiles telle
que la fonction de Gamma, Béta, Mittag-Leffer, tandis que le deuxiéme est consacré aux
différentes abréviations et notations utilisées tout au long de ce mémoire. En fin on trouvera

une bibliographie utilisée pour cette étude



Chapitre 1

Généralités sur les systémes

dynamiques d’ordre fractionnaire

1.1 Les derivées d’ordre fractionnaire

L’idée principale de la dérivation et l'intégration fractionnaire est la généralisation de la
dérivation et d’intégration itérées. Le terme fractionnaire est un terme trompeur mais il est

retenu pour suivre l'usage dominant.

1.1.1 Dérivées fractionnaires au sens de Riemann-Liouville
L’intégrale fractionnaire sur un intervalle [a,b]

Soit f une fonction continue et intégrable sur tout intervalle borné (a, z) pour a < z < b.

Alors l'intégrale :

T f(z) = /xf(t)dt. (1.1)

existe et a une valeur finie, donc on peut considérer I'intégrale double :

[(Q)f(a:):/axdt/atf(u)du:/ax(m—t)f(t)dt, (1.2)



Chapitre 1.Généralités sur les systémes chaotiques d’ordre fractionnaire

Par induction dans le cas général, nous avons la formule de Cauchy :

Vn e N*: I f(z) = / dz, h dz,..... /_ f(x)de, = ﬁ /x(:c — )"V £(t)dt.
’ ' o (1.3)
Depuis la généralisation du factoriel par la fonction gamma (n — 1)! = I'(n), Riemann
rendu compte que le second membre de pourrait avoir un sens méme quand n prenant

une valeur non-entiére, il était naturel de définir 'intégration fractionnaire comme suit :

Définition 1.1 Si f(z) € C'la,b] eta <z <bona:

1. On appelle intégrale fractionnaire (4 gauche) de Riemann -Liouville, d’ordre o € R,

["intégrale :

@) £z 1 zx— (a=1) our = € la
195(@) = s [ =0 0r @t powr s €lai (1.4)

Ou T (.) est la fonction gamma (voir 'annexe).

2. On appelle intégrale fractionnaire (a4 droite) de Riemann -Liouville, d’ordre o € RY,

['intégrale :
b
I f(x) = —/ (z — )@ Vf@)dt,  pour x € ]a,b[. (1.5)

Remarque 1.1 Dans la suite du chapitre on utilise uniquement l'intégrale (& gauche).

Théoréme 1.1 Pour f(x) € C'la,b], l'intégrale fractionnaire de Riemann -Liouville pos-

séde la propriété suivante :

19 19 £(@)] = 157 f(2), Vo, 5> 0. (1.6)
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preuve. La preuve découle diréctement de la définition :

9 0] = ol [ Tl

(x —t)t-@
1 Toodt ) :
= r(a)r(ﬁ)/a (x_t)l—a/a (t—u)l‘ﬁd :

Puisque f € C'[a, b] et d’apres le théoréme de Fubini on peut changer 1'ordre de I'intégration

on obtient alors :

1
[I(ﬁ)f( )} B /x j;) —{)l-o (t—u)l‘ﬁdt
(a+6)/a( — = L7 @),

Pour calculer I'intégrale de u & -, nous avons utilisé le changement de variable t = u+s (x — u)

ce qui nous permet de 'exprimer en termes de la la fonction Béta (voir ’annexe).

Exemple 1.1 Soit f (x) = 2%, B > —1 alors pour a > 0 non entier on a :

15 f (2) = ﬁ / (- P,

posant t = xu on obtient donc :

Ig‘f(m):ﬁ/() 22711 —w)* ! ()’ zdu
—IMB 1 — ) ) du
~tm ] AT @
:F(Q)B(ﬁ—i-l,a)

. F(@"‘l) xa+l3
S T(a+B8+1) '

Dérivée fractionnaire sur intervalle [a,b]

Soit ’équation intégrale d’Abel pour tout a € [0, 1] :

Lo
) = )/a e 7 >0 (1.7)

5
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Formellement 1’équation ([1.7)) peut étre résolue en changeant = par ¢ puis ¢ par s et en

multipliant ’équation (1.7]) par (x —¢)~* et en l'intégrant donc (|1.7)) devient :

/x(x - t)_adt/ (t —8)* Yp(s)ds = T'(a) /x(x — )" f(t)dt. (1.8)

En appliquant le théoréme de Fubini on obtient :

T t T
/ go(s)ds/ (x—1)"%(t—s)* ldt = F(&)/ (x —t)"“f(t)dt, (1.9)
avec le changement de variable ¢t = s + (2 — s) et la fonction Béta on trouve :

[f@—t)(t—s)ldt = ['rol(1—7)odr
= B(a, 1-— a)
= T(a)(1-a).

Donc

/j o(s)ds = ﬁ /am(x (et (1.10)

Apres la différentiation on arrive finalement & I’éxpression :

1 d

(P(ZL') = m% /ax(ﬂf - t)_af(t)dt (].].].)

Riemann réalise le lien entre 'intégrale fractionnaire et la dérivée fractionnaire a partir de la
solution de I’équaion intégrale d’Abel comme suit :

Soit f une fonction intégrable sur [a,z] C |a, b[.

Définition 1.2 Pour «a € |0, 1]. La dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville (4 gauche)

d’ordre « est définie par ’expression :

1

o d [* _
D) f(a) = m@/a (x— ) F(t)dt, poura <z <b. (1.12)
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Définition 1.3 Poura € [n— 1,n[,n € N*. La dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville

(& gauche) d’ordre o est définie par l’expression :

[D((ﬁ)f] () = (%)n [Iéﬁfa)f(a:)] . poura < x <b.

D’aprés (1.4]) on peut écrire :
() _ 1 i " _ 4\n—a—1 —
[Da+ f} )= = (dx> / ( — )" "LF(t)dt, n=][a]+1.

Ou [.] désigne la partie entiére d’un nombre réel.

Si on remplace [Igi_a) f] par [I éﬁ_a) f} dans la définition précidente on obtient la dérivée

fractionnaire de Riemann-Liouville (a droite) d’ordre o comme suit :

[Dgi” f] (x) = r; <%>n /b e (Bdt = o] +1

(n—a)

O o A
D% f(x) D fx)
r Dénivée a gauche ) Dénvée a droite 1
sII- Le "passé” de f{x) x Le "future" de fix) -Ilj

F1G. 1.1 — Les dérivées a droite et a gauche comme opérations sur le "passé" et le "futur" de
f(x)
On rappelle quelques propriétés utiles dans la suite de ce travail, pour plus de détails on

renvoie au livre de Podlubny [I].

Propriété 1.1 : (Composition avec les dérivées d’ordre entier)
La dérivée de Riemann-Liouville commute avec la dérivée usuelle, si et selement si, f*(a) =

0 pour k=0,....n— 1.



Chapitre 1.Généralités sur les systémes chaotiques d’ordre fractionnaire

preuve. Soit D¢, un opérateur de dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville et
n
—— la dérivée n — 2ém ona :

dx™
d" () n+ao
— (D2f(@)) = Dyt f(a) (1.13)
Par contre, on a
d" f(x) « ffa)@ —a)fe
D@ _ pnte _ 1.14
“+< dnx ) o () I'l+k—a—n) (1.14)

En comparent les relations ((1.13)) et ([1.14])

(D)) = D (ﬁf(m) ,

dzm
si et seulement si f*(a) =0 pour k=0,....,n—1. m

Propriété 1.2 : (Composition avec les dérivées fractionnaires)
Soit DY (m—1<a<m) et Df+ (n—1< 5 <n) deux opérateurs et de dérivées fraction-

naires au sens de Riemann-Liouville. Alors :
o (D f(2)) = DL (D2 f (=)

seulement dans les deux cas suivantes :

1. a = (le cas trivial).

2. a# B et ffa)=0pourk=0,...,r—1, ot r=max(n,m).

preuve. On a :

n —a—k

o (DL 0@) = D) - S [PEW)] i )
k=1

B (e _ pots B - a—k (x —a)F*

DL (D @) = D f(0) = Y D6 )] =gy (10
k=1

8



Chapitre 1.Généralités sur les systémes chaotiques d’ordre fractionnaire

En comparent les relations ((1.15]) et( |1.16]) on a :

1. Si o = (3 les opérateurs D¢, et Df . de dérivées fractionnaires au sens de Riemann-

Liouville commutent.

2. Si o # (3 les opérateurs D¢, et Df . de dérivées fractionnaires au sens de Riemann-
Liouville commutent seulement si les deux sommes dans les membres droite de ([1.15)
et (1.16) sont nulles. Pour cette raison nous demandons la vérification simultané des

conditions :

py- [Df;kf(x)] =0 pourk=1,2,....,n

r=a

et les conditions :

S [DacF (x)hza =0 pourk=1,2,...m

Si f admet un nombre suffisant des dérivées continues, alors les conditions précidentes

sont équivalentes a f¥(a) = 0 pour k =0,.....,r — 1, ot r = max (n,m) .

Propriété 1.3 : (Composition avec l’intégrale fractionnaire)
Soit o, B > 0, telle que « € [n — 1,n], 5 € [m — A,m].
1. L’opérateur de dérivation fractionnaire au sens de Riemann-Liouville est un inverse

gauche de l'opérateur d’intégration fractionnaire au sens de Riemann-Liouville du

méme ordre.

D I3 f(x) = f(=).

En général on a :

D, |12 f(@)| = D f (@),

et si a — 3 <0, on pose :

D fla) = 1) f ().



Chapitre 1.Généralités sur les systémes chaotiques d’ordre fractionnaire

2. La dérivation et l'intégration fractionnaire ne commutent pas.

I(a)

& [ r @) = D D2 ()| = Dy

Un cas particulier important doit étre mentionné st 0 < o < 1,alors :

180D @) = @) = [P @), S

Exemple 1.2 :
f () If (2) Def (z) Spécifications
I'(3+1) L(3+1) _
B B+ B—a

. Bl Ve 2y Sl Ve 2y R,a>0,8>—1

(x —a) F(ﬁo—i-oz—i—l)( ) F(BC—OH‘U T —a) acR a>0,0
Y (z-a)° Y (z—a) R,a€R,C €R

C F(a—i—l)(x a) F(l—a)(x a) acRaeR Ce
e A" e ¥ a=—00,a>0,A>0
e A% e a=4oo0,a>0,A>0

1.1.2 Dérivées Fractionnaires de Caputo

Dans la modélisation mathématique 1'utilisation des dérivées fractionnaires au sens de Riemann-
Liouville méne a des conditions initiales contenant les valeurs limites des dérivées fraction-
naires en la borne inférieure x = a. Une certaine solution de ce problémea été proposée par
M.Caputo.
Soient Dfli) et Dl(f)

les dérivées fractionnaires au sens de Riemann-Liouville qui sont défi-

nies précédemment.

Définition 1.4 Soit a € Jn — 1,n[ et n € N* et x € ]a, b].

1. La dérivée fractionnaire de Caputo (4 gauche) d’ordre o d’une fonction f est définie

par :

(<D F) (@) = 157 (/) (@) yoelde o (117)

ey R

2. La dérivée fractionnaire de Caputo (& droite) d’ordre o d’une fonction f est définie

10



Chapitre 1.Généralités sur les systémes chaotiques d’ordre fractionnaire

par :
(DI1) @) =17 (1) @) = gy [ 70 =0y

Théoréme 1.2 Soita > 0,n = [a|+1, et f posséde n—1 dérivée en a et si D((ﬁ)f existent,

alors [2] :
[ X (@) (2 — a)F ]
(D2f) @) = (Déi’? fw) -y L@l ) (1.18)
(D) (@) = (D,S:” f -y 202D )

Pour presque tout x € [a,b].

En particulier si 0 < a < 1
(DVf) (@) = (D [f(x) - f(a)))(a)

(CDZS?) f) (z) = (D2 [f () = FO)]) ()

preuve. En effet par définition on a :

DY f (x) = D2

11



Chapitre 1.Généralités sur les systémes chaotiques d’ordre fractionnaire

En utilisant l'intégration par partie on obtient

T (e —t) " i ON
:/ (L[f(t)— / k!( ) (¢ — )| at,

I'(n—a) —
— ) (g .
- F(n—cl)le) (f(t)_k_of k:!( Lt a) ) (z—1) ]
! ) (g .
F(n—1a+1)/a (x =" |Df (1) —Dkzo f k!( ) (t—a) ] dt,
Ou
n—a < f® (a
I [f (z) — £ k"( ) (x —a) ] dt

De la méme fagon pour n fois alors :

n—1
e [f -3 (Zf“) (z — a)’“] dt,
k=0
— Ian+ oz—i—nDn f . f (a) ({1} — a)k] dt,
k=0
n—l
LI pr [f )'(a) (x — a)k] dt.
o !

Or n—1 f®(a) (z — a)k est un polynome de degré n — 1, alors :

k=0 k!
I [f OEDIE <x—a>’“],

k=0

=11 "D f (2),

12



Chapitre 1.Généralités sur les systémes chaotiques d’ordre fractionnaire

Donc

o) (g
N f<:c>—Zf @) (o —a)t]

!
k=0

— DM IOD" f ()
=1"""D"f(z),

=Dy f (2).
pour presque tout = € [a b]. ®

Exemple 1.3 1) La dérivée d’une fonction constante au sens de Caputo :
L'utilisation de la formule (1.17)) pour calculer la dérivée fractionnaire de la constante C

(C € R) au sens de Caputo d’ordre o« > 0 exprime que cette dérivée est nulle c’est a dire :
DYC =1 [c™] = 0.

2) La dérivée de f (z) = (x —a)’ au sens de Caputo :

Soit o non entier et 0 <n—1<a <n avec f >n—1 alors on a :

rp+1)

NCETES LA

frt) =

D’ou

=) = L0 = e [ =

_ F(ﬁ—{'l) rl‘_ n—a—1 _aﬁ—n
_F(B—n+1)F(n—a)/a( 2 (t=a)™",

13



Chapitre 1.Généralités sur les systémes chaotiques d’ordre fractionnaire

En faisant le changement de variable t = a + s (x — a) on aura :

o 5 L(6+1) o [
o (x—a) _F(B—n—i—l)F(n—a)(x a) /0(1 s) s ds,
:F(6+1)B(n—a,6—n—l—1)(I_a)afa
rB-—n+1)r'(n-—a) ’
_ Fr+1)n—a)l'(f—n+1) (z — a)
Fr-—n+I'h—a)l'(f—a+1) ’
ENCES)
“T@-a+n @9

B—a

1.1.3 Comparaison entre la Dérivée au sens de Riemann-Liouville
et celle de Caputo

Notre but dans cette partie est de faire une comparaison entre la dérivée au sens Riemann

liouville et celle de Caputo. Pour cela, nous allons citer quelques observations générales :

e Nous avons vu que la dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville et celle de Caputo

sont relies par la formule (|1.19)

n—1 (k) a) (r — a k—a
(D7) (@) = (D) (o) = 3 =

k=0

e Les conditions initiales des équations différentielles fractionnaires avec dérivées de Caputo
qui représentent I'avantage principal de cette approche. Elles acceptent la méme forme
des équations différentielles d’ordre entier, c’est a dire, contient les valeurs limites des

dérivées d’ordre entier des fonctions inconnues en borne inférieur z = a.

e En utilisant la propriété suivante de la transformée de Laplace :

LI ()] (5) = "F () — 38" £ (0)
— B () - 38T
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on arrive & La formule suivante de la transformée de Laplace de la dérivée fractionnaire

au sens de Riemann-Liouville pour a € [n — 1,n[ et a =0 est :
LIDGf(0)(s) = s°F () = > " [DF 1 (1)

En utilisant la formule de la transformée de Laplace de I'intégrale de Riemann-Liouville

tandis, on arrive a celle de Caputo pour a € [n — 1,n[ et a =0 est :

n—1

LIDGf (8)] (s) = s"F () = ) s 0 (0).

k=0

La transformée de Laplace de la dérivée fractionnaire de Caputo est une généralisation
de la transformée de Laplace de la dérivée d’ordre entier, ou n remplacé par «.
Il n’en va pas de méme pour la dérivée de Riemann-Liouville. Cette propriété est un

avantage important de 'opérateur Caputo sur 'opérateur Riemann-Liouville.

e La dérivée d’une constante est nulle par Caputo contrairement a Riemann-Liouville, elle

est :
C

Ta—a) (x —a)™ .

e Riemann commence d’abord par U'intégration fractionnaire d’ordre (n— ) pour la fonction
f(z) et puis on dérive le résultat obtenu a lordre entier n, pour trouver la dérivée
fractionnaire d’ordre o ot (n — 1 < av < n) . Par contre caputo commence par la dérivée
d’ordre entier n de la fonction f(x) et puis on l'intégre d’ordre fractionnaire (n — «)

pour trouver la dérivée fractionnaire d’ordre @ ot (n —1 < a < n).

1.2 Equations diférentielles fractionnaires

Dans cette partie on va discuter les propriétés d’existence et d’unicité des solutions des
équations différentielles d’ordre fractionnaire de type Caputo ( On considére les dérivées
fractionnaire au sens de Caputo “D® ). On va se restreindre a des problémes aux conditions

initiales (problémes de Cauchy ). En plus, on va supposer sans perte de généralité que les
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dérivées fractionnaires sont développées au point 0.

1.2.1 Probléme de Cauchy fractionnaire

Définition 1.5 (Equations diférentielles fractionnaires)

Une équation différentielle d’ordre fractionnaire est donnée par l’équation :

“‘Dyx = f(t,x) (1.19)

Ou reR" teR, f: R"™ SR a€[m—1,m[, (meN).
°Dg désigne la dérivée fractionnaire au sens de Caputo.( pour a =0).
Lorsque f dépend explicitement du temps (1.19) est dit non-autonome, dans le cas contraire

on dit que (|1.19) est autonome

Définition 1.6 Une solution x(t) de (1.19)) est une fonction o — dérivable définie de R dans

R™ telle que :

‘Dga(t) = f(t,x(t))

Définition 1.7 (Probléme de Cauchy)

1. On appelle donnée de Cauchy pour ’équation (|1.19) les conditions initiales :

‘DFx(0) = bp € R™,  pour k=0,..,m — 1 (1.20)

2. Le probléme de trouver une solution de l’équation (1.19) satisfaisant aux conditions
initiales (1.19) est appelé probléme de Cauchy fractionnaire (probléme aux conditions

initiales) et l'on écrit :

‘Dyx = f(t, )
DEx(0) = by € R",  pour k=0,...,m — 1.
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1.2.2 Notions de base

Définition 1.8 (Espaces de phases ) :

Dés que la dimension n du systéme dépasse ['unité, il devient assez difficile de se représenter
“mentalement” comment le systéme évolue. L’ outil de base poury palier est ’espace de phase.
On considére chaque composante x; de x comme une coordonnée d’un point dans un espace de
dimension n. L’évolution suivant t du systéme se traduit alors par un déplacement du point

représentatif dans l’espace de phase, tragant ainsi une trajectoire de phase.

Définition 1.9 (orbite)

L’image d’une solution x de l’équation (1.19)) est appelée orbite (trajectroire) et notée :

Y. ={y e R It eR:z(t) =y}

Définition 1.10 (Points d’équilibre :)
Un point a est dit point d’équilibre (solution stationnaire) du systéme (1.19) s%l satisfait

fla)=0

Définition 1.11 (Un cycle limite)
Une tragectoire fermée dans l’espace des phases vers laquelle tendent les trajectoires est dite

cycle limite c’est donc une solution périodique isolue

Définition 1.12 (Attracteur) Un attracteur est un objet géométrique vers lequel tendent
toutes les trajectoires des points de l’espace des phases, c’est o dire une situation (ou un
ensemble de situations) vers lesquelles évolue un systéme, quelles que soient ses conditions
1mitiales.

1l exizte deux type d’attracteurs :

1. les attracteurs réguliers : qui caractérisent I’évolution du systéme(|1.19) comme les

points singuliers et les cycles limites.

2. les attracteurs étranges (ou chaotiques) est une forme géométrique plus complexe

qui caractérise [’évolution des systémes dynamiques chaotiques.
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Définition 1.13 (Le bassin d’attraction)

Le bassin d’attraction d’un attracteur est ’ensemble des points de ’espace des phases qui

donnent une trajectoire évoluant vers I'attracteur.

1.2.3 Existence et unicité

Soit o un réel positif vérifiant m — 1 < a < m, °D* désigne 'opérateur de dérivation au
sens de Caputo .
On se donne le probléme aux condtions initiales suivantes :

“Dga(t) = f(t, ) (1.21)

DEx(0) :a:(()k),kzo,l, ....... ,m—1

Lemme 1.1 Si la fonction f est continue alors le probléme aux conditions initiales(

est équivalent o ’équation intégrale non linéaire de Volterra suivante :

o(t) = 3l + % / (t — )0 (7, (r)dr (1.22a)

preuve. Premiérement supposons que x est solution de , on peut écrire cette équation
sous la forme réduite : X

w(t) = Z_'“,xgﬂ + 15 f(t, (1))

k=0 "

]
En appliquant l'opérateur de diférentiation D§ sur les deux cotés de cette relation on aura
immédiatement que = est solution de I’équation diférentielle ( [1.21)).
Appliquons maintenant 'opérateur D, 0 < k < m — 1 sur 1’équation de Volterra

m—1

t j .
Dty = S Db j), o) 4 DEIE IO £t (1)
=0 '
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puisque D§(t)? = 0 pour j < k , alors si t = 0 on a:

t k
D (0) = D50l oy +I5 1 2(0) i,

et comme o — k > 1, 'intégrale est nul c’est a dire I§7* f(t, 2(t)) |,—o= 0, par suite DEx(0) =
o

D’autre part on définit z(t) = f(t, z(t)), alors z € C'[0, h], on réécrit I’équation de la forme :

o) = f(ta(t) = Dge(t) = D§le — Ty [30))(0)
= DIy (e — T [a50)(0)

(1.23)

Ou 7,1 [z; 0] est le polynéme de Taylor de degré m — 1 pour la fonction f autour de 0
k
(Tp_y [2;0] = ZD’g O

En appliquant l’operateur I sur les deux termes de la relation (1.23) elle devient
Ig"2(t) = 1§ (x = T [ 0)) () + q(t)

Avec q un polynome de degré ne dépassant pas m — 1.

Comme z est continue la fonction [["z a un zéro d’ordre au moins m & l'origine.

En outre la différence x —T,,,.1 [z;0] ala méme propriété par construction. Et donc la fonction
I3 %(x — T, [x;0]) doit avoir un zéro d’ordre m aussi. Par suite le polynome q a la méme
propriété mais comme il est de degré ne dépassant pas m — 1 il en résulte que ¢ = 0, par

conséquent

I 2(t) = 1§ (& — Ty [25 0))(2)

En appliquant ’opérateur de dérivation de Riemann-Liouville D" sur les deux cotés de

cette équation elle devient :

Ig2(t) = x(t) — Ton—n [250])(2)
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En substituant z(t) et T,,_1 [x;0])(¢) on retrouve ’équation de Volterra :

t

m—ltk 1 .
£(t) = ];Wg@ e / (t — 1) f(r,(r))dr

0

Théoréme 1.3 On définit [’ensemble G = [0, h*] x [:Céo) - K, SC(()O) + K|, pour K > 0,h* >
Oet 2! €eRi=0,1,....,m—1.
soit f : G — R une fonction continue, satisfaisant la condition de Lipchitz par apport a x

swvante :

lf(t,y1) — f(tye)| < Alyr —y2|, ot A=constante

Si on pose h = min {h*, (k' + 1)/M)1/0‘} avec M = sup, e |f(t,2)|, alors il existe une
fonction unique x € C'[0, h] solution du probléeme

Théoréme 1.4 Soit o > 0, m entier tel que m — 1 < o < m et A € R. La solution du

probléme aux conditions initiales suivant.

‘Dga(t) = A (t) + q(t)
a®0) =z k=01,....m—1

Ou q € C|0,h], est la fonction donnée par :

ot) = S e ®unlt) + ()

12q(t) si A=0
avec §(t) = 1 t ,oup(t) = IFea(t),k = 0,1,....m — 1, et
X/q(t —Tug(T)dr si A#0
0

ea(t) = Eqo(AtY)

Dans le cas d’une équation différentielle fractionnaire linéaire, on peut donner une expression

explicite de la solution , et ce, en utilisant la fonction de Mittag-LefHler F,,

20



Chapitre 1.Généralités sur les systémes chaotiques d’ordre fractionnaire

Théoréme 1.5 Soit a > 0, m entier tel quem —1 < a <m et A € R.

La solution du probléeme aux conditions initales suivant.

‘Diz(t) = Xx(t), z(0)=1 (k=1,...m—1),

est donnée par

2(t) = Ba(M®), > 0.

Autrement dit, les fonctions propres de 'opérateur différentiel de Caputo s’écrivent en termdes

fonctions de Mittag-Leffler

1.2.4 Reésolution numérique

Il y a plusieurs méthodes pour la résolution numérique des systémes fractionnaires. Dans le
cas linéaire la méthode la plus simple et rapide est basée sur la définition de la dérivation frac-
tionnaire au sens de Grunwald-Letnikov. La méthode la plus adaptée pour les équations
non linéaires est la méthode prédictioncorrection (PCEC, Predict-Evaluate-Correct-
Evaluate) qui est une généralisation naturelle de la méthode trés connue de Adams-
Bashforth-Moulton

Présentation de I’algorithme :

Le principe de cette méthode est de remplacer 1'équation originale( |1.21]) par ’équation
intégrale de Volterra et on utilise la formule ( produit de quadrature des trapezes)
pour remplacer I'intégrale par les noeuds ¢;,5 = 0,1, ...... ,n~+1 qui sont prises respectivement

. : -1 C o1
a la fonction (¢, —7)* " c’est a dire

tn41 tn+1
(buor = 1)L g(r)dr / (fusr — 7)) G (7)dr
0 0
e
= ajn+19(t;)
oz(oH—l)j:O
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avec

ntt —(n —a)(n+1)" Sij=0
AGne1 = (n—j+2)T +(n—j)*" =2n—j+ 1)  Si1<j<n
1 Sij=n+1

Cela nous donne la formule de correction (corrector) :

mo—1

Th(tnir) =
k=0

t7]§+1 (k) he

KU v Py Fltner, 28 ) + > ain f(t, )

J=0

Pour déterminer la formule de prédiction (predictor) qui donne ), ;, on procéde de la méme
maniére comme précédemment mais cette fois 'intégrale sera remplacée en utilisant la mé-

thode des rectangles
tn+1

(thrl - 7_)04*1 g(T)dT ~ ij,n+1g(tj)7
0 =0

he o N
Oﬂbjm_:,_lzg((n‘{‘l_]) _(n_]) )

par conséquent on a :

ma—1 ,f n
bot1 (k) 1
xﬁﬂ = — F% + m;bj,nﬂf(tj@hj)

L’algorithme est bien déterminé par ces formules, I'erreur est estimée (voir [§]) par :

!/
max |x; — zhj| = O(hP), avec p =min(2,1+ «)

Remarque 1.2 Par souci de simplicité, nous n’avons traité dans cette section que le cas
scalaire cependant, tous ces résultats peuvent étre étendus au cas vectoriel (c’est-a-dire un

systéme d’équations différentielles) sans aucun probléme.
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1.3 Stabilité des systémes d’ordre fractionnaire

Nous allons maintenant considérer la question de stabilité des solutions des systemes d’équa-
tions différentielles fractionnaires. Dans le cas classique d’équation d’ordre entier la stabilité
est un domaine de recherche important et bien connu, et elle est généralement étudié pour
des équations différentielles du premier ordre. Dans cette partie, nous allons nous intéresser

a une classe de problemes proche de ce cas. Soit donc I’équation différentielle fractionnaire
‘D(t) = f(t,z(t)), avec a € (0,1). (1.24)

Ici 2(t) € RN avec N € N et f une fonction définie sur une partie de RV*!. Supposons que

les conditions d’existence et d’unicité sont vérifiées et que :
f(t,0) =0, pourtout ¢t >0 (1.25)

Cette condition implique que la fonction z(t) = 0 est une solution de ( [1.24)

Définition 1.14 :

a) La solution x(t) = 0 de l’équation ( est dite stable si, pour tout ¢ > 0 il existe
0 > 0 tel que la solution du probléme & valeurs initiales constitué de [’équation (
et de la condition initiale x(0) = xo vérifie ||x(t)|| < e, pour toutt > 0 quand ||zo|| < §

b) La solution z(t) = 0 de [’équation ( est dite asymptotiquement stable si elle est

stable et que lim;_, o ||z(t)|| = 0.

Remarque 1.3 Dans la définition.nous avons seulement discuté les propriétés de la solution
nulle de l’équation . On peut transférer ces propriétés ainsi que les résultat suivants au
voisinage d’une solution arbitraire qui satisfait ou non la condition par la procédure
suivante :

Une solution x de ’équation différentielle °D*x(t) = g(t,z(t)) est dite (asymptotiquement)
stable si et seulement si la solution nulle de °D*z(t) = f(t,2(t)) est (asymptotiquement)

stable avec f(t,z) = g(t,z + x(t)) — g(t, z(t)).
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1.3.1 Meéthode directe (Lyapounov)

Par méthode directe de Lyapounov nous faisons allusion & la méthode consistant a trouver
une fonction de Lyapounov associée a un probléme non-linéaire, si une telle fonction existe
alors le systéme est stable. Cette méthode est difficile & mettre en oeuvre, mais elle est d’une
portée beaucoup plus générale. Notons que la méthode directe de Lyapounov nous donne
une condition suffisante de stabilité, c’est-a-dire que le systéme peut étre stable méme devant
I'impossibilité de trouver une fonction de Lyapounov car il n’y a pas de régle générale pour
trouver une telle fonction, cependant, dans les problémes de mécanique, I’énergie est souvent

un bon candidat. Commencons par définir la stabilité au sens de Mittag-Leffler[5]

Définition 1.15 La solution de l’équation différentielle fractionnaire non-linéaire est

dite Mittag-Leffler stable si
()] < {m [2(to)] (t — to) 7 B (~A(t — t0)*}", (1.26)

O 0 <a<l,ye[01l—a],A>0,b>0m(0) > 0,m(x)> 0,et est localement lipschit-

zienne surt € B C RY avec m(0) comme constante de Lipschitz.
Remarque 1.4 La stabilité de Mittag-Leffler implique la stabilité asymptotique.

On va maintenant énoncer un théoréme qui est considéré comme une extension de la méthode
directe de Lyapounov au cas d’un systéme d’équations fractionnaires, et qui a pour résultat

la stabilité au sens de Mittag-Leffler.

Théoréme 1.6 Soit x = 0 un point d’équilibre du systéme et D € RY un domaine
contenant ’origine. Soit V (t,x(t)) : [0,00) x D — R une fonction continument dérivable et

localement lipschitzienne par rapport a x telle que
a ab
ay [lyl|* < V(E,z(t) < oz [ly]™,

DV (t,x(1)) < —as ly[|” (1.27)
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Out >0,z € DG € (0,1),a1,as,a3,a et b sont des constantes positives.Alors x = 0 est
Mittag-Leffler stable

Si les hypothéses sont vérifiées sur RN jalors x = 0 est globalement Mittag-Leffler stable.
Pour la démonstration de ce théoréme voir([6])

Exemple 1.4 Soit le systéme fractionnaire suivant
Dg [x(t)] = —|x(t)],

ou o € (0,1).
Considérons la fonction Lipschitzienne V (t,x) = |z|

Nous avons

“DGV = Dgla] < D§ |o] < —a.

Donc il sufait de prendre ay = ay = 1 et ag = —1,et Uapplication du théoréme nous donne

|[2(8)] < [2(0)] Ea(=1%),

1.3.2 Meéthode indirecte (Linéarisation)

On commence par donner un résultat de stabilité dans le cas trés simple d’'une équation

différentielle fractionnaire linéaire homogene a coefficients constants

Théoréme 1.7 Le systéme linéaire autonome d’ordre fractionnaire suivant [3] :

Dz (t) = Az (t)
reR"0<a<l (1.28)
z(0) = zg

et A Matrice d’ordre N x N.

1. La solution x(t) = 0 du systéme (1.28) est asymptotiquement stable, si et seulement
St :

larg (A\;)| > ag, pour tout i =1,2,.... N
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pour tous \, ot \ sont toutes les valeurs propres de la matrice A.
De plus le vecteur d’état x(t) tends vers 0 et vérifie la condition suivante : ||x(t)|

< Kt t>0, a>0.

2. la solution x(t) = 0 du systéme (1.28)) est stable, si et seulement si, les valeur propre

de A vérifient |arg (\;)| > aFet toutes les valeurs propre vérifiant |arg (\;)| = af ont

une multiplicité géométrique.égale a 1.

3. la solution z(t) = 0 du systéme ([1.28]) est instable, s’il existe une valeur propre de A

vérifiant |arg (\;)] < af
Le méme résultat a été prouver dans le cas 1 < a < 2.

Définition 1.16 Soit le systéme non linéaire d’ordre fractionnaire suivant :

‘Dix=f(x), zeR"0<a<l (1.29)

Supposons le point a est un point d’équilibre du systéme (1.29) c’est a dire f(a) = 0.Le

linéarisé de (1.29) autour du point d’équilibre a est donné par :

D% ~Df(a)y

ot Df (a) est la matrice jacobienne associée a f au point d’équilibre a

Théoréme 1.8 Le point d’équilibre a du systéme (1.29) est localement asymptotique-
ment stable si et seulement si toutes les valeurs propres A de la matrice jacobienne A =

Df(a) satisfaisant
m

jarg (V)] > o
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o 2
Re

Reégion instable

Région stable

FiG. 1.2 — Région de stabilité d’un systéme linéaire d’équations fractionnaires d’ordre 0 <
a<l

Exemple 1.5 Soit le systéme de Lorenz([{)] ) :

D% =10(y — x)
D%y =28z —y —xz

D% = —%z + xy

(0,0,0) est un pointd’équilibre de ce systéme.

la matrice Jacobienne associée a f au point (0,0,0) est donnée par :

—10 10 ©
A= 28 -1 0
0 0o -

wloo

Les valeurs propres A de la matrice Jacobienne A sont les solutions de l’équation suivante :
8
det (A — )= (A + g) (A + 11X —270) =0

alors

Ay~ —g, Ao =~ 11.83, Ay =~ —22.83
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Les valeurs absolus d’argument sont :
larg ()| =, |arg (A2)| =0, |arg (As)] =7
le point d’équilibre (0,0,0) est instable pour tout o € 0, 1] puisque :
T

jarg (Arg)| > a3, Jarg (o) < ag.Va €10,1]
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Chapitre 2

Etude d’un Systéme fractionnaire

chaotique

L’objectif de ce chapitre est de disposer des éléments théoriques nécessaires a ’analyse du
comportement d’un systéme chaotique. Nous partirons de deux théories essentiels permettant
de cerner les caractéristiques essentielles des systémes dynamiques chaotiques. Nous commen-
cerons par présenter la théorie de bifurcation, puis nous aborderons la théorie du chaos et
nous présenterons des outils d’analyse et de caractérisation des systémes chaotiques. Enfin
nous étudierons le systéme fractionnaire de Chen comme exemple de systéme fractionnaire

chaotique.

2.1 Bifurcations

Dans cette partie on s’intéresse au systéme fractionnaire avec parameétre de contréle p de la
forme suivante :

D% = f(z,p), 0<a<1l, zcR" pcRF (2.1)

Définition 2.1 Une bifurcation est un changement qualitatif d’une certaine solution
(point d’équilibre ot cycle limite) du systéeme (2.1)) lorsqu’on modifie le paramétre de controle
w, c’est a dire la disparition ou le changement de stabilité (de stable a instable ou l'inverse)

et Uapparition de nouvelles solutions.
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On parle ici seulement de la bifurcation de codimension un (k = 1) et il existe quatre types

de bifurcations de codimension un.

2.1.1 Bifurcation noeud-col

La bifurcation noeud-col aura lieu lorsque le paramétre de contréle p prend une valeur critique
o (appeler valeur de bifurcation) pour laquelle la matrice jacobienne du systéme posséde
une valeur propre \; nulle. Cette bifurcation est caratérisée par la naissance de deux points

d’équilibres de stabilité différente.

Exemple 2.1 Considérons l’équation fractionnaire scalaire suivante :
D% =y — 2, (2.2)

Nous allons étudier cette équation selon le paramétre de controle p :

o Siu < 0 léquation f(x,n) = 0 nadmet pas le solution alors on m'est pas des points
d’équilibres.

e Siuy>0o0na:

2’ =p =1 ==+/n

Par conséquent (2.2)) admet deux points d’équilibres :

f(a) = =2z avec z = +/1t alors fla) = -2/ < 0.
f(a) = —2x avec x = —./j1 alors f(a) =42,/ > 0.

a = 4/, est stable.
Par suite les points d’équilibres : v
a = —./j, est instable.

e Sipu=0 1y aun seule point d’équilibre a = 0 est semi stable.
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2.1.2 Bifurcation fourche

La bifurcation fourche aura lieu lorsque le parameétre de contréle p prend une valeur critique
o pour laquelle la matrice jacobienne du systéme posseéde une valeur propre A; nulle. Cette
bifurcation est caratériser par un échange de stabilité du point d’équilibre et la naissance de

deux autres points d’équilibres de stabilité différente du premier point d’équilibre.

Exemple 2.2 e Considérons [’équation fractionnaire scalaire suivante :
D% = px — 2°.

Dans le cas d’une bifurcation fourche (sous-critique) on a L’équation générique
est :

D% = px + 2°.

Dans le cas d’une bifurcation fourche sur-critique on a :

flap)=pr -2 <= pr -2 =0z (p—2") =0
=0,
<~ ou

p—rt=02*=p

Si < 0 on a un seul point d’équilibre a = 0, et si u > 0 on a trois points

d’équilibre qui sont :

a =0,

T3 a=+Vi
a=—\/j

Nous étudions la stabilité de ces points d’équilibre :

fla) = p — 322 avec x = 0 alors f(a) = p

f(a) = pu— 32? avec x = £/ alors f(a) =24
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o Siu < 0 le seul point d’équilibre a = 0 est stable.

o Sip > 0 le point d’équilibre a = 0 est instable, mais a = %./j sont stables.

2.1.3 Bifurcation transcritique

La bifurcation fourche aura lieu lorsque le parameétre de contréle p prend une valeur critique
o pour laquelle la matrice jacobienne du systéme possede une valeur propre \; nulle.
Cette bifurcation est caractérisée par un échange de stabilité entre les deux points d’équilibres

existant (les points stables deviennent instables, les points instables deviennent stables).

Exemple 2.3 Considérons [’équation fractionnaire scalaire suivante :

D% = px — 2°.
On a alors :
xz =0,
flap=p—r*<=pup—-1>=0=2(p—1)=0+= ou
T = .
fla) = p— 2z avec x = 0 alors f(a) = p,
fla) = p— 2z avec x = p alors f(a) = —p.
Alors :

o Siu <0, le point d’équilibre a = 0 est stable, mais a = i est instable.

o Siu >0, le point d’équilibre a = 0 est instable, mais a = p est stable.

2.1.4 Bifurcation de Hopf

La bifurcation Hopf aura lieu lorsque le parameétre de controle p prend une valeur critique

io pour laquelle la matrice jacobienne du systéme posséde une paire de valeurs propres
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Chapitre 2. Etude d’un Systeme fractionnaire chaotique

T
A1, Ao telles que |arg \j o = ag et le type de stabilité de ’équilibre existant change avec

I’apparaition d’'un cycle limite.

1!

Q 4l

LU

X

Fic. 2.1 — Diagramme de bifurcation Hopf

2.2 Théorie du Chaos

2.2.1 Définition du Chaos

Des systémes dynamiques non linéaires, ou simplement linéaires par morceau, peuvent faire
preuve de comportements complétement imprévisibles, qui peuvent méme sembler aléatoires
(alors qu’il s’agit de systémes parfaitement déterministes). Cette imprédictibilité est appelée
chaos. La branche des systémes dynamiques qui s’attache a définir clairement et & étudier le
chaos s’appelle la théorie du chaos.

Cette branche des mathématiques décrit qualitativement les comportements a long terme des
systémes dynamiques. Dans ce cadre, on ne met pas ’accent sur la recherche de solutions
précises aux équations du systéme dynamique (ce qui, de toute fagon, est souvent sans espoir),
mais plutét sur la réponse a des questions comme « Le systéme convergera-t-il vers un état
stationnaire a long terme, et dans ce cas, quels sont les états stationnaires possibles ? » ou «

Le comportement & long terme du systéme dépend-il des conditions initiales ? » [4]
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Chapitre 2. Etude d’un Systeme fractionnaire chaotique

2.2.2 Caractéristique du Chaos

1. La non linéarité :Si le systéme est linéaire, il ne peut pas étre chaotique.

2. La déterminisme : Un systéme chaotique a des régles fondamentales déterministes

(plutot que probabilistes).

3. La sensibilité aux conditions initiale : de trés petits changements sur I’état initial

peuvent mener & un comportement radicalement différent dans son état final

4. L’imprévisible : En raison de la sensibilité aux conditions initiales, qui peuvent étre

connues seulement & un degré fini de précision.

5. L’irrégularité : Ordre caché comprenant un nombre infini de modéles périodiques

instables.

6. Attracteur étrange : Un attracteur est objet géométrique vers lequel tendent toutes
les trajectoires de 1’espace des phases, c’est-a-dire, une situation au un ensemble de

situations vers lesquelles évolue un systéme, quelles que soient ses condition initiales.

Dans un espace des phases a deux dimensions, les attracteurs sont soit des points, soit des

cycle limites.

2.2.3 Routes vers le chaos

Un systéme dynamique posséde en général un ou plusieurs parameétres dit "de controéle",
qui agissent sur les caractéristiques de la fonction de transition. Selon la valeur du paramétre
de controle, les mémes conditions initiales ménent & des trajectoires correspondantes a des
régimes dynamiques qualitativement différents.

Il existe plusieurs scénarios qui décrivent le passage du point fixe au chaos . On constate dans
tous les cas que I’évolution du point fixe vers le chaos n’est pas progressive, mais

marquée par des changements discontinus qu’on a déja appelé bifurcations. Une bifurcation
marque le passage soudain d’un régime dynamique & un autre, qualitativement différent.

On peut citer trois scénarios de transition vers le chaos :
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L’intermittence vers le chaos :

Un mouvement périodique stable est entre coupé par des bouffées de turbulance. Lorsqu’on
augmente le parameétre de controle, les bouffées de turbulence deviennent de plus en plus

fréquentes, et finalement, la turbulence domine.

Le dédoublement de période :

Il est caractérisé par une succession de bifurcation de fourches. A mesure que la contrainte
augmente, la période d’un systéme forcé est multipliée par deux, puis par quatre, puis par
huit, etc..., Ces doublements de période sont de plus en plus rapprochés , lorsque la période est
infinie, le systéme devient chaotique. La turbulence dans les fluides peut apparaitre suivant

ce scénario.

La quasi-périodicité :

Il intervient quand un deuxiéme systéme perturbe un systéme initialement périodique. Si le
rapport des périodes des deux systémes en présence n’est pas rationnel, alors le systéme

est dit quasi périodique Ce scénario un peu compliqué est relié & la théorie des nombres,
notamment aux travaux de Jean Christophe Yoccoz, lauréat de la Médaille Fields en
1994,

pour ses travaux sur les systémes dynamiques.

2.3 Etude du systéme de Chen d’ordre fractionnaire

2.3.1 Introduction au systéme de Chen

En 1963, Lorenz a trouvé le premier attracteur chaotique en un systéme autonome en trois
dimensions, Ce modél a joué un roéle historique important puisque son évolution temporelle
fait apparaitre, un comportement chaotique,de plus, il constitua le premier et le célébre
systeme différentiel dissipatif permettant d’observer un attracteur étrange par certaines des

parametres
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En 1999, Chen et UETA ont introduit un nouveau systéme chaotique, qui est similaire
mais pas topologiquement équivalent au systéme de Lorenz.
Les équations du modéle

Ce systéme de chen s’écrit :

Dz = a(y — )
DYy = (c—a)r—zz+cy (2.3)

D% = xy—bz

L’espace des phases est tridimensionnel,(z,y, z) le vecteur d’état et a, b et ¢ sont des para-

meétres réels
2.3.2 L’équilibre du modéle
On cherche les points d’équilibre (z;y; z) vérifiant :

aly—x)=0
(c—a)r—zz+cy=0

zy —bz =0

Un premier point d’équilibre trivial est ¢, :

r=y=2=0, Ve > 0.

to = (0,0,0).

Les deux autres points d’équilibre t; et ¢y sont :

t, = <\/b(2c— a), \/b(2c—a),(2c — a)) (2.4)
= (VT I e )

D’apres la relation (2.4) si c = a/2, on a tg = t; = ts.
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Chapitre 2. Etude d’un Systeme fractionnaire chaotique

Donc pour ¢ € [0,a/2], il n’y a qu'un seul point d’équilibre t, et pour ¢ > a/2, il y a 3 points

d’équilibre tg, t; et ts.

2.3.3 Stabilité des points d’équilibre

La stabilité du systéme dépend des parameétres a, b et c. L’étude de la stabilité des points
d’équilibres repose sur la valeur absolue d’argument des valeurs propres de la matrice Jaco-
bienne A obtenu en linéarisant le systéme ([2.3)) autour d’un point d’équilibre.

L’expression de la matrice Jacobienne A du systéme (2.3) est :

—a a 0
A= (c—a—2) ¢ —x
Y xr —=b

La stabilité au point ¢,

Au point (0,0,0), les valeurs propres A de la matrice Jacobienne A :

_—a a 0
A= (c—a) ¢ 0
0 0 —b
D’ou : _
Ata —a 0
A —Al=| —(c—a) A=c 0
0 0 A+0D

Le polynéme caractéristique est donné par :
p(A) =det (M —A)=(A+b) (W= (c—a)X+a(a—2c)) =0

La permiére valeur propre est :

AM=-b=-3<0
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Chapitre 2. Etude d’un Systeme fractionnaire chaotique

Les deux autres racines de ce polyndéme sont :

(c—a) £ +/(c—a)? —4a(a — 2¢)

Ao = 2
’ (c—a) £i/(c —a)? —dala — 2c)

2

On supposera que a et b sont constants (a = 35,b = 3) et que le parameétre ¢ est variable.

Alors les deux autres racines de ce polynoéme sont :

(¢ — 35) + v/ — 350c — 3675

Ao3 = 2
2 (¢ — 35) + 1/ — 350c — 3675

2

Sic € |—00, —224.50] U [14.29, +o0|

Si ¢ €]-224.50,14.29)

Si14.29 < ¢ < a/2 = 17.5, les valeur propre A, 3 sont réelles négatives, par suite les valeurs

absolus de ses arguments sont supérieures a 7 alors :
™
larg (A123)] =7 > g Vo €10, 1]

d’ou le point d’équilibre ¢y est localement asymptotiquement stable pour 0 < a <

1.
Si ¢ =a/2 =17.5, on a une valeur propre nulle

Si ¢ > a/2 = 17.5, deux valeurs propres \;o sont réelles négatives d’argument 7 mais
la troisiéme est réelle positive (son argument est nul) alors le point d’équilibre ¢, est

instable quelque soit 0 < a < 1.

Puisque on a la naissance de deux autre points équilibres t; et ¢y, et par référence a la
théorie de bifurcation le systéme subit une Bifurcation de fourche pour la valeur de

bifurcation ¢ = 17.5.

La stabilité pour les deux autres points d’équilibre ¢, et .
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Chapitre 2. Etude d’un Systeme fractionnaire chaotique

La matrice jacobienne correspond a ces points s’écrit :

—a a 0
A= ¢ —c —/b(2c—a)
Vb(2c—a) /b(2c—a) —b

Les valeurs propres de la jacobienne sont les solutions de I’équation en A :
p(A\) =det (A—AI) =X+ (a+b—c) \* + be) + 2ab (2¢ — a) .

Pour a = 35,0 = 3,¢ > 17.5 cette équation admet une solution réelle \; et deux solutions
complexe conjuguées g 3.
Pour le cas entier («w = 1) posons

)\2?3 =0 :l:Zﬁ

Si o, la partie réelle de la racine complexe est positive, alors,les points d’équilibres sont

instables d’ou
p\) = (0 £18)° + (a+ b —¢) (6 £18)* + be (0 £13) + 2ab(2¢ — a).
Apres simplification, on obtient la formule de o :
o + (a+b—c)02+i(a+b—c+2bc)a+é(bc(a—l—b—c) —2ab(2c — a)) = 0.
La stabilité se définie par rapport a o,alors :
0=0= bc(a+b—c)—2ab(2c —a)=0.

Donc :
&+ (3a — b)c — 2a* = 0. (2.5)

La stabilité des points d’équilibres ¢; t2 dépend de la valeur du parametre c. Par conséquent
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15

10

-10 | | | | | | | | | J

Fia. 2.2 — Le systéme est instable pour l'ordre entier a = 0.95 avec la valeur du parmeétre
c = 20.07.

,Ja valeur pour laquelle la partie réelle de la racine complexe s’annule, s’obtient & partir de

I’équation ([2.5)) comme suit :

<(b — 3a) + v/17a% — 6ab + b2) .

N | —

CcC =

Pour les deux points et to, le systéme est stable pour ¢ < 20.07 et instable pour ¢ > 20.07.
Par référence a la théorie des bifurcations, la valeur du parameétre de controle pour laquelle, les
racines du polyndéme caractéristique sont purement imaginaires s’appelle point de bifurca-
tion de Hopf. Elle est égale dans notre cas ¢ = 20.07.

Pour @ = 0.95, on a ¢ = 20.1 les points t et 5 sont stables. ce qui implique que le systéme
dans le cas fractionnaire peut étre stable mais instable pour le cas eniter voir Fig. 2.2 et

Fig.2.3.

40



Chapitre 2. Etude d’un Systeme fractionnaire chaotique

Fi1G. 2.3 — Le systéme est instable pour l'ordre entier a« = 1 avec la valeur du parmétre
c = 20.07.

Remarque 2.1 Pour calculer la valeur de o appliquer l’énéqgalité :

tan (a%) > ‘%‘ = a> %tan_l (’EZEX D : (2.6)

Selon I'inégalité ([2.6)) , la valeur maximale de I'ordre fractionnaire o pour laquelle le systéme
de Chen d’ordre fractionnaire perd la stabilité pour (a,c,b) = (35,28, 3), est a ~ 0.82.voir

Fig. 2.4 et Fig 2.5.

| =

. e o 10 12 a4 as 1

2 a5 w5

Fic. 2.4 — Le systéme est stable pour l'ordre fractionnaire @ = 0.81, avec les parmétres
a=35b=3cet c=28.
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40

35

30

251

20+

15+

10+

Fic. 2.5 — Le systéme est instable pour 'ordre fractionnaire a = 0.98, avec les parmétres
a=35b=3et c=28.

2.3.4 Diagramme de bifurcation

Nous avons effectué des simulations en variant le parameétre ¢ 14.29 & 30.Lors de I’évolution
du systéme en fonction du parameétre ¢, le comportement du systéme subit trois changements

qualitatifs :

1. Pour ¢ < 17.5 quelque soit le point initial, la trajectoire converge vers le point d’équi-

libre to. Le systéme est stable autour de ce point d’équilibre.voir (Fig. 2. 6 ¢ = 15)

2. Pour 17.5 < ¢ < 20.07.Un changement de comportement & partir de ¢ = 17.5. Le point
to n’est plus un point stable, et le systéme se stablise sur 'un des t; ou t,.(Bifurcation

de fourche)

3. Pour ¢ > 20.07 les deux points t; et t5 perdent leur stabilité en une bifurcation de Hopf

et donnent naissaince a deux cycles limites (« = 1) (attracteurs réguliers).

4. Pour ¢ > 20.07, le systeme ne contient aucun attracteur régulier et devient alors chao-
tique. L’état du systéme change complétement. La trajectoire tourne toujours autour

de ’attracteur chaotique
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F1G. 2.6 — La trajectoire ( x, y et z ) converge vers le point d’équilibre ¢y, pour ¢ = 15.

F1G. 2.7 — Le systéme se stablise sur I'un des t; ou ¢ pour ¢ = 18
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Conclusion

Ce mémoire a pour objet I’étude des systémes dynamiques chaotiques d’ordre fractionnaire.
Il existe des différences importantes dans de nombreux aspects entre les systémes différen-
tiels ordinaires et les systémes différentiels fractionnaires correspondants, par exemple, les
propriétés qualitatives. La plupart des propriétés des systémes ordinaires ne peuvent pas étre
simplement étendues au cas des systémes d’ordre fractionnaire.

Dans le chapitre un nous avons donné un apergu du calcul fractionnaire. On a introduit deux
approches des dérivées fractionnaires (I'approche de Riemann Liouville et celle de Caputo)
ainsi que leurs propriétés, puis nous avons terminé le chapitre par une section consacré aux
équations aux dérivées fractionnaires pour lesquelles les conditions d’existence et d’unicité
de la solution sont données, ainsi que des méthodes analytiques et numériques pour la réso-
lution, pour exposer ensuite les différents critéres de stabilité et quelques-unes des méthodes
d’analyse numériques utiles dans le cas d’un systéme non-linéaire.

Le deuxiéme chapitre est consacré a 1’étude d’'un exemple des systémes dynamiques chaotiques
d’ordre fractionnaire (Systéme de Chen). Premiérement nous avons introduit la théorie de
chaos et celle de la bifurcation ot nous avons discuté leurs définitions et leurs caractéristiques.
Ensuite nous avons donner la description du systéme de Chen et calculer les points d’equilibre
et leurs stabilités, puis nous avons étudié les types des bifurcations de ce systémes, enfin, nous
nous sommes passés par les moyens de détection du chaos et nous avons fini par routes vers
le chaos.

Enfin, apres cette étude, nous pouvons conclure que les dérivées d’ordre fractinnaire posseédent
a la fois l'effet mémoire et le chaos, cela a rendu ces systémes trés utiles pour la modélisation

et la compréhension des phénomeénes qui possédent la mémoire (les élastomeres, les matériaux
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viscoélastiques, la finance . ..), la zone de stabilité de systémes d’ordre fractionnaire est plus
vaste de leurs homologues d’ordre entier. ce qui donne une plus grande marge d’utilisation de
ces systémes et apportant des solutions aux problémes, ne fournissant pas par des systémes

d’ordre entier.
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Annexe A : Outils de base

Fonction Gamma
En mathématique, la fonction gamma est une fonction complexe, elle prolonge la factorielle
a I’ensemble des nomber complexes.

Pour tout nombre a € C tel que Re (o) > 0, on définie I' («) par :

I'(a) = /%O t* te~tdt
i :

Une propriété important de I' («) est la relation de la récurrence suivante : I' (e + 1) = oI («)

qu’ on peut la démontrer par une intégration par parties :

0

+00 +oo
F(a+1) = / t%e tdt = [—tae’troo + a/ t* le7tdt = ol (a) .
0 0
Et en particulier :
e oo +o00
(1) :/ e tdt :/ e ldt = [—e’t}o =1
0 0

e Vne N*: T'(n+1) =n! (la fonction Gamma s’appelle aussi factorielle généralisée)

Fonction Béta
En mathématiques, la fonction béta est un type d’intégrale d’Euler définie pour tous nombres

complexe p et ¢ de parties réelle strictement positives par :

1
B(p,q) = / 1=t at.
0
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Le changement de variable © = 1 — ¢t prouve que cette fonction est symétrique c’est-a-dire
que :

B(p,q) = B(q,p).

Elle est liée a la fonction gamma par la relation suivante :

I'(p)T (q)

B(p,q) = Thtq

Vp,q: Re(p) > 0,Re(q) > 0.

La fonction Mittag-LefHler

La fonction Mittag-LefHler joue un role trés important dans la théorie des équations diffé-
rentielles d’ordre entier, et on la trouve largement utilisée dans les solutions des équations
différentielles d’ordre fractionnaire. Cette fonction est la généralisation de la fonction expo-

nentielle, elle a été introduite par G.M.Mittag-Leffler et désignée par la fonction suivante :
+00 Zk
E.(z) = — 2€C,a>0,
() ZF(ak +1)

k=0

La fonction de Mittag-Leffler & deux paramétres joue également un role trés important
dans la théorie du calcul fractionnaire. Cette derniére a été introduite par Agarwal et elle
est définie par un développement en série suivant :
+o0 Zk
E,5(2z) = —— 2€C,a>0,8>0.
Transformée de Laplace
Définition 2.2 soit f € R™ — R, ¢t — f(t), une fonction causale

On appelle transformée de Laplace de f la fonction F' de la variable complexe p définie par :

o0

Flo) = L((0) = [ r(oyi

F' est la transformée de f tandis que [ est appelée l'original de F'.
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Annexe B : Abréviations et Notations

Les différentes abréviations et notations utilisées tout au long de ce mémoire sont expliquées

ci-dessous :

r(.)
B(.,.)
Ea(.)
Eop(.)
1Yy

d(m)

dt
DY f
CD(?_) f

a

La fonction Gamma d’Euler

La fonction Béta

La fonction Mittag-LefHler & un parameétre

La fonction Mittag-Leffler & deux paramétre.

L’intégrale fractionnaire (4 gauche) de Rieman-Liouville d’ordre «
La dérivée d’ordre entier

La dérivée fractionnaire (a gauche) de Rieman d’ordre «

La dérivée fractionnaire (a gauche) de Caputo d’ordre «
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Résumé

Les systemes chaotiques aux dérivées d’ordre fractionnaire possedent a la fois l'effet
mémoire et le chaos, cela a rendu ces systémes trés utiles pour la modélisation et la compréhension
des phénomenes qui possedent la mémoire (les élastomeres, les matériaux viscoélastiques, la finance
...). Nous avons étudi¢ dans ce mémoire le systeme d'ordre fractionnaire (le systéme de Chen). En
variant un parametre d'une maniere continue, plusieurs comportements non connu dans le cas entier
apparaissent dans le cas fractionnaire, de plus nous avons observé le chaos avec des ordres de

dérivation inférieurs a 1, cela montre l'utilité de 1'ordre fractionnaire.

Wefts clé

Dérivées fractionnaires, systemes dynamiques chaotiques, syst¢éme de Chen, Chaos, Bifurcation

Abstract

The chaotic systems with fractional derivatives posses both the chaos and memory effect, that has
made these systems very useful for modeling and understanding of phenomena which posses memory
(elastomers, materialsvisco-elastic, the finance...).We consider in this master thesis, a fractional
order chaotic system (Chen system). When we have Vary the parameter, several behaviors has not
seen in integer case are fully appears in fractional case, the more you find chaos with orders less than

1, So the fractional order is very useful.

[Key werds

Fractional derivatives, chaotic dynamical systems, Chen system, chaos, Bifurcation
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