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Introduction

Historiquement, les premiéres questions relevant des systémes dynamiques concernaient la
mécanique a une époque ou elle était incluse dans 1’enseignement des mathématiques. Une
des questions majeures qui ont motivé la recherche mathématique est le probléme de la
stabilité du systéme solaire. Les travaux de Lagrange sur le sujet consistérent a interpréter
I'influence des corps autres que le Soleil sur une planéte comme une succession de chocs
infinitésimaux : ces travaux retrouvent des échos dans le théoreme KAM (Kolmogorov -
Arnold - Moser).

Les systémes dynamiques se sont développés et spécialisés au cours du xixe siécle. Ils
concernaient en premier lieu 'itération des applications continues et la stabilité des équa-
tions différentielles. Mais progressivement, au fur et & mesure de la diversification des
mathématiques, les systémes dynamiques se sont considérablement élargis.

Depuis 1920 jusqu’ a présent les systémes dynamiques (surtout les systémes dynamiques
en temps discret ou bien les systémes donnés par des suites récurrentes) jouent un role
trés important puisque il y a des applications dans beaucoup de disciplines scientifiques
par exemple : La physique (mécanique céleste, météo), la biologie (dynamique de popu-
lation), la chimie (cinétique chimique) , I’électronique (les circuits électroniques) , I'in-
formatique (traitement de l'images) , cryptographie (chiffrement des messages, images) ,
I’économie,. . ., etc.

Les systémes dynamiques sont les notions mathématiques qui permettent de modéliser des

phénomeénes évoluant dans le temps, ces phénomenes pouvant provenir de la physique, la
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mécanique, I’économie, la biologie, I’écologie, la chimie...

On distingue deux types de systémes dynamiques : les systémes & temps continu et les
systémes a temps discret. Le systéme dynamique discret a une grande importance pratique,
il peut également étre utilisé comme modéle approximatif pour I’étude de systéme continu.
Dans ce mémoire, nous allons étudier le systéeme dynamique discret autonome d’ordre 1,
ol nous nous sommes concentrés sur ’étude de la stabilité en raison de son importance.
Nous avons divisé le mémoire en deux chapitres.

Le premier chapitre de ce mémoire est consacré a ’analyse de ’évolution de variable d’état
d’un systéme dynamique du premier ordre autonomes unidimensionnel.

Ce chapitre est divisé en trois parties :

-Dans la premiére partie de ce chapitre nous donnons des définitions mathématiques aux
systémes dynamiques continus et discrets. Et quelques concepts de systémes dynamiques
discret : itération,orbite(trajectoire),répresentation graphique de la trajectoire.

-Dans la deuxiéme partie du chapitre nous nous concentrons sur le systéme dynamique
discret linéaire unidimensionnel. Nous donnons la formule de la solution de ce systéme et
on donne la définition de point fixe et de stabilité, ensuite nous cherchons des facteurs qui
déterminent l’existence, 'unicité et la stabilité d’un point fixe de ce systéme.

-Dans la troisiéme partie du chapitre nous avons utilisé certaines théories pour étudier la
stabilité de point fixe d’'un systéme non linéaire autonome unidimensionnel, nous avons
également utilisé le systéme linéaire pour étudier la stabilité de point fixe hyperbolique et
dans le cas au le point fixe est non hyperbolique nous utilisons autres théorémes.

Le deuxiéme chapitre de ce mémoire est consacré pour étudier le systéme dynamique
discret autonome multidimensionnel.

-Dans la premiére partie du ce chapitre on étude le systéme linéaire multidimensionnel, on
cherche de solution de ce systéme, on définit le point fixe dans le cas multidimensionnel
et on trouve sa formule en utilise les propriétés des matrices, ensuite on définit la stabilité

dans le cas multidimensionnel et on utilisons la forme de Jordan pour étudier la stabilité.
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-Dans la deuxieme partie du chapitre nous nous intéressons a le systéme non linéaire
multidimensionnel, on va étudier la stabilité de ce systeme a l'aide de systéme linéaire

multidimensionnel et a ’aide d’une fonction de Lyapunov.



Chapitre 1

Systémes dynamiques discrets de

dimension 1

1.1 Systémes dynamiques

Définition 1.1.1 Un systéme dynamique est défini par un triplet (X, T, ), constitué de
lespace d’états X, du domaine temporel T et d’une fonction de transition d’état ¢ :

X xT — X, qui posséde la propriété, pour tout v € X et ty,to €T :

p(z,0) ==

pp(z,t1), t2) = @(z, t1 + t2)
On distingue deux grandes catégories de systémes dynamiques : les systémes a temps
continu et les systémes a temps discret. Si T = Rtou R, le systéme est dit a temps

continu, et si 7' = N ou Z, le systéme est dit & temps discret.

1.1.1 Systémes dynamiques continus

Dans le cas général, un systeme dynamique continu peut étre représenté par une équation

différentielle. Selon ’équation, on distingue quelques types différents de systémes.



Chapitre 1. Systéemes dynamiques discrets de dimension 1

Une équation différentielle de type :

@ (1.1)
Ou:
o [:R" — R".
AX(t) _ ,dei(t) daa(t) da, (t)
* *< ét ) ;t P Tt )t'

o X(t) = (z1(t), z2(t), - ,2,(t)) € D C R™.
permet de définir un systéme dynamique autonome & temps continu (D, R* )

ol ¢ est la solution de [I.1] Cette solution est donnée par :

©(Xo, ) :X0+/0 F(X(s))ds.

Si la fonction F' est une fonction de I'état X (t) et de la variable du temps ¢ i.e :

dX (1)
dt

= F(t, X(t)) on dit que le systéme dynamique est non autonome.

1.1.2 Systémes dynamiques discrets

Définition 1.1.2 Dans le cas général un systéme dynamique discret est décrit par un sys-
teme d’équations aux différences finies, autrement dit, par une récurrence.
On appelle systéeme dynamique discret autonome d’ordre 1 I’équation aux différences sui-

vante :

Xt+1 - f (Xt)

Xo donné

,teN. (1.2)

Ou :

e f:R" — R" une fonction différentiable.
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e Xg€ D CR": Valeur initial.

o X; € D: Vecteur des états du systéme.

De on obtient :
X1 = f(Xo).
Xy = f(X1) = f(f (X0)) = fA(Xo).

En général : X; = f*(Xo) ou ff= fo---0o

f.
t fois
e f(Xp) est appelée premiére itération de X, par la fonction f.
o 2(Xy) = f(f (X)) est appelée seconde itération de Xy par la fonction f.
o 1 (Xp) est appelée t*™ itération de X, par la fonction f.
Dong, le triplet (D, N, ¢) définit un systéme dynamique discret autonome, ot ¢ est donné

par : o(Xo,t) = f'(Xo).

Remarque 1.1.1

e Si la fonction f est une fonction de ’état X, et de la variable du tempst i.e :

X1 = f(t,Xy) alors le systéme s’appelle systéme dynamique discret non autonome.

e Si l’équation aux différences est d’ordre p > 2 autonomes ou non i.e :

Xivp = [ ( Xty X1, Xevo, -+, Xewp—1) alors le systéme s’appelle systémes dynamiques dis-

crets d’ordre supérieur.

Définition 1.1.3 On appelle la suite {f' (Xo)},~, un orbite (ou un trajectoire) du point

Xo et on le note par O (Xy) i.e :
O<X0): {X07f(X0):X17”' 7ft<X0>:Xt7"'}'

Représentation graphique de ’orbite

Dans le cas ou f est une fonction de R vers R on peut représenter sur le plan (z,y)
I’évolution d’une orbite O () qui commence dans le point (zo;0) en suivant ces étapes :

-Etape 1 : tracer la courbe représentant la fonction f et la droite y = x.

6



Chapitre 1. Systéemes dynamiques discrets de dimension 1

-Etape 2 : placer le point de coordonnées (xg;0).

-Etape 3 : chercher le point d’ordonnée f(z), on l'obtient en tragant une droite verticale
passant par (z9;0) et en cherchant son intersection avec la courbe de la fonction f. Ce
point a comme ordonnée f(xg), ce qui correspond & x; (puisque 1 = f(zo)).

-Etape 4 : projeter horizontalement le point de coordonnées (xg;x1) sur la droite y = =
pour obtenir le point de coordonnées (x;;z), une projection verticale permet ensuite de
repporter le point (z1;0) sur ’axe des ordonnées.

Reéaliser ensuite pour z; les méme opérations que pour x, afin d’obtenir x5 et ainsi de

suite pour les termes de rang suivant.

T4 ----------- feemomeeenes = f{K]I
L3 '

ol

I‘l ..................... _

g o1 g T3 Ty

F1G. 1.1 — Représentation graphique

Passage de temps continu a temps discret

Nous pouvons transformer un systéme dynamique continu en un systéme dynamique dis-

cret en utilisant la méthode d’Euler. Soit une systéme dynamique continu
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Nous voulons étudier la trajectoire de cette équation seulement & des instants choisis,
équidistants t,, = tg + n.At. Si la période d’échantillonnage t est choisie assez petite, on

peut approcher la dérivée de X (t) par la différence :
dX(t)  X(t.) — X(tnt1)

~
~

dt At

Alors, le systeme dynamique a temps continu peut étre approché par le systéme dynamique

a temps discret suivant :
X(n+1)=X(n)+ At.F(X(n))

Maintenant dans tout ce que suit nous ne considérons que des systémes dynamiques dis-

crets autonomes qui sont décrits par I’équation aux différences finies.

1.2 Systémes dynamiques discrets linéaires

Définition 1.2.1 Un systéme dynamique linéaire discret est définie par équation aux dif-

férences suivant :

Tir1 = axy + b
RS \ (1.3)

o donné

Ou :
e a,b € R: sont des constantes.
o x; € R: wartable d’état.

o 1q : valeur initiale.

A partir de la valeur initiale z on déduit de ([1.3)) :

-4 Vinstant t =0 : 1 = axg + b.
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-a linstant ¢t =1 : zy = azy + b = a(azg +b) + b = a®z¢ + ab + b.

-a linstant ¢ = 2 : 23 = aze + b = a(a®zg + ab + b) + b = a®zo + a*b + ab + .

En général : z, = alzg +at" b+ at2b 4 - -+ ab+b.
= ateg + 03—, tal, t € N-.

i=t—1 PPN
Ona ) _, a' est une somme d'une série géométrique, donc pour ¢ € N* :

1— t
alzg+b ¢ a#1
xt: 1—&

To + bt a=1

1.2.1 Point fixe

La notion de points d’équilibre est centrale dans I’étude de la dynamique de tout systéeme

physique. Dans de nombreuses applications en biologie, économie, physique, ingénierie,

etc., il est souhaitable que tous les états (solutions) d’un systéme donné tendent & son état

d’équilibre (point d’équilibre). C’est le sujet d’étude de la théorie de la stabilité, un sujet

d’une grande importance pour les scientifiques et les ingénieurs.

Définition 1.2.2 Un point d’équilibre (ou point fixe) est une valeur de la variable d’état

x; qui est invariante selon la loi du mouvement dictée par le systéeme dynamique.

En d’autres termes, le point fire d’un systéme dynamique xy1 = f(z;) est T € R tel

que T = f(Z) ot f: R — R une fonction dérivable.

Graphiquement, les points fixes peuvent étre trouvés en identifiant les intersections de la

fonction f(x) avec la diagonale y = x.

Existence et unicité du point fixe

On suppose que le systeme (1.3) est a I’état d’équilibre i.e : T = aZ + b.

-pour a # l,ona:T = . Donc il existe une unique point fixe.

—a
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-poura=1et b=0,0ona:VteN, z,,; =z, C-a-d toute condition initiale est un point
fixe.
-pour a = 1 et b # 0, le point fixe n’existe pas.

Finalement, on déduit que :

b
a#1
T = 1—a
o a=1letb=0
Proposition 1.2.1 Le point fixe d'un systéme dynamique x,+1 = ax; + b exists si et

seulement sia # 1 ou (a=1et b=0).

Proposition 1.2.2 Le point fixe d’un systéme dynamique x; 1 = ax; + b est unique si et

seulement si a # 1.

Remarque 1.2.1 La solution de (1.3)) peut étre écrite en termes de son point fize T el la

valeur initial xo comme suit :

a(zg—7)+7T a#1
Ty =
xo + bt a=1

1.2.2 Stabilité du point fixe

Définition 1.2.3 On dit que le point fire T d’'un systéme dynamique xyy = f(zy) (00

f: R — R une fonction dérivable) est stable si :

Ve = 0,36 = 0 tel que si |xg —T| < 6 = | f (zo) — T| < e Vt € N*.

Autrement dit, toutes les orbites qui commencent prés du point T restent dans un voisinage

de ce point.

10



Chapitre 1.

Systémes dynamiques discrets de dimension 1

A A
I_.,./\Y/ \

F1G. 1.2 — Point fixe stable

Définition 1.2.4 On dit que le point fixe T est localement asymptotiquement stable s’il

est stable et s’il existe V.(T) un voisinage de T (V.(T) = {y : |T — y| < €|}) tel que Vo €V

limz;, = 7.
t—o00

Définition 1.2.5 On dit que Le point fize T est globalement asymptotiquement stable s’il

est stable et .'tlim r; =7T,Vrg € R.
— 00

11



Chapitre 1. Systéemes dynamiques discrets de dimension 1

]l

z;,/.—‘—‘_.—_.——.——.

T—c

Fi1G. 1.3 — loc-as-stable

Tt
In\\
I—I/:I t
1 2 3 4 5 5] 7 8 9 10 >

7

Fic. 1.4 — Point fixe globalement asymptotiquement stable

2]

Remarque 1.2.2 La stabilité globale d’un point fixe implique 'unicité du point fixe et la

stabilité locale 1tmplique "unicité local du point fixe.

Définition 1.2.6 Un point fize s’appelle instable s’il existe un ¢ > 0 tel que Vr > 0 il

existe un xo € V,.(T) et il existe unt € N tels que | f*(xq) — T| = €.

12



Chapitre 1. Systéemes dynamiques discrets de dimension 1

Cela signifie que pour tout voisinage du point fixe T il existe une orbite qui, en commencant
dans ce voisinage s’éloigne du point T.

Tt

f-{-EA /\
LA RN
o N\ / N

F1G. 1.5 — Point fixe instable

D’apreés les définitions de la stabilité asymptotique locale et globale, la stabilité asympto-

tique du point fixe peut étre obtenue en calculons la limite de du variable d’état x;.

On a:
( ] " la| < 1
la| = 1et xg =7
T sia=1letb=0
o tlim|(x0—f)at+f| sia#1 o]
lim |z;| = —° = T t paireet a = —1
e lim |z + bt| sia=1 7o P
t—o0 . .
|b — o t impaire a = —1
| X autres cas.

On distingue les cas suivants :

1% cas : Si le coefficient|a| < 1 alors le systéme est globalement asymptotiquement stable
car tligloxt =7, Vxg € R.

En particulier, si 0 < a < 1, la convergence de la variable d’état x; vers le point fixe T est

monotone.

13



Chapitre 1. Systéemes dynamiques discrets de dimension 1

Tt41
i1 = Tt

Ti41 = axg +b

Lt

F1G. 1.6 — Point fixe globalement asymptotiquement stable (0 < a < 1)

Si —1 < a < 0, la convergence de la variable d’état x; vers le point fixe T est oscillatoire.

14



Chapitre 1. Systéemes dynamiques discrets de dimension 1

HENE |
i1 = I

' Tiy1 = axg +b

I:u f It
F1G. 1.7 — Point fixe globalement asymptotiquement stable (—1 < a < 0)
2%mecas i Sia =1 et b= 0, le systéme admet une infinité de points fixes et tout voisinage
d’un point fixe contient un autre point fixe et il existe donc des conditions initiales dans
tout voisinage d’un point fixe qui ne conduisent pas a ce point fixe & long terme.Donc
chaque point fixe est instable.

3%mecas : Sia =1 et b+#0, n'existe pas des points fixes et de plus

+00 sib>0
1tlim T = tlim To+ bt =

—00 si b< 0

15



Chapitre 1. Systéemes dynamiques discrets de dimension 1

Tt41 Ti41 = axs +b

Tt41 = It

In It

F1c. 1.8 — Non-existence d'un point fixe (a = 1 et b # 0)

4%™mecas : Si a = —1 le systeme prend alternativement les valeurs zy et b — 29 donc le

b
point fixe T = 3 n’est pas asymptotiquement stable.

16



Chapitre 1. Systéemes dynamiques discrets de dimension 1

Hi |
Iit41 = Tt

b - Iu e —————

Tt41 = ATt +b

Iy T b— x4 Tt

F1G. 1.9 — Point fixe n’est pas asymptotiquement stable (a = —1)

5°Mecas : Si |a| > 1 : pour xg # T, lim |x;] = +00 et pour 7y = T le systéme commence au
t—o0
point fixe ou il reste ensuite.Chaque perturbation mineure provoque le systéme a marcher

est instable.

sur un divergent chemin. Donc si |a| > 1 le point fixe T =
—a

En particulier si a > 1, la divergence de la variable d’état x; est monotone.

17
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Tt41

Tiy1 = AT +b Ti41 =— T

Bl f--

F1a. 1.10 — Point fixe instable (a > 1)

Si a < —1, la divergence de la variable d’état x; est oscillatoire.

18
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Chapitre 1. Systéemes dynamiques discrets de dimension 1

Tiy1 = axe +b Ty = Ty

I, |

It

F1G. 1.11 — Point fixe instable (a < —1)

Proposition 1.2.3

e Le point d’equilibre de (1.3) est globalement asymptotiquement stable ssi |a] < 1.

e Le point d’equilibre de (1.3)) est instable si et seulement si |a| > 1.

1.3 Systémes dynamiques discrets non linéaire

Définition 1.3.1 Un systéme dynamique discret non linéaire est définie par équation aux

différences suivant :

1 = [ (24) teN (1.4)

rg donné

ot f: R — R une fonction dérivable et x; € R est le variable d’état.

19



Chapitre 1. Systéemes dynamiques discrets de dimension 1

1.3.1 Stabilié du point fixe

Il n’est pas facile de trouver des solutions de systémes non linéaires. Souvent, ces solutions
ne fournissent pas suffisamment d’informations sur les facteurs qui controlent la stabilité
du systéme. Par conséquent, nous avons besoin de méthodes analytiques pour faciliter
I’étude du comportement de ce systéme non linéaire.l.’approximation linéaire du systéeme
non linéaire est I'un des moyens les plus efficaces d’étudier la stabilité des systémes non

linéaires.

Meéthode de linéairisation

Le développement de Taylor d’ordre 1 de f (z;) = x;,1 au voisinage T est :

zen = f(a) = (@) + [ (@) (@ —T) + oz, — 7).

alors :

Typp1 f’(f)xt + f(T) — f'(i)f =ax;+0b

Oua=f(Z)etb=f(T) - f(T)T.

Donc, on obtient une approximation linéaire de au voisinage du point fixe par le
développement de Taylor d’ordre 1 de la fonction f.

Nous pouvons utiliser les résultats de stabilité du systéme linéaire pour étudier la stabilité
du systéme non linéaire.

étant donné que le systéeme linéaire n’approche du comportement du systéme non linéaire
que dans une voisinage suffisamment petite d’un point fixe, I’analyse globale du systéme

linéarisé ne donne qu’une analyse locale de systeme dynamique non linéaire.

Proposition 1.3.1

e Le point d’équilibre T de (1.4) est localemenet asymptotiquement stable ssi | f (T)| < 1.

20



Chapitre 1. Systéemes dynamiques discrets de dimension 1

e Le point d’équilibre T de (1.4) est instable si et seulement si |f (T)| = 1.

Remarque 1.3.1 La stabilité du systéme non linéaire a prorimité d’un point fixe T ne
peut étre étudiée & partir du systéme linéarisé si f (T) = 1. A savoir, tout changement
infinitésimal dans la dérivée au point T entraine un changement dans la nature du systéme

dynamique.

1.3.2 Stabilité du point fixe non hyperbolique

Définition 1.3.2 Un point fize T de (1.4)) est dit hyperbolique si on a |f ()| # 1.

Dans le cas au | f (Z)| = 1 c-a-d T non hyperbolique on peut utiliser les théorémes suivants

pour étudier la stabilité du point fixe.

Théoréme 1.3.1 Soit T un point fixe de le systéme avec f € C® et f'(T) =1 et
() =0 alors :

—Si f"(T) > 0 alors T est instable.

—Si f"(T) < 0 alors T est asymptotiquement stable.

Tt Tyl = Tt

A f(=z)

P It

]l

Lo 1-;]

F1G. 1.12 — Point fixe isntable
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Chapitre 1. Systéemes dynamiques discrets de dimension 1

Ti41 Tty = Tt

\f(""":)

1]
S
8|

Fic. 1.13 — Point fixe asymptotiquement stable.

Exemple 1.3.1 Soit le systéme dyanmique x;, = 23 + 24.0n a :

f@)=T+=7+7=T<=7=0

Alors, l'unique point fize de ce systéme est T =10
D’autre part on a : f (0) =1, f(0) =0 et f(0) =6 = 0.
Donc d’aprés le théoréme (1.3.1) on déduit que le point fixre T = 0 est instable.

Exemple 1.3.2 Soit le systéme dyanmique x4 = —x} + x;.0n a :

f@)=T<=7T=0

Alors, l'unique point fize de ce systéme est T =10
D’autre part on a : f(0) =1, f(0)=0 et f"(0) = —6 < 0.
Donc d’aprés le théoréme (1.3.1) on déduit que le point fire T = 0 est asymptotiquement

stable.

Théoréme 1.3.2 Soit T est un point five de le systéme (1.4) avec f € C?, si f'(T) = 1

et f'(T)#0 alors : T est instable.
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Chapitre 1. Systéemes dynamiques discrets de dimension 1

—Si f(T) =1 et f(T) >0, on dit que T est un point five semi-stable & gauche.
—Si f'(T) =1 et f(T) <0, on dit que T est un point five semi-stable & droite.

Tt41 Ti41 = Tt

F 3 f(Ixj
\ /

A T

It

Bl
L

Ty

F1G. 1.14 — Point fixe semi-stable & gauche

Tt41 Tt41 = Tt

\f(I,)

r 3

To T Ty

Fi1G. 1.15 — Point fixe semi-stable a droite
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Chapitre 1. Systéemes dynamiques discrets de dimension 1

Définition 1.3.3 La dérivée Schwartzienne d’une fonction f € C® est définie par :

[ (x) 3 (f” <x>)2

2\ [f (@)

ST =T

Notons que si f (x) = —1, alors

Théoréme 1.3.3 Si T est un point fize de le systéme (1.4) avec f € C? et f (z) = —1
alors :
—Si Sf(ZT) > 0 alors T est instable.

—Si Sf(T) <0 alors T est localement asymptotiquement stable.

Preuve. Soit le systéme dynamique

Tie1 = g(wr), ot g(z) = f*(x) (1.5)

On remarque que le point fixe T de ((1.4]) est aussi un point fixe de ((1.5)) et si T est asymp-

totiquement stable (instable) par rapport a (1.5)), il est aussi asymptotiquement stable

(instable) par rapport a (1.4).On a :

Le théoréme ((1.3.1]) s’applique donc & cette situation.Nous devons évaluer q (7) :

’ !/ ’ ! "

g'(@) = [f @) f (f@)] = [f @PF (@) + [ (f@)f () = ¢ (@) =0

Le théoreme ([1.3.1)) dit que la stabilité asymptotique de T est déterminée par le signe de
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Chapitre 1. Systéemes dynamiques discrets de dimension 1

g (7). On a :

9" (@) = [[f @Pf (@) + f (f@)f (@)

=2 (@) (@) f" (f @) + F @) f" (F@)lf @) + [ @) f (@) ] (2) +

Alors
g (@ =—=2f"(x) =3[ (@)
Donc
g (T) =0« Sf@) >0et g (T) <0< Sf(T) <0
|

Exemple 1.3.3 Soit le systéme dyanmique x4, = 22 + 32;.0n a :

f@) =T+=7"+3T=T<+=7T=00u7T = 2

Alors, les points fixes de ce systéme sont : T =0 et T = —2
D’autre part on a : f (0) =3 = 1

Donc d’aprés la proposition le point fire T = 0 est instable.
etonaf(—2)=—-1etSf(-2)=-6<0

F (@) f (f(2))

D’apreés le théoréme (1.3.3)) on déduit que le point fivze T = —2 est asymptotiquement stable.

Définition 1.3.4 on dit que f:R — R est contractante si o € 10, 1] tel que

|f(x1) — f(x2)| < a|ry — 23|, Vay, 29 € R.

Corollaire 1.3.1 Le point fize de (1.4) existe et est unique et globalement asymptotique-

ment stable si f est contractante ou si |f (x,)| < 1, Vo, € R.

Preuve. Nous allons d’abord démontrer que la suite (z;) est une suite de Cauchy :
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Chapitre 1. Systéemes dynamiques discrets de dimension 1

Observons que pour tout entier naturel ¢ :
|1 — x| = |f (20) = f(zm1) | < oz — 2q| < @Play — 2] < -+ < oz — 20

Par inégalité triangulaire,on peut écrire :

p—1 p—1
1l -«

. D
Ty — 2| < Z |Tipivs — Tegi] < Zatﬂ% — x| < of - |z1 — 20| < 1
i—0 i=0

Oét

— |331 — Ty

—

Comme o tend vers 0 quand ¢ tend vers 'infini (car 0 < a < 1), on en conclut que |24, —
x| peut étre rendu aussi petit que I'on veut pourvu que ¢ soit suffisamment grand.Ceci
prouve que la suite (x;) est une suite de Cauchy.Donc La suite (x;) converge donc vers
T eR, Vg € R

Montrons que T est un point fixe de f :

On a par définition V¢t € N 2,1 = f (x;) Comme f est une application contractante elle
est continue donc par passage a la limite (f — oo)on obtient T = f (7)

Montrons maintenant que ce point fixe est unique. Supposons donc qu’il existe deux points

fixes 71,72 € R de ([1.4). On peut alors écrire :

T1 = T| = |f (71) — f (72) | < a|T1 — 73| < |T1 — T2

ce qui est impossible. En conséquence, le point fixe est nécessairement unique.
La condition |f ()| < k < 1, Vo € R implique que f est contractante.
Soient z,y € R, d’apres le théoréme des accroissements finis, on peut écrire : f(z)— f(y) =

f'(c)(z —y) ou c € ]z, y[ et par suite :

1f(@) = fW)l = £ ()llz — y| < K|z —y]

ce qui prouve que f est contractante. m
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Chapitre 2

Systémes dynamiques discrets de

dimension n

2.1 Systémes dynamiques discrets linéaires

Définition 2.1.1 Un systéme dynamique discret linéaire de dimension n est un systémes
de n équation aux différences linéaires d’ordre 1 i.e :
T1p41 = 1101 + Q12T+ + Q1T + b1

Topr1 = Q21 %14 + Q22T + - -+ + Ao Tt + bo

Tnt41 = Ap1T1g + ApaTop + -+ + AppTns + bo
Out eN et Xg=(r10,%20, " ,Tno) Sont donnés.

L’écriture matricielle d’un systéme dynamique discret linéaire de dimension n est :

Xi = AX, + B
o "7 teN (2.1)

Xo donné

27



Chapitre 2. Systéemes dynamiques discrets de dimension n

o A€ M,(R) :matrice de constantes réelles de taille n x n.
e B € R" :vecteur de constantes.

o X, € R" :vecteur des états du systéme.

o Xy € R" :vecteur initial.

e z; € R :variable d’état.

11 aiz -+ Aip Tt Z10 by

Q21 Q22 -+  Q2n T2 Z20 by
A= , X = , Xo= . B=

An1 Ap2 - Ann Tnt Tno bn

A partir d'un point X, le systéme donne :

pourt=1:X; = AX,+ B.

pourt =2 : Xy = AX; + B= A(AX, + B) + B= A%Xy, + AB + B.

pourt =3: X3 =AX,+ B=A(A’Xy+ AB+ B)+ B = A3X,+ A’B+ AB + B.

En general X, = A'Xq+ A"'B+ A"2B + ...+ AB + B.
= A'X, + Y7 AIB, Vit € N,

Lemme 2.1.1 Sidet (I — A) #0 alors, Y= " A = (I — AY) (I — A)~".

1=0

Preuve. On a :

i=t—1

D AT-A)=T+A+ A4+ A —(A+ A4+ A) =T A"

Selon le lemme précédent, on peut écrire la solution de (2.1)) comme suit :

X;=AXo—(I-A)"'B)+ (I - A)'B,si det (I — A) #0.
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Chapitre 2. Systéemes dynamiques discrets de dimension n

2.1.1 Point fixe

Définition 2.1.2 Un point fize d’un systéme dynamique X; 11 = f(X;) est X € R tel

que X:f(y) OaX:(x_lax_27”'al’_n)t'

Existence du point fixe

On suppose que le systeme ‘) est a 1’état equilibre c-a-d :X = AX + B. Alors :

X =(I—-A)""B,sidet(I—A)#0.

Donc 'unique point fixe de (2.1]) si det (I — A) # 0 est :
X=(I-A)"'B

Sidet (I — A) =0, il ya un nombre infini de points fixes.
La solution de 1} peut étre écrite en termes de son point fixe X el la valeur initiale X

comme suit :

Xt — At(XO — Y> +7

sidet(I —A)#0ouX = (I —A)'B.

Proposition 2.1.1 Le point fize de systeme (2.1]) est unique si et seulement sidet (I — A) #
0.

2.1.2 Stabilité du point fixe

Maintenant dans tout ce que suit nous ne considérons que det (I — A) # 0.

Définition 2.1.3 On dit que le point fize X d’un systéeme dynamique X1 = f(X;) ot f
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Chapitre 2. Systéemes dynamiques discrets de dimension n

est une fonction de R™ vers R™ est stable si :
Ve > 0,30 >0 tq si || Xo — X|| <6 = [|f1(Xo) — X|| <&, Vt € N*.

(Dans le cas ot f(X;) = AX; + B on parle d’un systéme dynamique linéaire).

Définition 2.1.4 Le point fize X est localement asymptotiquement stable s’il est stable et

si : AV woisinage de X tqVXy €V tlim X, =X.

Définition 2.1.5 Le point fize X est globalement asymptotiquement stable s’il est stable
et si:lim X, = X, VX, € R

t—o0
L’étude de la stabilité du point fixe X de 1} n’est pas facile parce que nous avons une
difficulté a la formule de solution de ce systeme dynamique, qui est dans la formule de la

matrice A’. Pour cela nous allons utiliser la décomopsition de Jordan

Théoréme 2.1.1 Pour toute matrice A de taille n X n il existe une matrice P de taille

n x n non singuliére tel que A = PJP~' ot J est une matrice diagonale par bloc c-a-d :

Jy 0 0
oo
0
0 - 0 Jy,

La matrice J est appelée forme normale de Jordan et

A 10 -+ 0
0O X 1 -~ 0
I, =
A1
0 0 M
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Chapitre 2. Systéemes dynamiques discrets de dimension n

s’appelle bloc de Jordan associé a la valeur propre A, de A.

Remarque 2.1.1

eLes valeurs propres Aq, A9, - - -, Ay ne sont pas nécessairement distinctes.
eChaque bloc Jy, k=1,---,d (d < n) est de taille my, x my, (my = 1), avec 32¢_ my = n.

eLa taille d'un bloc de Jordan J,, peut étre égale a 1.

Etude de la stabilité a ’aide de forme normale de Jordan

D’aprés le théoreme (2.1.1)) on a :
X, =A(Xo-X)+ X =PJ'P'(Xo—-X)+X
Proposition 2.1.2 La solution de (2.1)) est donné par :

X, =PJP 7 (Xo-X)+ X

ot J est la matrice de Jordan.

Il n’est pas difficile de trouver une formule pour la matrice J*. On a :

Jf\l 0O --- 0

PR S
0
0 0 J,

Il reste de trouver la formule de chaque bloc.
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Chapitre 2. Systéemes dynamiques discrets de dimension n

e Si chaque bloc J,, est de taille 1 x 1 Yk =1,---,d (dans ce cas d = n) on di que A est

diagonalisable et ona :

X0 - 0

e oow
- 0
0 0 M

t—o0

Le systéme dynamique 1) est globalement asymptotiquement stable si :lim X, = X,
VXo € R".
¥Xo €R" ona: limX, = X = tlimPJtP‘l (Xo-X)+X =X lim Jt = 0.

Dans ce cas

limJ' =0<= |\ <1,VE=1,---n.

t—o00

e S’il existe un bloc Jy, de taille my x my, (my = 2) alors Jy, = A\plg, + Ny,
ou
I, : La matrice identitie de taille mj x my.

Ny, : Une matrice de taille my x my, tq :

01 0 0 O 1
0 L o 0
N, = , N = et NI = 0,Vt > my.
1 :
0 0 0 0

Pour t > my, on a :
mg—1

S = O, +Np)' = 3 CINT'N;
1=0

Pour que le systéme dynamique (2.1]) est globalement asymtotiquement stable il faut et il

suffit que :tlim J' = 0. Dans ce cas :
— 00

limJ' = 0= limJ} =0,Vk=1--d (d<n) < |M| <LVk=1,--d

t—o0
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Chapitre 2. Systéemes dynamiques discrets de dimension n

Corollaire 2.1.1

e Le systeme dynamique est globalement asymptotiquement stable si et seulement si
le module de chaque valeur propre de la matrice A est inférieur a 1.

o Le systeme dynamique (2.1|) est instable si et seulement s’il existe un valeur propre de

la matrice A est de module supérieur a 1.

2.2 Systémes dynamiques discrets non linéaires

Définition 2.2.1 Un systéeme dynamique discret non linéaire de dimension n est un sys-

témes de n équations aux différences non linéaires d’ordre 1 i.e :

Tir1=f1 (51717&,3727&, o '7xnt)
$2t+1:f2 ($1t; Loy~ 7y fL“nt)
Tnti1=fn ($1t7 Tog,* " vy :Unt)
out €N et Xg=(x10,%20, " ,Tno) Sont donnés.

Ce systéme dynamique est écrit comme suit.

Xt+1 = f (Xt>

X0 donné

teN. (2.2)

ou :

e f:R" — R" une fonction différentiable.

o f(Xy) = (fi(Xe), fa(Xe), o fu (X))

o fi:R" - RVi=1,---  n une fonction différentiable.
e X, € R": vecteur des états du systéme.

e X, € R" : valeur initial.
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Chapitre 2. Systéemes dynamiques discrets de dimension n

2.2.1 Stabilité du point fixe
Stabilité locale

Comme nous ’avons vu dans le cas d’un systéme dynamique de dimension 1, le systéme
dynamique (2.2)) peut étre aussi approximé par un systéme linéaire.
On suppose que le systéme dynamique 1’ a un point fixe X alors le développement de

Taylor d’ordre 1 de fi(X;) = ;41 au voisinage X est :

of; o —
v = fi(X0) = +Z f (4 —75) + 01X, — X )
— &’Bu Ty T Tot + . Tot + fi(X) 2 8$kt Tr +o(|| X — X |])
Ot : of||X, = X |[) — 0
Xt—>Y

Donc le développement de Taylor d’ordre 1 de f(X;) = X,,1 au voisinage X est :

LX) 9A(X) 0f1(X) of1(X
T1t+1 01t 0ot OTnt L1t ( ) Zk 1 8a:kt

f2(X)  8f(X) Af2(X) df2(X
Tat+1 ~ O0z1¢ Oxat Oxnt Lat + ( ) Zk 1 amkt

fn(X)  0fn(X) 9fn(X) 0fn(X)
Tnt+1 Ox1t Oxot OTnt Tt ( ) Zk 1 Oxp

Le systéme non linéaire est approximée au voisinage du point fixe X par un systéme

linéaire X; 1 ~ AX; + B. Ou :

oh(®)  oh(®) 01,(%) - o5
alﬂﬂlt 31332t B;nt fl (X) Zk 1 3251%
0f2(X)  8f2(X) df2(X) 3 df2(X
A — ox1t 0o OTnt et B — f2<X> Zk 1 a,z‘k,
Afn(X)  3fn(X) dfn(X) Afn(X
Oz1¢ Ozt OTnt ( ) Zk 1 (%Ckz

La matrice A s’appelle la matrice jacobienne de f au point X et on la note par J(X).

Nous pouvons donc utiliser les résultats du systéme linéaire pour étudier la stabilité du
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Chapitre 2. Systéemes dynamiques discrets de dimension n

systéme non linéaire au voisinage du point fixe X. Ceci est basé sur les valeurs propres du

Jacobien J(X) de Iapplication f.

Théoréme 2.2.1 Soit le systéme , on suppose que ce systéme a un point fite X et
s0it A1, -+, Ay (p < n) les valeurs propres de J(X) la matrice jacobienne de f au point X .
Alors :

1) Si [N|<1Vi=1,--- p, alors X est localement asymptotiquement stable.

2) S’il existe une valeur propre \;, i = 1,---,p tel que |\;| > 1, alors X est instable.

3) Si ma<x|)\i\ = 1 nous ne pouvons rien conclure.
1<i<p

Théoréme 2.2.2 Le point fize de (2.2)) existe et est unique et globalement asymptotique-

ment stable si f : R" — R"est contractante.

2.2.2 Meéthode de Liapunov

Soit le systéme dynamique ou f: R"™ — R” une fonction continue. On suppose que
X est un point fixe de ce systéme dynamique.

Soit V' : R®™ — R. La variation deV par rapport a le systéme dynamique est définie
par :

AV(Xy) = V(f(Xy) = V(Xe) =V (Xesa) =V (Xe).

Définition 2.2.2 Soit G un ouvert de R", une fonction V' de G vers R est une fonction
de Liapunov sur l’ensemble G si :
1) V est continue sur G.

2) AV(X;) <0, VX;, X1a1 € G.

Définition 2.2.3 La fonction de Lyapunov V est dite définie positive au point fize X sl

existe une boule ouverte B.(X) de centre X et de rayon ¢ <B8 (X) = {Y eR™ ||IX — Y’ < 5}) telle
que :
NV (X) = 0.

2)V(X;) > 0 pour tout X; € B.(X), X; # X.

35



Chapitre 2. Systéemes dynamiques discrets de dimension n

Théoréme 2.2.3 Sl existe V une fonction de Lyapunov sur un boule ouverte B,(X)
définie positive au X o X est le point fize de (2.2) alors X est stable.

Si en plus, AV (X;) < 0,VX,, X¢11 € G, X, # X alors X est localement asymptotiquement
stable.

Si cela est vrai quand B,(X) est étendu a tout R"™ et V(X,) — oo alors X est globalement

[ X¢||—00
asymptotiquement stable.

Preuve. Pour la démonstration de ce théoréme voir Elaydi Saber[2] m

Exemple 2.2.1 Soit le systéme dynamique

. Lot
Tit+1 = 1+a:§
t
. L1t
Toty1 = 1+x%
t
On a:
_ Ty
T, = —>5
Y — @m) = 0,0).
Tg = —
1+ .2722

Donc le point five de ce systéme est X = (T7,73) = (0,0).
On définit la fonction

\% (131,132) = l’% + .Tg

On a la fonction V est continue sur R? et

i ot V(X))
V(X = 2t 1t — Y VX)X X RZ.
( t+1) (1 +x§t)2 + (1 + x%t)2 (1 + £%t)2 = ( t); ty X1 €

Donc V' est une fonction de Liapunov.

On a aussi V(X) =0 et V(X;) >0;VX; € R2 X, # X.
Alors V' est définie positive, en déduit de le théoréme (2.2.3) que le point fire X = (0,0)

est asymptotiquement stable.
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Conclusion

Le but de la théorie des systémes dynamiques est de modéliser des processus qui évoluent
dans le temps et d’étudier leur comportement.

L’étude de I’évolution d’'un systéme nécessite donc la connaissance :

e de son état initial, c’est-a-dire son état a 'instant t,

e de sa loi d’évolution.

Un systéeme dynamique peut étre :

e & temps continu : dans ce cas le systéme est modélisé par une équation différentielle

e & temps discret : (Qui est le sujet de notre étude dans cette mémoire) le systéme est
modélisé par équation aux différance

Il peut également étre :

e autonome, si sa loi d’évolution ne dépend pas du temps.

e non autonome ; sa loi d’évolution dépend alors du temps.

Pour un systéme dynamique discret autonome de dimension 1 la stabilité dépend de pa-
rametre a dans le cas linéaire et de la valeur de dérivés de f dans le cas non linéaire. Pour
un systéme multidimensionnel la stabilité dépend de la valeur propre de la matrice A dans
le cas linéaire et de la valeur propre de la matrice jacobienne de f dans le cas non linéaire

et nous avons également utilisé la théorie de Lyapunov pour étudier la stabilité.
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Annexe A : Abréviations et

Notations

Les différentes abréVariations et notations utilisées tout au long de ce mémoire sont ex-

pliquées ci-dessous.

It (o) téme jtération de X, par la fonction f.
V.(Z) voisinage de T.
M, (R) ensemble des matrices carrées a coefficients dans R.

- norme dans R™.
B.(X) une boule ouverte de centre X et de rayon &
J(X) matrice jacobienne au point X.

AV (X;)  variation de la foncion V.
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