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Introduction

e calcul fractionnaire est une théorie des intégrales et des dérivées d’ordre arbitraire
réel ou méme complexe. C’est une généralisation du calcul classique et par consé-
quent, conserve de nombreuses propriétés de base.
La dérivation fractionnaire fournit plusieurs outils potentiellement utiles pour la résolution
des équations intégrales. Elle s’introduit aussi naturellement dans la modélisation mécanique
des matériaux qui conservent la mémoire des transformations passées.D’ou 'intérét particulier
porté sur le calcul et 'analyse fractionnaire pendent ces derniéres décennies.
L’histoire de la dérivée d’ordre non entier s’étale de la fin du 17™¢ siécle jusqu’a nos jours.
les spécialistes s’accrdent pour faire remonter son début a lafin de année (1695) quand

mn

L’Hospital a soulevé une question & Leibniz en s’interrogeant sur la signification dejm—f{lorsque
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Leibniz, dans sa réponse voulut engager une réflexion sur une possible théorie de la dérivation



Introduction

non entiére, et a écrit a L’Hospital : "... cela conduirait a un paradoxe & partir duquel,un
jour, on aura tirer des conséquences utiles". Il a fallu attendre les années (1990) pour voir
apparaitre les premiéres "conséquences utiles". la premiére tentative sérieuse de donner une
définition logique pour la dérivée fractionnaire est dii & Liouville qui a publié neuf documents
dans ce sujet entre (1832) et (1837). Indépendamment, Riemann a proposé une approche qui
s’est avérée essentiellement celle de Liouville, et c’est depuis qu’elle porte le non "Approche
de Riemann-Liouville". Plus tard, d’autres théories on fait leurs apparition comme celle de
Grunwald-Leitnikov, de Weyl et de Caputo.A cette époque il n’y avait presque pas d’appli-
cations pratiques de cette théorie, et c’est pour cette raison qu’elle a été considéré comme
une abstraite ne contenant que des manipulations mathématiques peu utiles. Le passage des
formulations mathématiques pures a des applications, a commencé & voir le jour depuis les
années (1990), ou les équations différentielles fractionnaires sont apparues dans plusieurs
domaines tels que la physique, I'ingénierie, la biologie,la mécanique.................

Le comportement qualitatif des systémes d’équations différentielles ordinaires décrivant les
maladies est étudié depuis longtemps et constitue un probléme important dans le monde
réel. Le premier modéle qui peut étre utilisé pour interpréter la maladie caractéristique des
épidémies est un modeéle STR récupéré-infecté susceptible d’étre infecté, qui a été développé
par Kermack et McKendrick.Plusieurs extensions de ce modeéle ont été utilisées pour décrire
des maladies dans la littérature. Récemment, des dérivés fractionnaires ont été utilisés pour
généraliser des modéles décrivant une maladie épidémique, les systémes d’équations différen-
tielles & ordre fractionnel étant motivés,ils généralisent les résultats de la stabilité globale
pour les modéles STR pour un modeéle fractionnaire.

Ce travail est divisé en deux chapitres. Dans le premier chapitre, nous résumes la théorie
essentielle de calcul fractionnaire (dérivée et intégration).Le deuxiéme est consacré a 1’étude

de la stabilité globale d’un modele d’épidémie STR fractionnaire.



Chapitre 1

Introduction en analyse fractionnaire

1.1 Fonctions spéciales

Dans cette section on va présenter quelques fonctions spécifiques notamment les fonctions
Gamma , Béta et Mittag-Leffler ; ces fonctions jouent un roéle trés important dans la théorie

du calcul fractionnaire.

1.1.1 Fonction Gamma

L’une de ces fonctions de base du calcul fractionnaire est la fonction Gamma Euler notée par

.

Définition 1.1 On appelle fonction Gamma Euler

o0

[(x) = /exp(—t)tx_ldt (1.1)

0

ot ©€C avecRe(x) >0 et 0 < a<l1.

Proposition 1.1 Pour tout x > 0 et pour tout n € N* on a :

I(z+1) =al'(2).
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I'(n)=(n—1)!

Cas Particuliers :

+o0
I'l) = / e "' ldr = 1. (1.2)
0

1.1.2 La fonction Béta

Définition 1.2 Soient o, 8 > 0, la fonction Béta notée par B est la fonction définie par :

Bla, ) = /0 a1 _ P ar, (1.3)

Proposition 1.2 La fonction Béta est reliée a la fonctions Gamma par la relation suivante :

() I'(5)
Yo, >0 :Bla,f) = —"—+ 1.4
1.1.3 Fonction Mittag-Leffler
Définition 1.3 La fonction de Mittag-Leffler notée par E,est définie par :
+00 Zk
Ey,2)=) ——, 1.
(2) %I‘(akﬂrl) zeC (1.5)
et la fonction Mittag-Leffler géneralisée notée par E, g(z) est définie par :
o0 Zk
E, =y — C,a>0,5>0. 1.6

Remarque 1.1 La fonction de Mittag-Leffler et la fonction Gamma satisfont a l’égalité :

Eop5(2) = 2Eaa+p(2) + m (1.7)
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1.2 Transformation de Laplace

Dans cette sous-section on discutera la transformée de Laplace en introduisant une définition
générale et puis en donnant la transformée de Laplace de la fonction Mittag-Leffler.

De plus on introduit les notions de dérivées de Riemann-Liouville et de Caputo.

Notons que ces résultats sont utilisés pour résoudre et étudier certaines équations différen-
tielles fractionnaires.

Dans la suite, on aura besoin de quelques définitions et quelques propriétés
Définition 1.4 On définit l'intégrale généralisée d’une fonction f a valeurs réelles ou com-
plexes définie sur un intervalle [0, +00[ continue par morceaux sur cet intervalle par :

“+oo x

f)dt = lim f(z)dz.

0 T—+00 Jg

Quand cette limite existe et finie, on dit que lintégrale généralisée converge, sinon on dira

qu’ elle diverge.

Définition 1.5 Une fonction [ est dite d’ordre exponentiel, s’il existe deux constantes posi-

tives M et T telles que | f(t) |< Me' pour tout t > T.

Définition 1.6 Soit f : Rt — C(ou R), une fonction continue par morceaux, on appelle
transformée de Laplace de f(t) la fonction notée L{f(t)} ou F(s) de la variable compleze s

définiepar :

+o00
LU®) = Fo) = [ et
0
La fonction f est appellée originale de F' et F est l'image de f.

Condition d’existence :
F(s) est définie par une intégrale généralisée, donc il faut que :

1. f soit continue par morceaux sur RT.

2. 3B €10, 1] tel que lim; o t* | f(¢) |= 0.
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+o0o
3. La fonction f est d’ordre exponentiel | f(t)e™ |< Me~(Re(s)=a)t op /6_(Re;(5)_o‘)tdt

0
converge pour Re(s) > a.

Proposition 1.3 (Linéarité) :
Soit a, f € C et L{f(t)} = F(s), L{g(t)} = G(s) alors L{af(t)+ Bg(t)} =a L{f(t)} +
PL{g(t)} = aF(s) + BG(s).

Proposition 1.4 Soient o, § € R* et a € R alors la transformée de Laplace de la fonction

Mittag-Leffler est donnée par :

a—p
1, 5(—at®)] = ——. 1.
L[t Egp(—at®)] = —— (1.8)
Exemple 1.1 1. Soit la fonction de Heaviside :
1 st t>0
e(t) = (1.9)
0 st t<0
alors :
+o0 1
L(e(t))(s) = /e_Stdt =7 Re(s) > 0.
0
2. On détermine la transformée de Laplace de la fonction cosinus :
On sait que cos(0t) = ewtg—eﬂet alors :
L(cos(0t))(s) = [E(ewt) + E(e‘wt)}

1

2

1 1 n 1

21s—1i0 s-+1ib
S

82_92'
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1.3 Transformée inverse

Définition 1.7 La transformée de Laplace inverse unilatérale f(t) d’une fonction F(s) est

définie par :

+o0
1
LF(s) = f(1) = 5 / F(s)eds.
Exemple 1.2 F(S) - s2+;)s+2 - (s+1)1(s+2) = (sj—l) + (sj—2) donc f(t> = (eit - 672t)'€(t)

ot £(t) est la fonction Heaviside donnée par(1.9).

Proposition 1.5 La transformée de Laplace inverse est linéaire :

LHaF(s) + BG(s)} = aL {F(s)} + BLTHG(s)} = af () + Bg(t) Yo, B € C.

1.4 Analyse et calcul fractionnaire

1.4.1 Intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville

La notion d’intégrale fractionnaire d’ordre o« € C (Re > 0), selon 'approche de Riemann-

Liouville, généralise la célebre formule (attribuée a Cauchy) d’intégrale répétée n-fois :

Définition 1.8 Soit f € L'(R™), l"intégrale fractionaire de Riemann-Liouville de la fonction
f d’ordre a € C (Re(a) > 0) notée I est définie par :

T

I f(x) = ﬁ/(m ()t x> a

a
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ot I'(«a) est la fonction gamma donnée par

Proposition 1.6 On a les proprietés suivantes :

1. L’opérateur intégrale I7 est lineaire :

L(f+9) (@) = 15 f(2) + [g(x)

2. 19(x) = f(x).
8. (12 f)(x) = (127 f)(a).

Théoréme 1.1 Pour f € C'la,b]; lintégrale fractionaire de Riemann-Liouville posséde la

propriété suivante :

19 [12f(z)] = 1P f(2) ; pour tout o, B > 0.

Proof.
19 [124(2)] = ﬁ / (z — )" (I £ (y))dy
]‘ f a—t 1 i a—t
~ i e | = o sar | ay

1 x Yy - -
:Wa/ﬂt)dt/(x—y) (y — H)tdy

a

d’aprés le théoréme de Fubini on a :

1 x T
12 (1200 = frays [ 10 [ @ =9 =0y
et par le changement de variables :

y=t+(z—1)z
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on a :

ou B(a, ) est la fonction béta donnée par (1.3) et comme (1.4) on a :

12 (150 = s [ 0@ =07

= I3%7 f(2).

Exemple 1.3 Soit f(t) = (t —a)’ ;a >0 et 3> —1.

Calculer lintégrale fractionnaire au sens de Riemann-Liouville de f ¢

Solution 1 On a : .

1% f(z) = ﬁ / (= )z — a)da (1.10)

a

En effectuant le changemement de variables :

r=a+ (t—a)u

dx = (t — a)du
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donc devient :
fsf<x>=ﬁ/<t—a—<t—a>u> ((t - ay)’(t - a)du

ﬁ/ —a)* Yt — a)’uP(t — a)du
%/ — a) " uP du
(t—ay™ [

:W/(l—u) uP du

B (t _ a)ﬁ-ﬁ-a .
_TEJ_B(ﬂ+D

ot B(a, B) est la fonction béta donnée par et de on aura :

(t—a)’™ D) I(B+1)  T(B+1) (t
M) T(a+p+1) Tla+p+1)

I3 f(z) =

_ a)6+a

1.5 Dérivation fractionnaire

1.5.1 La dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville

Définition 1.9 On appelle dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville de f d’ordre

a (a € C) la fonction définie par :

MDA = prag ) [ (= 0 O = (@) = DY) (1)

avce (Reaw > 0), z > o et n € N* et (4 = D).

Exemple 1.4 Soit f(t)=(t—a)’,a>0et B3> —1tel quen —1 < a <n.

Calculer la dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville de f ?

10
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Solution 2 On a d’aprés l’éqution puis du résultat de I’ exemple .

REDEF(0) = DI (0 = [ - )
" T(n E(i i ;)+ iy ay e,
Alors, pour (0 — 8) € {1,2,n} ona :
D2 f(t) =0
Par ailleurs si (o — 8) & {1,2, ......n} on trouve :
RLpof(t) = F(g(f—;:—lk)l)'(t —a)’.

Proposition 1.7 Pourn—1<a<n, et A\€R on a :

1. La dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville est linéaire :

HEDIA (1) + g(t) = ADf(t) + Dyg(t)

Proof. Soit f,g € L'(R) et A\€ R, on a :

FEDEA () + g(t)) = DI (AS (L) + g(1))

=AD" (f(t) 4 9(1))

Comme la dérivée n — ieme et 'intégrale sont linéaires alors :

FEDR(AS () + g(8)) = AD"I" " f (1) + D"T"g(t)

= NTLDS () +7 D2g(1).

11
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Lemme 1.1 Soient o € C et f € L'(R) alors l'éqalite :

FEDRIZf(t) = f(2)

Proof. En utilisante I’éqution ((1.11]).

MEDRIZf(t) = D I I f(t)

= DI f(t) = f(t)

Transformée de Laplace d’un opérateur fractionnaire

Lemme 1.2 Supposons que F(s) est la transfornée de Laplace de f(t) alors :

1. La transformée de Laplace de l’integrale fractionnaire d’ordre o est donnée par :

L)} () = s F(s) (1.12)

2. La transformée de Laplace de l’opérateur différentiel fractionnaire de Riemann-Liouuville

d’ordre a, n — 1 < a < n est donnée par :

L{DF(H)} () = 5°F(s) — 3 s D1 7(1)]
= s"F(s) — i gkl [DkI"’af(t)]t:O

1.5.2 Dérivées fractionnaires au sens de Caputo

Définition 1.10 La dérivée fractionnaire de Caputo d’ordre o(aw € C) d’une fonction f est

donneé par :

1

D) = IO = gy [ = )

12
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aveen —1 < a<n;néeN*

Lemme 1.3 Soitn—1<a<n,neN* acR etsoit f(t) tell que “Dy f(t) existe alors :

DY f(t) = I"""D" f(1)

Exemple 1.5 La dérivée d’une fonction constante au sens de Caputo est nulle :

‘Dic=0

Proposition 1.8 L’opérateur dérivée Dy est linéaire :

‘DY (f +9)(t) = "D f(t) +° Dig(t).

Proof. Soit f ,g € L*(R), on a :

DE(f(t) +9(t) = I"2D"(f(t) + 9(t))

= I""D"(f(t) + 9(t))

Comme la dérivée n — ieme et I'intégrale sont linéaires alors on a :

DFNF(E) +g(t) = I"D"f(t) + 1" D"g(t)

= DY f(t) +° Di'g(t).

Proposition 1.9 Les deux opérateurs fractionnaires de Riemann-Liouville et de Caputo ne

coincident pas i.e :

“Df(t) £ Df(t)

13
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Transformée de Laplace d’un opérateur fractionnaire de Caputo

Théoréme 1.2 Supposons que F(s) est la transformée de Laplace de f(t) alors la transfor-

mée de Laplace de I’ opérateur fractionnaire de Caputo d’ordre o est donnée par :

LEDEF(D) = "F(s) — 3 s+ f4(0) (1.13)

k=0

aveen —1 < a<n,néeN*,
Proof. On sait que pour n — 1 < a <n,on a:
Dy f(t)=1"""D"f(t)
posons D" f(t) = g(t) alors :
‘D f(t) =1""g(t) (1.14)
En utilisant la transformée de Laplace de 'integrael fractionnaire ([1.12)) d’ordre n— « de g(t)
et équation ((1.14)) alors la transformée de Laplace d'un opérateur fractionnaire de Caputo :

LD f(1)} (s) = LI g(1)} (s) = s~ " G(s) (1.15)

ou G(s) = L{g(t)} c-a-d

n—1

G(s) = s"F(s) = > _s" 1 f0(0) (1.16)

k=0

Finalement en remplacant (1.16) dans (1.15]) on obtient :

k=0
— SQF(S) _ ni Safkflfk(o)
k=0

14
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1.5.3 La relation entre la dérivée au sens de Riemann-Liouville et
Caputo

La relation entre la dérivée fractionnaire de Caputo et celle de Riemann-Liouville sur l'intervalle [a; b] est

décrite par le théoréeme suivant :

Théoréme 1.3 Soit a > 0 avecn — 1 < o < n, (n € N*); supposons que f est une fonction

telle que D f(t) et D2 f(t) existent alors :

m—1
¢« RLDa f t— jfa.
(0 ]ZF]MH( )

Lemme 1.4 Si f® =0,k =0.....n— 1, on aura :
“Dg f(t) =" Dg f(t)
Proposition 1.10 Composition avec l’opérateur d’intégration fractionnaire :

‘DIIYf=f

15



Chapitre 2

Stabilité globale d’un modéle STR

fractionnaire

2.1 Préliminaires

Nous introduisons des définitions et des résultats sur la théorie de la comparaison des équa-

tions différentielles fractionnaires.

Définition 2.1 Soit f une fonction Hélder continue, s’ il existe des constantes positives c,v
tell que || f(z) — f(y) [|[< ¢ || x —y ||V, pour toute x,y dans le domaine de f et ot v est

lexposant de Holder.Nous représentons I’ espace des fonctions continues de Hélder par C%v.

Nous développons une inégalité généralisée, dans laquelle le systéme de comparaison sous-
jacent est un systéme vectoriel d’ordre fractionnaire un vecteur v négatif (respectivement
positif) signifie que chaque composant de v est non négative (respectivement positive).On
note un vecteur non négatif (respectivement positif) avec 0 << v (respectivement 0 << v).
Considérons le systéme d’ordre fractionnel :

cDu(t) = f(t,u), (2.1)

u(0) = g

16



Chapitre 2. Stabilité globale du modele SIR fractionnaire

ou’D* u(t) = (D (t),° Dusy(t).......... D, ()T, 0<a<,ult)e M CR™, t €[0,T]
(T < +00), M est un ensemble ouvert 0 € M et f : [0,T] x M — R™ est une fonction

B

continue en t et satisfait & la condition de Lipschitz || f(t,u’) — f(t,«") [|[< L || v — o’

t € [0, T[ pour tout u', v € Q C M ot L > 0 est un constante de Lipschitz .

Théoréme 2.1 Soitu(t), t € [0,T]; est une solution du systéme S’il existe une fonction
vectorielle v = (v, vy, ...... )T [0, T — M, tell que v; € C%, a <v<1,i=1,...,m et

D(t) << f(tw(t)), t € [0,T] Siv(0) << ug, ug € M alors v(t) << wu(t), t € [0, 7.

Soit f: D — R™ D C R" ensuite, nous étudions le comportement qualitatif des solutions

du systéme d’ordre fractionnaire :

“Dia(t) = fz(t))
z(0) = xg

(2.2)

Définition 2.2 On dit que e est un point d’équilibre pour si et seulement si f(e) =0 .

Remarque 2.1 Soit a € [0, 1] le systéme fractionnaire “Dz(t) = f(x) a les mémes points

d’équilibre que le systéme ' (t) = f(t).

Définition 2.3 Le point d’équilibre e du systéme autonome est dit stable si qour tout
e >0, existe § > 0 tell que si || xog—e ||[< § alors || x(t) — e ||< e,t > 0; le point d’équilibre e

du systéme autonome est dit asymptotiquement stable s’il est stable et lim; o, z(t) = e.

Le résultat suivant établit la stabilité du systéme linéaire fractionnaire similaire & la théorie

de I’équation différentielle ordinaire.

Théoréme 2.2 Soit A € M,,xm(R), Uorigine du systéme D x(t) = Ax(t) est asymptoti-
quement stable si et seulement si | arg(\;) |[> % est satisfaite pour toutes les valeurs propres
de la matrice A .De plus, ce systéme est stable si et seulement si | arg(\;) |> % est sa-

tisfaite pour toutes les valeurs propres de la matrice A, et les valeurs propres satisfaisant

| arg(\;) |= &*, avoir une multiplicité géométrique égale & un.

17



Chapitre 2. Stabilité globale du modele SIR fractionnaire

Le résultat suivant définit le concept de systémes dynamiques fractionnaires au sens de Ca-

puto pour les systémes fractionnaires ([2.2]).

Théoréme 2.3 Soit f(.) un fonction continue et x(t) une solution continue de alors
il existe ®, qui vérifie les propriétés suivantes :
1. &y =1d
2.9 = ®,00, 0D, 5, t € RT ou b, est une carte lineaire satisfaisant 0y o Pg(xy) =
To + ﬁ Jot+s—7)* L f(®.)dr, t >0, et si0(xo) = 20

3. (t,zg) — P(xo) donne une carte continue de RT x Q — Q.

Définition 2.4 ®, qui vérifie [I{3, est appelé un flux fractionnel au sens de Caputo, et

{RT,Q, ®,} est un systéme dynamique fractionnaire au sens de Caputo.

Définition 2.5 Soit z(.) une solution de(2.9) ,un point p est dit un point limite positif de
x(.) s’il existe un suit {t,} avect — oo commen — oo tell que x(t,) — p, n — co.L’ensemble
de tous les points limites positifs de x(.) est appelé I’ensemble limite positive de x(.), on note

cet ensemble par L} (z).

Définition 2.6 Un ensembale M est dit étre un ensemble invariant par rapport &
si £(0) € M implique z(t) € M, pour toute t > 0.Nous disoms aussi que z(.) approche
d’un ensemble M comme t approche linfini, si pour chacun ¢ > 0 il ya T > 0 tell que

dist(z(t), M) < e pour tout t > T.
Nous introduisons maintenant le principe d’invariance de Fractional LaSalle :

Théoréme 2.4 Soit ) C D un ensemble positivement invariant rapport a .

Soit V : D — R étre une fonction continuellement différentiable telle que V(z) > 0 et
DV (x(t)) < 0 en Q pour x(t) solution du systéme (2.9). Soit E I’ ensemble de points de
Q ou D&V (x(t)) = 0.Soit M le plus grand invariant dans E puis chaque solution bornée a

partir dans ) approches M quand t — oo.
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Chapitre 2. Stabilité globale du modele SIR fractionnaire

Lemme 2.1 Soit la fonction f € C [tg, t1] et sa dérivé fractionnaire D{ f(t) € C [to, t1] pour

0<a<1ettyti €R;alorsona:

£() = Flto) + ﬁcwfm(t it

pour tout t € [ty t1], outy < T <t
Par conséquent, compte tenu de l'intervalle [0, t1] pour toute t; > 0 de ce théoréme en déduit
que la fonction f : [0,t1] — RY est non croissante sur [0,t1] si D f(t) < 0 pour tous

t € [to, t1] et non décroissante sur [0,t1] si Dy f(t) > 0 pour tous t € [to, t1].

2.2 Stabilité globale

Dans cette section, nous introduisons brievement le modéle mathématique SIR. Nous di-
visons la population en trois sous-populations d’importance épidémiologique, la classe des
Susceptibles c’est a dire la classe des individus qui peuvent contracter la maladie mais ne
sont pas infectieux; la classe infectieuse & savoir les individus qui transmettent la maladie &
d’autres ; et enfin la classe des isolés c’est a dire les individus retirés forment 'interaction
susceptibilité-infectieuse par immunité ou isolement. La fraction de la population totale dans
ces classes est S(t),T(t),et R(t). La population a une taille constante N. Le taux d’élimina-
tion des déces est indiqué par p.La durée de vie moyenne est i.Le nombre moyen de contacts
par infectieux, par jour, entrainant une infection, est indiqué par .

La fraction moyenne de sujets infectés par la classe infecticuse est de ASI.Les individus se
remettent de la classe infectieuse & un taux constant par habitant v.Puis le nouveau modeéle

SIR avec dérivé de Caputo pour « € (0, 1) est donné par :

D¢S(t) = p— AST — uS
DeT(t) = AST — ul (2.3)
D¢R(t) =~I — uR

Dans le systéme de simplification 1} on pose S(t) = 28 I(1) = IO o R(t) = %.tell

N
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que S(t) +I(t)+ R(t) =1
De ci-dessus, nous obtenons le systéme fractionnaire équivalent suivant qui décrit la dyna-

mique du modele STR

DgS(t) = u— AST — uS
£S(t) =n H (2.4)
D&I(t) = AST — (p+)I

Dans ce systéme, on obtient les points d’équilibre Fy et E* tell que Ey = (0,1) et E* =
(S, I%) = (55, §(Ro — 1)).

Ry’ A

ol le parametre Ry = ’YTAIL est appelé 'indice de reproduction de base.

Dans le résultat suivant, nous prouvons l’existence d’'un ensemble invariant positif pour le

différentiel fractionnaire ([2.4)).

Proposition 2.1 Soit Q = {(S,1):0< S+ 1 <1} est un ensemble invariant positif pour

le systéme de .

Théoréme 2.5 Soit (S,1) la solution du systéme fractionnaire avec la condition ini-

tiale (S(0),1(0)) dans I’ ensemble compact.

D={(S,1)eRY:5>0,1>0etS+1<1}

Alors, D est un ensemble positivement invariant.

Proof. En utilisant le méme argument de la proposition nous prouvons 'axe S = 0 et
I = 0 sont des ensembles de solutions et invariants.

En guise de contradiction, supposons qu’il existe une solution (.S, ) tel que (S(0),1(0)) € D
et la solution (S, I) pour échapper a D.

De ’argument précédent et par I'unicité des solutions,il y a deux possibilités :

-Si le solution (S(t), I(t)) s’échappe par la voie S(t) = 0 alors il existe to tel que S(ty) =
0,I(to) > 0 et pour tout t > t, suffi somment proche ¢y, donc S(tp) < 0 alors : D$S(t) |sy—0=
p— S (to) > p (du lemme[2.1]) on obtient S(t) > S(to) > 0 pour tout ¢ suffi somment proche

de g, et ce n’est pas vrai.
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-Si le solution (S(t),I(t)) s’échappe par la voie I(t) = 0 alors il existe ty tel que I(tg) =
0, S(to) > 0 et pour tout ¢ > o suffi somment proche t, donc I(ty) < 0 alors

D&I(t) |tg=0= A (tg)S(to) > 0 (du lemme on obtient I(t) > I(ty) > 0 pour tout ¢ suffi
somment proche de t,, et ce n’est pas vrai.

Par conséquent, nous obtenons S > 0 et I > 0 pour tout ¢ > 0

-Si 0 < S(0) + 1(0) <1 a partir des deux premiéres équations du systéme ([2.4)),on a :
D (S(t) + 1(t) = p— p(S(t) + 1(t)) — 7L (to) < p— p(S(t) + 1(t))
En appliquant la transformation de Laplace a I'inégalité précédente on obtient :

MNL(S(t) +1(t) = X*H(S(0) +1(0)) < T — pL(S(t) + 1(1))

L
A
(O + WL(S(E) + 1(8) < 5+ X71(S(0) + 1(0))

)\71(+a7a) o1

_l’_
A+ 1 A%+ 1

LS +1(t) <E (5(0) + 1(0))

nous pouvons écrire comme :

H})\af(lfoz) Pt
LS(t)+1(t)) < +
S+ 10) <

(5(0) +1(0))

De (|1.8) on en déduit :

L(S(t) + 1(1) < pL(t® Enaa(=pt®)) + L{Ea1(—pt®))(S(0) + 1(0))

donc :

S(t) + I(t) < pt® Eo i (—pt®) + Eon(=put®)(5(0) + 1(0))

par S(0) + I(0) <1 alors :

S(t) + 1(t) < pt® Egapa (=pt®) + Eoa(—pt®)
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-montre que : put®Ey qr1(—pt®) + Eq 1 (—pt®) = 1.
De (|1.8) on en déduit :

1
it Eo a1 (—pt®) + Eai(—pt®) = Eq 1 (—pt®) — ) + Eoa(—pt®)
OB, () — —
— a,l 2 F(l)
De (1.7 on en déduit :
1 (—pt>)° 1
2Ea - ta —_— — 2 —_ = 1
T TR T T
alors :
MtaEa,oz-i-l(_Mta) + Eoc,1<_:uta) =1
donc :

S(t)+1I(t) <1.
Cela implique que D est un ensemble positivement invariant. m

Théoréme 2.6 Si Ry < 1, alors I’équilibre de la maladie Ey est globalement asymptotique-

ment stable sur D.

Proof. A partir du changement de variables, X (t) = S(y) —1; le systéme (2.4) est équivalent

au systeme

D¥X(t) = —AXT — A — uX
t () 2 (2.5)
DYI(t) = AXT+ AN — (u+v)1.

Par X (t) < 1et I(t) <1, il est facile de voir que :

ANXT — A — puX < =M — puX

AXT+ M — (p+v)L <X —(p+)1.

De ce qui précede, il résulte que les solutions du systéme ([2.5)) satisfont a I'inégalité différen-
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tielle :

DYX < —AT — puX (2.6)

DT <A — (u+v)1.

De plus, motivé par (2.6]), soit (z(t),i(t)) la solution du systéme linéaire fractionnaire :

Dix = —Xi — px

(2.7)
Di=Xi— (u+7)i

avec les conditions initiales (x(0),4(0)) = (xg, %) € D.
Les valeurs propres du systéme (2.7) sont données par :

—u—C A

= (=AW= (y+p) —¢) =0

0 A=(v+m)—¢

Il est facile de voir que : (; = —p et (o = A—(y+pu) = ¢ = Agiﬁ% —(v+p) = (74—/1)(@—1,

on pose Ry = ﬁ donc (o = (7 + p)(Ro — 1).

Si Rp < 1 = (3 < 0 on en déduit que toutes les valeurs propres sont négatives, donc
| arg(¢;) |= m,i = 1,2 ( théoreme [2.2).

D’autre part nous avons FEj le point equilibri de systeme alors ona lim; ., z(t) = 0
et lim; . i(t) = 0 d’aprés la définition .De la discussion précédente et du principe de

comparaison donné par le (théoréme ), nous obtenons :

(X (1), I(1)) << (x(t),i(t))

cela implique lim;_, (X (¢), 1(t)) = (0,0), I en résulte que (S(t),(t)) converge vers le non-

infecté point d’équilibre Fy. m

Lemme 2.2 Soit u(t) € RT étre une fonction continue.

Puzis, pour un temps quelconque t < 0

a

D [((t) —alnz(@)] < (1 D)

)Dfx(t), a € RY (2.8)
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Théoréme 2.7 Si Ry > 1 alors ’état d’équilibre endémique positif E* du systéme

existe et est globalement asymptotiquement stable sur :
Dy, ={(SI)e D:5S>0,1>0}

Proof. Considérons la fonction de Lyapunov U : D, — R,

et U(S,T)=(S—S*InS)+ (I — I*InI) .Du Lemme[2.2) on a :

DYU(S,T) = DS — S$*In S) + D¥(I — I*In I)
S I*
< (1= )DpS() + (1= 7)DPI()
S5 -1
5 IDIS() + () D)

= st - ) + (2

DyU(S,T) < (

JAST = (= )).

A partir des équations a I'équilibre —pu = AI* — & et —(u+7v) = —AS* on a:

& ;S*)(M — ST+ (AT* — %)S) + _[[*
< w0 - 2y s+ )+ (E
TS E0s ) - Ms - s - )
(S — 572
S5

DeU(S,T) < ( )J(AST — AS™I)

AI(S — S*)

IN

DAU(S,T) < — 1 <O0.

De ce qui précede, on a U : Dy — R et U(S,T) > 0 de plus on a D}U(S,T) < 0
et (S,1) solution de systéme alors nous pouvons appliquer la théorie a l'en-
semble limite ou chaque solution est contenue dans le plus grand ensemble invariant de
E = {(S,I)e D: D}U(S,T) =0}; nous prouvons que E C {(S,I) € D:S = 5*} Par
contraction, s'il existe(S, I) tel que DYU(S,T) =0 et S # S*,

nous en déduisons 0 = DYU(S,T) < —(Sggj )2u < 0 C’est une contradiction alors S = S*
.Cela implique que,

EC{(S,I)e D:S=5%1=1"}={E*} Ce qui montre que F = E* et le point d’équilibre
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endémique £ est globalement asymptotiquement stable & D,. m
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Conclusion

D ans ce travail nous avons détaillé I’étude de stabilité globale d’un modéle d’épidémie

SIR fractionnaire en appliquant les résultats essentiels du calcul fractionnaire.
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