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Introduction générale

Dans ce mémoire nous allons voir les techniques des résolutions analytique et numérique

de l'équation d’advection (Transport).

L’équation d’advection est une équation qui décrit comment une quantité est transportée
ou

0
dans un courant (par exemple un poluant dans de 'eau) : 7 (,t) + c=— (x,t) = f(x;1),

ot ox

c étant la vitesse du milieu qui est souvent une constante.

Organisation du mémoire

La partie principale de ce mémoire est composée de trois chapitres, Le mémoire comporte
également, un résumé, une introduction (page (1)) et une annexe; dans la quelle A (page
37) on liste les abréviations utilisées le long de ce mémoire.

Le chapitre Chapitre[l|: dans la premiére section on parle de la justification et la définition
de I'équation de transport (E.T sans terme et avec un terme), et la deuxiéme section on
donner la solution analytique de cette équation, elle commence par ’équation homogene
et I’équation avec un terme source.

Dans le chapitre [2| on donner la solution numérique de cette équation, elle commence
par méthode des différences finies (les shémas des différences finies, la consistance, 'ordre
de consistance, erreur de consistance, la stabilité, la convergence, la discrétisation et Le
schéma numeérique), schéma explicite et schéma implicite (donner la comparition entre
deux schéma), dans dreniér chapitre en prend quelque point de défférent par résolution

analytique et la résolution numérique.



Chapitre 1. Introduction générale

Enfin le chapitre [3] : donner la résolution analytique et numérique de cette équation dans
matlab et & la fin on comparis entre les resolutions en matlab.

Et on termine par une conclusion (page [35)).



Chapitre 1

Justification et résolution analytique

de I’équation de transport :

Dans cette chapitre on donner la justification de I’équation de transport et la définition
de cette équation elle commance par de deux types (par un terme et sans terme), et a la
fin on donner la résolution analytique de E.T (elle commence par équation homogéne et

I'équation avec un terme source) elle donne la solution exacte de (E.T).

1.1 Justification physique de I'équation de transport :

On se donne un fluide en mouvement le long de ’axe des réels. On note u (z,t) son profil
densité et v (z,t) son profil vitesse.
On suit un domaine Ja(t), b(t)[ d’extrémités régulieres, dans son mouvement. Si l'on sup-

pose qu’il n’y a pas de création de masse dans l'intervalle, on a

0)
M (t) = / u (z,t) de = constante
a(t)

Ainsi, quelque soit t € R*, on a M’ (t) = 0.



Chapitre 1. justification et résolution analytique de 1’équation de transport

D’apré la propriété :

Donc

I

KON )
M’(t):/ O ot de+ 6 () u(b(t), 1) —d (B)ulalt),b)

(t) 62‘;
Le domaine est mouvement avec le fluide, on peut donc relier a’ (t),b (t) et v (z,t) de la

maniére suivant :
Et

Donc



Chapitre 1. justification et résolution analytique de 1’équation de transport

Comme,

Tous fonction dérivable sur intervalle R elle est continue sur R.

ou

1. (x,t) est continue sur |a (t),b(t)[ C R car elle est dérivable sur R.

2.

ot
0

Ep (u(x,t)v(x,t)) est continue sur Ja (¢),b(t)[ C R car elle est dérivable sur R.
T

Donc % (x,t) + 82 (u(z,t)v(x,t)) est continue sur Ja (t),b (¢)[ C R( elle commence par
T

la somme de deux équations continues ).

Alors d’aprés la proposition de I'intégrale de fonction :

58/ du ) . ou 5
/a(t) (5 (w,t) + 92 (u(m,t)v(:p,t))) dr =0 = VY(z,t) eR > (x,t)—}—% (u(z,t)v(z, 1) =0

Dans le cas

v(z,t)=c
On obtient 1’équation :
ou ou
— — =0. 1.1
o (2,8) + ¢ (2,8) =0 (11)

Dans le cas de I’équation avec un terme source, il suffit de remarquer que :

b(t)
M (t)= f(x,t)dx
a(t)

Alors



Chapitre 1. justification et résolution analytique de 1’équation de transport

Et
t)a b(t) ) d
/a(t) at(mt)dm+/(t) 895( u(z,t)v(z,t)) a:—/ f(x,t)d

Et d’apré la propriété de l'intégrale :

/a:;) (?jw §x< (@, t)v (1) )dx—/ fx,t)d

ou 0
(G )+ 2 ) o)) = £ 20

Comme
v(x,t)=c
Donc
ou ou
Voir [9]

1.2 Equation de transport :

(1.2)

Définition 1.2.1 L’equation du transport est une équation aux dérivée partielle(EDP)

de type hyperbolique qui s’écrit :

1. L’équation sans terme de source :

ou ou
{815( )+C(‘9 (x,) =0

u(z,t) =0

(1.3)



Chapitre 1. justification et résolution analytique de 1’équation de transport

2. L’équation avec un terme de source :

ou ou
Z(2,) + o= (2,1) = f(x,t
A "
u(x,t) =0
avec :
ou . .
-5 (x,t) : dérivée partielle par rapport au temps,
0
— a—u (x,t) : dérivée partielle par rapport a I'espace,
x

— ¢ : une constante. [§]

Proposition 1.2.1 Siuyy € C'(R), ¢ € C' (R x R") et a vérifie une condition de Lip-
schitz globale par rapport o x,alors lequation de transport admet une unique solution

ue C (R x RY).

Dans le cas particulier ou la fonction ¢ est constante, la solution est donnée par la for-
mule

u(x,t) =ug (x — ct)

Preuve. Il suffit dans un premier temps de vérifier que la formule donnée est bien solution
de I'équation. Pour démontrer I'unicité il y a deux fagons complémentaires de voir la

choose : =

1. Méthodel : on vérifie que si u est une solution alors, pour tout zy € R, la fonction

est constante, on obtient donc le résultat.

t— o (t) =u(t,xg+ ct)

2. Méthode2 : par estimation d’énergie L? .On regarde ’équation vérifiée par u? (c’est
formellement la méme) et on intégre I’équation sur un domaine de dépendance tra-

pézoidal.



Chapitre 1. justification et résolution analytique de 1’équation de transport
ytigq q p

b+-ct b
/ u? (t,z)dr = / u? (0, ) dx

+ct
On obtient l'estimation valable pour tous a < b,t > 0.En particulier : si « (0,.) est nulle
sur

[a + ct, b+ ct]

Ceci fournit I'unicité et aussi la notion de vitesse finie de propagation.[3]
Proposition 1.2.2 Cauchy—Lipschitz global

Soit n > 1 et soit ||.|| une norme sur R", soit [ un intervalle de R
feC’ (I xR"R)
Globalment lipschitzienne :
VK C 1,k>0Yt€I,Vy,z € R"||f(t,y) — f(t,2)] < k|y— 2|
Soient © € R", ty € I Considére le probléme de Cauchy suivant :

{y:fww (1.5)

Et
y € C'(I,R")

Alors le probléme de (1.5) admet une unique solution globale. [I]



Chapitre 1. justification et résolution analytique de 1’équation de transport

1.3 Reésolution analytique de I’équation de transport :

On cherche a résoudre 1'équation : ((1.4))

Avec les conditions :
u(z,0) =wug(zr) si x>ct
u(x,0) =1 (t) si x<ct

On a x € [0,1] et t € RT;0on cherche des solutions u de classe C!.

1.3.1 Equation homogéne :

Si
T > ct

On pose

cg_{(x(t),t),tew(x’(t):cemm):g)} (1.6)
Et on pose

f@)=u(z(),t)
On a donc
£ )=S0 .0+ (0 5 (),
£ = T (),) + e (w (),
f=0

Donc

On calculer &

On a



Chapitre 1. justification et résolution analytique de 1’équation de transport

D’ou
x (t) z/a;’ (t)dt =ct+2(0) =ct +¢&
Donc
(x(t),t) eCe<=r=ct+El<=E=a—ct
Alors
u(z(t),t) =up (&) = up (x — ct) (1.7)
Si
T <ct
On pose
(Cg—{(m(t),t),t€R+(ml(t):cetx(O):—c§>} (1.8)
Et on pose
f(t) =u(z(t),1)
On a donc
£ = )0+ (@) 5 (1))
£ = T (), ) e (w (0), 1)
f=0
Donc

On calcule &

D’ou

x(t):/x/(t)dt:ct—l—x(O):ct—c{

10



Chapitre 1. justification et résolution analytique de 1’équation de transport

Donc

($(t)’t)ecé<=>$=ct—c£<:>§=Ct_x

Alors

um@»w=¢(“‘x)

Cc

1.3.2 Cas d’une équation avec un terme source :

Dans ce cas, la méthode des caractéristiques est toujours valable.

Si
x> ct
On a (L.6)
Et on pose
f@) =u(z(t),1)
On a donc
, 0 NG,
)= 57 @), +a (1) 5 (@00 =g (1)

Calculons f (0) :
On a

Et

11

(1.9)



Chapitre 1. justification et résolution analytique de 1’équation de transport

Donc

Calculons g (z (1), 7)

Ona:
z(T)=cr+&=x—c(t—71)
D’ou
9@ (r),7)=g(r—clt—7),7)
Donc
u(:c(t),t):uo(:v—ct)+/Otg(x—c(t—7'),r)d7'
Si
xz <ct
On a (I3)
Et on pose :
£t =),
Donc
£ ()= S0 6.+ () 9o (e (1), 6) = g (1,1)

12

(1.10)



Chapitre 1. justification et résolution analytique de 1’équation de transport

Calculons f (0) :

On a
J(0) =u(z(0),0) =9 (—cf)
Et
P(t) =t —cf — = L7
Donc

Calculons g (z(e), e)

On a
x(e)zce—c{zce—c(d;z)
z(e)=ce—ct+x
D’ou
g(z(e),e) =g(ce —ct+x,e)
Danc
u(x(t),t):dJ(Ct;x) —i—/oxg(ce—i-d_m,e) de
Voir [9]

Définition 1.3.1 Les équations homogénes ce sont des équations de la forme :

On pose

13

(1.11)



Chapitre 1. justification et résolution analytique de 1’équation de transport

On trouve
i dx
f)—t «z
Preuve. On pose
t:%:yztm:y’:t’xﬂ
On a
r ) / _ !
V=F(2) = tort=fO)=to=f) -t
Alors
dt
—z=(f(t)—t
Cr=(f()-1)
[ ]
Donc

14



Chapitre 2

Résolution numérique de I’équation

de transport

Dans cette chapitre on donner la résolution numérique de 1’équation de transport, elle
comonce par ( déffirence finie, shéma implicité et shéma explicité ), et elle donne la solution
approche de cette équation, et & la fan on présenter la comparaison entre deux types de

résolutions ( RAET, RNET ).

2.1 Reésolution numérique de I’équation de transport :

Dans cette méthode donnée la solution approche la I’équation, on applique la méthode de

Tayler pour donner la solution par différence finie de cette équation ; elle compose par :

Qd\
|
s

y(2) = f:}c + fyf
Alors

dz n! dzn

d h2d2 hndn
Yi+1 =y¢+h—y (i+——i)i+...+ (—L)z

15



Chapitre 2. résolution numérique de 1’équation de transport

Donc la série de Taylor définie par :
h? h? 1
yi+1—yi——hf(a:,y)+—2f +...+—p‘fp +0(hp )

Et
—

h ., hp—1 1
A(x,y,h):f(a:,y)+§f +...+7fp + 0 (h?)

Donc la méthode de Taylor d’ordre "p" :

hr—1
p!

Uz, y,h) = f(z,y) +gf’+... 4t

Voir [5]

2.1.1 Meéthode des différences finies :

Le but est d’approximer les dérivées partielles de la forme

Ou _u(w,t+h)—u(z,t)

— & 2.1
ot h (2.1)
Avec h petit et fixé.
Soit [0, L] espace bornée, ¢ un vitesse constante non nulle, les conditions :
( 0 0 )
8—1; + ca—z = Opour (z,t) € [0, L] x [0, T
u(z+1,t) =u(z,t)pour (z,t) € [0, L] x [0, 7] (2.2)

u(x,0) = ug (z) pour z € [0, L]

L
On calculer la solution u, on fixé un pas de I'espace Ax = N > 0 ( entier positif ) et un

pas de temps At > 0 on calculer la solution approchée de u] ~ u (jAz, nAt)

16



Chapitre 2. résolution numérique de 1’équation de transport

au point (z;,t") et la solution exacte u (z,0) = u (z — ct).

— N : les nombres des points d’espaces,

— h : le pas d’espace.

Les shémas des différences finies :

Soit
At
o =c—
Ax
Le schéma décentré a gauche
n+1 n n n
w, " —ul ull —ul
—1
< — 7 4 I =0, u?“zu;“—a(u}‘—u;‘_l)
At Ax
Le schéma décentré a droite
n+1 n n n
w; " —ul ull  —ul
+1
J J +C¥:0, U?+1:un a(u?+1—u])
At Ax
Le schéma centré
n+l . n n _ .n n n
U AL o W e S R R S e S|
At 2Ax T 2
Le schéma upwind (décentré amont)
n+1 _an
At 2Ax MY i1 2Ax NIt
Ie
n __ n__ ,mn :
u’?“:{ uf a(uj uj_l) si >0
J n __ n _m :
uj oz(uj+1 u]) si a<0

17




Chapitre 2. résolution numérique de 1’équation de transport

Le schéma diamant

un-i—l —yn un—l—l/? o un+1/2
j j +1,/2 1,2 1/2 12
J J+CJ / j—=1/ =0, = n+/+n+/ n

At Al J Ujr2 T i1 2 = U5

1. Le schéma diamant est inconditionnellement stable en norme £°.

2. Le schéma diamant est consistant avec I’équation de transport précis a l'ordre 2 en

espace et en temps.

3. Le schéma diamant est convergent en norme £2.

Le schéma de Lax-Friedrichs

U, S — n v
j 2 Ujpr — Uj1 n+l n
At L 7 A S S s wa

Le schéma de Lax-Friedrichs est stable en norme L sous la condition Lax-Friedrichs
le| At < Ax

At
Si s est constante lorsque,At — 0 et Az — 0.
x

Il est consistant avec I’équation de transport, alors il est conditionnelement convergent.

Le schéma de Lax-Wendroff

n+l _ n n ) 2 n o n n
+ (& - 2 -
At 2Ax 2 (Az)
Ie
no_n
n+l _  n+l Ujpr — Ujq 2 J+1 2“ + U
U = U; — (e
J J 2 2

18



Chapitre 2. résolution numérique de 1’équation de transport

Le schéma de Beam-Warmimg (pour ¢ > 0)

un""l —um?

j j g (u}[l,u;‘) —9 (u;l?,u;[l)
N Az

=0

Avec
At At
C CA_Qj — 1 C 3 — CA_x
g(A,B) = A+ B
2 2
Ie
n ala—1) , n  (a=1(a—-1) ,
witt = — g U +a2—a)uj |+ 5 uj

Le schéma de Fromm (pourc > 0)

n+1 n n n ,n n n n
Y —% 9 (Wf_y uf ulty) — g (uf g, uf g uf)

At Ax

Avec
At At
Cc Cﬂ_l c 1-CE
g(A B,C) = 1 A+ cB+ 1 C
Ie
n ala—1) ad—-a) , a—1)(a+4) , ala—1
p ICE YLt W CEL ICRR ()

Le schéma anti-diffusif de Després-Lagoutiére (pour ¢ > 0)

oy g (un_ u u” ) —g (un_ u un)
J J g 750 T+l =2 -1 )
At T Ax 0
Ile
ui = — o (g (ufg, g ul) = g (o, vy, u))

19



Chapitre 2. résolution numérique de 1’équation de transport

Avec )
A si R<A
g(L,C,R) = B si R>B
C sinon
Et |

C' —max (L,C)
+

«

A =max (L,C)

C' —min (L, C)
_|_

«

B =min(L,C)

La consistance

On dit un schéma est consistant si 'erreur de consistance e, tend vers 0 lorsque tout les

pas de distrétisation tendent vers 0.

L’ordre de consistance Un schéma numérique est dit consistant a I'ordre p en temps

et ¢ en espace si I'erreur de consistance vérifie :

Ep = 0 (Atp) +0 (qu)

Erreur de consistance : On appelle erreur de consistance est la différence entre la

valeur exacte et la valeur discrétisée :

en = Lpu — Lu = u;; — u (x4, t;)

20



Chapitre 2. résolution numérique de 1’équation de transport

La stabilité :

Soit H un espace vectoriel normé, A un opérateur de H.On note le schéma numérique

Up1 = Aun

On dit que ce schéma est stable si 9k indépendente de n tq :

A" < &

Le schéma est dit universellement stable si le schéma est toujours stable, c’est-a-dire si &
est bornée quelque soient les pas de discrétisation .
Le schéma est dit conditionnellement stable si k est bornée pour certaines valeurs des pas

de discrétisation.

La convergence :

Un schéma de discrétisation est convergent si la solution numérique u;; tend vers la solution
exacte u (z;,t;) lorsque les pas de discrétisation tendent vers 0.

Le schéma est conditionnellement convergent s’il converge pour une condition donnée.

La discrétisation  Pour résoudre numériquement un probléme mathématique, il faut
utiliser des méthodes qui permettent de remplacer le probléme "continu"par un pro-
bléme "discret".m-d-f consiste a remplacer approximativement chaque dérivée continue

dans I’équation différentielle par le rapport des différences.

Le schéma numérique Soit 2 un domaine de R", on considére 'opérateur différentielle
L et I’équation

Lu(x,t)=f sur Q
Ly, est appelée schéma de discretisation (schéma numérique).

21



Chapitre 2. résolution numérique de 1’équation de transport

L’équation L (z,t) discrétisée :

Alu]'_H -+ Al_1Uj+l—1 + ...+ A()Uj =0

est appelée le schéma de discrétisation a [ niveaux en temps .Si A; est la matrice identité,

le schéma est dit explicite. Sinon, il est implicite.

Pour un probléme linéaire aux valeurs initiales bien posé, et une approximation linéaire

par différences finies qui vérifie la condition de consistance, la stabilité est la condition

necéssaire et suffisante pour la convergence. [4]

2.1.2 Schéma explicite :
Approximation des dérivées partielles :

On utilise les développements de Taylor suivants :

0
U (T tpy1) = u (@, ty) + 7'8—7; (T, tp) +0(7)

)
W (Tnor, ty) = (20 ty) — ha—z (Znst,) + 0 ()

On obtient donc :
+1 D __.,P
Ou _ub™ —uh OJu uh =y,

22



Chapitre 2. résolution numérique de 1’équation de transport

Détermination de I’équation :

On veut résoudre :

L cT cT
n noy e n-1 _ p<:>up+1: p+up(1__>+_up_
- h fn n Tfn n h h n—1
On pose
T
T
D’ou :
uptt =Tl (1= ) + (2.6)
Dans le cas de I’équation sans terme source, on a V (n,p) € N2,
f1=0
D’ou :
ubtt =l (1 =) + yulh_y. (2.7)

Il n’est pas toujours stable, il ne converge donc pas toujours vers la solution.
La convergence est acaquise quand

v <1

Voir [2]

2.1.3 Schéma implicite :

Nous allons maintenant étudier le schéma implicite. Il présente 'avantage d’étre toujours

stable et donc de toujours converger vers la solution.

23



Chapitre 2. résolution numérique de 1’équation de transport

Approximation des dérivées partielles :

Ce schéma est tres similaire au schéma explicite. La seule différence réside dans I’approxi-

mation de la dérivée en espace. On a ici :

—1
Détermination de I’équation :
L’équation du schéma implicite est :
+1
wpt =yt -t
T h "
Avec
_cT
T
1
ub (L) = yupty = TfE
On pose

v, = uPt et w, = 7fF +uP

Dans le cas de I’équation sans terme source, on a :

wy, = ub

Alors

Un (1 + 7) - YUn-1 = Wp

Si on connait u?, alors on peut en déduire les valeurs de u?™! grace au systéme suivant :
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Chapitre 2. résolution numérique de 1’équation de transport

1 0 0 Vo Vo
-y v+ 1 . . U1 w1
0 — v+1

0
0 . . 0 - ’)/+ 1 UN WN

Donc on connait vy, on peut déduire v, :

w1 + ¥ Vo

—yvo+(1+7y)vy =w v = a5

De méme v; donne v;,1. On obtient ainsi tous les u?*!.
Il est important de rappelle dans le modele explicité nécessite des condition de stabilité

pour appliquer, mais dans modele implicité peut s’appliquer dans tous les cas. [7]

2.1.4 Comparaison entre deux modéles :

Le modéle implicité bien que le modéle explicité, et sh.ex bien la solution théorique.
Donc la comparaision de deux modéles :

— Le sh.ex approxime trés bien les solutions théorique

— Le sh.ex nécessite le respect de la condition de stabilité

— Le sh.im bien que le m.e

— Le sh.im stabilité toujours mais sh.ex n’est pas toujours stable.

Remarque 2.1.1 Il n’est donc pas nécessaire de mettre en place un algorithme pour ré-

soudre ce systéme linéaire.

Remarque 2.1.2 Soit A une partie non vide de R et « € A
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Chapitre 2. résolution numérique de 1’équation de transport

1. Le plus grand élément de A, note max A est unique, s’il existe un réel a telque :

acAetVreA :x <«

2. Le plus petit élément de A note min A si’l existe un réel « tel que :

acAetVre Az <«

3. Espace LT (1 < p < 00) : soit (X, A, i) espace mesuré et soit

[(X,A) = (k, B (k))

et soit k = R VvV C mesurable
f: X — k mesurable

/ P du < o0
X

4. Application mesurable : soit (X, A) et (Y, B) deux espace mesurables ,alors une ap-

fGEP(X,A,u)@{

plication f : X — Y est mesurable si

VoeB:ft(b)ecA

5. Espace mesurable : (X, A) espace mesurable si I’ensemble X muni d’un tribu A C

P(X).
6. Tribu : on applle tribu de parties de X tout sous ensemble A C P (X)) tel que
- XeA

— a € A= a° € A (stabilité par passage au complimantaire),

— (an),en € A= U a, € A (stabilité par renion demombrable).
neN

7. Espace mesuré : (X, A, u) e.m tel que
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Chapitre 2. résolution numérique de 1’équation de transport

— (X, A) espace mesurable,

— p est un mesure.

8. Mesure : soit (X, A) e.m

p:A— Ry =10,+od]

1 est un mesure tel que :
— 1(0) = 0 Pour tout (a,), .y C A une suite d’éléments deux a deux disjoints Pour
tout (a; Na; =0 Vi # j)
i(Uaw) = Spta
neN neN

9. Image réciproque : soit

f: X—=>Y
ACXetBCY

On définit 'image direct de A par :
fA) ={yeY Vxed:y=f(z)}
Et 'image réciproque de B :

f(B) ={ze X /f(x) € B}

2.2 Comparaison entre deux solutions

En prend quelque point de défférent par s.num et la s.ana
La méthode analytique

— Donner la solution exacte de I’équation

— Méthode précise

— Méthode trés bien des m.n parcequ’elle donner toujour la solution vérité
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Chapitre 2. résolution numérique de 1’équation de transport

La méthode numérique

— Donner la solution approchée

— Meéthode fort impécieses

— Obtenir des valeur numériques discrétes qui approchent la solution exact
— Méthode mal parceque des fois la resultat total faux

— Ne donne pas la solution vérité mais estimer la solution.
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Chapitre 3

Application

Dans cette chapitre présenter la solution analytique et la solution numérique de equation

de transport et commeparer entre les deux type de solution dans matlab.

3.1 La solution analytique dans matlab :

cle

clear all

xmin=0;

xmax=1; N=21;
tmax=1;

t=0;
dx=(xmax-xmin)/N;
x=xmin :dx :xmax; c=1;
dt=(xmax-xmin)/(abs(c)*N) ;
r = dt/(dx);
u0=sin(2*pi*x);

u=u0;

unpun=ul;
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Chapitre 3.Comparaison entre deux solutions

netaps=tmax/dt;

for n=0 :netaps

u(1)=0;

u(N+1)=0;

exacte = Sin(2*p1*(x-t)) :
plot(x,exacte,’r-") ;

end

Fic. 3.1 — la solution analytique de I’équation transport

On romarquer cette figure (la solution anlytique de 1’équation transport par la solution
intiale sin(27x) et la solution exacte sin(27(z —t))) :

Dans l'intervelle [0,0.25] I’équation de transport est croissante, on x = 0.25 I’équation
u(z,t) = 1, et dans 'intervelle |0.25,0.75] I’équation est décroissante, on z = 0.75 1’équa-
tion u(z,t) = —1, on dérinier intervelle |0.75,1] 'équation est croissante et on z = 1

I'équation u(z,t) = 0.
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Chapitre 3.Comparaison entre deux solutions

3.2 La solution numeérique de I’équation de trans-
port :

cle

clear all

xmin=0;

xmax=1;

N=21;

tmax=1;

t=0;
dx=(xmax-xmin) /N ;
X=xmin :dx :Xmax ;
c=1;
dt=(xmax-xmin)/(abs(c)*N) ;
r = dt/(dx);
u0=sin(2*pi*x);
u=ul;

unpun=u0;
netaps=tmax/dt;

for n=0 :netaps
u(1)=0;

u(N+1)=0;

end

for i=2 :N
unpun(i)=r*u(i)+(1-r)*u(i-1);
u=unpun ; t=t+dt;

plot(x,u,’bo-") ;
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Chapitre 3.Comparaison entre deux solutions

end

u(x,t)

Fic. 3.2 — la solution numérique de 1’éequation transport

On romarquer cette figure (la solution numérique de 1’équation transport par la solution
intiale sin(27x) et la solution approche u(i) = r* u(i) + (1 —r) *xu(i — 1)) :

Dans l'intervelle [0,0.25] I’équation de transport est croissante, on z = 0.25 1’équation
u(z,t) = 1, et dans l'intervelle ]0.25,0.75[ I’équation est décroissante, on z = 0.75 I’équa-
tion u(x,t) = —1, on dérinier intervelle ]0.75, 1[ I’équation est croissante et on z = 1

I'équation u(z,t) = 0.

3.3 Comparaison entre deux solutions :

cle

clear all
xmin=0;
xmax=1;c=1;
N=21;

t=0;
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Chapitre 3.Comparaison entre deux solutions

tmax=1;
dx=(xmax-xmin)/abs(N) ;
dt=(xmax-xmin)/(abs(c)*N) ;
x=xmin :dx :Xxmax ;

r =dt/(dx);
u0=sin(2*pi*x);

u=ul;

unpun=ul;

netaps=tmax/dt ;

for n=0 :netaps

u(1)=0;
u(N+1)=0;
for i=2 :N

unpun(i)=r*u(i)-(r-1)*u(i-1) ;

end

u=unpun ;t=t+dt ;

exacte = sin(2*pi*(x-t));
plot(x,exacte,’r-) ;

hold on
plot(x,u,’bo-’",’markerfacecolor’,’b’)
hold off

xlabel(’x’, fontsize’,16)
ylabel("u(x,t), fontsize’,16)

end
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Chapitre 3.Comparaison entre deux solutions

Fic. 3.3 — Comparaison entre la solution anlytique et la solution numérique
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Conclusion

On peut diviser les apports de ce mémoire et de I’étude des techniques des résolutions

analytique et numeérique de 1’équation d’advection (Transport), en trois domaines :

— Sur le plan mathématique, il nous a permis de découvrir une méthode de résolution
analytique et numérique de cette équation.

— Sur le plan informatique, il nous a permis de mettre en pratique les connaissances de
nos cours d’informatique.

— Sur le plan physique, il nous a permis de comprendre comment établir un modéle phy-

sique associé a un phénomeéne simple.
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Annexe : Abréviations et Notations

Les différentes abréviations et notations utilisées tout au long de ce mémoire sont expli-

quées ci-dessous :

RAET

RNET
ET
sh.ex
sh.am
Comp
EDP
ol

I

résolution analytique de 1’équation transport.

résolution numérique de ’équation transport.
I’équation de transport.

schéma, éxplicité.

schéma implicité.

Comparaison entre les deux solutions
équation équation dérivée partielle
I’équation dérivable d’ordre 1 est continue.

la normé .
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