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Introduction

our effectuer une étude statistique, on se sert généralement d’un échantillon.
P Celui-ci doit refléter le plus exactement possible I'image de la population.

L’échantillonnage c’est choisier une partie d’un population pour représenter ’ensemble
de la population, est fondamental et résulte de I'impossibilité de collecter des données
sur tous les éléments d’une population, souvent pour des raisons pratiques, techniques
ou économiques. L’échantillonnage consiste essentiellement & tirer des informations d’une
fraction d’un grand groupe ou d’une population, de facon a en tirer des conclusions au sujet
de I’ensemble de la population. Son objet est donc de fournir un échantillon qui représentera
la population et reproduira aussi fidélement que possible les principales caractéristiques
de la population étudiée.

les principaux avantages de la technique d’échantillonnage sont le moindre cott et gain de
temps, la rapidité, la portée et la précision accrues, en effet avec un échantillon on peut
obtenir des résultats plus exacts car il est plus facile de controler les sources d’erreurs liées
a la fiabilité, & la clarté des instructions aux mesures et a ’enregistrement et au traitement
et & l'analyse des données, définir les modalités de 1’échantillonnage consiste & définir la
localisation, préciser les objectifs de recherche, identification de la population d’origine
a partir de laquelle on sélectionne 1’échantillon, détermination des caractéristiques de la
population, sélectionner la taille de 1’échantillon.

Ce mémoire est organisé en trois chapitres qui sont structurés selon la maniére suivante :

Le premier chapitre intitulé notions de base en statistique et échantillonnage, compor-
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tant les définition de bases nécessaires a la bonne compréhension dans la statistique, puis
nous avons parlé sur les défférentes méthodes d’échantillonnage et le modéle d’échantillon-
nage,nous avons présenté les deux théorémes fondamentaux de la statistique asymptotique
qui sont les plus importantes dans notre étude.

Le deuxiéme chapitre nommé distributions des caractéristiques d’un échantillon porte une
étude focalisée sur distributions des certaines caractéristiques et propriétés d’un échan-
tillon aléatoire, et les plus importantes (la moyenne empirique, la variance empirique, la
fonction de répartition empirique, le quantile empirique), ainsi que leurs comportements
asymptotique, enfin nous donnons un apergu de ’échantillon issus d’une variable normale.
Dans le chapitre trois dénommé application sous R, nous prouvons les comportements
asymptotique des (la moyenne empirique, la fonction de répartition empirique, le quantile

empirique) a l'aide du logiciel d’analyse statistique R.



Chapitre 1

Notions de base en statistique et

échantillonnage

‘étude statistique joue un roéle essentiel dans la recherche, elle peut étre utilisée
Lpour la collecte, ’analyse et 'interprétation des données, elle aide aussi les cher-
cheurs a obtenir une excellente conclusion et un bon raisonnement statistique et & obtenir
des résultats précis. L’un des mécanismes les plus importants pour les études statistiques
est le processus d’échantillonnage, la partie de la population que ’on va examiner s’appelle

I’échantillon.

1.1 Deéfinitions de base

Population de taille finie

Définition 1.1.1 Soit E' un ensemble, que nous appellerons population mére, contenant

un nombre fini N d’éléments, on note e; chaque élément de F,
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L’échantillon aléatoire

Définition 1.1.2 Un échantillon &, est un sous ensemble de n individus extraits d’un

population E& composée de N élément nous écrivons :

& ={ei, ;i e U}.

U= {i1,...,in} les indices des unités de I’échantillon.

Statistique

Définition 1.1.3 La statistique est une v.a, définie comme une fonction de l’échantillon

aléatoire, qui donne une information sur un paramétre de la population .

S — f(Xl,XQ, ,Xn)

Exemple 1.1.1 Les statistique les plus utilisées :

[
3=

U
o

1. La moyenne empirique : X,
2. La variance empirique : S,, = % > (XZ- — X_n)2

3. La fonction de répartition empirique : F, (z) = £ 3 1x,<q}.
i=1

1.2 Modes de convergence

On considére une suite de v.a (X1, Xo, ..., X,,) i.i.d, on peut définir plusieurs modes de

convergence pour une telle suite on notera Fx, la fonction de répartition de X,,.
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Convergence en probabilité

On dit que (X,,) converge en probabilité (ou converge faiblement) vers la v.a X si, Ve > 0 :

lim P(| X, - X |<e)=1,

n—-+o0o

et 'on note : X,, > X.
n——+00

Proposition 1.2.1 Si (X,,) est une suite de v.a telle que :

p
alors : X,, — a.
n—-+o0o

Convergence en loi

On dit que (X)) converge en loi vers la v.a X si 'on a, en tout = ou sa fonction de

répartition F'x est continue.

lim }7)(77 = FX,
n—+00 )
L
et 'onnote : X,, — X.
n——+00

Si la v.a est discrétes, alors X,, converge en loi vers X ssi: Vo € R, liIJIrl P(X,=x) =
n—-1+0oo

P(X =x).

Convergence presque stire

On dit que (X,,) converge presque siirement (ou converge fortement) vers la v.a X si,

Ve >0:
lim P<sup{\Xm—X |} <€) =1,
n—-+o0o m>n
et I’on note : X, p%j
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Proposition 1.2.2 Soit (X,,) une suite de v.a telle que X,, %3 X et g une fonction conti-

nue alors :

Proposition 1.2.3 Soit (X,,) telle que X,, 23 X et (Y;,) telle que Y, 23 Y si f est continue
dans R? alors :

f(XaYo) = fX,Y).

Ces deux propositions sont également vraies pour la convergence en probabilité, elles

s’étendent également a des fonction de k v.a ou k > 2.

Convergence en moyenne d’ordre p

On dit que la suite de v.a (X,,) converge en moyenne d’ordre p, avec 0 < p < 400, vers la

v.aa X si:
E|X,—X"—>0 quand n — +oo,
et I'on note : X, m—f X.

Dans le cas particulier p = 2, la convergence en moyenne d’ordre 2 s’appelle convergence

en moyenne quadratique (m.q).

La convergence presque stirement
Remarque 1.2.1 =—>la convergence en probabilité=—=-la

La convergence en moyenne d’ordre p

convergence en loi.

1.3 Lois fondamentales d’échantillonnage

1.3.1 Lois des grands nombres

Elles sont deux types : loi faible mettant en jeu la convergence en probabilité et loi forte
relative a la convergence presque stire. Nous considérons ici une suite de v.a X1, X, ..., X,

non nécessairement de méme loi.
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Loi faible des grands nombres

2
n

Soit X1, Xs, ..., X, indépendantes d’espérance i1, pla, ..., ii, finies et de variance 0%, 02, ..., 0
R n
o7 — 0 alors X,, = £ > X; est tel que :
1 i=1

n n
. 1 -1
finies. si =~ > p; — pet si =
i=1 =

(2

|

p

Loi forte des grands nombres

n

n no o
Soit X1, Xs, ..., X,, indépendantes telles que * >~ p; — pet > %t est convergente alors :
i=1 i=1
X, 5

1.3.2 Théoréme central limite

Le théoréme central limite ou théoréme de la limite centrale établit la convergence en loi

de la somme de v.a indépendantes de méme loi vers la loi normale.

Théoréme 1.3.1 Soit (X,,) une suite de v.a indépendantes de méme loi, et de carré

intégrable d’espérance i et d’écart-type o alors :

Gn_nﬂ L N -
W = N(0,1) quandn — +oo o G, = ZleZ

Preuve. On pose : K,, = %ﬁ, soit K est un v.a suit la loi normale centrée réduite, on
c
va montre K,, — K quand n — +o00

_ 142

— VteR:p, —>Jr 0, (1) =e2

it Gn=n i (X
Prey(t) = B (eitK") =E (e“%) —FE (e ti;( oV )) ’
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on pose :W; = X; — p, avec E(W;)=0.

it 2\ t t \1"
e =B\ e 2 =Ilew (S5 ) = 2w (Gm )|
=1

en utilisons le développement de Taylor au voisinage de zéro :

Py (1) = 0y, (0) + g, (0)+ 27 (0)+ 0 (u2).
On a:

Puy (0) =Lt &, (0) =0et g, (0) =02

alors :

Pour n assez grand u = v 0.

t 2, N
P, <—0 n):1_2n020 +O(u)
2 )
—1-—+0

5+ 0 ()

Alors :
it K, t2 2 " t2 "
—E ()= (1-—+0 w1
po =B = (1= 00 - (1-5)
. 7;7&2
Jm g =72 =g (1)

[ |
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1.4 L’estimation

On appelle estimateur du paramétre 6, toute fonction aléatoire des valeurs observées

Xy, X, ..., X, susceptibles de servir a estimer 6.

T, = f (X1, Xo, ..., X5) .

1.4.1 Qualité d’un estimateur
Estimateur sans biais ou non biaisé

On appelle biais de I'estimateur 7;,, du paramétre 6 la valeur :

On dit que cet estimateur est sans biais si : by (7,,) = 0, c-a-d : E(T},) = 6.

Exemple 1.4.1 Soit (X1, Xs, ..., X,,) un échantillon et B(X;) =p Vi=1,..,n, X, est

n
un estimateur sans biais, en effet : X,, = % X
i=1

Remarque 1.4.1 Si by (T,,) # 0 on dit que cet estimateur est avec biais.

Estimateur asymptotiquement sans biais

On dit que 'estimateur 7;, de 6 est un estimateur asymptotiquement sans biais si :

lim by (T,,) =0 c-a-d: lim E(7,) = 6.

n—-4o00 n—-4o00

Exemple 1.4.2 Soit Var (X) = 0% < +o0o, la variance empirique est asymptotiquement
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sans biais en effet : S, = (Xi — Xn) )

1

)

E<§;2>:n_102:a2—102 — o2,

Remarque 1.4.2 Entre deux estimateurs sans biais, le meilleur sera celui dont la va-

riance est minimale.

1.5 Etapes pour la sélection de 1’échantillon

Détermination des objectifs de la recherche : Avant de commencer toute recherche,
on détermine d’abord 'objectif principal de la recherche, qui est une étape essentielle du
succes de toutes les étapes. Par exemple, si 'on veut étudier le probléme de ’abandon
scolaire, I’échantillon doit représenter ’ensemble du secteur.

Identifier la population d’origine dans laquelle nous avons choisi I’échantillon :
Identifier la population est I’étape la plus importante car les résultats de 1’étude lui se-
ront présentés, par exemple : les étudiants de 'université Mohammed Khiedr Biskra, et
excluent donc toute personne qui n’applique pas ces caractéristiques .(étudiant, université
de Mohammed Khiedr Biskra).

Détermination des caractéristiques de la population : Les caractéristiques de la
population sont déterminées par une liste des variables couvertes par 1’étude, telles que :
(Age, sexe, état matrimonial, lieu de résidence ...).

Spécification de la taille de I’échantillon : La taille de ’échantillon a deux types :
soit petit pour étre facile a manipuler, soit grand, et il faut faire attention ici a la difficulté

d’ajuster les variables pour leur multiplication. Méthodes de sélection de 1’échantillon.

10
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1.6 Meéthodes d’échantillonnage

[’échantillonnage peut se faire avec ou sans remise et une population peut étre considérée
comme finie ou infinie, une population finie dans laquelle on procéde a un échantillonnage

avec remise peut étre théoriquement considérée comme infinie.

1.6.1 Méthodes probabilistes (aléatoires)
Echantillonnage aléatoire simple

Un échantillon aléatoire simple est un échantillon sélectionnée de maniére a ce que chaque
échantillon possible de taille n ait la méme probabilité d’étre sélectionné, on préléve dans
la population des individus au hasard, tous les individus ont la méme probabilité d’étre

prélevés, ce choix peut se faire avec ou sans remise.

Tirage avec remise Un individu peut étre choisi plusieurs fois et la population reste
la méme apres chaque tirage, et le processus de tirage des individus de la population est

indépendant I'un de ’autre dans ce cas, il y a N™ échantillon possible.

Tirage sans remise Un individu peut étre choisi au plus une fois, pour chaque tirage

la taille de population diminue par une unité, le processus de tirage des individus de la

N!

population devient non indépendant 'un de l'autre dans ce cas, il y a C} = TN

échantillons possible.

Exemple 1.6.1 Une population comprend les nombres {2,3,6,8, 11}, alors le nombre des

échantillons possibles :

Si le tirage avec remise :

11
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Il y a N* = 52 = 25, échantillons qui peuvent étre tirés. Ces échantillons sont :

§in = {(2,2);(2,3);(2,6); (2,8); (2, 11); (3,2);(3,3); (3,6); (3,8); (3, 11)
(6,2);(6,3);(6,6);(6,8);(6,11);(8,2);(8,3); (8,6);(8,8); (8,11)

(11,2): (11,3): (11,6); (11,8); (11,11)}

Si le tirage est sans remise :

IlyaC% = C? = 10, échantillons de taille 2 qui peuvent étre tirés. Ces échantillons sont :

§an = {(2,3);(2,6);(2,8);(2,11);(3,6)5(3,8);(3,11);(6,8) ; (6,11) ; (8,11)}

Echantillonnage stratifié

[’échantillonnage stratifié est une technique qui consiste & subdiviser une population non
homogéne, d’effectif N, en H sous populations ou « strates » plus homogeénes d’effectif
Ni, (ex : stratification par tranche d’age), de telle sorte que N = N1+ N2+ ....... +
Ny, dans chaque strate, on fait un échantillonnage aléatoire simple sans remise, de taille
proportionnelle & la taille de strate dans la population, les individus de la population n’ont

pas tous la méme probabilité d’étre tirés, telle que ’échantillon final n = ni+no+....+ngy,

H
le nombre d’échantillons possibles est : [] Cy/.
h=1 '

Exemple 1.6.2 Supposons que 60% des étudiants de [’école sont des filles et 40% des
garcons ,pour former un échantillon de 120 étudiants en respectant ces strates, on devrait

chosir au hasard 60% x 120 = 72 filles et 40% * 120 = 48 garcons .

Echantillonnage par grappe

La population est divisée en G grappes, pas forcément de méme taille, on tire au hasard
sans remise g grappes ou familles d’individus et on examine tous les individus de la grappe

(ex : on tire des immeubles puis on interroge tous les habitants), le nombre d’échantillon

12
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possibles est CZ, .

Exemple 1.6.3 Les étudiants de premiére année Master sont répartis en 5 groupes, les
groupes sont numérotés de 1 a 5. Supposons que on tire au hasard les groupes 2, 3 tous les

étudiants de ces 2 groupes feront partie de l’échantillon.

Echantillonnage systématique

L’échantillonnage systématique est une technique qui consiste a prélever des unités d’échan-
tillonnage situées a intervalles égaux. Le choix du premier individu détermine la composi-
tion de tout ’échantillon. si on connait ’effectif total de la population N et qu’on souhaite
prélever un échantillon d’effectif n, I'intervalle entre deux unités successives a sélectionner

est donné par :

N
K==,
n

Connaissant K, on choisit le plus souvent, pour débuter, un nombre aléatoire i compris
entre 1 et K, le rang des unités sélectionnées est alors 7, i + K, ¢ + 2K, 1+ 3K, ...
I’échantillonnage systématique est facile & préparer et en général facile a exécuter, il réduit

le temps consacré a la localisation des unités sélectionnées .

Exemple 1.6.4 On veut sélectionner un échantillon de 30 entreprises au sein d’une po-
pulation de 1800 entreprises . K = % = 60, ainsi on va tirer une entreprise toutes les
60 en partant d’un nombre tiré aléatoirement entre 1 et 60, supposons ce nombre est le 15

on va donc sélectionner la 15°™¢ entreprise puis la 75°™¢ la 135°™¢ jusqu’ ¢ la 1755 ce

qui nous donnera ’échantillon de 30 entreprises donc : &, = {15,75,135, ..., 1755}.

13
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1.7 Modéle d’échantillonnage

Définition 1.7.1 Soit une expérience aléatoire définie par la v.a X telle que :
X:(Q,B,P)— (L,a,P).

On appelle modéle d’échantillonnage de taille n Uespace produit (£, a, Pe)" égal & (L™, a,,, Pg)
associé a n expériences aléatoires indépendantes (L, a, Px) ou a,, est la tribu produit des
événements de L£" et P§ la loi jointe des expériences et L£" la produit des espaces des
valeur de X, on notera X; la v.a de méme loi qui X, associée a la i“™¢ expérience et z; sa
réalisation. A P'espace (£, a, Px)" correspondre donc une séquence de v.a (X1, Xs, ..., X,,)

independantes et identiquement distribuées (i.i.d) de méme loi Py.

Remarque 1.7.1 Le fait que les modéles d’échantillonnage soient composés d’expériences

indépendantes les rend trés simples a manipuler.

Si X est une variable discréte :

P(X17X27__.’Xn)($1,;€2, ,.Cl}n> = P (Xl = 131,X2 = T2, 7Xn = Jln) = HPXz (SCZ) = HPX (ﬂj‘l) .
i=1 i=1

Si X est continue de densité f :

14
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Distributions des caractéristiques

d’un échantillon

a notion de distribution d’échantillonnage est a la base des méthodes d’inférence
Lstatistique, I’étude des échantillons nous permet d’obtenir des résultats avec les
mémes caractéristiques que la population d’origine et donc les résultats peuvent étre géné-
ralisés & la population dans son ensemble. Le mode de tirage le plus simple et aussi le plus
important est I’échantillonnage aléatoire simple correspondant & des tirages équiprobables

et indépendants les uns des autres.

2.1 Moyenne empirique

Définition 2.1.1 On appelle moyenne de l’échantillon ou moyenne empirique la statis-

tique, notée X,,, définie par :
I
1=

Proposition 2.1.1 Soit (X, Xy, ..., X,,) un échantillon aléatoire d’un v.a X de moyenne
p = E(X) et variance o* = Var (X) pour calculer E(X,,) et Var (X,,), il convient de

distinguer le mode de tirage.

15



Chapitre 2. Distributions des caractéristiques d’un échantillon

1. Tirage avec remise :

2

E(X_n) =u et Var (X_n) = 2.

2. Tirage sans remise :

M

E(X;) = et Var () = (X=n).2.
Preuve. 1. La moyenne et la variance de X,, dans le cas d’un écha

(tirage avec remise) sont :

L’espérance de X,

La variance de X,

- 1< n.o?
Var (Xn) Var( ZX) RQZZ:;VW(XZ-)ZEZ;OJ:

ntillon de v.a 7.i.d

Q
[\

2. La moyenne et la variance de X, dans le cas d’un échantillon de v.a ne sont pas

indépendantes (tirage sans remise) sont :
L’espérance de X, est .

La variance de X, :

Var (X, Var( ZX) QVar <ix>_% > Var (X

=1

16
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Chapitre 2. Distributions des caractéristiques d’un échantillon

avec Y Var (X;) = no?. Et

Cov (Xi, Xj) = E[(Xi — p) (X — p)]

=D (wn—p) (2 — p) P (X = 24, X; = )

k=1 z=1
N N
=Y ) (@ —p) (e — ) P(Xs = 2p) P(X; = 2. | X; = )
k=1 z=1
N N .
=Y Y @) (e - ) P (X = | Xi =),
k=1 z=1
alors
S5 (o= ) (= ) Bty ik #
T — W) (X — 1) v N7 si z
Cov (X;, X;) = k=12=1 N N-1 ,
0 sik=z
donc
Con (X0 ) = 1 S (i e —
ov (Xj, X NN_lkzﬂ g — ) (x, — p),
otz
comime
N 2 N N
[Z(xk_“)] = (=)' + ) (o —p) (@ —p),
k=1 k=1 k,z=1
k#z
alors
N N 2 N
Z (zr —p) (2 — p) = [Z(azk—u)] —Z(xk—p)
Ez=1 k=1 k=1
k#z
= [Nu— Np)* — No? = —No?,
donc
1 1 o2

17



Chapitre 2. Distributions des caractéristiques d’un échantillon

On obtient finalement

Var(X_)—i naz—i-n(n—l)(_(j?)
n? N —1
o2 1 (n—1)
T n N -1
_o*(N-n
 n \N-1)°
]
Remarque 2.1.1 1. Dans le cas tirage sans remise on : Var (X_n) = "72 (%) ~

(1 — %) %2, st N — 400 donc Var (X_n) — %, donc il n’y a pas de différence entre
les deux modes de tirage.

2. Si la taille n des échantillons est assez grande (en pratique n > 30), la distribution
d’échantillonnage de la moyenne s’approche de la distribution mormale quelle que

soit la distribution de la population.

Exemple 2.1.1 Le méme exemple précédent (Exemple 1.11.1). La moyenne de la popu-

lation est :

2+3+6+8+11 30

L’écart-type de la population est :

s, (2-62+(B-67+(6-6)"+(8-6)"+(11-6)" 16+9+4+25

4 5 5

et 0 = 3.29.

Si le tirage avec remise : les moyennes correspondant & ces échantillons &;,, sont :

{(2);(2.5); (4); (5); (6.5); (2.5); (3); (4.5); (5.5); (7); (4); (4.5); (6); (7); (8.5); (5); (5.5)
(2.1)

(7);(8); (9:5); (6.5); (7); (8.5); (9.5); (11) },

18



Chapitre 2. Distributions des caractéristiques d’un échantillon

et la moyenne de 1’échantillonnage des moyennes est :

somme des moyennes de tous les échantillons dans (2.1)) ci-dessus 150

Hx = 2 =35 — 6

Mlustrant le fait que pzx— = pu.

La variance 02 de la distribution d’échantillonnage des moyennes est obtenue en sous-

n

trayant la moyenne 6 de chaque valeur dans (2.1]), en élevant le résultat au carré, en

additionnant les 25 nombres ainsi obtenus et en divisant par 25. le résultat final est :

135
02 =—"— =540 et o_ =+5.40=232.
XTL 25 X”L
Ceci illustre le fait que 0)2T = %2 puisque le membre de droite est % = 5.40, en accord

avec la valeur ci-dessus.

Si le tirage est sans remise : les moyennes correspondant a ces échantillons &,,, sont :

{(2:5)5(4)5(5);(6.5)5(4.5);(5.5);(7);(7); (8.5);(9:5)} .

Et la moyenne de la distribution d’échantillonnage des moyennes est :

254+445+65+454+55+74+7+85+95

_ 6.
Hx, 10

lustrant le fait que px-= p.

La variance de la distribution d’échantillonnage des moyennes est :

2562+ (4—-62+(5B-6)>+..+(9.5—6)>
027:: ( )"+ ( ) %-EO )+ ( ) — 405,

et o__ = 2.01.
Xn

), puisque le membre de droite vaut % (%) = 4.05, comme

o? (Nfrll

Ce qui illustre 0;2? =Z (3=

n

on I’a obtenu ci-dessus.

19



Chapitre 2. Distributions des caractéristiques d’un échantillon

2.1.1 Comportement asymtotique de X,

Théoréme 2.1.1 Soit (X1, Xs, ..., X,,) un échantillon d’'un v.a X de moyenne empirique

X, en appliquant le T.C.L :

X, —p

Vn . £ N(0,1) quand n — +00.
Loi faible des grands nombres :
X, L E(X) quand n — +o0.
Loi forte des grands nombres :
X, B E(X) quand n — +o0.

Proposition 2.1.2 Le troisiéme et le quatriéme moment centré de X,, sont données par :

B ,u4(X)—|—3(n—1)04'

20



Chapitre 2. Distributions des caractéristiques d’un échantillon

Le quatriéme moment centrée de X, :

na (X0) =B (X — p)"

= B (Z(xi - m)

=1

(2.2)

~ DB =+ G SB[ (5=

1<j

,u4(X)—|—3(n—1)a4‘

Coefficients d’asymetrie et d’aplatissement

Définition 2.1.2 Soit (X1, Xs, ..., X,,) est un échantillon d’une v.a

d’écart type o, alors :

1. Le coefficient d’asymeétrie de X,, noté :

2. Le coefficient d’aplatissement de X, noté :

ca(X_n)—3+W.

Preuve. On commence par la cofficient d’asymétrie de X, :

() = 12T B (007
Y (0 (X)) (L)?’ of n?

n

21
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Chapitre 2. Distributions des caractéristiques d’un échantillon

Le coefficient d’aplatissement de X, :

S 4
o (57) = Hol) B
(0( n))4 (75)4
(X)) +3(n—1)0*n?
ot n3
()30 -0t p(X)  3m—1)
N o*n  oin n
pa(X)  3n-3_, -3
o'n n n
_3.@ (X)—3

Remarque 2.1.2 On voit que cd (X_n) —>+0 et ca (X_n) —>+3 , ce qui traduit la normalité

asymptotique de X,,.

2.2 Variance empirique

—~—2
Définition 2.2.1 On appelle variance empirique la statistique, notée S,, , définie par :

Proposition 2.2.1 Soit X une v.a de moyenne i et variance o>.

—~2
L’espérance de S,, :

1. Tirage avec remise :

2. Tirage sans remise :

22



Chapitre 2. Distributions des caractéristiques d’un échantillon

—~2
La variance de S,, :

Var (3.7) = "% [(n— 1) s — (0 —3) 3]

n3

—~—2
Preuve. L’espérance de la variance empirique S,, :

—~2
La décomposition de S,, :

= (K= - (K- )’
:%4 (Xz_lu)z_"_Z(X_n_ﬂ)z__Z(Xl_ﬂ)(Xn_,u)
= () - 2 () Y (K- )

1 n

c’est-a-dire :

Nous en déduisons :

1.Tirage avec remise :

23
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Chapitre 2. Distributions des caractéristiques d’un échantillon

2. Tirage sans remise :

E<§;2>:(n—1)( N o2,

n N -1

—~2

La variance de la variance empirique S,, :

n v 2

—~2
D’aprés la décomposition (2.3) on a S,, = % (X — ,u)2 — (Xn — ,u) .

i=1

Posons Y; = (X; — 1), on donc :

Var (5.7) = WVar (vi) + Var (X, —0)°) - ZC (v (% ")

= %Var (Y1) — 2Cov (Yl, (X_n — ,u)2> + Var ((E — M)Z)

=U,+V,—2W,.
On a d’abord
Un = % B (X —w)") B (X1 —p))] = M;U ~ (2.4)
D’autre part
Wo =B |(X; = 0)” (K - 0)°| =B (X0 = ") B (K0 - 1))

avec

D’ou

(2.5)

24



Chapitre 2. Distributions des caractéristiques d’un échantillon

Enfin

Vo=Var (%= 1)") =B (% - n)") - B (K- 0)") =B (X -)") - 5,

n
d’aprie (2.2)) on
E((E—Mf) _ u4+3(:3— 1)04,
alors
v, =t ;3304 N 2?:24‘ (2.6)

On obtient d’aprés (12.4)),(2.5)),(2.6) :

T2 — ot —30% 2 (s — 207
Var(Sn)—'u4 7 HmT (MQU)

n n3 n
n—1

= [(n—=1)ps — (n—3) 0] .

Remarque 2.2.1 Si la taille n de [’échantillon est grande, on a :

Var (fS\f) ~ BT 04.

n

o “ o o . 2
2.2.1 Variance empirique corrigée S

Définition 2.2.2 On appelle variance empirique corrigée, la statistique, notée S?, définie

par :

n—14%
=1

Proposition 2.2.2 S? est un estimateur sans biais de o car :

2y _ n g?2y__n A P
E(Sn)_E(n_ISn)_n_lE(Sn>_a.
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Chapitre 2. Distributions des caractéristiques d’un échantillon

Exemple 2.2.1 Le méme exemple précédent (Exemple 1.11.1), on calcule la moyenne et

lécart-type de la distribution d’échantillonnage des variances.

Si le tirage avec remise : les variances correspondant & ces échantillons &y, sont :

{(0);(0.25);5(4)5(9);(20.25);(0.25) 5 (0) ; (2.25) 5 (6.25) ; (16) ; (4) 5 (2.25) ; (0) ; (1)

(6.25);(9);(6.25);(1);(0);(2.25);(20.25);(16); (6.25) ; (2.25); (0) }
(2.7)

La moyenne de la distribution d’échantillonnage des variances est :

somme de toutes les variances ci-dessus 135
/1/~2 = — —— = 547
Sn 25 25

(n;1)0.2’ puisque pour n = 2 et 02 = 10.8 , le membre de

qui illustre le fait que pg2 =
droite est (1) (10.8) = 5.4.

Ce résultat indique également pourquoi une expression de la variance corrigée des échan-

—~2
tillons est souvent définie comme S? = =S, : il en résulte, en effet, que pg: = o?.
n = p—1”n o ’ ’ 2

La variance de la distribution d’échantillonnage des variances o , S’obtient en soustrayant
S"L

la moyenne 5.4 de chaque valeur dans (2.7)), en élevant le résultat au carré, puis en faisant

la somme que 1’on divise par 25 et, 0222 = % = 23.03 ou Oy = 4.8.

Si le tirage est sans remise : les variances correspondant a ces échantillons &5, sont :
{(0.25)(4);(9); (20.25) ; (2.25) 5 (6.25) ; (16) ; (1) ; (6.25) ; (2.25)} (2.8)

La moyenne de la distribution d’échantillonnage des variances est :

025+4+94+2025+225+6.25+16+1+6.25+2.25

cas particulier du résultat général fg2 = (%) (”T_l) 0%, comme on peut le vérifier en

posant N = 5,n = 2 et 02 = 10.8, dans le membre de droite et on obtient u

(2) (3) (10.8) = 6.75.

-2
Sn
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Chapitre 2. Distributions des caractéristiques d’un échantillon

En soustrayant 6.75 de chaque valeur dans ({2.8)), en élevant les résultats au carré, en

faisant leur somme et en divisant par 10, nous trouvons agvz = 39.675 ou Og2 = 6.3.

n

~2
2.2.2 Comportement asymtotique de S, et S?

Théoréme 2.2.1 Soit (X1, Xs, ..., X,,) un échantillon i.i.d d’une v.a X,

telle que B (X?) < 400, on a :

:S’;Q p—#j Var (X) et S2 p—}i Var (X).

Preuve. On a

n-
=1
Donc
X, B EX — X B EXP,

et

1= o p-s 2

—y x4 B

i=1
D’ou
S, B E(X2) —E(X)? = Var (X).

De fagon évidente S? = %/S\f converge aussi p.s vers Var(X). m

Théoréme 2.2.2 Soit (X1, Xo, ..., X)) un échantillon i.i.d d’une v.a X,

telle que E (X*) < +o00, on a :

Vn~—n7’ £ N(0,1), quand n — +oo.

27



Chapitre 2. Distributions des caractéristiques d’un échantillon

Preuve. On pourra supposer que E (X) = 0.
On a:

Soit donc la quantité :

avec

Donc:Y,=2,—C, .

On commence par Z,, on a :

E(X2) :E<%i){f> ==

var (33) = var (1326 = 5 3ovar (1) < 30 [ ) - 8 (1)
Alors d’aprés le T.C.L on obtient :
Zy 5 N(0,1)
D’autre part , d’aprés le L.G.N, T.C.L et le théoréme de slutsky :
=0 = anz 200

Et donc

Alors

quand n — +o0.

Y, 5 N(0,1)
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Remarque 2.2.2 La méme convergence est vraie pour S2 :
(Sp—0%) ¢
Vvn = N(0,1) quand n — +00.

Proposition 2.2.3 L’espérance de la moyenne empirique et de la variance empirique

modifiée sont égales a ’espérance et la variance théorique de la variable X .

2.3 Corrélation entre moyenne empirique et variance
empirique modifiée

Théoréme 2.3.1 Soit (X1, Xo, ..., X,,) un échantillon i.i.d d’une v.a X,

telle que B (X?) < +o0, alors on a :

Cov (X,,52) = &5

n

—~2

Preuve. Calculons Cov (Yn, S

N———

-E(X.5,)
_E (lzx) (1 Y Xf—X_n2>]
i=1 i

29
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On suppose que E (X) = 0, alors

— 1
E (Xng) = SE(X?) = Hs (car X est centrée) .
n

n?’

E (Xin) =0 pour i # j, a cause de I'indépendance.

Donc :
Cou (%,.5.7) = S Y B(x) - 12
i=1
i=1
d’ou
Cov (X, S2) :(”ﬁlxnn_g 1),u3 %
u

Remarque 2.3.1 1. Sila loi de X est symétrique, alors s = 0 donc X,, et S? sont

toujours non corrélés c-a-dire : Cov (X,,, S2) = 0.

2. Ona: lim Cov(X,,S2) =0, alors X,, et S2 sont asymptotiquement non corrélées.

n—-+00

8. Si X suit la loi normale, alors X,, et S? sont indépendantes.

2.4 Moments empiriques

Définition 2.4.1 On appelle moment empirique d’ordre k la statistique, noté mk, définie

par :

1 n
VEe N mb==2% XxF
n=- ; :
Proposition 2.4.1 S X une v.a admet un moment my, d’ordre k, alors :

1. L’espérance de mF est :
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2. La variance de m” est :

Preuve. On a :

() =5(13031) = 1 S m () () -

et

1

S|

B (X)) - B (X)) =

Var (mf Var( ZX’“) :%ZZ”;VM(X;):

Définition 2.4.2 On appelle moment empirique centré d’ordre k la statistique, noté uF,

définie par :

2.5 Fonction de répartition empirique

Définition 2.5.1 Soit (X, Xs, ..., X,,) un échantillon i.i.d d’une v.a X définie sur un
espace de probabilité (2, A, P) & valeurs danc R. La fonction de répartition empirique F,

est définie par : Vo € R,

nombre d’éléments dans l'échantillon < x 1 —
E, (z) = = ng{x <z}

n

1 s1X, <=z
Avee : 1(x,<z) =

0 st X,>x

31
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Chapitre 2. Distributions des caractéristiques d’un échantillon

2.5.1 Comportement asymptotique de F),
Ces trois théorémes sont fondamentaux et justifient la convergence de F}, vers F.

Théoréme 2.5.1 Soit X une v.a de fonction de répartition F (), alors on a :
E,(2) 2 F () quand n — oo.

Preuve. F, (z) étant une moyenne empirique de v.a indépendantes, on d’aprés la loi forte

des grands nombres :

Fo(z) = B (Lix,<ey) = E (Lix<a})

avec

|

Théoréme 2.5.2 Pour tout x € R on a :

Vi (Fu (1) = F (2) ¢
5 N (0,1
VEOa _Fmy Y

quand n — +00.

Preuve. Pour chaque X, la v.a 1{x,<;} suit la loi de bernoulli, car prendre la valant
soit 0 soit 1 de paramétre p = E(1{x<,3) = P(X <z) = F(z). Par conséquent, la
variable nF), (x) est distribuée selon une loi binomaile de moyenne nF' (x) et de variance

nF (z) (1 — F(x)). Alors E(F, (z)) = F(z) et Var (F, (v)) = Z20L@) - Alors on dit

que F), (x) est un estimateur sans biaisé de F' (x). On appliquant le T.C.L et on trouve le

résultat. m

Théoréme 2.5.3 (Glivenko-cantelli) La convergence de F,, vers F est presque sur-

ement uniforme c’est-a-dire que :

sup | F,, (z) — F (z) |30 quand n — 4o0.
zeR
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2.6 Les quantiles empiriques

On appelle quantile ou fractile d’ordre p de la population, le nombre z, est I'inverse

généralisée de la distribution F, il est définie pour tout p € [0, 1], par :
z, = F ' (p) =inf{x € R; F(z) > p}.
Si F' est strictement croissante et continue, alors x,, est 'unique nombre réel tel que :
F(xp) = p.
La fonction des quantiles empirique de ’échantillon X7, X5, ..., X,,, est donnée par :

Qulp)=F,'(p) =inf{x €R; F,(x) >p},0<p<1.

n

Définition 2.6.1 Soit (X1, Xs, ..., X,,) un n-échantillon issu d’une loi F' et (X n), X(20)--, X(nn))
échantilon ordonné. Soit p €]0,1[. La statistique d’ordre X(jnp11,n) (00 [np] désigne la

partie entiére de np) s’appelle le quantile empirique d’ordre p de l’échantillon Q. (p).

2.6.1 Comportement asymptotique d’un quantile empirique

Soient n variables aléatoires X;, X5 ..., X,, i.i.d de fonction de répartition commune ' et

de densité f.

Théoréme 2.6.1 Pour tout p €]0,1[, si F posséde un unique quantile d’ordre p, qui est

alors égal & x, (c’est-a-dire que F~' est continue en p), alors :

Qn(p) o Tp

n—>-+00

Théoréme 2.6.2 Soit 0 < p < 1 et supposons que F' posséde une dérivée au voisinage de
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z, avec 0 < f(x,) <1 et f continue au point x,, alors :

Ly £ p(1—p)
\/E(Qn(p) P) e to0 N<07 [f(F_l(p))]g)

2.7 Echantillon d’une loi normale

Nous allons étudier le cas particulier ou la v.a X suit une loi normale N (u, 0?) telle que

p e R, o> 0,soit (Xq,Xs,..., X;,) un échantillons i.i.d de la v.a X .

Loi de X, : La moyenne empirique étant une combinaison linéaire de v.a normales

indépendantes suit aussi une loi normale, on a :
2
— o
X, ~ N (,u, —> :
n

(% 1)

g

N - N(0,1). (2.9)

2.7.1 Corrélation entre X, et X; — X,

OnaX, ~N (,LL, %) . et X; — X, suit une loi normale,

on calcule I'espérance et la variance de X; — X, :

E (X, —X,) =0
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Et
Var (X’L — X_n) et Va?” (X’L> + VCLT (Tn) - 2@07} (X“X_n>
T acer [x. 15 x
=0 E — ov “52 7
7j=1
_2y T —2lZn:Cov(X- X))
=0 n n P 1y <2j
o? 1
=04+ — =2 [Var (X) + (n — 1) Cov (X;, X;)]
= 0'2 — 0-—2
n
—1
_ (n )02‘
n
Alors :

XZ»—EWJ\/'(O, (n—1)02).

Covariance entre X, et X; — X, :

Cov (X_n, X; — X_n) = Cov (X_n, XZ») — Cov (X_n, X_n)

= Cov (X_n, XZ») — Var (Yn)

2

1
:_E :COU(Xj7Xi)_
n
Jj=1

2
=~ [Var (X)) + (n — 1) Cov (X;, X;)] -
B 0'2 0'2

n

=0.

n
Donc X, et X; — X,, ne sont pas corrélé.

Théoréme 2.7.1 X, et X; — X,, Vi =1,...,n, sont indépendantes. On déduit que X,,
est indépendant de tous les (Xi — X_n)2, et donc :

- 2
Dans le cas d’un échantillon gaussien, X, et S, sont des v.a indépendantes.
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—~—2 —~—2
Loi de S, : D’aprés la décomposition l} de S,

) 1 n - 2
i=1
On multiplie les deux cotés de I'égalité par 7 on trouve :

2 Xi—n\ ([ X—u)
o2 _Z( e ) _< il )
i=1

Vvn

La somme de n carrés de v.a qui suivent la loi normale centrées réduites indépendantes

est une variable suivant la loi de Khi-deux a n degrés de liberté X2, alors on déduit que :

)
Mon ., x? (2.10)

2 n

o

2.7.2 Théoréme de Fisher

Soit (X1, Xs, ..., X;,) un échantillon i.i.d d’une v.a X, qui suivent la loi normale N (0, 1)

les variables :
n
— —~2
vn X, et Z (Xi — Xn)2 =(n—1)S?=nS, ,
i=1
sont indépendantes et suivent respectivement N (0,1) et X2 ;.

Preuve. Voir [10] =

2.7.3 Conséquences du Théoréme de Fisher

1. Calcul de Var (S?) et Var (E;Q) :

52 2
Ona:(n—1)2% ~ X2, et 25~ X2 .
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Alors :
Sa (n— 1)2 2
Var (n—l); =2(n—-1)= —Var (S7)

204

—~—2
nsS, n? —~2
Var( 2 ) =2(n—-1) —FVCLT(STL >
N ) o4
Var (Sn2> _ 2 (n nzl) o

2. La loi de student :
Définition 2.7.1 Soit Z une v.a de loi normale centrée réduite et soit U une variable

indépendante de Z et distribuée suivant la loi de X2, par définition, la variable

suit une loi de student a n degrés de liberté.

D’aprés précédemment (@, :

On a :
(Xn—n) B
T:\/ﬁ—sz ¢<n_1>M,
nSp Sn

02(n—1)

ou T est une variable de student a (n — 1) degrés de liberté et ne dépend pas de o, on

écrit :
(n—1)—~_"J
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Chapitre 3

Application sous R

R est un systéme, communément appelé langage et logiciel, qui permet de réaliser des
analyses statistiques. Plus particulierement, il comporte des moyens qui rendent possible
la manipulation des données, les calculs et les représentations graphiques. La simulation
est une méthode de mesure et d’étude consistant a remplacer un phénomeéne, un systéme
par un modéle plus simple mais ayant un comportement analogue. La simulation est aussi

une étape essentielle dans la plupart des études.

3.1 Loi des grands nombres

Pour un échantillon de la loi uniforme sur [0, 1] de taille n = 1000, calculons les moyennes
empiriques successives et tragons la moyenne empirique en fonction de la taille de ’échan-
tillon et la droite horizontale qui réprésente la moyenne théorique.

Programme sous R :

n=1000

X=runif(n)

Y=cumsum(X)

x=seq(1,n,by=1)

plot(x,Y /N,xlab="Taille d’échantillon" ,ylab="Moyenne empirique" ,main="Loi des grands
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nombres")

abline(u=0.5,col="red")

text(200,0.6,expression(mu==1/2),col="red")

legend(300,0.6,legend=c("Moyenne empirique","Moyenne théorique") lwd=c(1,2),lty=c(3,1),
col=c(’'1’,’red’))

loi des grands nombres

p=1/2
--------- Moyenne empirique
— Moyenne théorique

g
4 &
e

Moyenne empirique

030 035 040 045 050 055 060 065

T T T T T T
0 200 400 600 800 1000

Taille d'échantillon

FiG. 3.1 — La convergence de la moyenne empirique vers la moyenne théorique

On observe que la moyenne empirique converge vers la moyenne théorique, actrice par une

droite horizontale rouge sur le graphique lorsque n est trés grand.

3.2 Théoréme central limite

On prend un échantillon de la loi uniforme sur [0, 1] de tailles (n = 50,n = 500), Dans la
figure nous avons comparé I’histogramme d'une somme de variables aléatoires indé-

pendantes de la loi uniforme par la densité de la loi normale de moyenne 3 et de variance

n
12°
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Programme sous R :

par(mfrow=c(1,2))

R=100

n=>50

X=numeric(R)

for iin1:R)

X[i]=sum(runif(n))

hist(X, col="blue",main="Taille d’échantillon 50", probability=T)
lines(density(X), col="red", lwd=2)

x=X

sigma2=n/12

curve(dnorm(x,mean=n/2,sd=sqrt(sigma2)), add=T, col="green", lwd=2)

La méme chose pour n = 500.

Taille d'échantillon 50 Taille d'échantillon 500

o™
A
[an]

020
|
0.10

0.08

%g %8
%c: S o
] ]
<
o
(]
w
o
< (]
(]
o
(] (]
o =1
(] (]
40 45 50 55 60 40 45 50 55 60
X X

Fic. 3.2 — T.C.L. la convergence en loi de la moyenne empirique.
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On remarque que la convergence est trés rapide si n est grand. Ceci justifie la pratique qui
revient & considérer que la loi d’un estimateur est gaussienne lorsque n est suffisamment

grand.

3.3 Fonction de répartition empirique

On prend un échantillon suit une loi de Khi-deux a 1 degrés de liberté de taille n =
1000,nous allons tracer la fonction de répartition empirique et théorique par taille d’échan-
tillon,

puis on étudie le comportement asymptotique de la fonction de répartition empirique.
Programme sous R :

n=1000

k=r=numeric(n)

X=rchisq(n,1)

x=seq(min(X),max(X),0.1)

Fn=function(x){

for(iin 1 :n){

if (X[i]<=x) kl[i]=1 else k[i]=0 }

mean(k)}

for(iin 1 m){

rfij=Fn(X[i))}

plot(X,r,xlab="x",ylab="Fn(x)",main="Loi des grands nombres" col=1,lwd=2)
lines(x,pchisq(x,1),col=3,lwd=4)

legend(3,0.2,legend=c("Distribution empirique Fn"," Distribution théorique F"),lwd=c(1,2),
lty=c(3,1), col=c(1,3))

On remarque dans la graphe que le deux fonctions de répartition sont trés proches,

donc nous concluons que la fonction de répartition empirique converge bien vers la fonction
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Loi des grands nombres

10

08
I

08

Fr(x)

04

-------- Distribution empirique Fn
—— Distribution théorique F

0.0
I

T T T T T T
0 2 4 6 8 10

F1G. 3.3 — La convergence de la distribution empirique vers la distribution théorique

de répartition théorique.

3.4 Quantile empirique

On prend un échantillon qui suit la loi exponentielle de paramétre 2 de tailles (n = 50,n =
500), nous allons tracer la quantile empirique et la théorique par taille d’échantillon, puis
on étudie le comportement asymptotique de la quantile empirique.

par(mfrow=c(1,2))

n=50

X=rexp(n,2)

p=seq(0,1,length.out=n)

Y=sort(X)

Z=numeric(n)

gq=function(p){m=floor(p*n)
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Chapitre 3. Application sous R

s=m+1

Yis]}

for(iin 1 m){

Z[i]=a(pl[i])

}

qt=-(1/2)*log(1-p)

plot(qt,p,main="Taille d’échantillon 50" type="1")

lines(Z,p,xlab="p" ,col=3,lwd= 2)

legend(0.25,0.25,legend=c("quantil empirique","quantil théorique") lwd=c(1,2),lty=c(3,1),
col=c(3,1))

La méme chose pour n = 500.

Taille d'échantillon 50 Taille d'échantillon 500
o |
@ |
(]
w
Q-
(s}
< |
(]
o
"""" quantil empirique = quantil empirique
__quantil théorique — quantil théorique
o | c ]
(] (]
T T T T T T T T T T T T
00 05 1.0 15 20 00 05 10 15 20 25 30
at at

Fic. 3.4 — Quantile empirique vs quantile théorique d’une loi exponentielle

Nous remarquons dans la graphe la quantile empirique s’approche a la quantile théo-

rique lorsque n est grand.
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Conclusion

ans ce mémoire nous avons étudié la théorie d’échantillonnage et ses applications.
D L’objectif de I’échantillonnage est de tirer des conclusions sur les caractéristiques
de la population inconnue sur la base d’informations sur certaines caractéristiques d’un
échantillon sélectionné, la stratégie de cette méthode constitue une étape essentielle de la
conception des expériences scientifiques, L.’échantillonnage est devenu une méthode efficace
et inévitable dans toutes les études liées a la vie, I'une des utilisations les plus importantes
recherche (exemple : dans les laboratoires de chimie pour déduire les phénomeénes ou les
transformations de la matiére, prendre des échantillons de sang pour détecter le groupe
sanguin et certaines maladies, ...)
L’échantillonnage vise & réduire le temps et économiser l'effort et I'argent. L’étude des
échantillons nous permet d’obtenir des résultats précis avec les mémes caractéristiques
que la population d’origine et donc les résultats peuvent étre généralisés a la population

dans son ensemble.
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Annexe A : Logiciel R

R est un systéme, communément appelé langage et logiciel, qui permet de réaliser des
analyses statistiques. Plus particulierement, il comporte des moyens qui rendent possible
la manipulation des données, les calculs et les représentations graphiques. R a aussi la
possibilité d’exécuter des programmes stockés dans des fichiers textes et comporte un grand
nombre de procédures statistiques appelées paquets. Ces derniers permettent de traiter
assez rapidement des sujets aussi variés que les modeles linéaires (simples et généralisés),
la régression (linéaire et non linéaire), les séries chronologiques, les tests paramétriques et
non paramétriques classiques, les différentes méthodes d’analyse des données,... Plusieurs
paquets, tels ade4, FactoMineR, MASS, multivariate, scatterplot3d et rgl entre autres sont
destinés a ’analyse des données statistiques multidimensionnelles.

Il a été initialement créé, en 1996, par Robert Gentleman et Ross IThaka du département
de statistique de I’Université d’ Auckland en Nouvelle Zélande. Depuis 1997, il s’est formé
une équipe "R Core Team" qui développe R. Il est congu pour pouvoir étre utilisé avec
les systémes d’exploitation Uniz, Linux, Windows et MacOS.

Un élément clé dans la mission de développement de R est le Comprehensive R Archive
Network (CRAN) qui est un ensemble de sites qui fournit tout ce qui est nécessaire a
la distribution de R, ses extensions, sa documentation, ses fichiers sources et ses fichiers
binaires. Le site maitre du CRAN est situé en Autriche & Vienne, on peut y accéder par
I'URL : "http ://cran.r-project.org/". Les autres sites du CRAN, appelés sites miroirs,

sont répandus partout dans le monde.
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Annexe A : Logiciel R

R est un logiciel libre distribué sous les termes de la "GNU Public Licence". Il fait partie in-
tégrante du projet GNU et posséde un site officiel a I’adresse "http ://www. R-project.org”.
Il est souvent présenté comme un clone de S qui est un langage de haut niveau développé
par les ATET Bell Laboratories et plus particulierement par Rick Becker, John Chambers
et Allan Wilks. S est utilisable a travers le logiciel S-Plus qui est commercialisé par la

société Insightful (http : //www.splus.com/).
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Annexe B : Abréviations et

Notations

Les différentes abréviations et notations utilisées tout au long de ce mémoire sont expli-

quées ci-dessous.

v.a Variable aléatoire.
E(.) Espérence mathématique.

Var(.)  Variance.

o I’écart type

Mgy bk Moment et moment centré d’ordre k.
ox (.) Fonction caractéristique de X.

E Population.

&n Echantillon de FE.

T Convergence en probabilité.

£ Convergence en loi.

= Convergence presque sire.

g Convergence en moyenne d’order p

LGN Lois des grands nombres.
TCL Théoréme centrale limite.
G La somme de v.a indépendantes.

by (T,) Biais de I'estimateur.
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by (T,,)  Biais de l'estimateur.

0 Parameétre a estimer.

X, Moyenne empirique.

cd (L) La coefficient d’asymétrie.
ca(.) La coefficient d’aplatisement.
—~2

Sh Variance empirique.

S2 Variance empirique corrigée

Cov (X,,S?%)  Covariance de X, et S2.

mk pk Moment empirique et moment centré empirique d’ordre k.
F. () Fonction de répartition empirique

Lix,<a} Fonction indicatrice de 'ensemble {X; < x}.
1.0.d Indépendantes et identiquement distribuées.
Tp Quantile d’order p.

Qn(.) Quantile empirique d’order p.

N (0,1) Loi normale centré réduite.

N (i, 0%) Loi normale de moyenne z et de variance o>
X? Loi khi-deux a n degrés de liberté.

T, Loi Student a n degrés de liberté.

R Ensemble des nombres réels.

N* Ensemble des entiers naturels non nul.

C Ensemble des nombres complexes.
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