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Introduction

Il ya dans la vie des phénomeénes, qui se reproduisent rarements, tels que les risques qui sont
des evénéments précis, et dont 'impact est trés important et leur effets restent longtemps comme

par exemple la crise financiére mondiale de 2008 qui a touché I’économie mondiale.

Pour cette raison les institutions financiéres (les banques et les compagnies d’assurance)
cherchent toujours des methodes et des techniques pour mesurer ces risques et diminuer ainsi

les effets négatifs et éviter la perte qui peut en découlée.

1l existe plusieurs facons de mesurer le risque, dans ce travail nous allons presenté la mesure la
plus répandue qui est la Value at Risk (VaR) établie par JP Morgan (1993) utilisable par plusieurs
institutions financiéres, mais son principal inconvenient et qu’elle n’est pas une mesure de risque

cohérente au sens de Artzner et al (1999) .

Dans ce mémoire qui s’articule autour de trois chapitres, nous avons presenté la VaR comme

mesure de risque ainsi que ses estimations paramétrique et non paramétrique

Dans le premier chapitre nous présentons les notions élémentaires de probabilité et statis-
tique ainsi que des rappels sur les propriétés et les caractérisations principales d’une mesure de
risque(fonction de perte, risque, ...).

Dans le deuxiéme chapitre nous définissons la VaR et quelques mesure alternatives a la VaR
comme "la Tail -value at risk" (TVaR), "'Expected shortfall" (ES) et "La Conditionnel tail
expectition" (CTFE), les avantages et les inconvinients de la VaR sont données dans cette partie,

les méthodes d’estimations paramétrique et non paramétrique. sont présentés a la fin de ce chapitre

Une application directe de ce qui précéde en forme de simulation sera presenté dans le troisiéme

et dernier chapitre.



Chapitre 1

Notions de probabilités et statistiques

1.1 Notions préliminaires

Dans cette premiere partie du travail sont présentés les notions préliminaires et les définitions
fondamentales nécessaire en probabilité et statistique et quelques notions sur la théorié de la mesure

et qui sont nécessaire a la compréhension de ce qui suit dans ce mémoire.

1.1.1 Espace probabilisé

Nous allons presentés en premier lieu I’espace probabilisé comme base fondamentale et dans

le calcul des probabilité et statistique ([5] et [IT])

Définition 1.1.1 On appelle espace probabilisé le triplet (2, F ,P).ou

— Q :ensemble fondamental (tous les résultats possibles liés a une experiénce donnée)
— F :une tribu (de sous ensemble de )

— P :une probabilité
Remarque 1.1.1 Le couple (2, F) s’appelle espace probabilisable (ou mesurable en mesure de probabilité)

Définition 1.1.2 f C P (Q)est une tribu (ou une o-algebre) si :

1. Qe F
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2. Stabilité par passage au complémentaire (A crF=AcrF )

3. Stabilité par réunion dénombrable (Vz’ eENA ef = 'UNAi cF )
1€

Définition 1.1.3 On appelle probabilité sur (2, F) (ou loi de probabilité) une application P de F
dans [0, 1] telle que :
P: (Q,F)—[0,1]
A—P(A)
1. P(2)=1

2. pour tout ensemble dénombrable d’événements deux & deux incompatibles Agy, Ay, ..., Ay, ... on

P (LZJAZ) = TP (4)

Définition 1.1.4 Soit (©4,.A) et (2, B) deux espaces mesurables alors f : Qy — Qs et (A, B)-
mesurable si :

VBeB,f(B)e A

Autrement dit

f est mesurable < f~' (B) € A

Définition 1.1.5 Une variable aléatoire réelle(v.a.r) X est une application mesurable de (2, F)

dans R muni de sa tribu borélienne (R, Bg) :

X: (F)— (R,Bg)
AL X(4)

1.1.2 Fonction de répartition et quantile

Aprés avoir donné la définition d’une v.a il est necessaire de donner maintenant les définitions
générales de la fonction de répartition et du quantile d’une v.a, ainsi que la relation entre elles
et les deux théorémes les plus connues en statistique et probabilité et qui sont le théoreme de

Glivenko-Cantelli et le théoréme central limite que nous allons bien sur présentés dans cette partie

(voir [III)
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Définition 1.1.6 Soit X une v.a.r .On appelle fonction de répartition de X la fonction
F :R —[0,1] définie par :
Vo e R, Fx(z) = P(X <uz).

Définition 1.1.7 On appelle fonction de densité d’une v.a X la dérivée de la fonction de répar-

tition de cette v.a c’est a :dire :

fx (z) B

Autrement dit

Théoréme 1.1.1 (Glivenko-Cantelli) Soit (X,;n € N*) une suite de v.a.r indépendantes et de

meéme loi Fx(x) p.s (presque-sirement) i.i.d

lim sup | F,(x) — Fy (z) |= 0,

=0 zeR

ou F,, est définie par :
F()_lilx —10 d{k e {1 b X <z}
n(r)=— o= —Car s, M} x
né= {Xp<a} n k

est la fonction de répartition empirique associée a l’échantillon (Xq, ..., X,,).

1.1.d : indépendantes et identiquement distribuées.

Définition 1.1.8 Soit X une v.a.r de fonction de répartition F.pour a € 10, 1[,0n appelle quantile

(ou fractile) d’ordre « la valeur x,, :
zo = inf{z € R, Fx(z) > a} pour.a €]0,1].

Remarque 1.1.2 Si F' est continue et strictement croissante alors x, est l'unique nombre réel

4
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qui réalise :

Fx (z4) = a & 1, = F;'(a)

Théoréme 1.1.2 ( Central limite) Soit (X,,) une suite de v.a indépendantes de méme loi d’es-

pérance m et d’écart-type o. Alors :

1 (X1+...+Xn—nm
o

NG ) — N (0,1) quand (n — o0)

Ou N (0,1) est la loi gaussienne de moyenne m = 0 et de variance 0% = 1

1.1.3 Moments d’une variable aléatoire

Le moment d’une v.a est définie comme suit [I1] :

Définition 1.1.9 Pour une v.a discréte, on définit le moment d’ordre k (k € N) par la formule :
B(X") =) P (X =ux).
Pour une v.a continue admettant une densité, on définit le moment d’ordre k par la formule :

E(X") :/xkfx () dx.

R

Définition 1.1.10 On définit les moments centrés d’ordre k par la formule :
=B [(X - B(X)].
On a évidemment 11 = 0 et puy = V(X) . Si la distribution de la v.a est symétrique, on a :
pok+1 = 0, Vk.

Remarque 1.1.3 Pour k =1, E(X) c’est lespérance mathématique (la moyenne)
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Remarque 1.1.4 L’espérance mathématique n’existe pas toujours.

Exemple 1.1.1 Soit X v.a de loi Cauchy de densité :

On a:

:/xfxxdx
R
/77 1—i-x2
R

Cette intégrale diverge donc [’espérance n’existe pas

Définition 1.1.11 On appelle variance d'une v.a X notée V (X) ou 0? la quantité définie par :
V(X)=E[(X - E(X))]
Ou encore
V(X)=E[X?+ (E(X))’ — 2XE (X)]

= F (X?) — (B (X)),

1.1.4 L’espérance conditionnelle

Il ya plusieurs formulations qui définissent ’espérance conditionnnelle nous reprenons la for-

mulation la plus usuelle dans [§]

Définition 1.1.12 Soit X une v.a définie sur (2, F,P), G sous tribu de F ['espérance condition-

nelle de X par rapport a G notée par B (X/G) est une v.a vérifiant :

1. G — mesurable

2. [E(X/G)dp= [ Xdp,VAe G
A A
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1.1.5 La loi normale

La loi normale est I'une des lois de probabilité les plus utilisées pour la modélisation des
phénomeénes et évenements naturells, elle permet d’approcher d’autre lois de probabilité grace au

théoréeme .central limite (voir [II])

Définition 1.1.13 On dit que X est de loi normale N (m, o) si sa densité est définie par :

fx () = ! exp [—1 (x_m>2] z €R.

oV 2 2 o

Remarque 1.1.5 Sim =0 et 0 = 1,0n dit que X suit la loi normale centrée réduite N (0,1) sa

densité est alors définie par :

fx (x) = \/12_7rexp {—%12] ,x € R.

Remarque 1.1.6 Les moments de la lot normale centrée réduite existent pour tout ordre, et

comme elle est symétrique on a :

H2k+1 = 0,
(2k)!
Hok = orpr

1.1.6 Statistique d’ordre

La statistique d’ordre joue un role essentielle dans la théorie des mesures de risques en parti-

culier les méthodes d’estimations de mesure de risque [2]

Définition 1.1.14 Pour un échantillon (Xi,..., X,) i.i.d de méme loi Fx (z) = P(X < =z), on

définit la statistique d’ordre associée o (X1, ..., X,,) par :

Xl,n S X2,n S S Xi—l,n S Xi,n S Xi+1,n S o < Xnn

des valeurs ordonnées (sens croissant).
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Notation 1.1.1 On note :

1/X1, = min {X;}

1<i<n

2/ X, = max {X;}

1<i<n

3/ Xin = la i statistique d’ordre.
1.1.7 Estimation de la densité par noyau

Il existe plusieurs méthodes d’estimation de la densité d’une v.a, il ya I'approche paramétrique
et ’approche non paramétrique dans ce mémoire nous présentons la méthode la plus connue pour
I’estimation non paramétrique qu’est ’estimation par noyau, c’est une généralisation de la mé-
thode d’estimation par histogramme introduite par Parzen-Rozenblatt en 1962 elle se base sur un
échantillon d’une population, elle dépend du parametre de lissage h et un noyau.commencgons par

donner la définition de l'estimation de la densité par noyau (voir [12]) :

Définition 1.1.15 Un noyau k est une fonction mesurable, intégrable définie de R — R tel que :

1. 0} = [ 2%k (z)dx < 00
R

2. = [ak(x)dz =0
R

Définition 1.1.16 Soit k : R — R et h > 0 [’estimateur a noyau de f est :

nhz <Xk—;1:>’

ou k est le noyau et h est une fenétre de lissage.

Lemme 1.1.1 Si le noyau k est positif et [ k(z)dx = 1, alors lestimateur fn est une densité de

probabilité. De plus fAn est continue si k est continue.

Exemple 1.1.2 Exemple de noyauzx les plus utilisés dans l'estimation de la densité :

1. Noyau Gaussien :
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2. Noyau Triangulaire :
3. Noyau Rectangulaire :
4. Noyau d’Epanechnikov :

5. Noyau Quadratique (Biweight) :

15

k(z) = 6 (1—2%)" L)

En plus du noyau l'estimation dépend d’un parametre de lissage définie comme suit :
Définition 1.1.17 Le paramétre de lissage h est un paramétre qui dépend de n c’est & dire :
h = h(n),pour n € N*
Remarque 1.1.7 Pour assurer la convergence de };vers f les conditions suivantes sont imposées :
biais (ﬁ) — 0 quand (h — 0)

Vv (ﬁ) — 0 quand (nh — o0)
Remarque 1.1.8 [7 Le noyau k détermine la forme du voisinage autour du point x et h controle
la taille de ce voisinage.

1.2 Mesures de risque

Une mesure de risque est un outil important pour controler et mesurer le risque dans n’im-

porte qu’elle etablissement surtout les etablissements financiérs . Dans cette section notre but est

9
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de donner quelques éléments fondamentaux sur la théorie de mesure du risque , on introduit la

définition de la fonction de perte et du risque, ainsi que quelques propriétés associées

1.2.1 Fonction de perte et le risque d’un estimateur

Avant d’entamer le travail sur la mesure de risque, commenconsd’abord par donner la définition

générale de la fonction de perte et le risque [10]

Définition 1.2.1 La fonction de perte (de cott) pour le modéle X de (2, F,{Fp,0 € O}) est une

fonction mesurable de (© x ©) a valeurs réelles positives :
L(e,é) L OxO R,

L («9, 5) est vue comme une distance entre 0 et 0
— Perte absolu : L <0,§> =0 — §| .

e N2
— Perte quadratique : L (9, 9) = (9 — 9) .

Définition 1.2.2 Un risque est une v.a.r définie sur (2, F) par :

R (9, 5) B (L (9, §(X))> - /L (9, 5(.75)) dFy (z).

Remarque 1.2.1 Pour les opérations bancaires on utilise des v.a de gain (X > 0), mais dans le
domaine de l’assurance on utilise l'inverse , il est habituellement approprié de supposer que la perte

(X < 0) est négative.

1.2.2 Mesures de risque

La définition et les différentes propriétées d’une mesure de risque sont presentés dans cette

partie (voir [3] et [II)
Définition 1.2.3 Une mesure de risque p(X) (éventuellement infinie) est une fonctionnelle qui

10
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attribue une valeur réelle a la variable aléatoire X des pertes associées a un risque tel que :

p: X —R
X = p(X)

Ou X [’ensemble de v.a de pertes réelles définies sur un espace mesurable (2, F),X contient les

constantes et est stable par ’addition et la multiplication par un scalaire.

Exemple 1.2.1 Quelques mesures de risques :

1. L’ecart type (déviation) : est une mesure de dispersion d’une variable aléatoire autour de sa

moyenne.

2. Value at risk (VaR (X, «)) : le quantile d’ordre o de X pour une probabilitée P sur (2, F)

donnée.

Définition 1.2.4 On dit que p est une mesure de risque monétaire si elle vérifie :

1. p est croissante :

X>2Y=p(X)>p(Y).

2. Invariante par translation :

p(X +¢c)=p(X)+eVeeR.
Définition 1.2.5 On dit que p est convexe si :

PAX+(T=XNY)<pX)+1-=XNp(Y),VAe0,1].

Définition 1.2.6 p est positivement homogéne si :

p(0X)=0p(X),V0 € R,.

11
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Définition 1.2.7 On dit aussi que p est sous additive si :

p(X+Y)<p(X)+p(Y).

Lemme 1.2.1 Si p est une mesure de risque monétaire positivement homogéne, alors elle est

convexe si et seulement si elle est sous additive

Définition 1.2.8 Une mesure du risque p est dite cohérente si elle vérifie les propriétés suivantes :

A, Invariante par translation
A, Croissante
A3 Positivement homogéne

A, Sous-additive
Ces axiomes sont intérprétés de la fagon suivante :

Axiomel. Cet axiome signifie que I'ajout d’un montant fixe & un risque va changer la valeur de

mesure du risque par le méme montant.

Axiome2. Cet axiome signifie que si le risque Y est plus grand que le risque X, alors les mesures

correspondantes doivent satisfaire a la méme inégalité.

Axiome3. Cet axiome signifie lorsque I'investissement est multiplié, par conséquent le risque est

également multiplié

Axiome4. Cet axiome est d’intégrer I'idée de diversification c’est a dire : Le risque d’un porte-
feuille comprenant des investissements en X et Y est aussi plus grand que la somme des

risques individuels.

Définition 1.2.9 Le vecteur aléatoire (X1, Xs), de fonctions de répartition marginales Fy, Fy

(resp), est un vecteur comonotone s’il existe une variable aléatoire U de loi uniforme sur [0,1];

telle que (X1, X5) a la méme loi que (Fy " (U), Fy ' (U))

12
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Définition 1.2.10 On appelle mesure de risque comonotone additive toute mesure de risque p
telle que :

p(X+Y)=pX)+p(Y).

Remarque 1.2.2 Une mesure de risque p contient un chargement de sécurité si pour tout risque
X,ona:

p(X)>E(X).

Corollaire 1.2.1 Sip est une mesure de risque monétaire et homogéne, et normalisée a0 (p (0) = 0)

alors la convexité et la sous-additivité sont des notions équivalentes.

13



Chapitre 2

Estimation paramétrique et non

paramétrique de la VaR

2.1 La Value at Risk

Au début des années 90, la VaR est apparue comme mesure de risque en réponse a de nom-
breuses catastrophes et crises qui ont touchés les marchés financiérs (les banques et les compagnies
d’assurance) en cette période . Dans ce chapitre nous allons présentés les propriétés élémentaires
de la VaR ainsi que quelques mesures de risques alternatives a la VaR, la fin de ce chapitre est

consacrée aux méthodes d’estimations de la VaR.

2.1.1 Dlorigine de la VaR

Le concept de la VaR est apparue pour la premiére fois a la banque J.P Morgan, lorsque le
président de la banque Dennis Witherstone a demandé au personnel de la banque de lui apporter
un rapport quotidien sur les pertes au cours des 24 prochaines heures (rapport 4.15) le personnel

a collecte ces risques dans une seule mesure de risque "VaR"

La VaR a eu un impact particuliérement positif sur les institutions financiéres en 1990 et a

été mise en évidence lors de la conférence J.P Morgan de 1993 pour plus de détails voir [0]

14
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2.1.2 Définition et propriétés

La définition qui est le plus souvent utilisée pour la VaR est la suivante (3) :

Définition 2.1.1 En terme mathématique la Value at risk (VaR (X, «)) c’est le quantile d’ordre

a de X pour une probabilité P sur (Q, F) donnée définie par :

VaR(X,a) = Inf{z,P(X <z) > a}

= Inf{z, Fx (1) > a} = Fy'(a) = 7,.

Remarque 2.1.1 La VaR dépend de trois données essentielles :

— Le niveau de confiance (95% ou 99% en général).
— La loi de distribution des pertes.

— L’horizon temporel (I’horizon est long = la perte est grande).
Remarque 2.1.2 Certains auteurs notent VaR (X, «) le quantile d’ordre 1 — .

Lemme 2.1.1 []]Va € [0,1], si g est strictement croissante et continue o gauche alors :
VaR(g(X),a) = F (o) = g(F;'(a)) = g(VaR(X, q))
Alors que si g est fonction strictement décroissante, continue o droite et si F'x est bijective

VaR(g(X),a) = F, (@) = g(F5' (1 — a)) = g(VaR(X,1 - a)).
Proposition 2.1.1 La VaR est une mesure de risque comonotone additive mais n’est pas sous

additive .

Exemple 2.1.1 On peut citer les risques indépendants suivant des lois de Pareto, X ~ Par (1,1)
etY ~ Par(1,1) c-a d

1

15
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Alors
VaR (X,a) =VaR(Y,a) = Fi' (o) = Fy' (o) = — 1.

De plus, on peut ecrire :

2 In(1+¢
+2n( +2)’
241 (2+1)

PX+Y <t)=1-

Or

PIX+Y <2VaR(X,a) = a — (1_0‘)21n(1+0‘) <a

Donc Va
VaR (X,a)+VaR(Y,a) < VaR(X + Y, a).

2.1.3 Avantages de la VaR

C’est les institutions financiéres qui viennent en premiére position dans l'utilisation de La
VaR qui donnent une attention considérable & cette valeurs utile dans la détermination du seuil
de risque pour les institutions financiéres et les investisseurs qui y sont actifs, mais au-dela de cela,
elle s’applique & d’autres domaines en raison des nombreux avantages qui en découlent, notamment :

1. Permet de mesurer différents risques sur différents marchés et pour différents actifs a risque

2. Résume tous les risque en un seul cas par rapport a des mesures traditionnelles du risque
comme la déviation standard et le degré de sensibilité ne donnent pas une perception de
Iampleur des pertes possibles mais simplement une information sur le pourcentage de la

déviation du prix ou rendement de I'actif par rapport & sa moyenne
3. Développer une évaluation quantitative de la perte
4. Fournir des rapports externes et internes aux autorités de surveillance
5. Tient compte de tous les facteurs de risques possibles (la volatilité, la corrélation, la convexité...)

6. Une procédure adaptée & de nombreux risques
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Chapitre 2. Estimation paramétrique et non paramétrique de la VaR

2.1.4 Inconvénients de la VaR

Malgreé I'intérét suscité par la VaR,celle-ci présente certains inconvénients . Nous mentionnons

les plus importants :

1. La VaR n’est pas une mesure de risque sous-additive car la VaR du portefeuille total est
inferieure & la somme des VaR des portefeuilles qui le compose, ce-ci implique que la VaR

n’est pas une mesure de risque cohérente au sens de P.Artzner et al

2. La VaR correspond & un quantile donné car elle ne donne pas des valeurs précises pour les

risques au-dela de cette quantité.

2.1.5 Mesures alternatives a la VaR

En dépit des avantages dont dispose la VaR et de I'utilisation généralisée par les investisseurs
et les institutions financiéres pour sa facilité et I’estimation quantitative de la perte avec un certain

niveau de probabilité, et sur une certaine période, elle présente des inconvénients .

Pour remédier a ces défauts nous présentons trois approches dont I'idée commune est de

quantifier le risque lorsque la VaR est dépassé :

1. La Tail-Value at Risk (TVaR).
2. La Conditionnel Tail Expectation (CTE).

3. L’Expected Shortfall (ES).

Nous définissons précisément ces mesures ci-dessous d’aprés ([I] et [3])

La Tail-Value at Risk (TVaR)

Définition 2.1.2 La Tail-Value at Risk (TVaR(X,«)) c’est la moyenne des VaR de niveau su-

périeur & o définie par :

TVaR (X;a) = | !

—

1
/ VaR (X, 1) dt.
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Chapitre 2. Estimation paramétrique et non paramétrique de la VaR

1 1
= o (1) dt.
1_@Ax<>

Remarque 2.1.3 [9|1] existe une fonction de répartition Fy (transformée de Hardy-Littlewood de

Fx ) telle que Va,

Fit () =TVaR (X, a)

Si X a pour loi I
TVaR(X,a) = VaR(X,a).

LaTVaR de X est donc laVaR de la transformée de Hardy-Littlewood de X . Notons que TV aR(X,0) =

E[X].Et comme
1
-«

TVaR(X,a) = {E(X)—/OaVaR(X,t)dt}.

On en déduit que la TV aR est une fonction croissante en o De plus
TVaR(X,a) > TVaR (X,0) = E(X).

= La TV aR contient toujours un chargement de sécurité

Proposition 2.1.2 La TVaR est comonotone additive :
TVaR(X +Y,a)=TVaR (X,a)+TVaR (Y, ).

La Conditionnel Tail Expectation (CTE)

Définition 2.1.3 (L’espérance conditionnelle de queue) Notée par (CTE (X, «)) c’est ’es-
pérance conditionnelle de la perte attendue X; sachant que celle-ci dépasse la VaR au méme
niveau o définie par :

CTE(X,a) =E(X/X > VaR(X,a).)
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Chapitre 2. Estimation paramétrique et non paramétrique de la VaR

Définition 2.1.4 (La valeur en risque conditionnel) Notée CVaR(X, «) et définie par :

CVaR (X,a) =E[X —VaR(X,a) /X > VaR (X, a)]
=E[X/X >VaR(X,a)| —E[VaR(X,a) /X > VaR (X, a)]

=CTE (X,a)—VaR (X, ).

L’Expected Shortfall (ES)

Définition 2.1.5 (L’Expected shortfall ) C’est la prime stop-loss dont la franchise est VaR (X, «)
notée (ES (X, a)) et définie par :

ES(X,a)=E[(X —VaR(X,a))4].

(X —VaR (X,a))y = max (X — VaR (X, ),0).

La proposition suivante montre la relation entre VaR, TVaR, CTFE et ES

Proposition 2.1.3 Quel que soit le niveau de probabilité o € [0,1] les identités suivantes sont

vérifiées :

1
TVaR(X.a) = VaR (X,a) + 7——ES (X, a).

—

1
Fx (VaR(X,a))

CTE (X,a) =VaR (X, a) + ES (X, a).

Remarque 2.1.4 Fy est la fonction de survie tel que :

Fx(z)=1-Fx(z)=P(X >2z).

Proposition 2.1.4 La CTE et la TVaR coincident pour des risques dont la fonction de réparti-
tion est continue

CTE (X,a)=TVaR (X,«a),a € [0,1]
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Chapitre 2. Estimation paramétrique et non paramétrique de la VaR

La TV aR est invariante par translation et homogéne.De la méme maniére, [’homogénéité de la

VaR garantit I’homogénéité de la TV aR.

Lemme 2.1.2 Soient le risque X et le niveau de perte o tels que Fx (a) > 0 Quel que soit

’événement aléatoire Z tel que P(Z) = Fx (o) on a B (X/Z) <E(X/X > a).

Cette proposition garantie que la T'VaR est sous-additive lorsque les risques sont continus (la

TVaR et la CTE coincident)

TVaR(X +Y,a) =EB[X/X +Y > VaR(X +Y,a)] +E[Y/X +Y > VaR (X +Y,q)]
<E[X/X >VaR(X,a)|+E[Y/Y > VaR (Y, )]

=TVaR (X,a)+TVaR (Y, a)
De la méme maniére, la TV aR est monotone puisque lorsque P[X <Y] =1

TVaR(Y,a) =E[Y/Y > VaR (Y, a)]
>E[Y/X > VaR (X, )]

>E[X/X >VaR(X,a)] =TVaR (X, a)

Proposition 2.1.5 La TVaR est cohérente pour les risques continus, et coincide alors avec la

CTE

Proposition 2.1.6 La TVaR est la plus petite mesure de risque majorant la VaR qui soit cohé-

rente

2.2 Estimation paramétrique et non paramétrique de la

VaR

Il existe de nombreuses méthodes et techniques d’estimations de la value at risk, dont le but

est de fournir des méthodes plus utilisées pour trouver des solutions aux problémes en général.
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Chapitre 2. Estimation paramétrique et non paramétrique de la VaR

Dans cette section nous allons nous intéresser aux deux différentes méthodes d’estimations de la

VaR

— Estimation paramétrique.

— Estimation non paramétrique

I'estimation du VaR a partir d'un échantillon indépendant (voir [3])

2.2.1 Estimation paramétrique de la VaR

Hypothese classique en finance : rendements gaussiens.

Si X ~ N (m,o)ona:

P(X < VaR (X, a)) :a(:)IP(X_m < VGR(X’O‘)_m) = a

o o

D’apres le théoreme central limite (LT 2)on a :

Alors la VaR de niveau « est

VaR(X,a) =m+ oo ' (a)

Ou ¢ désigne la fonction de répartition de la loi normale centré réduite N (0,1) et ¢! sa fonction

réciproque.

Remarque 2.2.1 ¢! («) est tabulé c’est a dire égale a :—1.64 si a = 0.05, et égale a —2.32 si
a=0.01, et —3.09 sz o = 0.001

Exemple 2.2.1 Modéle Gaussien intéressant pour les risques agrégés dans des modéles a facteurs.

Supposons que X1,---, Xq soient d risques et que

Xi :a,—l—blZ—l—el,z: ]_,...7d
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Chapitre 2. Estimation paramétrique et non paramétrique de la VaR

Ou les bruits ¢; sont supposés indépendants entre eux et de Z , avec g; ~ N (0,02) et Z ~ N (0,1)

, alors X = X1+ Xo+ ... + Xy est gaussien . De plus, les VaR pour chacuns des risques sont.

VaR (Xsa) = a;+ ¢ ' (a) /o2 + b7

mais surtout

VaR(X,a) =a+ ¢ " (a) Vo2 + b2

Ova=ay+ay+..+aq,b=0b+by+..+bg,0>=0t+05+..+03

Définition 2.2.1 FEtant donné un échantillon (X, ..., X,),’estimateur gaussien de la VaR de

niveau o est

VaR(X,a)=m+0¢ ' (a);m==-Y X;,,6=,|- X, —m
(Xa) =450~ ()i = > X5 = [ =" (X =)
Toutefois, il peut étre intéressant d’utiliser des approximations :

VaR(X;a) ~E(X) + Z,\/V (X)

Ou

E[(X-EX)] , _B[X-B(X)]
E[(X - E (X))’

Cy =
Définition 2.2.2 Etant donné (X1, ..., X,,),un echantillon i.i.d l’estimation de Cornish-Fisher de

la VaR de niveau o est alors :

VaR (X,a) = @ + Za6
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Ou
-1 -1 2 2 -1 3 —1 C(12 —1 3 —1
Zo=¢""(@)+—=[07 ()" =1+ = [¢7" (0)” = 3¢7" (a)] —%[% (a)” =59~ ()]
Avec 61 lestimateur usuelle du skewness, et 62 Uestimateur usuelle du kurtosis

(n—1) Z

~

Cl—

<n—2>[i<X—A

i=1

Remarque 2.2.2 De maniére plus générale, si Fx € F = {Fyp,0 € O} continue , @(X, a) =

F; ' (), et donc un estimateur naturel de la VaR de niveau o est alors définie par :
oD _ -1
VaR(X,a) = F; ().
Ou 0 est un estimateur de 0 (par maximum vraisemblance, par la méthode des moments, etc ...).

2.2.2 Estimation non paramétrique de la VaR

Les modéles paramétrique donnent des calculs simples et rapides mais induisent inévitablement
des erreurs de modéles, et pour éviter ces erreurs dans le choix de la famille paramétrique F, il

est nécessaire d’envisager des estimateurs non paramétriques qui sont définies par :

Définition 2.2.3 La fonction VaR empirique, construite a partir de (X, ..., X,)
VaR(X,a) = Inf{z,F, (z) > o} = F, ' ().

Tenant compte du fait que F,, est une fonction en escalier continue a gauche, on notera que :

1—1 7
<a< —
n n

m(X, a) =X;, ou
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Chapitre 2. Estimation paramétrique et non paramétrique de la VaR

Remarque 2.2.3

— L (X an+ Xnasin) sina €N
VaR (X, a) = 3 (Koo, #1n)

ot [.] est la partie entiere.
Xnaj+1,n Sinon

—

= VaR (X, %) est la médiane empirique.

Si o=

N =

Normalité asymptotique :

Proposition 2.2.1 Si (X, ..., X,,) est un échantillon i.i.d. de loi absolument continue de densité

f, et que f (VaR(X,a)) >0, alors :

a(l—a)
"f2(VaR (X, )

\/ﬁ[m(X,a) —VaR(X,oz)} LN <O ), lorsque (n — o).

Proposition 2.2.2 Si (X, ..., X,,) est un échantillon i.i.d. de loi absolument continue admettant

une densité f telle que f (VaR (X, a)) > 0, alors :

a—F,(VaR (X, «a))

VaR(X,a) = VaR (X, 0) + =77 oo

+ Zn

ou, presque strement, Z, = O (n_3/4 logn]'/? [log (log n)l/4D amélioré sous la forme

Zy=0 (n*3/4 [log (log n)]3/4)

Définition 2.2.4 (Estimation a noyau de la VaR) La fonction de répartition empirique lis-

sée, construite a partir de (X, ..., X,) est :
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x

Ou K (z) = [ k(t)dt, k étant un noyau et h > 0,alors la VaR estime par noyau est :
VaR(X,a) = F.* ()

Définition 2.2.5 (Sheater et Morran 1990) [IZ

<
o
=
s
L
I
3
s
3
—n
=
R
~
v‘ |
Q
~_
Q.
~~

VaR (X, a) = i [K <%;O‘> K (Th_O‘)] Xim.

=1

Définition 2.2.6 ( Harrell-Davis ) [J

— -~ F 1
VaR (X, a) = ((n4Dal=1 (1 gyl DA gy | X
X =3 | [ prrmamrm T 4y v

=1 |,

n @ 1-— d XZ n-

Dall'[(n+1) 5]

25



Chapitre 3

Application en finance

3.1 Estimation de la TVaR

3.1.1 Présentation de la compagnie d’assurance AXA

AXA est un groupe international francais spécialisé dans I’assurance depuis sa création et dans
la gestion d’actifs depuis 1994, il est la premiére marque mondiale d’assurance pour la 10 année
consécutive en 2018

AXA a été crée par Claude Bébear en 1817.

3.1.2 L’objectif :

L’objectif principal de cette étude est d’appliquer la simulation historique (H.S)(non paramétrique)

pour le calcul de la VaR et aprés le calcul de la TV aR

3.1.3 Données :

Les cours quotidiens de la compagnie d’assurance AXA qui sont observé pour la période allaut du

21/4/2017 au 21/4/2019.
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Chapitre 3. Application en finance

Définition 3.1.1 Le rendement journalier (hebdomadaire, mensuel, ...) d’un actif financier est

I
P =1 t
t H(R_l), >0

Ou P, la valeur de lactif a la date t.

définie comme suit :

Définition 3.1.2 La VaR historique est :
VaR = WyQuantile (1 — o, HR)

o1
HR :represente les rendements historique

Wo.est la valeur du portfeuille au moment du calcul

Remarque 3.1.1 Si la période de détention et superieure & 1 jour on doit la multiplier par

V'N (la période de détention)

3.1.4 A Y’aide du logiciel R
Calcul des rendements d’AXA :

Le graphe des rendements quotidiens d’AXA du 21/4/2017 au 21/4/2019 :
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Chapitre 3. Application en finance

Rendements quotidiens AXA du 21/4/2017 au 21/4/2019

0.05
|

Rendement
0.00
1

-0.05

I I I I I I
0 100 200 300 400 500

Temps

F1G. 3.1 — Rendements journaliére de la compagnie d’assurance AXA

La statistique des rendements d’AXA :

Le tableau ci-dessus donne la statistique des rendements d’AXA :

[ [ AXA |
| Min [ -0.0928000 ||
| 1”quantile | -0.0068570 |
| Mediane | -0.0004614 |
| Moyenne | -0.0000327 |
| 3°"“quantile | 0.0057930 ||
| Max [ 0.0834700 |
H Kurtosis H 15.9007 H
| Skewness | 0.1224513 |

TAB. 3.1 — Statistique de série des rendements

Dans cette table (voir le tableau [3.1]) nous notons que le skewness est superieure a 0, signifie que

la distribution de densité des rendements s’est écarté vers la droite.Ainsi, nous pouvons dire que
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la distribution des rendements a une asymétrie positive.De méme maniére,nous constatons que le

kurtosis, qui est dans notre cas supérieur a 3.

Tests de normalité des rendements d’AXA :

La fréquance de histogramme et QQplot permettent de déterminer si les rendements du cours

de l'action AXA satisfont ’hypothése de normalité.

Par QQplot : le graphe de test de normalité des rendements par QQplot :

QQplot d'AXA

005
|

0.00

Sample Quantiles

-0.05

Theoretical Quantiles

Fic. 3.2 — Test graphique de la normalite de série des rendements par QQplot

La tendance clairement non linéaire du QQ plot des rendements (voir le figure [3.2]) nous permet

a premiere vue de rejeter ’hypothese de normalité.des rendements
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Par histogramme : le graphe de test de normalité des rendements par histogramme :

Histogram of rendement

|

25

20

Density
15

10

[ I I I ]
-0.10 -0.05 0.00 0.05 0.10

rendement

F1G. 3.3 — Test graphique de la normalite de série des rendements par histogramme

D’aprés la comparaison entre 1’histogramme des rendements et la courbe de la loi normale (le
paramétre de cette loi etant calcules a partir des rendements) (voir le figure [3.3]), nous trouvons

que les rendements du cours de 'action AXA ne satisfont pas ’hypothése de normalité
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Chapitre 3. Application en finance

Calcul de la VaR :

le tableau suivant donne les valeurs de la VaR au niveau de confiance entre 1% et 10% :

H « H VaR — historique H
[ 1% [ —0.02127491 |
[2.5% ]| —0.01951083 |
[5% [ —0.01521317 |
| 7.5% [ —0.01437868 |
| 10% | —0.0126081 |

TAB. 3.2 — la VaR au niveau de confiance différents

Pour un taux de couverture o = 1%,la VaR (1%) est :
VaR (1%) = —0.02127491.(voir le tableau [3.2]).

C’est a dire si ’on dispose d’un portefeuille d’actions AXA d’un montant total d’1 million d’euros,si

lon détient ce portefeuille d’actions pendant 1 journée, il y a 1% de risque de
réaliser une perte au moins égale a 21275 euros.

Pour un taux de couverture o = 5%,la VaR (5%) est :
VaR (5%) = —0.01521317.(voir le tableau [3.2]).

C’est a dire si ’on dispose d’un portefeuille d’actions AXA d’un montant total d’1 million d’euros,si

lon détient ce portefeuille d’actions pendant 1 journée, il y a 5% de risque de

réaliser une perte au moins égale & 15213 euros.
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Calcul de la TVaR

le tableau suivant donne les valeurs de la TV aR au niveau de confiance entre 1% et 10% :

H « H TVaR — historique H
[ 1% ] 0.0002897307 |
| 2.5% || 0.0005819411 |
[5% ] |
[ 7-5% | |
[10% | H

5% 0.001058406
7.5% || 0.001497191
10% || 0.001889493

TAB. 3.3 — La TVaR au niveau de confiance différents

Pour un taux de couverture a = 1%,la TVaR (1%) est :
TVaR (1%) = 0.0002897307. (voir le tableau [:3]).

C’est a dire si ’on dispose d’un portefeuille d’actions AXA d’un montant total d’1 million d’euros,si

lon détient ce portefeuille d’actions pendant 1 journée, il y a 1% de risque de
réaliser une perte au moins égale a 289 euros.

Pour un taux de couverture o = 5%,la TVaR (5%) est :
TVaR (5%) = 0.001058406. (voir le tableau [3:3]).

C’est a dire si ’on dispose d’un portefeuille d’actions AXA d’un montant total d’1 million d’euros,si

lon détient ce portefeuille d’actions pendant 1 journée, il y a 5% de risque de

réaliser une perte au moins égale a 1058 euros
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Conclusion

Les mesures de risque jouent aujourd’hui un réle important dans les opérations financiéres en

particulier la gestion des investissements

Dans ce mémoire nous avons discutées quelques unes des mesure de risque les plus utilisées par
les institutions financiéres telles la VaR et la TV aR et leurs méthodes d’estimation paramétrique

et non paramétrique

Dans la partie pratique nous avons utilisées I'une des méthode non paramétrique est la simula-
tion historique pour estimer la VaR et aprés la TVaR et a la fin de ce travail , nous signalons que
la méthodes d’estimations de la T'VaR sont dans la recherche jusqu’a maintenantt par les experts

dans la gestion de risque pour réaliser les profits et eviter les pertes.

Pour cela on peut conclure que chaque mesure de risque offre ses propres avantages et incon-
vénients. En outre, on peut dire qu’il n’existe pas de mesure de risque universelle qui soit meilleure

que toutes les autres ou qui soit pertinente a toutes les situations.
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Annexe : Abréviations et Notations

Les différentes abréviations et notations utilisées tout au long de ce mémoire sont expliquées ci-

dessous :

(Q,F,P) : Espace probabilisé

v.a . Variable aléatoire

v.a.r : Variable aléatoire réelle

Fx : Fonction de répartition

F, : Fonction de répartition empirique

E Espérance (moyenne)

E(/) . Espérance conditionnel

N (m,o) : Loi normale de moyenne m et variance o
m :  La moyenne empirique

o :  La variance empirique

ﬁ : L’estimation de la densité par noyau
k : Noyau

h . Paramateére de lissage

o : Niveau de confiance

VaR . Value at risk

TVaR : Tail-value at risk

CTE : Conditionnel expectation

ES . Expected shortfull

CVaR : Valeur en risque conditionnel
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