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Introduction

Un systeme stochastique de controle dont ’état est décrit par la solution d’une équa-
tion différentiel stochastique avec retard (SDDE) est appelé systéme avec retardé. Ce
type de systéme émerge naturellement car certains phénomeénes ont propriétés dépend du
passé, c’est-a-dire que leur comportement a l'instant ¢ ne dépend seulement de la situation
actuelle, mais également de leur passé.

Les probléemes de controle optimal stochastiques avec retard ont fait ’objet baeucoup
d’attentions au cours des dernieres années depuis les travaux initiaux de Kolmanovsky et
Maizenberg [7], ou le systéme de retard est linéaire avec une fonction de cott quadratique.
Un principe du maximum stochastique suffisant.avec retard a été fait par Oksendal et
Sulem [II]. La programmation dynamique avec retard a été fait par par Larssen [8].

Récemment, Peng et Yang [14] ont introduit un nouveau type d’équations différentielles
stochastiques, appelées équations différentielles rétrogrades anticipées (ABSDES) et ont
fourni une nouvelle méthode permettant de traiter le probléme du contréle optimal avec
retard. Les ABSDEs peuvent étre considérées comme une généralisation des BSDE clas-
siques, introduites par Bismut [2] sous forme linéaire et généralisées au cas non linéaire par
Pardoux et Peng [13]. Par la relation de dualité entre SDDEs et ABSDEs, Chen et Wu
[3] ont obtenu un principe du maximum pour le probléme de controle optimal stochastique

avec retard.

Notre objectif dans ce mémoire est de faire une étude détaillée sur les problémes de controle

partiellement observé et avec retard. Nous utilisons le théoréme de Girsanov pour transfor-
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mer notre probleme de controle optimal en un cas complétement observable pour obtenir
le principe du maximum partiellement observé. Cette étude est basé sur le travail de Wu et
Shu [20] (S. Wu and L. Shu, Maximum principle for partially-observed optimal control pro-
blems of stochastic delay systems, Journal of Systems Science and Complexity 30 (2017),
no. 2, 316-328).

Nous présentons notre mémoire de la maniére suivante :

Dans le premier chapitre, nous donnons un bref rappel sur la théorie du calcul stochastique

qui permet d’introduire les outils essentiels pour le deuxieme et le troisiéme chapitres.

Dans le deuxiéme chapitre, nous étudions le principe du maximum pour les problémes de

controle partiellement observé et avec retard.

Le dernier chapitre, nous appliquons le principe du maximum au probléme de controle

optimal linéaire-quadratique partiellement observé et avec retard.



Chapitre 1

Généralité sur le calcul stochastique

1.1 processus stochastique

Définition 1.1.1 (Processus stochastique) Un processus stochastique est une famille
X = (Xy)er de variables aléatoires a valeur dans un espace mesurable (2, F) est indéxée

par le temps t. Le paramétre de temps t variant dans I.
1. Sit five : Xy est un v.a définie sur (0, F) a valeur dans (R?, B(R?)).

2. Siw fixe : Xy appelé la trajectoire de (Xy),.p associée a w.

1. Si I C N, on dit que le processus a temp discret.

2. Si I C R, on dit que le processus a temp continue.

Définition 1.1.2 (Filtration) Une filtration F= (Fi)i>0 sur (2, F,P) est une famille

croissante de sous-tribus F : Fy C Fy C F pour tous 0 < s <t dans T :

1. Le quadruplet (2, F, F= (F;)er, P)est appelé espace de probabilité filtré.

2. On dit que la filtration est naturelle (ou canonique ) de processus X si

F=0(X,,0<s<t), teT,



Chapitre 1.Généralité sur le calcul stochastique

c’est la plus petite o-algébre par rapport a laquelle X, est mesurable pour tous

0<s<t.

3. On dit qu’une filtration F= (F;);er est continue & droite si

Fit+ =N Fs = F.

Définition 1.1.3 (Processus adapté) Un processus (Xi)icpo,r est dit adapté par rap-

port a F si pour tout t € T', X; est F;-mesurable.

Définition 1.1.4 (Processus a trajectoire continue) Un processus (X;) est a trajec-

toire continue ou stmplement processus continue si

P({w € Q;t — Xi(w) est continue}) =1

Définition 1.1.5 (Processus progressivement mesurable) Un processus (Xi)ier est

dit progressivement mesurable par rapport a F si pour tout t € T" [’application
(s,w) — Xs(w) est mesurable sur [0,¢] x £ muni de la tribu produit B([0,t]) ® F;.

Définition 1.1.6 (Processus cadlag ) Un processus X est dit cadlag (continue & droite
et pourvu de limite & gauche ) si ses trajectoires sont continues & droite et prouvues de

limite & gauche pour presque tout w.
Remarque 1.1.1 Un processus progressivement mesurable est mesurable et adapté.

Proposition 1.1.1 St X est un processus stochastique dont les trajectoires sont continués
a droite (ou a gauche), alors X est mesurable et progressivement mesurables s’il est de plus

adapté.

Définition 1.1.7 On dit que le processus X; est de Markov par rapport a une filtration

canonique JF; si pour tout fonction F' définie sur R™, et pour tout t; <ty < ... <t,.
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Définition 1.1.8 (Mouvement Brownien) on appelle F;-mouvement Brownien un pro-

cessus stochastique a valeurs réelles et a trajectoires continues qui vérifier :
(1) Pour toutt >0, X; est Fi-mesurable.

(13) Sis<t,Xy— X est indépendant de la tribu Fs.

(131) Si s <t, laloi de Xy — X est identique a celle de X;_s — Xo = Xy_s.

Définition 1.1.9 (Mouvement Brownien standard) Soit X un processus stochastique,

on dit que X est un mouvement Brownien standard si :
Wo=0 P—np.s, E[W,] =0 et EBW? =t.

Dans ce cas la loi de X; est une loi normale.

Proposition 1.1.2 Soit W un mouvement Brownien Standard :
1. Pour tout t > 0, X, = tW1, alors (X;) est un MB.
2. Soit c réel positive (¢ > 0),on a Z; = cW , donc (Z;) est un mouvement Brownien.

3. Pour tout s > 0, {W;1s — Witi>o est un mouvement Brownien indépendant de

o(Wy,u <s).

Théoréme 1.1.1 Un processus W est un mouvement Brownien ssi c’est un processus

Gaussien continue centré de fonction de covariance :
cov(Wy, Wy) = E(W,Ws) = s At = min(t, s).

Proposition 1.1.3 Soit W un MB alors presque stirement on a :
— W n’est pas différentiable en aucun point t.

— W n’est pas a variation finie en aucun point t.
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Définition 1.1.10 (Temp d’arrét) Une variable aléatoire T : @ — Ry est un temp

d’arrét (par rapport a la filtration F = (F,)ier si pourt € T :
{r<ty={weQ/1(w) <t} eF.

Définition 1.1.11 (Martingales) Un processus (My;);>o est dit martingale si :
1. Pour toutt > 0, M, est Fy—adapté;
2. Pour tout t > 0, M, est intégrable, i.e. B(|M;|) < oo ;

3. Pour tout s <t, B(My/Fs) = My, P—p.s.

On définit de maniére similaire sur-martingale si (7ii) est remplacé par
E(M,/F) < M,,, P—p.s.

Et sous-martingale si (ii7) est remplacé par
E(M,/Fs) > M, P —p.s.

Proposition 1.1.4 Soit (W;)i>o un mouvement Brownien
(i) W2 —t est une martingale.

(1) Pour tout o € R,exp(cW, — o*L) est une martingale.

Remarque 1.1.2 Le mouvement Brownien standard (W;,t > 0) est une martingale par

rapport & sa filtration naturelle FP = o(Wy, s < t).

Théoréme 1.1.2 (Théoréme de représentation des martingales) Soit W; un mou-
vement Brownien sur un espace de probabilité filtré (Q, F, F= (F;)ier, P),et M, une mar-

tingale Fi-adapté. Alors, il existe un processus adapté Z, tel que :

t
M, = M(0) +/ Z(s)dWs, P —p.s.
0
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Définition 1.1.12 (Martingale local) Soit (M;):>o un processus (F;)i>o-adapté o tra-
jectoire continue a droite. On dit que (M;)i>o est une martingale local s’il existe une suite
croissante de temps d’arrét {Tn}n21 telle que lim,,_,o 7, = o0, PP — p.s. et pour tout n,

M™1, <o est une martingale.

Définition 1.1.13 (Variation finie, bornée et quadratique) Soit [0, T| un intervalle

etm, =0<t; <ty <..<t, =T, une subdivision de [0,T] de pas

Imnlloe = max [ =t

On appelle variation infinitésimal d’ordre p d’un processus X indexé par [0,T] associé a

Ty !
P

VR(ma) = > [ X = Xen
=1

St VE(m,) admet une limite dans (en un certain sens) lorsque ||, —n—oo O et la limite
ne dépond pas de la subdivision choisie, on appelle Vi = limy, | o V7 (7,) variation

d’ordre p.
a) Sip=1, la limite V} est appelée variation totale de X

- SiVT, V} est fini on dit que X est & variation finie.

- SiVT, Vi est borné on dit que X est a variation finie.

b) Sip =2, la limite est appelée variation quadratique de X.

1.2 Calcul d’Ito

1.2.1 Intégrale stochastique

Il s’agit d’une intégrale définie de fagon similaire & l'intégrale de Riemann comme

limite d’une somme de Riemann. Si on se donne un processus de Wiener (ou mouvement
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Brownien), W : [0, 7] x © — R ainsi que z : [0,7] x 2 — R un processus stochastique

adapté a la filtration naturelle associée a W;, alors I'intégrale d’Ito

T n—1
/ ¢,dW est définie par la limite en moyenne quadratique de Z oi(Wy,, — Wa,).
0

i=0
Soit (£2, F,P) un espace probabilité et W; un mouvement Brownien sur cet espace, et la
filtration naturelle du mouvement Brownien F; = o(Wy, s < ).
I'objectif ¢’est définir I'intégrale f(f ¢,dW pour des processus ¢ :

1.Cas étagé

On dit ¢ est un processus étagé (ou élémentaire) s’il existe une suite de réels ¢;,
0 <ty <ty <..<t, et une suite de variable aléatoire ¢, telle que ¢; est F;.-mesurables

de carré intégrables ¢, = ¢; pour tout ¢ €|t;,t;,1], soit

n—1
¢5(w) = Z ¢i(w)1}ti,ti+1}(8)'
1=0

On définit
00 n—1
/ ¢SdWs = Z ¢i(Wti+1 - Wtz)
0 =0

E Mm@dm] =0 et Var [/Oooqssdws} = [/Ow¢§ds].

n—1

t
/ (bSdWS = Z ¢i<Wti+1At - Wti/\t)'
0 i=0

On sais que

Alors

2.Cas général

Soit I'ensemble £2(Q x R, ) des processus ¢ Fi-adaptés caglad (continus & gauche limite

a droite).
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Si ¢ un meilleur processus, il existe (¢”) une suite de processus étagés telle que

B[ [ - oas] o

quand n tend vers oo.

Ainsi, pour tout ¢ > 0 il existe une v.a [;(¢) = fooo ¢sdW, de carré intégrable.

E l/ooo gbdes] ~ 0.

) n—1
It(¢) = /0 AW = Zd)i(WtiJrl - Wti)’
=0

On va montrer que

I;(¢) est gaussien, car (W;) est un processus gaussien alors

n—1
B [It(¢)] =E Z¢i(Wti+1 - Wtz)] )
=0
n—1
= Z ¢1E(I/Vt1+1 - Wti)’
1=0
= 0.

Comme E(W;,,, —W;,) = 0 car (W;,,, — W,) sont & acroissement indépendantes.

Pour montrer que

var[l;(¢)] = E UOOO qbids} :
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En effet, on a

var[l;(¢)] = E(It(¢)2) - E(It(¢))27
= E(]t(¢)2)7

_ = 2
o[ o]
n—1 2
<Z (bi(WtiJrl - Wtz)) )
=0

- 2(@)2]3 [(Wti-H o Wti)2] ’

1=0

= Z ¢z z+1 7

1.2.2 Propriétés d’intégrale stochastique

Il y’a quelque propriétés sur I'intégrale stochastique les plus important sont :

1. Linéairité :

t t t
/ (agy + bp?) dW, = a / GLdW, + b / P2dW,.
0 0 0

2. Additivité : pour 0 < s <u <t <T

t u t
/d)vde:/ ¢vde+/¢vde

3. Propriétés de martingale : pour tout processue ¢ les processus :

(=10 e =57 [ buds,

10
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sont des (F}") -martingale continues.
BI(1(0)~ Lo)? | 2] = B [ [t/ 7]

4. Si (z4)o<t<r est un processus Fi-adapté et E( fOT |z,]> ds) < 400, on a 'inégalité :

/\xs <4</ rxs!2ds>,
(o) | =2 (fser)

sup
0<t<T

5. Isométrie :

1.2.3 Processus d’Ito

Définition 1.2.1 (processus d’Itd) Un processus d’Ito est un processus de la forme

t t
X =X +/ Vsds +/ 0,dW, P —p.s,
0

0

avec Xy est Fo-mesurable, ¢ et 0 deux processus Fi-adapté vérifiant les conditions d’inté-
grabilité :

¢ t
/ lps| ds < 400 et / 10,]17 ds < +o0,
0 0

ot le coefficient ¢ est le drifte ou la dérivée et 0 est le coefficient de diffusion.

On note de maniére infinitésimale :

dX; = psds + 0;,dWs.

11
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1.2.4 Formule d’Ito6

Théoréme 1.2.1 (premiére formule d’It6) Soit f une fonction de R dans R, de classe

C? & dérivées bornées. Alors

f(Xy) = f(Xo) + /f s)dXs + = /f”

Théoréme 1.2.2 (deuxiéme formule d’It6) Soit f une fonction de C?, on a alors :

f(X)) = f(Xo) + /f gosds—i-/f )0, dW, + = /f” X,)0%ds.

La notation infinitésimale de cette relation est donc :

00 = PN+ g [ )

Remarque 1.2.1 La formule dIté s’énonce également dans le cas multidimentionnel (ie

©(t), 0(t), W (t)sont des matrices)

FX0) = F0,X0) + [y fs (8, Xs) @uds + [ fo (5, X,) pods

+ %tr 057 1 (5. X () 0(3)] + Jifs (5, X,) 0,0,

Proposition 1.2.1 (Formule d’intégration par parties) Si X et Y sont des proces-
sus d’Ito, alors

t t
XY, = XYy + / X,dY, + / Y.dX, + (X,Y),.
0

0

Cette formule est connue sous le nom d’intégration par partie.

Proposition 1.2.2 (Formule d’It6 pour les semi-martingales) Soit (X;),., une semi-

martingale. Pour toute fonction f € C?:[0,T] x R — R

12
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f(t,Xt)—f(t,Xo):/ %(S,Xs) ds+/0 2—f(s,XS-)dXS

0 T

1 [*o2f .
+§/0 @(S7X87)d[X7X]S

b e sexn - axd,

T
0<s<t,AX 0

(s, Xs-) | 5

ol

dIX,X],=d[X, X]{+ ) (AX,)®.

0<s<t

1.3 Equations différentielles stochastiques(EDS)

Une équation différentielle stochastique (EDS) est une perturbation de I’équation différen-
tielle ordinaire (EDO) avec un terme aléatoire modélisant un bruit autour de phénomene

déterministe, la parturbation la plus simple est ’ajout d’un Brownien.

Définition 1.3.1 Une équation différentielle stochastique (EDS) donnée par :

t t
Ty :x—l—/ b(s,xs)ds —|—/ o(zs)dWs,
0 0

ou sous forme

dxt e b(]‘:7 ,'L't)dt _|_ O-(ta 'It)dWh (11)

To =T,

ou {W;t > 0} est un mouvement Brownien d-dimensionnel. Le coefficient b(t,x;) est ap-

pelé dérive et le coefficient o(t,x;) de dWy est appelé terme de diffusion.

Pour trouver une solution (forte) a I’équation (1.1) signifie trouver une processus stochas-

tique (z;) t > 0 continue Fj-adapté qui vérifie :

13
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1. Pour tout t > 0, les intégrales fot b(s,xs)ds et fg o(s,xs)dW; sont bien définies :
¢ t
/ b(s, zs)|ds < +00 et / o(s,2,)|* ds < +00, P —p.s.
0 0
2. (z¢), t > 0 vérifie (1.1) :

¢ t
Ty = x—l—/ b(s,xs)ds +/ o(s,xs)dWs, P —p.s.
0 0

1.3.1 Existence et unicité

Le théoréme dessous donne les conditions suffisantes sur b et ¢ pour avoir un résultat

Iexistence et I'unicité du solution de ’équation (1.1).
Théoréme 1.3.1 (d’existence et d’unicité ) Si b et o sont des fonctions continues
telles qu’il existe k < 400 :
1. Conditons de lipschitz : |b(t,x) — b(t,y)| + |o(t,x) —o(t,y)| < k|z —y].
2. Conditons de coissance linéaire ; |b(t,z) — o(t,x)| < k(1 + |z|).
3. B(2?) < +o0.
Alors : pour tout ¢ > 0 I’équation (1.1) admet solution unique dans [0, T']. D’autre part la

solution (x)o<s<r veérifie

E( sup |z,|°) < 4o0.

0<s<T

Preuve. a- Pour démontrer P'existence d’une solution forte, on définit I'espace S? par :

les processus progressivement mesurables tel que E( supy<,<p |#5|%) < 400 continue,
S? = o

C

1
muni de |z]| =E ([SUPogng |xs|2] ’ < +oo> :
Pour x € S? posons, pour tout ¢t € [0, 7]

t t
U(xy) :35+/ b(s,xs)ds ~|—/ o(s,xs)dWs,
0 0

14
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le processus W(z) est bien définie.et est continu si z € S2.
Soient x et y deux éléments de S? on utilisant le fait que (a + b)* < 2a* + 2b* on a pour

tout 0 <t <u<T,

2

+2 sup
0<t<u

2
W () — U(y,))* <2 sup

0<t<u

/0 (b(s, z5)ds — b(s,ys)) ds /0 (o(s,z5)ds — o(s,ys)) dWs

En utilise les propriétés (4 et 5) de I'intégrale stochastique alors on obient

([ wtsizgas b(s,ysndsﬂ

+ 8E [/ lo(s, xs —a(s,ys)|2ds] :

B | sup [¥(a) — ()| <28

0<t<u

L’inégalité de Holder donne alors la majoration

E | sup [¥(z) —\Il(yt)ﬂ < oTE U b(s, 22) —b(s,ys)\2ds]

0<t<u

+ 8E {/ lo(s,zs)d U(s,y8)|2ds} .

Comme les fonction b et o sont lipschiz

E Lsifgu () — \I/(yt)|2} < 2k3(T + 4)E Uou sup |z — yt|2dr] . (1.2)

0<tlr

De plus, notant 0 le processus nul, on a, comme (a + b + ¢)? < 3(a® + b* + ?),

Y

2 2
1W(0))° < 322+ 3 SUPg<i<r ’fot b(s,0)ds| + 3supycicr ‘fot o(s,0)dW;

d’ou I'on tire en utilisant I'inégalité de Doob et la croussance linéaire de b et o,
E { sup ]\11(0)12} <3 (E(2®) + K°T? + 4K*T) , (1.3)
0<t<T

Les estimations (1.2) et (1.3) montrant alors que le processus ¥(z) appartient a S? dés

que z appartient a S2.

15
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On définit alors par récurrence une suit de processus de S? en posant

190=0, et, 2"t =W(2"), pour n > 0.

On obtient (1.2), pour tout n > 0 notant par C a la place de 2k*(T + 4),

crrm
E [ sup ‘x”“ x?‘z] < {sup {xt’ }
0<t<T n! 0<t<T
et notant D le majorant de l'inégalité (1.3),
C’”T "
E [ sup ‘a:”“ ‘ ] )
0<t<T

Il résulte de cette derniere inégalité que

n+l

(CT)”/Q
<VDY"L <.
Y

2
sup }:13"Jrl - mﬂ
0<t<T

D

n>0

=2

n>0

sup |$
0<t<T

Alors le série ) .o Supy<i<r !x?“ — :L’?! converge P — p.s et donc, P — p.s, 2™ converge
uniformément sur [0, 7] vers un processus continue. De plus = € S2. On vérifier que z est
solution de 'EDS (1.1) en passant a la limite dans la définition 2" = ¥(z").

Si x et y deux solution de (1.1) dans S? alors : © = ¥(x;) et y = U(y;). L'inégalité (1.2)

alors donne pour tout u € [077,

E { sup |z — yﬂ < 2K*(T + 4)E { / sup [z, — yﬂ dr.
0

0<t<u 0<t<r

le lemme de Gronwall donne

E { sup |z, — yt|2} =0,

0<t<T

ce si implique que z et y sont indistinguables i.e. P(x; = 4,V0 <t <T). m
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Chapitre 2

Principe du maximum

2.1 Formulation du probléme

Dans ce chapitre, on note R™ I’espace euclidien a n dimensions, R"*¢ la collection de
matrices n X d. Pour un espace euclidien donné, on note (-, -) . (resp |-|) le produit scalaire
(resp. norme). L’exposant 7 désigne la transposition de vecteur ou de matrice.

Soit (Q, F, (.7-}),520 ,]P’) un espace de probabilité filtré complet muni d’une filtration natu-
relle

Fr=0{W(s),Y(s); 0<s<t},

ou W () et Y (-) sont deux mouvements browniens standards indépendants a valeur dans
R? et R" respectivement. Soit F := F;, et soit T' > 0 est le temps finie, et 0 < § < T est
le temps de retard constant. [E indique ’espérance sur (Q, F, {}-t}tzo ,IP’).

De plus, on note :

— L?(r,s,R") I'espace des fonctions déterministes o (¢) & valeur dans R™ satisfaisant

/\gp(t)]th < +o00.

— L2 (F;R™) Tespace des variables aléatoires ¢ qui sont Fi-mesurables a valeur dans R"
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Chapitre 2.principe du maximum

satisfaisant

E¢]* < +o0.

— C ([-6,0]; R™) 'espace des fonctions continues a valeur dans R™.

— L% (r,s;R") 'espace des processus v () a valeurs dans R"et F;-adaptés satisfaisant

E/|w(t)|2dt < 400,

On définit Y = o {Y (s);0 < s < t}. Soit U un sous-ensemble convexe non vide de R*.
Une variable de controle v : [0, 7] x Q — U est appelée admissible, si elle est FY -adaptée
et satisfait sup,co B |vi]™ < 400, m = 2,3---. L'ensemble des variables de controle
admissibles est désigné par U,y.

Pour v () € U,q , considérons le systéme de controle stochastique suivant avec retard :

dz? (t) = b(t,a" (t), 2" (t —0),v (t))dt + o (t,x" (t) 2" (t = 0),v (t))dW (t), t€[0,T],

a’ (1) =n(t), te[=6,0],
(2.1)

oun € C([—6,0];R™) est Iétat initial de z (-) et

b:[0,T] x R" xR" x U — R",

o:[0,T] x R" x R" x U — R"™,

Nous supposons que le processus d’état =¥ (-) ne peuvent pas étre observés directement,
mais les controleurs peuvent observer un processus Y (-) associé au processus d’état décrit

par

dY (t) = h(t, 2% (t),2° (t — 6),v (t)) dt + dW (t), 22)
Y (0) =0,

ot h:[0,T] x R" x R" x U — R" et W () désigne un processus stochastique dépendant
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de la variable de controle v (-).

Nous supposons que I’hypothése suivante est vérifiée.

(H1) Les fonctions b, o sont continues différentiables en (z,y), et leurs dérivées partielles
sont uniformément bornées. Ils sont uniformément Lipschitz en v et il existe une constante
C > 0 telle que b et o sont bornée par C (1 + |z| + |y| + |v]) ; h est continue différentiable
en (x,y) et continue en v. La fonction h et ses dérivés sont tous uniformément bornées.
Pour tout v (+) € U,q , sous ’hypothése (H1) , 'équation admet une solution unique
Fi-adaptée. On définit dPY = ZY (t) dP avec

t

ZY (t) = exp /hT (s,z7(s),x" (s—5),v(s))dY(s)—%/|h(s,x” (s),x” (s—5),v(s))|2ds

0

ol Z (+) est la solution unique F} -adapté de
Az’ (t) = Z"(t) h™ (s,z"(s),z" (s —=4),v(s))dY (t), Z"(0)=1. (2.3)

Selon la formule d’It6, nous pouvons prouver que sup,¢( 71 B |1Z2|™ < 400, m =2,3...Par
conséquent, d’apres le théoreme de Girsanov et (H1), PV est une nouvelle mesure de
probabilité et (W (-),W (-)) sont deux mouvement brownien standard a valeurs R%*"-
définit sur le nouvel espace de probabilité (Q, F, {ft}tzo ,IP’”). Nous introduisons le cotit

fonctionnel suivant

T
T ) =B [1(ta" 0,0 ®)dt+ 0 (o (1)), (24)
0
ou EV désigne l'espérance sur (Q,F, {Fitiso ,PY) et

1[0, T] xR" x U — R,

¢:R" — R.
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Maintenant, nous avons besoin de I’hypothese suivante :

(H2) (i) I est continue en v et continue différentiable en z, et ses dérivées partielles sont
continues en (z,v) et bornée par C (1 + |z| + |[v]);

(1) ¢ est continue différentiable et ¢, est bornée par C' (1 + |z|).

Notre probléme de controle optimal partiellement observé consiste & minimiser le cotit
fonctionnel sur v () € Uy, telle que et sont vérifiées, c’est-a-dire & trouver

u(+) € U,q satisfaisant
J(u())=mf{J(v()); v() € Ut (2.5)

Evidemment, le cotit fonctionnel (2.4]) peut étre réécrit comme suit :

Alors le probléme initial (2.5) équivalent & minimise (2.6) sur v (:) € Uy, telle que
(2.1) et (2.3]) sont vérifies. Notre objectif principal est de trouver la condition nécessaire
du controle optimal partiellement observé w (-) sous la forme de principe du maximum

stochastique de Pontryagin.

2.2 Principe du maximum partiellement observé

Dans cette section, en combinant le théoréme de Girsanov avec une technique varia-
tionnelle convexe standard, nous étudions le principe du maximum pour le probléme de
controle optimal partiellement observé précédemment mentionné.

Soit u (-) est optimal. Alors pour tout 0 < & < 1 et v(-) € Uug, on prend le controle
variationnel v° (-) = u () + v (-). Puisque U est convexe, v° (-) est en U,g.
Pour simplifier, on note z¢ (-), x (+), 2° (+), z () les trajectoires d’état de ’équation

et (2.2)) correspondant & v (+) et u (-) respectivement, et nous introduisons les notations
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suivantes :

0 () =0(tx(t),x(—0),0° (), 0 (u(t)) =0t (t),x(t—20),ult)),

ou 0 = b, o, h ainsi que leurs dérivées partielles en trajectoire optimale (x,y).

Maintenant, nous introduisons les équations variationnelles suivantes :

dzy () = [bs (u(t)) 21 (¢) + by (u (b)) x1 (T = 6) + by (u(t)) v (F)] dt
+[ow (u(t) 21 (t) + oy (u(t)) 21 (¢ = 0) + 0 (u(t)) v ()] dW (1), (2.7)
() =0,  tel-40],

et

dZy (t) = [Z1 @) h(u () + Z (t) hy (u () 21 (t) + Z () hy (u (t)) 21 (t — )
+Z () hy (u () v ()] dY (1), (2.8)

Par ’hypothése (H1) et le théoréeme [2.2.1dans [3], les équations ((2.7) et (2.8) admettent
des solutions uniques et adaptées z; (+) et Z; (-), respectivement.

Le lemme suivant est da par Chen et Wu [3].

Lemme 2.2.1 Sous ’hypothése (H1). Alors, nous avons :

c(t)—x(t
lim sup |5 =2 ®)
EHOOStST IS

Nous avons besoin, également d’obtenir des estimations de I'ordre ¢ de la différence entre
le processus observé perturbé Z¢ (-) avec la somme du processus observé optimal Z (-) et

Z (+). Le lemme suivant joue un role important dans I'inégalité variationnelle.
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Lemme 2.2.2 Sous l’hypothése (H1). Alors, nous avons :

lim sup E M—Zl(t)2:0.

Preuve. Par la définition de Z (-.) et Z; (), on a

Z(t)+ <2, (1) :1+/Z@ﬂf@@»ﬂq@

0
t

te / (20 () B (e (8)) + Z (8) B (11 (5)) 21 (5)
L2 (3) by (u () 21 (5 — 6) + Z () b (u (5)) 0 ()] Y (s)

—1+5/ZM@th@DdY@)
+/Z (s)[h(s,z(s)+ex1(s),x(s—0)+exi(s—0),u(s)+ev(s))] dY (s)

e / Z(s) [4° ()] Y (s).

ou

[ha (5,2 (s) + Aexy (s), 2 (s —0) + Aexy (s — 6) ,u(s) + Aev (s)) — hy (u (s))] dAzy ()

+ / [hy (s, (s) + Aewy (s),x (s — ) + Aexy (s — 0) ,u(s) + Aev (8)) — hy (u(s))] dAzy (s — 0)
/ [ho (8,2 (s) + Xexy (8),x (s —0) + Aexy (s — 9),u(s) + Aev (s)) — hy, (u(s))] dAv (s) .
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Ensuite

Z(s)+¢eZi(s)[h(s,2°(s),2° (s —0),v°(s)) — h(s,x(s)

+exy (s),x (s — ) +exy (s —08),u(s)+ev(s))] dY (s)

—l—e/Zl (s)[h(s,z(s)+ex1(s),x(s—0) +exy(s—0),u(s)+ev(s))] dY (s)

0
t t

—5/Z1 (s)h™ (u(s))dY (s)+ s/Z (s)[A% (s)]"dY (s)

(25 (s) = Z(s) —eZy(s)) [ (5,2 (s) , 2% (s — 6) ,v° (s))]" dY ()

t

(Z (s) + €2, (s)) [Bi (5)]" dY (s) + E/Zl (s) [B3 (s)]" dY (s)

— T T — 0

_|_

te / Z(s) [4° ()] dY (s).

Bi(s) =h(s,z°(s),2°(s—0),v°(s))
—h(s,x(s)+exi(s),x(s—0)+exi(s—9),u(s)+ev(s)),
B5(s) =h(s,z(s)+exi(s),x(s—0)+ex1(s—0),u(s)+ev(s)) —h(u(s)).

23



Chapitre 2.principe du maximum

(5 (s—09) —x(s—9) —exy(s—9)),v°(s))] d\(2° (s) — x (s5) — ez (5))
+/ [hy (s, (s) +ex1(s) + A (2°(s) —x(s) —ex1(s)),x(s—09)+exy (s —0))
+ Az (s—0)—x(s—0)—ex1(s—9)),v°(s))]dA(z° (s —0) —x (s —J) —ex1 (s —0)) .

En effet, pour tout ¢ € [0,7T],

SWPg<oc; B [2° (5 — ) —a (s — ) — ex1 (s — O)|” < supgeoey Bla® (s) — @ (s) —e1 (s)|”,

et d’aprés le Lemme 2.2.1, on a,
¢
E/ |(Z (s) +eZ1(s)) B (s)|2 ds < C.€2, (2.9)
0

C. désigne une constante non négative telle que C. — 0 et ¢ — 0.

De plus, il est facile de voir que

0<t<T

sup E (S/Z (s)[A% (s)]"dY (s)) < C.e?, (2.10)

0
et

sup E (6/21 (s)[Bs5 (s)]" dY (s)) < O (2.11)

0<t<T
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Par (29) , @10) et @11), on a

E|Ze(t)— Z(t) —eZy ()]

t t

/]E |25 (s) — Z (s) — eZy (s)[* ds + ]E/ ((Z (s) +eZy (s)) BE (s)| ds

0

<C

0

t t

+ supg<i<r B (5/2 (s)[A% ()] dY (5>) + supg<i<7 B (5/Z1 (s) [Bs5 (s)]" dY (5>>

0 0

t
< C’/E |2 (s) — Z (s) — eZy (s)|" ds + C.e.
0

Par I'inégalité de Gronwall, nous obtenons le résultat souhaité. m

Nous avons ensuite 'inégalité variationnelle suivante.

Lemme 2.2.3 Sous Uhypothése (H1) — (H2). Alors, nous avons :

(2.12)

Preuve. En utilisant le dévelepement de Taylor, Lemme 2.2.1 et Lemme 2.2.2, on obtient

lime "B[Z°(T) ¢ (2°(T)) — Z (T) ¢ (x (T))]

e—0

=E[Z (T) ¢ (z (1)) + Z(T) ¢y (x (T)) 21 (T)],

et

lim._oc B / 25 (8) 1 (t,2° () ,ws () — Z () L (£, (£) ,u ()] dt

= E/ [(Zy ()Lt (@), u(t)+Z &)1 (tx(t),u(t)z (t)+ Z ()17 (Ex(t),u(t))v(t)]dt.
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Alors,que e ' [J (u () +ev () —J(u ()] >0 m
Nous nous concentrons maintenant sur une condition nécessaire du controle optimal u (-).

Pour cela, nous définissons la fonction Hamiltonienne.

H(t7x7y7v7p7Q7z) = l (t7x7v) + <p7b(t7x7y7v)> + <Q7a(t7$7y7v>> + <E7h’(t7x7y7v)> 7
(2.13)

ou

H:[0,T] xR"x R" x U x R" x R™? x R" — R.

2.2.1 Equations adjointes

Pour obtenir le principe du maximum, on introduit les équations adjointes suivantes :

—dy (t) =1 (u(t))dt — z (t) dW (t) — zdW (t), t€0,7],
y(T) =¢(x(T)),z(t) =0, te(T,T+9],

(2.14)

—dp (t) = {07 (u (t)) p (t) + B [0 (u(t +6)) p (t+ 0) | Fo] +oF (u(t) ¢ (t)
+ B o7 (u(t+6))q(t+6) | F] +hl (u(t)z(t) +E" [h] (u(t+6)Z(t+0) | F]

(e (1) u(e) iy — g () dW (1) —g () dW (1)), te[0,T],
p(T) =6, (x(T)), pt)=0, te([,T+d, qt)=0, te[l,T+35].

\

(2.15)

Notez que

dZ (t) = [ha (w () 21 (8) + hy (w () 21 (= 8) + by (w () v (O] dW (1),

ou
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De plus, nous avons

E“/ {(ﬁ(t) Dy (u () zy (t—0)) + <E“ [B; (u(t+6)pt+0) ] ft] 7 (t)>} dt

U

&

O ct— . O T —

(B(t), —by, (u(t)) zy (t — 6)) dt + B <B; (W) (), 2 (t— 5)> dt

=E* [ (p(t),—b, (u(t))x: (t —0))dt + E <B; (w(@®)p(t), o (t— 5)> dt =0,

ﬂ\zu\z

oupP = p,q,Zet b=0b,0, h, en conséquence. En appliquant la formule d’Tto’s & <y (1), Z (t)>—i—

(p(t),x1(t)) et en comparant par l'inégalité variationnelle (2.12)), nous pouvons obtenir

E“/ (b7 (w(®)p @) + o7 (u(t) q(t) + by (w(t) 2 () + 1o (&2 (1), u(t), v (t)) = 0.

(2.16)
Par (2.13), (2.16) on obtient
E“/ (Hy, (t,z (t), 2z (t—06),u(t),p(t),qt),z(t)),v(t))dt>0. (2.17)

En utilisant la méthode similaire & celle de Reéférences [3] [15], nous pouvons déduire le

résultat principal de ce chapitre.

Théoréme 2.2.1 Supposons que (H1) et (H2) sont vérifiées et u(-) est un contréle opti-

mal. Alors

& [<HU(t,x(t),x(t—é),u(t},p(t),q(t),5(75)),U—u<t)> | -E‘,Y] >0, VveU , P —p.s,

ou la fonction Hamiltonienne H est défini par (2.13)) .

Remarque 2.2.1 Dans notre probléme de controle optimal partiellement observé avec re-

tard, nous supposons que le coefficient contient la variable de controle et que le domaine
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de controle est convexe. A notre connaissance, le principe du mazimum général pour les
systémes stochastiques avec retard reste un probléme ouvert, méme si le systéme est com-
plétement observé. D’autre part, il convient de noter que notre probléme doit étre distingué
des problémes de contréle optimal avec des informations partielles, ot sous-filtration est
donnée pour représenter les informations disponibles pour le controleur au lieu d’un pro-

cessus d’observation.
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Chapitre 3

Application : Probléme LQ

partiellement observé

Dans ce chapitre, nous donnons un exemple de probléme de controle optimal linéaire-
quadratique partiellement observé et avec retard. Considérons le systéme de controle sto-

chastique suivant avec retard (d =r =1):

de’(t) =[At)z" () +As ()2’ (t—0)+ B (t)v ()] dt+C(t)dW (t), tel0,T7],
() =n), tel=00,

(3.1)
et
dY (t) =D (t)dt +dW (t), Y (0)=0. (3.2)
Le cotit fonctionnel est décrit comme suit :
J(v ()= %E“/ [(R(t)z" (t),2" (1) + (N @) v (t),v(t)]dt+(Mz"(T),z"(T)), (3.3)

o A (-), As () sont des fonctions déterministes a matrice bornée de dimension nxn , B ()

est une fonction déterministe & matrice bornée de dimension n X k, C'(+) est une fonction
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déterministe & matrice bornée de dimension n x d, D(-) est une fonction déterministes a
matrice bornée de dimension r x 1, R(-) est une fonction déterministe symétrique non-
négative de dimension n x n, N(-) est un fonction déterministe de dimension k x k de
la matrice bornée symétrique positif et N(-)~! est également bornée, et M est la matrice
déterministe de dimension n X n symétrique non négative. La fonction Hamiltonienne est

donnée par

H(t,x,y,0,p.0,%) = z[(R({)z,2)+(N{Hv,0)]+{p, Al z+ A5 ()y + B(t)v)

+(q,C (1)) + (z. D (1)) .
(3.4)

Si u(-) est optimal, alors d’aprés le théoreme(2.2.1)) et (3.4)), on a
u(t)==N""()B (OB [p(t) | F] 0<t<T, (3.5)

ou (p(-),q(-),z" () est la solution du systéme stochastique avant-arriéere (FBSDE) sui-

vant

( dz“ (t) = {A(t) 2" (t) + As (t) 2" (t —6) — B(t) N2 (t) B™ (t) B* [p(¢) | F'] } dt
), tel0,7],

W (t
p(t) +E“[A; (t+0)p(t+0 | Fp)] + R(t)z* (¢)} dt

—q (t)dW (t) — g (t)dWV (1), te 0,717,
p(T) = Mz" (T), p(t) =0, (teT, T+4],
q (1) =0, q(t) =0, tel[T, T+94].

(3.6)
Notez que ESD de contient 1’espérance conditionnelle de p(t) vis-a-vis de F} . Alors
elle se distingue de FBSDE générale dans [4], et I'existence et I'unicité de la solution de
ne sont pas clair. Si on fixe la trajectoire z* (-), alors ((p(-),q(:),q(+)) satisfait un
certain équation différentielle stochastique anticipéé.(ABSDE) qui est bien définie.

Notez que
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E'[p(t+6) | FY] = B*{B" [p(t+6) | Fs] | F''} = B [p(t+0)|F)] a partir de

Théoréme 8.1 et Théoréme 8.4 dans [9], nous avons :

dzv (t) =[A@®) " () +As @) (t—0)—BE)N () B (t)p(t)]dt, te[0,T],

—dp (1) ={A"(O)p(t) + B [AF (t+6)p(t+0 | FV)] + R(t)z"(t)} dt
—5 (t) dW, tel0,1],

p(T)  =Mz*(T), pt)=0, te(T,T+5, qt)=0, te[l,T+7],

(3.7)
ou ¢(t) = E[¢(t)|FY] est Destimation filtrante de I'état ¢(t) en fonction de filtration
observable FY, ot ¢ = x;p,q D’apres le théoréme 2.1 de [4], le systéme FBSDE général
posséde une solution de filtration unique (55“ (),p(") ,5()) , et cela implique que
admette un solution (z*(-), p(-), q(t),q (+)).

Notre prochain travail consiste a prouver le controle admissible (3.5) qui est déterminé
par (3.6) est vraiment optimal. Notez que EV et E* sont équivalentes. Alors pour toute

controle admissible v(+), nous avons

J(w() = J(u()

1

= §E“/0 (R () () =2 (), 2" (1) + (N () (v (t) = u (@), v (t) = u(l))

+2(R@)x(t), 2" () —x () +2(N (t)u(t),v(t) —u(t))dt

1 u v v v
+ 5B (M (2 (T) = 2(1)), 2" (T) =2 (1)) + 2{Mz(T), 2" (T) — 2 (T))] -
Par les conditions initiales et terminales, on obtient

E* fy {(As (1) (@ (t = 8) = (t = 8)),p(£) — (2* (t) = (£) , B [AF (¢ + 0) p (¢ +8) | i)}t

T+46

=B [y (A5 (1) (2 (¢ = 8) =z (1 = 9)) ap(t»dt—E“/ (7 (t = 0) —x(t = 9), A5 (t) p (1)) dt
=0.
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Appliquant la formule d’It6 a (zV (t — ) —x (t — §),p(t)), on trouve

B (¥ (T) =2 (T),p(T)) = =B [y (R(®) (=" (1) =z (8), 2 (8) + B (t) (v (1) — u (1)), p ()] dt.

Comme R(t), M sont non négatifs et que N (t) est positif, nous pouvons dériver

JE))=J(u() =B [ (N(@ult)+ B ()p(t),v(t) —u(t)) dt
=B [T (Nt u(t)+B () B [p(t) | FY],v(t) —u(t))dt.

1l est donc clair que u(t) = —N (t)"" B” (t) E“ [p(t) | F'] est optimal.
La tache qui reste consiste a calculer estimation filtrante de P (t). A partir de (3.7), il est

évident que ¢ (-) = 0, alors(i3.7)) peut étre réécrit comme suit :

dz (t) =[A)ZT{#)+Ast)T(t—0)—BE) N (t)p(t)]dt, te 0,17,
—dp(t) =[A"(t)pt)+ A (t+0)p(t+0)+ R(t)Z (t)] dt, tel0,7T],
p(T) = Mz (T), p(t) =0, te (T, T+4].

(3.8)
Nous mettons l'indice u pour simplifier. Bien que est une FBSDE déterministe,
nous n’obtenons pas sa solution explicite au moyen de la technique FBSDE commune en
raison des durées de temps retardées et avancées. Cependant, nous pouvons relier a
un probléme de controle optimal quadratique linéaire déterministe avec un retard comme

suit :

dz” (t) = [A(t)a" (t) + As () a¥ (t— 8) + B()v ()] dt,  te0,T],

(3.9)
' (t)  =n(), te[-4,0],
et la fonction de cott
J(W() =3[ (R (t),2¥ () + (N (t)v (), v (1)) dt + (Ma® (T),2* (1)) ,
(3.10)

ot le controle admissible v(-) est déterministe satisfaisant fOT lv (1)) dt < +o0.
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Donc u(t) = —N~1(t) B™ (t)p(t) est optimal avec les équations (3.9)) et ( sont véri-

fices, et p(t) est déterminé par (3.8)). Grace au Théoréme de [5], nous avons que

t

u(t) = —N71(t) B (t) Eo(t)f(t)Jr/El(t,e—t)f(e)de . telo,T], (3.11)

t—§&

est optimal, ou Ey (¢), E; (¢,6), By (¢,0,), t € [0,T], 0,¢ € [0, 0] satisfait aux ensembles

d’équations suivants

Eo (t) +Eo (t) A(t) + A7 (t) Eo (t) + Eq (¢,0) + ET (£,0) + R (¢)
—Eq (t) B () L) BT (1) Eo (t) =
DBy (t,0) — ZEq (t,0) + A™ () Eq (t,6) + Ea (t,0,¢)
—I () B ()N L) BT (t) B (t,0) = (3.12)
STy (t,0,6) — 5B (t,0,6) — 2By (t,0,)
—Ei (t,0) B () L) BT (t) B (t,6) =0,
| Eo (t.0,6) = Ba (t,,0), tel0,1], 0.c €[-5,0].
Avec des conditions aux limites
Eo (T) = M, Eo (t) As (t) = By (t,—0), E, (T,0) =Ey(T,0,5) =0,
E7 (¢,0) As (t) = By (¢,0,—-0), tel0,7], f,c €[-9,0].

De plus, en utilisant la régle paralléle, nous pouvons prouver 'unicité du controle optimal,
t

ce qui donne la relation entre p (t) et T () que p(t) =Eq (¢t) T (t) + /Eq (t,0 —t)x (0)do.

=5
Maintenant, nous résumons tous les résultats obtenus jusqu’a présent et donnons la pro-

position suivante

Proposition 3.0.1 Pour notre probléme de controle optimal linéaire-quadratique partiel-
lement observé (3.1)-(3.3)), un contréle optimal observable u(-) est donné par (3.5)), ou

p(t) =E"[p(t)| FY] est la solution de FBSDE (3.8). De plus, le régulateur & rétroac-
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tion de l'estimation de filtrage pour une trajectoire optimale est donné par (3.11)), ot BEy(t),
Ei(t,0), Es(t,0,(),t € [0,T],0,¢ € [—0,0] vérifie les ensembles des équations (3.12]).
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Annexe : Abréviations et Notations

Les différentes abréviations et notations utilisées tout au long de ce mémoire sont expli-

quées ci-dessous :

tion différentiel stochastique de retard

(Q, F, (Ft)iso ,IP’) Une espace de probabilité filtreé.

Fi Filtration naturel.

U Sous ensemble convexe

U,a L’ensemble des variables de controle admissible.

U Controle optimale

v Variable de controle admissible.

EDS ou SDE Equation différentielle stochastique.

ABSDE Equation différentielle stochastique.rétrograde anticipée (avancées) .
SDDE Equation différentielle stochastique.avec retard.

FBSDE Systéme stochastique avant-arriére
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( Résumé \

Dans ce mémoire nous étudions les problemes de contréle optimal
partiellement observés et avec retard. En combinant le théoréme de Girsanov a avec
une technique variationnelle standard, on obtient un principe du maximum en
supposant que le domaine de controle est convexe.

Mots-Clés : Equations différentielles stochastiques avec retard,
équations adjointes, controle optimal.
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Abstract

In this dissertation we have studied optimal control problems for stochastic
delay systems. Combining Girsanov’s theorem with a standard variational
technique, we get a maximum principle on the assumption that the system equation
contains time delay and the control domain is convex.

Key-Words: SDDE, adjoin equations, optimal control.
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