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Introduction

Dans ce mémoire de master, on s’intéresse au probléme d’existence et d’unicité des
solutions pour les systémes gouvernés par les équations différentielles stochastiques pro-

gressives rétrogrades non linéaire de type champ moyen suivantes :

dX; = b(t, Xp, B [X)])dt + o(t, X, B [X])dW,
—d}/;f = f(tv Xt7 E [Xt] 7}/;7 E [Y;] ’ Zt’ E [Zt])dt o thWt‘
Xo =, Yr = g(Xr,E[X7]),

ot (W})¢>0 un mouvement Brownien défni dans un espace de probabilité complet (2, F, P)
et b, et f sont des fonctions mesurables.

Le coefficient b s’appelle le drift, o s’appelle la diffusion de 'EDS et f s’appelle le généra-
teur de 'EDSR.

Ce mémoire est composé de trois chapitres :

Le premier chapitre : On donne quelques génératités de calcul stochastique, et quelques
définitions qui sont nécessaires pour la suite de ce mémoire, comme processus stochastique,
filtration, mesurabilité, adaptation, mouvement Brownien, martingale, intégrale stochas-
tique, processus d’Ito, formule d’Ito.

Le deuxiéme chapitre : L’objectif de ce chapitre est de définir les équations differencilles
stochastiques rétrogrades, et nous montrerons le résultat classique d’existence et d’unicité
des solutions dans le cas Lipschitz.

Le troisiéme chapitre : Dans ce chapitre, on étude un type des équations différentielles
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stochastiques progréssives rétrogrades non linéaires ce type s’appel le champ moyen, on va
présenter le résultat d’existence et d’unicité des solutions pour des systémes dérigés par
des équations différentielles stochastiques progréssives rétrogrades non linéaires, de type

champ moyen.



Chapitre 1

Rappels de calcul stochastique

1.1 Généralités.
Dans ce chapitre on dans quelques généralites de calcul stochastique.

Définition 1.1.1 (Processus stochastique). Soit T un ensemble. On appelle processus
stochastique indexé par T et & valeurs dans R? une famille (X;)ier d’applications mesu-

rables de (2, F) dans R?, B(R?) telle que pour tout t € T, X, est une variable aléatoire.

Définition 1.1.2 (Filtration). Une filtration est une famille croissante de sous tribus de

F, c’est-‘a-dire telle que F; C Fy pour tout t > s.

Définition 1.1.3 (Processus mesurable). Un processus X est dit mesurable si l’appli-
cation (t,w) — X;(w) de R, xQ dans R? est mesurable par rapport aux tribus B(R,)®F
et B(R?).

Définition 1.1.4 (Progressivement mesurable). Un processus X est progressivement
mesurable par rapport & {Fi}i>o si, pour tout t > 0, Uapplication (s,w) — X, (w) de

[0,1] x Q dans R? est mesurable par rapport o B([0,t]) ® F; et B(R?).

Remarque 1.1.1 Un processus progressivement mesurable est mesurable et adapté.
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Définition 1.1.5 (Processus adapté).Un processus stochastique X = (X, t > 0) est
dit adapté par rapport a une flltration F; (ou bien Fi-adapté) si X, est Fy;-mesurable pour

tout t.

1.1.1 Mouvement Brownien.

Définition 1.1.6 (Mouvement Brownien ). On appelle un mouvement Brownien stan-

dard tout processus stochastique Wy a valeurs réelles tel que :

1. P—p.s. t — W;(w) est continue.

2. Pour 0 < s < t, W, — Wy est indépendant de la tribu o{W,,u < s} et de loi

gaussienne centrée de variance ¢t — s .
3. Wo=0,P—p.s.
)

Pour tout ¢t > 0, la variable aléatoire W; suite la loi gaussienne centrée de variance ¢ donc
de densité (27t) "/ 2exp{—22/(2t)}. On dit qu'un mouvement Brownien (MB dans la suite)

part d’un point = si Wy = x.
Remarque 1.1.2 On dit que W est un {F }i>0-MB si W est un processus continu,
adapté a la filtration {F,}i>0, vérifiant

Yu € R,VO <s< t, E [eiu(Wt_WS)/fs} = e:cp_UQ(t_S)/2_

Proposition 1.1.1 soit W un M B standard.

1. Pour tout s > 0, {W; + s — W};>0 est un MB indépendant de o{W,,u < s}.
2. =W est aussi un M B .
3. Pour tout ¢ > 0, {cW;/c*}>0 est un M B.

4. Le processus défini par Xy = 0 et X; = tW;/, est un M B.

Martingales.
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Définition 1.1.7 (Martingale). Un processus X a valeurs réelles est une martingale

par rapport o la filtration {Fi}i>o st -

1. Pour tout £ > 0, X; est F;—mesurable.
2. Pour tout t > 0, X;- est intégrable.

3. Pour

0<s<t,E[X,/F]=X..

Remarque 1.1.3 Si W est un MB, alors {Wpe —t}, o et {exp (oW, — 0°t/2)},5, sont

des martingales.

1.1.2 Espérance conditionnelle par rapport & une tribu

Soit X une variable aléatoire réelle ( v.a.r), (intégrable) déflnie sur (2, F,P) et G une
sous-tribu de F. L’espérance conditionnelle E [X\G] de X quand G est I'unique variable

aléatoire telle que :

a) G-mesurable.
b)
[,E[X\G]dP = [, XdP;¥A € G.

1.1.3 Propriétés de ’espérance conditionnelle

a) Linéarité. Soit a et b deux constantes.
E[(aX + bY\G)] = aE [X\G] + bE [Y'\G] .
b) Croissance. Soit X et Y deux (v. a) telles que X <Y. Alors :

E[X\G] <E[Y\J].
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c)
E[E[X\G]] = E[X].

d) Si X est G-mesurable,

E[X\G] = X.

e) SiY est G-mesurable,

E[XY\G] = YE[X\G].

f) Si X est indépendante de G,

E[X\G] = E[X].

g) Si G est la tribu grossiére (composée de ’ensemble vide et de Q ),

E[X\G] = E[X].

h) Si G et H sont deux tribus telles que H C G alors

E[X/H] = B[E[X\H]\G] = E[E[X\G\H]].

On note souvent

EE[X\H\G]] = E[X\H\G].

i) Si (X,Y) sont indépendantes, et ® une fonction borélienne bornée,

E[®X, Y)Y = [B[(X, y)]l,=y-

Cette derniére égalité signifle que, pour calculer I’espérence conditionelle E [®(X,Y)\Y]
lorsque les variables X et Y sont indépendantes, on explicite la fonction ¥ telle que

U(y) = E[®(X,y)], puis on remplace y par Y pour obtenir la (v.a) ¥(Y).
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1.2 Intégrale de Wiener

On note L?(R ;) ensemble des fonctions boré¢liennes f de R, dans R de carré intégrable,
c’est-a-dire telle que

/Oooms) 2 ds < 1.

Remarque 1.2.1 Ly(R,) est un espace de Hilbert pour la norme

0 1/2
T ( / f2ds> ,

Pour f = 1,,] , on pose

/000 f(s)dWs =W(v) — W(u).

Soit f une fonction en escalier, de la forme
=n
f(x) = Zfi—ll]tjﬂ,ti]?
i=1
on pose

fooo f (5>dWS = 222711 fi*l(Wtthifl>'

La variable aléatoire

1(f) = /0 " fs)aw.

est une variable gaussienne d’espérance nulle et de variance égale a

/000 fa(s)ds.

1. I(f) est gaussienne car le processus W est gaussien, aussi I(f) est centrée car W est

centré et

Var(I(f)) = S0} f2Var(Wy, — Wi,_,)
= 30T R (= tia) = [ f¥(s)ds = || f]l2.
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2. L’intégrale est linéaire :

I(f+9) = 1(f) + I(9)-
Si f et g sont deux fonctions en escalier
E(I(f)I(9)) = [y f(s)g(s)ds

Théoréme 1.2.1 Soit f € L} et M, = [; f(s)dW,. Alors

a) Le processus M est une martingale continue et la (v.a) M; est d’espérance 0 et de

/0 ' P(s)ds

b) Le processus M est un processus gaussien centré de covariance

/Offs 2 (u)du

variance égale a

et & accroissements indépendants.

c) Le processus

(M? — /o f2(s)ds,0 < t),

est une martingale.

d) Si f et g sont dans L?

B fy f)dW - 5 g(w)dWs| = f3°° f(w)gu)du.

1.2.1 Intégration par parties

Théoréme 1.2.2 Si f est une fonction de classe C*, donc

JEF(s)dW, = F(OW; — [ f(s)Wds.
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t

Proposition 1.2.1 Le processus X;e™ est une martingale.

1.3 Intégrales stochastique

On veut généraliser I'intégrale de Wiener et de déflnir I'intégrale fooo 0sdW pour des pro-

cessus stochastiques 6.

1.3.1 Cas de processus étagés

On dit qu'un processus § est étagé (ou élémentaire) s'il existe une suite de réels t;, telles que
0 <tp < t.... < ¢, et une suite de variables aléatoires 6; telles que 0; soit F; -mesurable,

appartienne a L%(Q) et que 6; = 0; pour tout ¢ €|t;, t;;1], soit

95 (w) = Z;L;é = 9]’ (w>1]tj,tj+1](s)'

On déflnit alors :
Jo© 0sdWs = 32070 0;(Wiy .y — Wi)-

On a

E [fooo QSdWS] =0et Var (fooo 0,dW,) =E UOOO ngs] )

On obtient

n—1
[y 0.dW, = 3 0;(We | ne = Wipno).

3=0
Remarque 1.3.1 S5i 750 < Ty < Th..... < T, est une suite croissante de temps d’arrét,
st 6, = le]Tj,TjH}(s) ot 0; est une suite de variables aléatoires telles que 0; soit ,7-"Tj

mesurable, appartienne d L?(Q), on définit alors :

n—1
[30.dWs = 3" 0;(Wr,, p0 — Wryne)-

Jj=0
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1.3.2 Cas général

On définit les processus continus & gauche limités a droite (caglad ) de carré intégrable
appartenant a L2(2 x RT) comme I’ensemble A des processus 0 adaptés caglad , (F,)-

adaptés tels que
) t
192 ¢ E [/ Gfdt] < 0.
0

On dit que 6, converge vers 6 dans L?(Q x R") si [|§ — 0"[|> — 0 quand n — oo.
L’application 6 — ||#]| déflnie une norme qui fait de A un espace complet.

Alors on peut déflnir fooo 0,dW pour tous les processus 6 de A : on approche 6 par des
processus étagés,
soit

0 = lim 0,

n—oo

ou
k(n)
O, = > enl]tj’tjﬂ]’
j=1
avec 0" € Fi, la limite étant au sens de L*(Q x R).

L’intégrale [;° 0,dW, est alors la limite dans L?(2) des sommes

k(n) _
>0 (W

=1

Wt)a

J+1 J

dont ’espérance est 0 et la variance

B[Y,; 0%(tj 1 — t;)].
On a alors :
B[ 0,dW,] = 0 et B[ 0,dW,])" = B [[°62ds] .

On note

12 0,aW, S [ 0,1004(5)dW..

10
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Si 0 est étagé

fooo edes = Zz ei(mi“rl/\t - Wti/\t>'

Plus généralement, si 7 est un temps d’arrét, le processus 1jo,-(t) est adapté et on déflnit :

foTAt 0, dW, = fot 931]0;7}(8)dW5.

1.4 Propriétés

On note par ' ensemble L2 (2 x RT) des processus 6, adaptés, cdglad et vériflant

loc
E[[5° 02(w)ds] < o0, V.

1) Linéarité.

Soit a et b des constantes et (6;,i = 1,2) deux processus de I" on a :
[i(a 01+ b 02)dW, = a [, 01dW, + b [; 02dW,.

2) Propriétés de martingale
Soit M, = fot 0,dW,, ou 0 € T alors :
a) Le processus M est une martingale 4 trajectoires continues.

b) Soit

N, = (f, 0,dW,)? — [ 6%ds.

Le processus (IVy; 0 < t) est une martingale.

11
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1.5 Processus d’Ito

On dit qu'un processus X est un processus d’It6 s’il est défini sous la forme suivante :

X,=x+ fot byds + fot o, dWs,

ot b est un processus adapté tel que fot | bs | ds existe (au sens Lebesgue) P — p.s, pour

tout £, et o un processus appartenant a I'.

1.5.1 Propriétés

1. Si o appartient a I' alors on a :

a)
E[X,] = E[Xo) + [, E[b,] ds.

b)
E[X,/FJ) = Xo+ [ by du+E [ /! budu/fs} + [P0y dW, = X, +E [ I budu/fs} .

2. Sib=0et o €T le processus X est une martingale continue. La réciproque est vraie,
sous certaines conditions d’intégrabilité et de mesurabilité, toute martingale continue

s’écrit comme suit

t
o+ [ guaw.
0
telle que ¢ €T.
Théoréme 1.5.1 (Formule d’Ito).

Soient (t,x) — f(t,z) une fonction réelle deux fois différentiable en x et une fois différen-

tiable en t et X est un processus de It6. Alors on a la formule suivante :

Ft, X)) = (0, Xo) + [ f'(s, Xo)ds + [y (s, X)X, + 1 [ f"(s, X 5)d(X, X),.

12



Chapitre 2

Equations différentielles

stochastiques rétrogrades (EDSRs)

L’objectif de ce chapitre est de définir les équations differentielles stochastiques rétro-
grades (EDSRs), et de montrer le résultat classique d’existence et d’unicité des solutions
pour ce genre du systéme.

Notation

— (9, F,P) un espace de probabilité complet.

— (W;) est un mouvement Brownien.

— {F, }+>0 est une filtration.

— S2%(RF) : espace vectoriel formé des processus Y, progressivement mesurables, & valeurs
dans R* tels que :

|]Y|]§2 =F [ sup ]Y;|2 < 00,
0<t<T

et S?(R*) Iespace des processus continus appartenant a S?(R¥).
— M2 (R¥*?) : celui formé par les processus Z, progressivement mesurables, 4 valeurs dans

R¥*4 tels que :

T
12 =8| [ 120P| <o
0
remarquant que les espaces S?, S? et M? sont des espaces de Banach pour les normes

13
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définies précédemment, et B? := S%(RF) x M?(R¥*?) est un espace de Banach.

On definit 'EDSR suivante :

dY, =—f(r.Y, Z,)dr + Z,dW,, 0<t<T

YT = g:

(2.1)

telle que :

1. f est une appliquation définie sur [0, 7] x Q x R? x R**4 a valeurs dans RF.

2. Y ne dépend pas du futur (YT soit adapté par rapport & la filtration (.E)tzo) .

3. Pour tout (y, z) € RF x R**4 le processus {f(t,, z) }o<i< Soit progressivement mesu-
rable. On considere également une variable.

4. £ une variable aléatoire, mesurable par rapport a Fr et a valeurs dans R¥ c’est-.4- dire

variable aléatoire connue & 'instant 7.
Remarque 2.0.1 .

1. f s’appelle le générateur de 'EDSR.

2. £ s’appelle la condition terminale.

Une solution de PEDSR (2.1]) est un couple de processus {(Y;, Z;) bo<t<r vérifiant :

3. les processus Y et Z sont progressivement mesurables & valeurs respectivement dans R*
et R4,

4. P — p.s.

T
Jo (fr Yo, Zo)| + (|1 Z:]1?) dr < oc.
5.P—p.s.,ona:
Yi=¢+ [ f(r,Ye, Z)dr — [ Z,dW,,0 <t <T.

Remarque 2.0.2 1. Les intégrales de l’équation (2.1)) étant bien définies.

2. Y est une semi-martingale continue.

14
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3. Yj est une quantité déterministe.

2.1 L’existences et I’unicité des solutions pour les ED-

SRs

On va donner un premier résultat d’existence et I'unicité des solutions pour des systémes
gouvernés par des équations différentielles stochastiques rétrogrades (EDSRs) et ce résultat

est dit a Pardoux et Peng [6] dépuis 1990.

Proposition 2.1.1 Supposons qu’il existe un processus { fi }o<i<r , positif, appartenant a

M?(R) et une constante positive \ telle que :

V(t,y,2) €[0,T] x R* < R |f(t,y,2)] < fe + M|yl + ||2]])-

Si {(Y;, Z;) }o<t<7 est une solution de 'EDSR (2.1) telle que Z € M? alors Y appartient

)
aSe.

Lemme 2.1.1 Soient Y € S*(RF) et Z € M?*(R¥*%). Alors

T
{/ Y ZdWs,t € [O,T]},
0

est une martingale uniformément intégrable.

Le cas Lipschitz

On suppose que le générateur f vérifié les deux conditions suiventes :

(H) : 11 existe une constante A telle que P — p.s.,

1. Condition de Lipschitz en (y, z) : pour tout t,y, 7, z, £

|f(ty,2) = F(& 5,2 < Mly — g | +lz = Z[])-

15
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2. Condition d’intégrabilité :
B(| & P+ fy 1f(r,0,0)dr) < +oc.

Nous commengons par un cas trés simple, celui ou f ne dépend ni de y ni de z (i.e), on
se donne ¢ de carré intégrable et un processus {F; }o<;<r dans M?(R¥) et on veut trouver

une solution de 'EDSR,

Yi=¢+ [FFdr— [ Z,dW,,0 <t <T. (2.2)

Lemme 2.1.2 Soient & € L2(Fr) et {F,}o<i<r € M?(R¥). L’EDSR (2.2) (posséde une

unique solution (Y, Z) telle que Z € M?.

Démonstration : Supposons dans un premier temps que (Y, Z) soit une solution vérifiant
que Z € M?. Si on prend ’espérance conditionnelle sachant F;, on a nécessairement, Y;
est donner par

}g:E[ngftTFrdr\ft]

On définit donc Y a l'aide de la formule précédente et il reste & trouver Z. Remarquons
que, d’apres le théoreme de Fubini, comme F' est progressivement mesurable, fot F.dr est
un processus adapté a la filtration {F;}icjor , en fait dans S? puisque F est de carré

intégrable. On a alors, pour tout t € [0, 7],

Yi=B ¢+ [, Fdr\ F| = [y Fudr = M, ~ [} Fr.

M est une martingale Brownienne, via le théoréme de représentation des martingales

Browniennes on construit un processus Z appartenant a M? tel que :
Y, = M, — [, Fudr = My + [, ZrdW, — [, F,dr.

16
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On vérifie facilement que (Y, Z) ainsi construit est une solution de 'EDSR étudiée puisque

comme Y = £.

Y, — &= My + [} Z,dW, — [} Fodr — (Mo + [ Z,dW, — [ F.dr)
T T
= [T Edr — [1 Z.dW,,

L’unicité est évidente pour les solutions vérifiant Z € M.

Théoréme 2.1.1 Pardouz—Peng. Sous 'hypothése (H), UEDSR (12.1)) posséde une solution
unique (Y, Z) telle que Z € M?.

Démonstration : Nous utilisons un argument de point fixe dans I'espace de Banach
B? en construisant une application ¥ de B?dans lui-méme de sorte que (Y, Z) € B? est
solution de 'EDSR si et seulement si c’est un point fixe de W.

Pour (U,V) élément de B?, on définit (YV,Z) = ¥(U,V) comme étant la solution de
IEDSR :

Yi=¢+ [ f(r, U, Vi)dr — [T Z,dW,,0 <t <T.

Remarquons que cette derniére EDSR posséde une unique solution qui est dans B2. En

effet, posons F,. = f(r,U, V;). Ce processus appartient a M? puisque, f étant Lipschitz,

[Fl < 1 (r,0,0)] + AU + AVl

et ces trois derniers processus sont de carré intégrable. Par suite, nous pouvons appliquer le
Lemme (2.1.2) pour obtenir une unique solution (Y, Z) telle que Z € M?. (Y, Z) appartient
a B?:

L’intégrabilité de Z est obtenue par construction et, d’apres la Proposition précédente, Y
appartient a S2.

L’application ¥ de B? dans lui-méme est donc bien définie.

17
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Soient (U, V) et (U, V) deux éléments de B2 et
(Y, Z2) = (U, V), (Y, Z) = ¥(U,V).

Notons

y=Y—Yetz=Z—2.0na,yr=0et

dys = —{f(t, Ui, Vi) = f(t, Uy, Vi) Yt + 2dW,.

On applique la formule de Ito & e*!l|y,|? pour obtenir

deat|yt’2 = O5‘5’at|yt’2dt - 2€atyt'{f(t> Ui, V;t) - f(ta Utv Vt)}dt

+2€atyt . thWt + €at||Zt||2dt.

Par conséquent, intégrant entre ¢ et 7', on obtient :

eat‘yt|2 + ftT eaTHZTHQdT = LT 6ar<_a|yT|2 + 2yr'{f(rv UT7 ‘/T) - f('f’, UT? V})})d?”
— ftT 2e% Y, 2, dW,.,

et, comme la fonction f est Lipschitzienne il vient si en notant par u et v pour U — U et

V-V (respectivement), que :

ar T ar T ar
eyl® + f; ez |Pdr < [ e (=alye* + 2]y, || url + 2A]y,|[[o,[[)dr

— ftT 2e“" Yy, 2. dW,..

Pour tout € > 0, on a 2ab < a?/e +¢b? (I'inégalité de Yong), et donc, 'inégalité précédente

devient :
Uyl + [ e ||z |Pdr < [ e (—a+ 2)2 /e) |y, [2dr

T ar T ar
— [, 2e*y 2 dWy € [ e (|up|* + [|oe||?)dr.

18



Chapitre 2. Equations différentielle stochastique rétrograde

et prenant o = 2)\? /e, et notant par
T
R = g/ e (|us ? + [0 P dr,
0

on a

vt € [0,T], e |yil? + [ e ||z |2dr < R. — 2 [ e yp-z,dW,. (2.2)

t

D’apres le Lemme (2.1.1), la martingale locale { fg eo‘ryr-szWT} o est en réalité une
teo,T

martingale nulle en 0 puisque Y, Y appartiennent & S? et 7, Z appartiennent a M?2.

En particulier, prenant ’espérance — ce qui fait partir 'intégrale stochastique via la re-

marque précédente —, on obtient facilement, pour ¢ = 0,

B [J) e ll=dr] < B[R (23

Revenant a l'inégalité (2.3), les inégalités Burkholder-Davis-Gundy fournissent — avec C'

universelle —

B | sup el < IR+ CB (] Py ]

0<I<T 0
< E[R.] + CE [ sup e/2|yg] ([T emnzrn?dr)lﬂ] ,

0<t<T

puis, comme ab < a?/2 + b*/2,
E { up eatw} < B[R] + E [ sup e“!yﬂ + B[ [T ez 2]

0<t<T 0<t<T

Prenant en considération I'inégalité (2.4), on obtient finalement

B | sup el + ) e lldr| < (34 CBIR

0<t<T

19



Chapitre 2. Equations différentielle stochastique rétrograde

et par suite, revenant & la définition de R.,

E | sup ey |> + fOT ea’"Herer] <e(B+CHOAVTE [ sup e |uy|* + fOT e ||v,||2dr
0<t<T 0<t<T

Prenons € tel que e(3+C?)(1VT) = %, de sorte que 'application W est alors une contraction

stricte de B?dans lui-méme si on le munit de la norme
0.Vl =B | sup e U+ f eV l7an ).
0<t<T

qui en fait un espace de Banach — cette derniére norme étant équivalente & la norme usuelle
correspondant au cas a = 0.

¥ posséde donc un unique point fixe, ce qui assure I'existence et etl’unicité d’une solution
de ’EDSR dans B2.

On obtient ensuite une unique solution vérifiant Z € M? puisque la Proposition précédente
implique qu’un telle solution appartient & B2.

Le role de Z : Nous allons voir que le role de Z, plus précisément celui du terme fOT Z.dW,

est de rendre le processus Y adapté et que lorsque ceci n’est pas nécessaire Z est nul.

2.2 Unicité :

Supposons que (Y, Z) et (Y, Z) deux solutions de EDSR. (2.1). On a pour tout ¢ € [0, 7],

Y, - Y,

_ ftT{f(s,Ys,Zs,) _f(s,y;,gs)}ds_ff{zs —ZS}dWs. (2.4)

En appliquant la formule d’Tto & | Y; — Y; |2, on trouve

A, -V ) =21 -V, |d| Y, =Y |) +dY - Y,V - Y)..
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Chapitre 2. Equations différentielle stochastique rétrograde

Par passage a 'intégrale de t a T’

Y=Y 2+ [T 2o~ 20|12 ds

=2 [TV, = Vi, f(5,Ys, Zy) — f(s, Vs, Zo))ds + 2 [ (Ys = Vi) (Zs — Z)dW.

Par passage a ’espérance

B||Y, =Y 2| + B[] 2~ Z, | ds]

=2E [LT<Y9 - }A/;,f(S,YS, ZS) - f(S’YA;’ ZS>>:|

Donc

B1Y, =% | +B |11 2 - Z, |2 ds| <
KB [ 1Yo = Vo [ (|Ya = Vs |+ | 20— 2, |)ds]

Par I'inégalité de Yong on a

BV =% | +B |11 Z - Z, | ds]
< 2K?°E [jf Y, — Y, |? ds]

+2F [ff Y, — Y, |? ds}
A A A

on posant 6% = %,alors

Bl Y=Y P+ 4B [ 2~ Z | ds]
§(8K2+§)E[LT|1@—11\2¢S]

. 1 T .
B~ Y]+ 38| [ 12~ 2. ]
t

T

R 1

§C’E{/ |Y;—Y;|2d51,avec(§':8K2+§.
t
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Chapitre 2. Equations différentielle stochastique rétrograde

Alors

E|sup | V=Y

t€[0,T]

1 T o
+ ;B | Zs — Zs ||” ds
2 Lk

T
\ A 1
g(JEU |YS—Y5|2ds], avec(]:8K2+§.
t

On peut extraire deux inégalités :

T
E[supM—?ﬂScE[/ |Y5—?;|2ds} (2.5)
t

0<t<T

1 g 52 g o2
B | Zs — Zs |7 ds| < CE | Y, =Y, [P ds (2.6)
t t

D’apres l'inégalité de Granwall & (2.5)
on a b =0, donc

E[sup |Yt—ﬁ|2] = 0. (2.8)

0<t<T

Remplacant (2.8) dans (2.6), on trouve

T A
E U | 2, — Z, ||2d51 ~0.
t

Donc

Y=Y, 2, =27,
Ce qui prouve 'unicité.

Proposition 2.2.1 Soit (Y, Z) la solution de ’EDSR (2.1)) et soit T un temps d’arrét ma-
joré par T'. On suppose, outre ’hypothése (H), que & est Fr—mesurable et que f(t,y,z) =0

dés quet > 71 . AlorsY; =Yinr et Zy=0sit > 7.
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Chapitre 3

Existence et unicité des solutions
pour les EDSPRs de type champ

moyen

Dans ce chapitre, on s’interesse d’un nouveau type des équations différentielles stochas-
tiques progréssives rétrogrades non linéaires, ce type s’appel "champ moyen" alors , on
va présenter le résultat d’existence et d’unicité des solutions pour des systemes d’équations
différentielles stochastiques progréssives rétrogrades non linéaires, ( EDSPRs par la suite)

de type champ moyen.

3.1 Notation et définitions

— (Q, F,P) un espace de probabilité complet.
— (W}) est une mouvement Brownien.

— JF; est une filtraton.
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Chapitre 3. Existence du solution desEDSPR de type champ moyan

On cherche a résoudre le systéme suivant :

dX; = b(t, Xy, B[Xy])dt + o(t, Xy, B [X,])dW;
—dY, = f(t, X, B[X,], Y, B[Y)], Z,, B[Z))dt — Z,dW,.
XO = QJ,YT == g(XTaE [XT])7

telle que les fonctions suivantes soient mesurables et bornées :

b:Qx[0,7T] x R" x R" — R",
o:Qx[0,T] x R x R" — R4,
g:OAXR"XR"x R* — R™,

Ce systéme peut étre interpréter sous forme intégrale comme suit

X, =+ [b(s, Xo, B[X,])ds + [) o(s, Xy, B[X,])dW,, t > 0,
}/;5 :g<XT7E —l_‘[t S XS7E XS]7)/87ED/S]7Z$7E[ZS])CZS
—[1 ZdW;0<t<T.

F:Qx[0,T] x R" x R* x R™ x R™ x R™* x Rm*d — R™,

(3.1)

Le systeme (3.1]) et appelé équation différentielle stochastique progressive rétrograde (ED-

SPR) de type champ moyen. Telle que, le coeffcient b s’appelle le drift, o s’appelle la

diffusion de 'EDS et f s’appelle le générateur de ’'EDSR.

— On travaillera avec deux espaces de processus :

— On notera tout d’abord S?( R™) I’éspace vectoriel formé du processus X, progressivement,

mesurable, a valeurs dans R", telle que :

| X \|§2: E [ sup | X; \2] < 00.
0<t<T

Et S%(R") le sous-éspace formé par les processus continus.
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Chapitre 3. Existence du solution desEDSPR de type champ moyan

— Et ensuite M?(R™*%) celui formé par le processus Z; progressivement mesurables, &
valeurs
dans R™ 9 | telle que :

< 00.

T
| 2 H?W—E{/O AT

— Les espaces S? , S% et M? sont des éspaces de Banach pour les normes définies préce-
demment.

— Nous désignerons B? I'espace de Banach
S?(R™) x S*(R™) x M?*(R™*%).

Lemme 3.1.1 (Lemme de Granwall)

Soit g : [0,7] — R une fonction continue vérifant

Yt €[0,77,0 < g(t) < alt) + B [, g(s)ds. (3.2)

Pour une constante 5 > 0 et pour une fonction « : [0, 7] — R intégrable par rapport a la

mesure de Lebesgue, on a alors :

vt €10,T),9(T) < ae, (3.3)

etsia=0o0nag=0.

Définition 3.1.1 On appelle solution du systéme des équations différentielles stochas-
tiques progréssives rétrogrades (EDSPR) de type champ moyen (3.1), tout triple (X,Y, Z)

de processus progressivement mesurables a valeurs R® x R™ x R™*4 et de carré intégrable
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Chapitre 3. Existence du solution desEDSPR de type champ moyan

tels que :

X, =a+ [ b(s, X, BE[X])ds + [} o (s, X, B[X,])dW,,
Ve =g(X,, BIX,)+ [T f(s, X, B[X,],Ys,BY)], Z,, B[ Z])ds — [ Z.dW,.

(3.4)
3.2 Théoréme d’existance et d’unicité
Théoréme 3.2.1 (Existence et unicité)

Soient b, o, f et g des fonctions boréliennes. On suppose qu’il existe une constante

K > 0 telle que, pour tout t € [0,T] , pour tout (w1, a1, T2, T2, Y1, Y1, Y2, Y2, 21, 21, 22, 22) €

R4n+4m+4m xd .

1. Condition de Lipshitz

| b(tvxlaiil) - b(t7$2,j}2) | + ” O'(t7$17[\L'1) - O(taaniQ) ||

< K(| (w1 —a2) [+ | 21— 22 ),

et

|| f(taxla:\[l)ylvg\/la 21721) - f<t7'r27i'25y27927227 22) ||
SK(| (@ —a2) [+ (@1 —22) [+ | (y1 = 92)+ [ (I — 32) |

+ 1 (21 = 2z) [+ 1] (31 = 22) [])-

| g(z1,01) — g(x2, 22) |< K(| 21 — 2 | + [ 21 — T2 |).

2. Croissance linéaire :

| o(t, 2, %) [ + [ o(t,2,2) [|< K(] (14 |2 [+ [ 2]).
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Chapitre 3. Existence du solution desEDSPR de type champ moyan

et
| (2, 2,y,9,2,2) [S KO+ 2| + [ 2]
+ly L+ 1o+ + ().
3.
E [fOT 1£(5,0,0,0,0,0,0)[2| ds < +oo.
Alors, il existe une solution unique (X,Y, Z) de TEDSPR de type champ moyen
BA).
Démonstration :

1. L’existence : Nous construisons la solution par la méthode d’itération de Pi-
card. En défnissant la suite (X", V", Z"),en telle que X? = = Yy = Z, = 0,
et (X1 yntl Zntl) est la solution du systéme d’équations différentielles stochas-

tiques progressives rétrogrades de type champ moyen suivants :

X = x4 [Tb(s, X0 B[XM))ds + [Lo(s, X7, B [X])dW,,
Y = g(XBIXE) + [ f(s, X2 BIXD] YL B Y, 20 BZ2)ds (3.5)
— [ Zrlaw.

s

Et telles que les intégrales stochastiques sont bien défnies car il est clair par récurrence
que pour chaque n, X;""! continu et adapté, donc le processus (s, X™, E [X"]) l'est aussi.
— Premiérement, on montre I'existante de solution de ’EDS dans , pour t € [0, 7],
vérifant d’abord par récurrence sur n qu’il existe une constante C,, telle que pour tout
te0,7].

E[| X |2 < C,. (3.6)

Supposons que E[| X7 |*] < C,, et on montrer que

E U th—'—l |2] S C’n—i-l-
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On a :
| XP Pl [y b(s, X2 E[XI)ds + [y o(s, X2 B [XT)dW, 2,
comme (a + b+ ¢)? < 3(a® + b* + ¢?), donc :

xeet s (1 (f e X2 BN | )’
+(Jo Iats, xz.B LD [ aw)).

Par passage a ’espérance, on obtient :

B X ] <3 (1o 4B | (|0 X2 B | dﬂ

) 5 (3.7)
B | (i otz 000 )] ).
Appliquant I'isométrie , le théoréme de Fubini et la croissance linéaire, on obtient :
n n 2 t n n 2
B |(fyols, X2 BIXI1AW,) | =B [y | o(s, X2, BIXZ]) | ds]
< t -2 n |2 n |2
<B|Jy K20+ | X2 2 +B (| X7 [2)ds] 59
< o K2+ B[ X2 PJ+EB] X7 [2))ds
< YKL+ 2B [ X7 [?)ds.
Et par I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a
2 2
B | (6o, X2 B 0s) | <8 (U7 ds) x (1o X7 BLXED s
<TE |y K1+ | X2 P +B [ X7 |2])d5] (3.9)

< fo K21+ 2B [ X7 |?])ds,
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remplagant (3.9)) et (3.8) dans (3.7) on trouve

B[ X P <8 (la P +TB | fy K2(14+ | X7 [P +B (| X7 [2)ds]
T Jy K21 2B | X7 P)ds)
<O+ O [[B[ X% ds;Vt € [0,T],C > 0.

Ce qui prouve (3.6)).
On va majorer par récurrence la quantité

E| sup | X/ — X722,

0<t<T

X o Xp =a 4 [ b(s, X2 B(XD))ds + [ o(s, X2 B(XD))dW,
—x — [ b(s, X2 E(XPY)ds — [ o(s, XL E(XEY)dW,
= fo (s, X" E(X™)) — b(s, X" L, B(X"1))ds
+ [ (o(s, X2 B(XT) — o(s, X271 B(XPY)) dW,.

En utilisant I'inégalité de Doob, on obtient

E lsup | X+ = XY IQ}

0<s<t

< 2B || fylo(s, X2\ B [X2) — o(s, X27L B [X7)aw, ]
2B || [ (b(s, X7, B [X2]) = b(s, X0 B[X2 1) ds ||

< 2B [y || ols, X0, B[XZ]) — s, X0~ BIX21) | ds]
2T [ [y | bls, X1, BIXI]) = b(s, X2~ BIX 1] 2 ds]

Comme les fonctions b et ¢ sont Lipshitziennes, on obtient pour ¢ € [0, 7],

E [sup | X X |2} <4(1+4 T)KE [fot | X7 — X7 )2 ds] .

0<s<t
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Alors

E | sup | XmH — X7 |2 SC’fOtE sup | X" — X! 2| ds
0<s<t 0<r<s (3.10)

,ouC=4(1+T)K>

Nous répétons la méme méthode, en appliquant I'inégalité de Doob, & | X! — X;*"! | pour

obtenir

| X0 - XL

<2| [f(o(r, XP L BXPY) = o(r, X272 E[X)2)))dW, 2
+2 | [, Xp~ L BIXPY) = b(r, X772 B (X7 2))dr |2
<2f; o X)L EX) —o(r, X022 B[X72) |2 dr
+27 [ | (b(r, X271 B (X)) = b(r, X272 B [XP2)) |? dr.

Comme les fonctions b et o sont Lipshitziennes, on obtient

E [ sup | X7~ X7 |2] < C[TE[ X1 - X0 Pdr
Osrss (3.11)
<C[JB|sup | X3t —Xp? |2} dr.

0<k<r

En remplagant (3.11)) a (3.10)), on trouve:

E lsup | Xptt— xr |2} < Cng [SUP | X7 = X P ds
0<s<t 0<r<s
<CRCRE s X0 - xp 2 anas
] 0<k<r )

<C%E | sup | X7t — X722 fot(fos dr)ds

Lo<k<r ]

<C%E|sup | Xt — X722 fots ds

Lo<k<r 1
Y

<CB | sup | Xyt - xp P 5]

2
L0<k<r 0

<CLE | sup | X! - X2 12] .

0<k<r

De méme facon que (3.10)) et (3.11]) ; on peur trouver :
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E { sup | Xpt— X2 |2} <C [ E [Sup | X2 — X3 |2} dk. (3.12)

0<k<r 0<i<k

En remplagant (3.10]) et (3.11)) & (3.12]), on obtient

Elsup | Xptt— xr |2} SCIJE{SUP | X7 — X! |2} ds

0<s<t 0<r<s

< C? fot(fOSE lsup | Xt — X2 |2} dr)ds

0<k<r

<O [T E {sup X X |z] dk)dr)ds

0<I<k

<COB | sup | XP2 = X770 PSS dk) dr)ds

Lo<i<k

<C%E|sup | X;2— X3 fg(fosr dr)ds

Lo<i<k

< C3E | sup | X2 — X773 2| [0 £ds

0 2
L0<I<k

373 ne ne
§—C3!TE{sup | X - X, 3|21.

0<i<k

On répeéte cette méthode plusieurs fois, on trouve :

E [ sup | X7t — X1 ]2} <R { sup | X! — X7 \2} < D& (3.13)

0<s<T 0<s<T "

En appliquant I'inégalité de Tchebychev, on a

P | sup | X271 <X |> | < DI (e = 4DUI2E

n! n!
0<s<T

Il vient que

2P [ sup | X3 - X[ [> #} < DY /()2 = 4D Y YD = 4DeC < o
n=0

n=0 0<s<T n=0
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Ce qu’implique d’aprés le Lemme de Borel-Cantelli

1
P|sup | X' — X" |> —— VneN| =0.
0<s<T 2n+1

Ce que signifer que

P|sup | X2 — XI|< 5ig,VneN| =1,

0<s<T

c’est-a-dire :

sup | XM — X7 |< #,Vn > ng, pour certaine ny € N. (3.14)
0<s<T

Avec probabilité égale a 1. Passons & la somme on trouve :

mvVn 00
m _ yn k+1 _ vk 1 1
Sup | XS XS |§ Z Sup | XS Xs |§ Z 2k+1 S omAn
0<s<T k=mAn—1 0<t<T k=mAn—1

Pour m An > ng(w), ot m V n = max {m,k}. Alors le processus (X") 5, est une suite

de Cauchy, donc convergente. Alors il existe un processus continu (X;); cjo,77, tel que :

sup | X' — X; |— 0; quand n — oo, avec probabilité 1. (3.15)
0<t<T

Donc, P — p.s , X,, converge vers un processus continu X;. On vérifie trés facilement que
X; est une solution de 'EDS dans en passant a la limite dans 1’équation prégressive
dans le systéme (3.1).

—Donc en passant a résoudre la deuxiéme équation de récurrence pour Y .

Prouvons maintenant que la suite (Y™, Z") est une suite de Cauchy dans I’espace de

Banach B2.
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En appliquant la formule d’It6 & e | Y, — Y™ |2,

d<€at ’ Y;nJrl _ Y'tn ’2)

= Qe (Y )R 26 (Y V(Y - Y
Fetd(Y - YL Y - Y,

— aeat(}/tn-i-l _ Y;n)2dt _ 2<eat(}/;n+1 _ Y;n)Q’

F X0 BIXEL Y BIY], 20 B2E)

—f XL E X YR Y 20 E (20t
A (Y = YR, 2 — 2 AW, + et (20 — Zp)et.

En passant a I'intégrale entre t et T, on obtient

e | g(Xp, BIXR]) — g(X7 0B [XpH]) P —e Y =y 2

=a [ e | Y =Y Pds =2 [ (e (YT Y2,

Fls, X2 BIXD), Y BOYS), 20 B(ZY)

—f (s, X¢THLB(XET), YL B(YS ), 207 B(Z07)) ds

2 [T e (Y — Y22, Z0H — Z0ydW, + [ e || Z0tt — Z2 |2 ds.

Donc

e | Y Y 2 [ e | Y =Y P ds + [ e || 20t — 2 |2 ds
=T | g(XPE, B [XP]) — g(XF LB [XE)) |2

+2 [T (eos (Y — Y2, f(s, X2 BIXD] Y BY], 20 B (7))

—f(s, XL B (XY YL B (Y)Y, 20 B (20 Y)) ds

—2ft e’ Y”Jrl YS”)Q, Z;”‘“ — ZMdW.
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Par passage a l’espérance et utilisant le fait que f est Lipshitzienne en (z,y, z), on a :

B[t | 17 = Y P aB [ f) e | Yot = v P ds| 4B | [ e | 20t = 22 ds|
< KE [T | Xp — X271 7]
F2KE [ [ e | Y2 -y | (| X0 = XP 4+ | BIXY] - BX |

H Y =Y+ B BT+ 127 - 207+ 1B (28] - B (2]

Ce qui implique (d’apres Dinégalité de Yong) (2ab < 5a® + €2b?)

Bt | Yt = v P+ B[S e || (204 - 22) |1 ds|
< KB [e*T | X3 — X371 2] = aB | et | Y2t = v 2 ds]
L K?E [ JTeas |yt —yn |2 ds}
FAB [T e (| X0 = X0 |+ | BIX]) - BIXY |+ V) =y

HIEN BN 411 20 = 2071 |+ | B[Z0] - E[Z;71] |])%ds]
Comme (a+b+c+d+e+ f)? <6(a®+b* + ¢ +d* + € + f?) alors, on obtient

E [eat |y yp ‘2} R [ftT eos || Zn+ — Zn |2 ds'}

< KB e | X — X371 2] + (K22 = )B [ [T | Y2+t = v | ds|
FSE ([ em | Xp - XpU P ds| + SB[ e | Y2 -yt P ds]
+SE ([T em || 2 =zt | ds| + SB[ e B[ X7 - Xt 2 ds]
+SE ([T e Bl Y2 - Plds| + SB[ S e B 22 - 2070 |7 ds]

alors d’apres le théoreme de Fubini :

B et | P4 =¥ P+ B[ e | 237 = 25 | s

< KB e | X7 — Xp' 2] + (K22 = )B [ [T e | 2! = v | ds|
FBB ([ eor | X0 = XpV P ds| + BB [ e |V - vt 2 ds]
3B ([ e || 27 - 2 |2 s

34



Chapitre 3. Existence du solution desEDSPR de type champ moyan

On choisit a et ¢ tel que QZEet 144K?% — o = 0, alors :

Bt |Vt =y ]+ B[ f e || 2t - 22 |1 ds|
< KE [eT | Xp — X771 2]
LB [ eos(| X0 = Xyt P | YR YR R | 20 - 20t s

Donc pour ¢t = 0, trouve :

B | sup e | Y7 Y P B ) e 20t - 2 |

0
0<t<T

< KE [T | X7 — X371 + 5(B { sup e (] X — X7t |2) ] (3.16)

_l’_
0<t<T
+E [ sup e | Y — Y |2} +E fo et || zn — Znt ||2)ds]).

0<t<T

Nous répétons la méme méthode, en appliquant la formule d’It6 & e®* | Y,* —Y,"~! |2, pour

obtenir

E [ sup e | Y — Y ! \2] +E [fOT e || 2y — 23| ds}

0<t<T

< KE[eoT | X5t = X272 )] + (B { sup e (| XPp~t — X2 |?) } (3.17)

0<t<T

+E [ sup e | Yl — Y2 \2} +E [fOT e || Znt — Zn=2 |2 ds]).

0<t<T

En remplagant (3.17)) dans (3.16) on a

B | sup e [ Y Yo P B [ e | 20 - 2

0<t<T

< KE [T | X2 — X7 2] + KE [eoT | X3! = X372 2]

+58 | s (| Xy = X0 ) |+ 5B | sup e 0t - )

0<t<T 0<t<T

—{—%(E sup eat | Y;n—l - Y;n—2 |2:| +E [fOT s ” Z;Lfl _ Z;L*2 ||2 ds})

0<t<T
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On répeéte cette méthode plusieurs fois

E [ sup e | Yyl - Y |2] IR UOT eos || Zn+ — Zn |2 ds}

0<t<T
SCE[eT | Xp - X7 Pl +E [T | X = X272 P + ..
CBle(| XE— X2 [2) ] + C(E [ sup e(| X7 — X7 |2 }

0<t<T

+E | sup e*(| Xp7t - X772 ?) } e +E { sup e | X! — X7 |2])

lo<t<T 0<t<T

B | s et ¥ VP
0<t<T

+E | sup e | Y, - YR |2} +....E [ sup e | V! — Y0 |2}

LO<t<T 0<t<T

B [fy et | 22— 22t |P)ds]

+E _foT eas || Zgil - Z;L72 ||2 ds:| ..... —I—E |:f0T 60&5 || Z;[ _ ZS ||2 dS:|)

Donc
E [ sup eat | }/tn—l-l o Y;n |2:| +]E [fOT s || Z;l+l _ Z;L ||2 dti|

0<t<T
S%—N)quand n — oQ.
Par conséquent, (X", Y™, Z"),en est une suite de Cauchy, donc convergente. Alors, il existe
un triple de processus stochastique (X3, Y;, Z;) € B2, tel que :
B sup | X7 =X, | 0.8 | sup |¥0 -, | B[ 200 - 22 |7 ] o,
0<t<T 0<t<T
quand n — oo, avec une probabilité égale & 1. C’est-a-dire :

Iim X" =X, limY"=Y, limZ" = Z.

n—oo n—oo n—oo

Il est facile de vérifer que (X, Y, Z) est une solution de 'EDSPR ({3.4) il suffit de faire une

passage a la limite dans 'EDSPR de type champ moyen (3.5)).

2. L’unicite : Nous prouvons I'unicité de solution de systéme (|3.4))
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1. Supposons que (X,Y, Z) et (X' Y, Z) deux solutions de pour tout ¢ € [0,T7,
o= Jy {bls, Xo BIX)) = b(s, X0, B[ X,]) } ds
—fo { 5, Xo, B[X,]) — (s, X,, B [Xs})}dws,

et

Yi = Vi = (X2, BXr]) - (X7, | X7))
+ftT{ F(s, X, B[X,], Y,]E[Y;],ZS,]E[ZS])—f(S,Xs,E[Xs},K,E[?s},ZAs,E[ZAs})}dS

R AYIA

(3.18)

Comme (a + b)? < 2a* + 202, alors

B(| X, - X P <28 || [y {b(s, X BIX.]) = (s, X0, B | X,]) } ds 2]
+2E [| f(f {O'(S,XS,E (X)) — J(S,XS,E [XS])} dW, |2} )

D’apres inégalité de Cauchy, Schwarz on a :

E [\ IS {b(s,Xs,E[Xs]) b(s, X, [X])}ds\ }
<TE [fg | {b(s,XS,E[X]) b(s, X, E[ })} k ds}
<TK?['E []XS - )2'5|2] .

Et par 'isométrie d’It6 on a,

E[| I {U(S,XS,E[XS]) (s, X, E[X})}dw ﬂ
<E|f | o(s. X BIX.]) = o(s, X0, B | K] |12 ds]
<K ['E [|XS _ XSF] .
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Donc
{10 ] < g e 5~
= (QTK2 + 2K2) fJE |:|Xs o X8|2:| ds
- Cf(;E |:|Xs - Xsﬂ ds ou C' = 2(TK2 + K2).

Soit

Mw:EM&—xPyaﬂgcl¢@@w€mﬂ. (3.19)

Utilisant le lemme de Granwall, avec Cy = 0 implique ¢ = 0, on trouve

E[| X, — X, 12] -

Revenant a (3.18), en appliquant la formule d’It6 a | Y; — Y, |2, on trouve

d|Y, =Y ) =21 =Y |d(| Y, =Y ) +d(Y =Y,V = Y),.

Par passage a l'intégrale de ¢ a T et I’espérance , on a

B Y=Vl + B[ 1 2, - 2, | ds]
— B| g(Xr, B[Xr)) - (X, B [Xz])
+2B | [ (Y, = Vi, f(5, X, BIX,], V., B[], Z,, B[Z)])

—f(s, X0, E [X] V. E [Y] 7B [Z]»] -
Donc

E[\Yt |]+E[[f | Z, — 2, H2ds] §K2E[\XT—XT ﬂ
F2KE [ [T |V, =V, | (| X, = X, |+ | B[] B[R] [+, - % |

+IEY]-B[V] 412 - 2| +|E[Z]-E[Z] )]
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Par I'inégalité de Yong on a

BV - %] +B[f 1 2 - 2, |1 ds]
< K’E [| Xr— Xr |2] 4 2K%%R [fﬂys—f/s k ds}
+SE [ftT|X$—XS |2ds] +SE [];T|YS—YS |2ds]

T A
+SB (1 2, - Z, |1 ds|
on posant 6% = %,alors

B[~ ¥ ] + 4B [ ) 2. - 2| ds]
< KB [| Xp — R P| + (42 + DB [ | Yo = ;P ds

+1E [ftTyXS—XS |2ds].

Par I'inégalité (3.19 ) on a :

alors X, = XS et Xr = XT,donc
O 12 1 g > 2
Bl Yi—Yi | +3B| [ 12— 2|7 ds
t
T A 1
g(JEU |YS—Y;|2ds],avecC’:24K2+§.
t

On peut extraire deux inégalités :

T
E[supln—mﬂgCEU |n—1z|2ds} (3.20)
t

0<t<T

1 r 5 2 4 O 12
SB[ 1222 as| <CB| [ Y.~V ds (3.21)
t t

D’aprés l'inégalité de Granwall a (3.20)
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on a b= 0, donc

E[sup ]Yt—f/tﬂ:().

0<t<T

Le lemme de Granwall & nous donne

T A
E U | 2, — Z, ||2d31 ~0.
t

Donc

Y, =Y., Z, = Z,

Ce qui prouve 'unicité.
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Conclusion

Dans ce travail, on s’interesse au equations différentielle stochastique progréssives ré-
trogrades non linéaires de type champ moyen. En particulier, on démontre un résultat
d’existence et d’unicité des solutions pour des systémes gouvernés par des équations diffé-
rentielles stochastiques progréssives rétrogrades non linéaires ( EDSPRs) de type champ
moyen ot les coefficients du systéme ne dépond pas que du processus d’état mais aussi de
son espérence mathématiques. Il est intéressant d’étudier les problémes de contréle optimal
stochastique pour ce genre du systémes, par exemple d’établir les conditions nécessaires et
suffisantes d’optimalités pour des problémes du contrdle gouvernés par des systémes des
équations différentielles stochastiques progréssives rétrogrades non linéaires ( EDSPRs) de

type champ moyen.

41



Bibliographie

1]

CHAOUCHKHOUANE Nassima, Equations différentielles stochastiques rétrogrades de

type champ moyen, thése de Doctorat, université Mohamed Khider de Biskra 2018.
G. Barles, Solutions de viscosité des équations de Hamilton-Jacobi, Math. Appl, vol.
17, Springer-Verlag, Paris, 1994.

Jean -Christophe Breton, Processus stochastique, M2 Mathématiques, Université de

Rennes 1, Septembre-Décembre 2013.
Monique Jeanblanc , Cours de Calcul stochastique Master 2IF EVRY, Septembre 2006.
Nils Berglund, Martingale et calcul stochastique, Université d’Orléans, France, (2014).

E. Pardoux and S. Peng, Adapted solution of a backward stochastic differential equation,
Syst. Control Lett. 14(1) (1990), 55-61.

Philippe BRIAND, FEquations Différentielles Stochastiques Rétrogrades, Université Sa-

voie Mont Blanc, France, 2001.

Philippe BRIAND, Quelques résultats sur les équations différentielles stochastiques

rétrogrades, (2007).

Silver Bonnabel, Mouvement Brownien et intégrale d’ito, Paris, MINES Paris Tech,

France, (2012).

42



Annexe : Abréviations et Notations

Les différentes abréviations et notations utilisées tout au long de ce mémoire sont expli-

quées ci-dessous.

V.4 : variable aléatoire.
V.a.T : variable aléatoire rélle .

B(R?) : tribu borélienne.

MB : mouvement Brownien.

P —p.s : Presque stirement pour la de probabilité P.
sup : Supérieur.

inf . Inférieur.

lim . limit.

(.,.) . Produit scalaire dans R?.
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