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Introduction

Dans ce travail, notre objectif est d�obtenir un principe du maximum stochastique pour

un système gouverné par équation di¤érentielle stochastique avec information partielle. Ce

genre de problème qui a des applications potentielles en �nance mathématique et économie

mathématique.

On cosidère un problème de contrôle stochastique, où le système gouverné par une équation

di¤érentielle stochastique contrôlé de la forme suivante :

8>>>>>><>>>>>>:

dX (t) = b (t;X (t) ; u (t)) dt+ � (t;X (t) ; u (t)) dB (t)

+

Z
Rn�

� (t;X (t) ; u (t) ; z) ~N (dt; dz) ; 0 � t � T ;

X (0) = x 2 Rn:

Où les fonctions b; �; � sont des fonctions données,

et B (t) = (B1 (t) ; :::; Bk (t))
T et � (t) = (�1 (t) ; :::; �n (t))

T sont des mouvements Browniens

n-dimensionnel.

Le contrôle u(t) est un processus (Gt)t2[0;T ] -adaptée à valeurs dans un ensemble U � Rk;

Gt � Ft; ; pour tout t: (1)

Soit A = AG une famille de processus u (t) de contrôle Gt-adapté tels que :

u (t) = u (t; !) : [0; T ]� 
 7�! U:
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Introduction

La fonction de coût à maximiser, sur l�ensemble des contrôles admissible U; à la forme suivant :

J (u) = E

24 TZ
0

f (t;X (t) ; u (t)) dt+ g (X (T ))

35 ; u 2 A; (2)

où f et g sont des fonctions de classe C1 véri�ent la condition suivante :

E

24 TZ
0

jf (t;X (t) ; u (t))j dt+ jg (X (T ))j

35 <1; u 2 A: (3)

et X (t) est la trajéctoire du systemème contrôlé par u (t) :

Le problème du contrôle partiel avec information est de trouver �G, et u� 2 A tels que :

�G = sup
u2A

J (u) = J (u�) : (4)

Nous soulignons qu�en raison de la nature générale de la �ltration partielle de l�information

Gt, nous ne pouvons pas utiliser la programmation dynamique et les équations Hamilton-

Jacobi-Bellman (HJB) pour résoudre le problème. Ainsi, notre problème doit être distingué

de partiel problèmes de contrôle d�observation.

Pour de tels problèmes, il existe déjà une littérature riche et des versions d�un principe du

maximum correspondant ont été développées par de nombreux auteurs.

Le suite de ce travail est organisée de la manière suivante :

Le premier est un chapitre introductif permettant d�ntroduire les outils essentiels pour le

reste des chapitres. Nous commencons par des généralités sur les processus stochastique, es-

pérance conditionnelles et leurs propriétés ainsi que les mouvements Browniens et martingale

stochastique et l�equation di¤érentielle stochastique.

Dans le deuxième chapitre nous allons présenter le corps principal de ce mémoire. Nous

allons étudier les conditions nécessaires et su¢ santes d�optimalité avec information partielle

véri�ées par un contrôle optimal donné.

Et dans le dernier chapitre nous donnons une application de ce type de système en mathi-

matique �nance.
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Chapitre 1

Rappels sur le calcul stochastique

Dans ce chapitre, nous allons rappeler des notions essentielles en théorie des processus stochas-

tiques, nous donnons les outils nécessaires et les notions de base pour le calcul stochastique

1.1 Processus stochastique

Dé�nition 1.1 (Variable aléatoire) Toute application mesurable X d�un espace probabi-

lisé (
;F ; P ) dans un espace (E; �) dé�nit une variable aléatoire. X véri�e donc la propriété

de mesurabilité :

8B 2 �;X�1 (B) 2 F :

Dé�nition 1.2 (Processus stochastique) Soit T un ensemble.On appelle processus sto-

chastique indexé par T et à valeurs dans Rd une famille (Xt)t2T d�applications mesurables de

(
;F) dans
�
Rd; B

�
Rd
��
; pour tout t 2 T;Xt est une variable aléatoire.

Remarque 1.1 Dans ce travail, nous posons T = N ce qui correspond aux processus à temps

discret, T = R+ ou T = [0; a] pour les processus à temps continu.

Pour simpli�er les énoncés qui suivent sont donnés avec T = R+ ; pour alléger l�écriture,

nous noterons un processus X plutôt que (Xt)t�0.

Dé�nition 1.3 (Tribu engendré) La tribu engendrée par une famille d�ensemble A est la

plus petite tribu contenant cette famille, on la note � (A) :
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Chapitre 1. Rappels sur le calcul stochastique

Elle est l�intersection de toutes les tribus contenant A.

Dé�nition 1.4 (Filtration) Une �ltration est une famille croissante de sous tribus de

F ,c�est-à-dire telle que Ft � Fs pour tout t � s.

On demande souvent que les ensembles négligeables soient contenus dans F0.

On parle d�hypothéses habituelles si

- Les ensembles négligeables sont contenus dans F0:

- La �ltration est continue à droite au sens où Ft = \
s>t

Fs.

- Une �ltration G est dite plus grosse que F si Ft � Gt;8t.

Dé�nition 1.5 (Mesurable) un processus (Xt) est mesurable si l�application suivante

(t; !) 7�! Xt(!) de
�
R+ � 
;B(R+)
F

�
dans (E; �) est mesurable.

Dé�nition 1.6 (Processus a trajectoire continue) un processus (Xt) est a trajectoire

continue ou simplement processus continue si

P (f! 2 
; t 7�! Xt(!) est continueg) = 1

Dé�nition 1.7 (Processus progressivement mesurable) Un processus (Xt)t2I est dit

progressivement mesurable par rapport à F si pour tout t 2 T l�application (s; !) 7�! Xs(!)

est mesurable sur [0; t]� 
 muni de la tribu produit B([0; t])
Ft:

Dé�nition 1.8 (Processus càdlàg ) - Un processus X est dit càdlàg (continue à droite et

pourvu de limite à gauche ) si ses trajectoires sont continues à droite et prouvues de limite à

gauche pour presque tout !.

Remarque 1.2 Un processus progressivement mesurable est mesurable et adapté.

Proposition 1.1 Si X est un processus stochastique dont les trajectoires sont continués à

droite (ou à gauche), alors X est mesurable et progressivement mesurable s�il est de plus

adapté.
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Chapitre 1. Rappels sur le calcul stochastique

Dé�nition 1.9 (Processus adapté) Un processus (Xt)t2[0;T ] est dit adapté par rapport à

F si pour tout t 2 T , Xt est Ft-mesurable.

Le processus X est dit processus prévisible pour la �ltration Ft; ou Ft-prévisible si 8t 2 N;

Xt est Ft�1-mesurable.

Remarque 1.3 Un processus prévisible est nécessairement adapté.

Dé�nition 1.10 (Accroissement stationnaire) Soit X un processus stochastique adapté

la fonction (Ft)t�0.On dit que :

1. X est accroissement indépendant, si pour tous s � t; la variable aléatoire Xt �Xs est

indépendante de FX
t = � (Xu;u � s) :

2. X est accroissement stationnaire ; si la loi de variable aléatoire Xt �Xs ; pour s � t;

ne dépend que de t� s; Xt �Xs v Xt�s �X0; 8s � t:

Dé�nition 1.11 (Processus croissante) Un processus X = (Xt; t � 0) est un processus

croissante si X0 = 0 et t 7�! Xt est une fonction croissante, c�est-à-dire

Xt (!) � Xs (!) ; 8t � s: P:s:

Dé�nition 1.12 (Processus Gaussiens) Un processus X est gaussien si toute combinai-

son linéaire �nie de (Xt; t � 0) est une variable aléatoire gaussienne, c�est-à-dire :

8 n 2 N, 8ti; 1 � i � n; 8ai, ;
nP
i=1

aiXti :est une variable gaussienne.

Un processus gaussien est caractérisé par deux fonctions :

son espérance : t 7�! m(t) = E[Xt]

et sa covariance : (s; t) 7�! �(s; t) = E[(Xt �m(t))(Xs �m(s))] :

La fonction �(s; t) est de type positif au sens ; où 8 n 2 N,8ti; 1 � i � n;8ai,

nP
j;i=1

aiaj�(titj) � 0 :
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Chapitre 1. Rappels sur le calcul stochastique

1.2 Espérance conditionnelle

Dé�nition 1.13 (Probabilité conditionnelle) Soit A et B deux évènements (sous-ensembles

de 
).

On dé�nit la probabilité conditionnelle de A quand B par :

P (A=B) = P (A\B)
P (B)

; pour tout B tel que P (B) 6= 0:

Dé�nition 1.14 (Espérance conditionnelle par rapport à un évènement) SoitX une

variable aléatoire réelle intégrable.Un espérance conditionnelle de X sachant B :

E [X=B] = 1
P (B)

Z
B

XdP =
P
i

xi
P (X=xi\B)

P (B)
:

Dé�nition 1.15 (Espérance conditionnelle) Soit G une sous-tribu de F :L�espérance condi-

tionnelle de X sachant G ; E [X=G] est l�unique variable aléatoire telle que :

1. E [X=G] est G-mesurable.

2. 8A 2 G;
Z
A

E [X=G] dP =

Z
A

XdP:

Proposition 1.2 Soient X; Y deux variables aléatoires réelles appartenent L2 (
;F ; P ) ; Soit

G et G
0
deux sous-tribus de F telle que G � G

0
:

On a alors :

1. Linéarité : E [aX + bY=G] = aE [X=G] + bE [Y=G] : où a et b deux constantes.

2. Croissance : Si X < Y ; alors E [X=G] < E [Y=G] :

3. Positivité : Si X > 0; alors E [X=G] > 0:

4. E [E [X=G]] = E [X] :

5. Si X est G-mesurable ; alors E [XY=G] = XE [Y=G] :

6. Si X est G-mesurable ; alors E [X=G] = X:

7. Si X est indépendante de G ; alors E [X=G] = E [X] :
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Chapitre 1. Rappels sur le calcul stochastique

8. E [X= f
; �g] = E [X] :

9. E
�
E
�
X=G

0�
=G
�
= E [X=G] :

1.3 Martingale

Dé�nition 1.16 (Martingale) On dit que un procrssus stochastique fXtgt�0 adapté à la

�ltration fFtgt�0,est une martingale si :

8s < t;E [Xt=Fs] = Xs:

On parlera de sous-martingale si : E [Xt=Fs] � Xs:

Et de sur-martingale si : E [Xt=Fs] � Xs:

Dé�nition 1.17 (Temps d�arrêt) Un temps d�arrêt par rapport à une �ltration fFtgt�0 ;

est une variable aléatoire � : 
 �! [0; +1] telle que :

f� � tg = f! 2 
=� (!) � tg 2 Ft;8t � 0:

Pour tout temps d�arrêt � on dé�nit :

F� = fA 2 F=A \ f� � tg 2 Ft;8t � 0g :

Dé�nition 1.18 (Martingale locale) Soit X un processus càdlàg adapté.On dit que c�est

une martingale locale s�il existe une suite de temps d�arrêt Tn croissante vers l�in�ni telle

que pour tout n le processus arrêté XTn soit une martingale.
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Chapitre 1. Rappels sur le calcul stochastique

1.4 Mouvement Brownien

Dé�nition 1.19 (Mouvement Brownien standard) Soit Ft une �ltration, X est un pro-

cessus ;

on dit que X est un F-mouvement Brownien (standard) s�il véri�ant :

(i) X est F-adapté.

(ii) X0 = 0 P:p:s.

(iii) X est continue, i.e. .t 7�! Xt (!) est continue pour P -presque tout ! 2 
:

(iv) X est à accroissement indépendant : Xt �Xs est indépendant de Fs pour tous

t; s 2 [0;T ] tels que s � t.

(v) X est à accroissement stationnaire et gaussiens :

Xt �Xs v N(0; t� s) pour tous s; t 2 [0;T ] tels que s � t.

Proposition 1.3 (Scaling) Soit (Xt; t � 0) un mouvement Brownien standard alors :

1. Le processus (�Xt; t � 0) est un mouvement Brownien.

2. Le processus
�
1
c
Xc2t; t � 0

�
est un mouvement Brownien.

3. Le processus
�
tX 1

t
; t � 0

�
est un mouvement Brownien.

Proposition 1.4 (Mouvement Brownien et martigale) Si (Xt; t � 0) un mouvement Brow-

nien standard alors :

1. Xt est un Ft-martingale.

2. X2
t � t est un Ft-martingale.

3. exp
�
�Xt � �2

2
t
�
est un Ft-martingale.
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Chapitre 1. Rappels sur le calcul stochastique

Dé�nition 1.20 (Processus de lévy) Considérons un processus (Xt)t�0 à valeurs dans R

(ou dans Rd) qui véri�e les trois propriétés suivantes :

1. X0 = 0 P:s:

2. Xt est à accroissements indépendants, i.e.

pour tous 0 � s � t, la variable Xt �Xs est indépendante de (Xr; 0 � r � s)

3. Xt est à acroissement stationnaire, i.e.

pour tous 0 � s � t, la variable Xt �Xs à même loi que Xt�s.

4. Xt est stochastiquement continu, i.e.

pour tous G > 0 et t � 0,

lim
h!0

P (jXt+h �Xtj > G) = 0:

On peut remarquer que (1),(2) et (3) implique qu�il su¢ t de véri�er (iiii) pour t = 0:

Remarque 1.4 -1- Si Xt est un processus de Lévy, alors Xt est une loi in�niment divisible

pour tout t � 0.

-2- La somme de deux processus de Lévy est un processus deLévy.

-3- Toute mouvement Brownien X = fXt; t � 0g est un processus de Lévy.
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Chapitre 1. Rappels sur le calcul stochastique

1.5 Intégrale stochastique

Dé�nition 1.21 L�intégrale stochastique d�un processus élémentaire � 2 G; est la variable

aléatoire dé�nie par

tZ
0

�sdBs =
kP
i=0

�i
�
Bti+1 �Bti

�
+ �i (Bt �Btk) ; sur ]tk; tk+1[ ;

soit
tZ
0

�sdBs =
nP
i=0

�i
�
Bt^ti+1 �Bt^ti

�
:

On associe donc à � 2 G le processus

0@ TZ
0

�sdBs

1A
0�t�T

:

Remarque 1.5 On dé�nit naturellement

tZ
s

�udBu =

tZ
0

�udBu �
sZ
0

�udBu :

Proposition 1.5 (Propriétés de l�intégrale Stochastique sur G) Sur l�ensemble des pro-

cessus élémentaires G,l�intégrale stochastique satisfait les propriétés

(1) � 7�!
TZ
0

�sdBs est linéaire.

(2) t 7�!
TZ
0

�sdBs est continue p:s.

(3)

0@ TZ
0

�sdBs

1A
0�t�T

est un processus Ft-adapté.

(4) E

24 TZ
0

�sdBs

35 = 0; et var

0@ TZ
0

�sdBs

1A = E

24 TZ
0

�2sds

35 :
(5) propriété d�isométrie : E

264
0@ TZ
0

�sdBs

1A2
375 = E

24 TZ
0

�2sds

35
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Chapitre 1. Rappels sur le calcul stochastique

(6) De manière plus générale, on a

E

24 tZ
0

��dB�=Fs

35 = 0
et

E

240@ tZ
s

��dB�

1A2

=Fs

35 = E

24 tZ
s

�2�d�=Fs

35 :
(7) On a même le résultat plus général

E

240@ tZ
s

��dB�

1A0@ uZ
s

��dB�

1A =Fs

35 = E

24 t^uZ
s

����d�=Fs

35 :

(8)

0@ TZ
0

�sdBs

1A
0�t�T

est une F-martingale

(9) Le processus

0B@
0@ TZ
0

�sdBs

1A2

�
TZ
0

�2sds

1CA
0�t�T

est une F-martingale.

(10) la variation quadratique de l�intégrale stochastique est donnée par

* tZ
0

�sdBs

+
=

tZ
0

�2sds:

(11) La covariation quadratique entre deux intégrales stochastiques est donnée par

* tZ
0

�sdBs;

uZ
0

�sdBs

+
=

t^uZ
0

�s�sds:
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Chapitre 1. Rappels sur le calcul stochastique

1.6 Processus d�Itô

Dé�nition 1.22 (Processus d�Itô) On appelle processus d�Itô un processus X à valeurs

réelles tel que :

P � p:s:;80 � t � T ;Xt = X0 +

tZ
0

b (s) ds+

tZ
0

� (s) dBs:

où X0 est F0�mesurable, b et � sont deux processus progressivement mesurables véri�ant les

conditions, P � p:s:
TZ
0

jb (s)j ds <1:

et
TZ
0

j� (s)j2 ds <1:

Le coe¢ cient b est le drift ou la dérive, � est le coe¢ cient de di¤usion.

L�ecriture dXt = b (t) dt+ � (t) dBt est unique.

1.7 Formule d�Itô

Théoème 1.1 (Première formule d�Itô) Toute fonction f 2 C2 (R) à dérivée seconde

bornée véri�e p:s:

f (Xt) = f (X0) +

tZ
0

f
0
(Xs) dXs +

1
2

tZ
0

f
00
(Xs) (� (s))

2 ds; 8t � T: :

Cette formule s�ecrit sous forme condensé

df (Xt) = f
0
(Xt) dXt +

1
2
f
00
(Xt) (� (t))

2 dt:

= f
0
(Xt) (b (t) dt+ � (t) dBt) +

1
2
f
00
(Xt) (� (t))

2 dt:

= f
0
(Xt) b (t) dt+

1
2
f
00
(Xt) (� (t))

2 dt+ f
0
(Xt)� (t) dBt

12



Chapitre 1. Rappels sur le calcul stochastique

Théoème 1.2 (deuxième formule d�Itô) Soit f une fonction dé�nie sur R+�R ; de clace

C1 par rapport à t; de clace C2par rapport à x; à dérivées bornées, on a :

f (t;Xt) = f (0; X0) +

tZ
0

f
0
t (s;Xs) ds+

tZ
0

f
0
x (s;Xs) dXs +

1
2

tZ
0

f
00
xx (s;Xs) (� (s))

2 ds; 8t � T:

On peut écrire cette formule sous forme di¤érentielle

df (t;Xt) = f
0
t (t;Xt) dt+ f

0
x (t;Xt) dXt +

1
2
f
00
xx (t;Xt) (� (t))

2 dt;

= f
0
t (t;Xt) dt+ f

0
x (t;Xt) (b (t) dt+ � (t) dBt) +

1
2
f
00
xx (t;Xt) (� (t))

2 dt;

=
�
f
0
t (t;Xt) + f

0
x (t;Xt) b (t) +

1
2
f
00
xx (t;Xt) (� (t))

2� dt+ f
0
x (t;Xt)� (t) dBt:

1.8 Equations di¤érentielles stochastique

Dé�nition 1.23 Une equation di¤érentielle stochastique (EDS) est une equation de la forme :

8><>: dXt = b (t;Xt) dt+ � (t;Xt) dBt;

X0 = x:
(1.1)

Où X0 2 Rn; Xt un mouvement Brownien,et b (t;Xt) et � (t;Xt) sont des fonctions continues.

Dé�nition 1.24 Une solution forte de l�EDS (EDS) est un processusX = fX (t) ; t 2 [0; T ]g

continu qui est Ft-adapté,et tel que :

1.

TZ
0

jb (s;Xs)j2 ds+
TZ
0

j� (s;Xs)j2 dBs <1:

2. X véri�e (EDS) :

Théoème 1.3 (Condition d�existence et d�unicité d�une solution forte) Supposons que,

pour tous x; y 2 Rd;et t � 0; les fonctions b et � satisfont les deux conditions suivantes

1. Condition de croissance linéaire :il existe une constante C > 0; telle que

jb (t; x)j+ jj� (t; x)jj < C (1 + jxj) :
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Chapitre 1. Rappels sur le calcul stochastique

2. Condition de Lipshitz globale telle qu�il existe une constante L > 0; telle que :

jb (t; x) b (t; y)j+ jj� (t; x)� (t; y)jj < L jx� yj :

et de plus, la condition initiale X0 = x est indépendante de (Bt)t�0 et est de carré

intégrable (i.e) : E
�
jxj2

�
<1: Alors, il existe une unique solution de l�EDS trajectoires

continues pour tout t: De plus cette solution véri�e E
�
sup
t
jXtj2

�
<1:
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Chapitre 2

Principe du maximum stochastique

avec information partielle

2.1 Introduction

Soit B (t) = (B1 (t) ; :::; Bk (t))
T et � (t) = (�1 (t) ; :::; �n (t))

T sont des mouvements Browniens

n-dimensionnel, et saut de Lévy martingales pur n-indépendante, respectivement, sur un

espace de probabilité �ltré (
;F ; fFtgt�0; P ).

Si Ni(dt; dz) désigne la mesure de saut de �i(:) et �i(dz) désigne la mesure de Lévy sûr de

�i(:), alors

�i (t) =

Z
R�

z ~Ni (ds; dz) ; (2.1)

où

~Ni (ds; dz) = Ni (ds; dz)� �i (dz) ds;

est la mesure de saut compensée de �i (:) ; 1 � i � n; et supposon que

Z
R�

z2�i (dz) <1; pour i = 1; :::; n : (2.2)

On suppose que X (t) = X(u) (t) 2 Rn; est un processus d�état et donné par une équation

15



Chapitre 2. Principe du maximum avec information partielle su¢ sante

di¤érentielle stochastique contrôlé de la forme suivante :

8>>>>>><>>>>>>:

dX (t) = b (t;X (t) ; u (t)) dt+ � (t;X (t) ; u (t)) dB (t)

+

Z
Rn�

� (t;X (t) ; u (t) ; z) ~N (dt; dz) ; 0 � t � T ;

X (0) = x 2 Rn:

Soit les fonctions b; �; � sont donnée par :

b : [0; T ]� Rn � U �! Rn:

� : [0; T ]� Rn � U �! Rn�n:

� : [0; T ]� Rn � U � R� �! Rn�n:

Sont des classes C1 par rapport à x et u, et T > 0 est une constante.

Le contrôle u(t) est un processus (Gt)t2[0;T ] -adaptée à valeurs dans un ensemble U � Rk;

Gt � Ft; ; pour tout t: (2.3)

Par exemple,"t pourrait être l�information �-di¤érée dé�nie par

Gt = F(t��)+ ; t � 0: (2.4)

où � > 0 est un retard constant donné.

Soit A = AG une famille de processus de contrôle Gt-adapté

u (t) = u (t; !) : [0; T ]� 
 �! U:

Supposons que une performance fonctionnelle

J (u (:)) = E

24 TZ
0

f (t;X (t) ; u (t)) dt+ g (X (T ))

35 ; u 2 A; (2.5)

16



Chapitre 2. Principe du maximum avec information partielle su¢ sante

où

f : [0; T ]� Rn � U �! R:

g : Rn �! R:

sont des fonctions de classe C1 véri�er la condition suivante :

E

24 TZ
0

jf (t;X (t) ; u (t))j dt+ jg (X (T ))j

35 <1; u 2 A: (2.6)

Le problème du contrôle partiel de l�information est de trouver �", et u� 2 A tels que :

�G = sup
u2A

J (u (:)) = J (u� (:)) :

2.2 Principe du maximum avec information partielle

su¢ sante

Dans cette section, nous énonçons et prouvons un principe du maximum avec information

su¢ sant pour la problème de contrôle (2:6).

Soit R l�ensemble des informations r : [0; T ]� R� ! Rn�n tel que

Z
R�

j�ij (t; x; u; z) rij (t; z)j �j (dz) <1; pour tout i; j; t; x: (2.7)

Dé�nir Hamiltonien H : [0; T ]� Rn � U � Rn � Rn�n �R ! R par

H (t; x; u; p; q; r) = f (t; x; u) + bT (t; x; u) p+ tr
�
�T (t; x; u) q

�
+

nP
i;j=1

Z
R�

�ij (t; x; u; z) rij (t; z) �j (dz) :
(2.8)

L�équation adjointe dans les processus inconnus Ft -prédictibles p(t); q(t); r(t; z),

17



Chapitre 2. Principe du maximum avec information partielle su¢ sante

est l�équation di¤érentielle stochastique rétrograde suivante :

8>>>>>><>>>>>>:

dp (t) = �rxH (t;X (t) ; u (t) ; p (t) ; q (t) ; r (t; :)) dt+ q (t) dB (t)

+

Z
Rn�

r (t; z) ~N (dt; dz) ; 0 � t � T:

p (T ) = rg (X (T )) :

(2.9)

où ry� (:) =
�
@'
@y1
; :::; @'

@yn

�T
est la gradient ' :Rn �! R par rapport à y = (y1; :::; yn).

Nous pouvons maintenant énoncer notre premier résultat principal

Théoème 2.1 (Principe du maximum avec information partielle su¢ sante) Soit û 2

A;avec le processus d�état correspondant X̂(t) = X(û)(t);

et supposons qu�il existe une solution (p̂(t); q̂(t); r̂(t; z)) de l�équation adjointe correspondante

(2:9) satisfait :

E

264 TZ
0

�
X̂ (t)�X(u) (t)

�T 8><>:q̂q̂T (t) +
Z
Rn�

rrT (t; z) � (dz)

9>=>;
�
X̂ (t)�Xu(t) (t)

�
dt

375 <1:

(2.10)

E

264 TZ
0

p̂ (t)T

8><>:��T (t;X (t) ; u (t)) +
Z
Rn�

��T
�
t;X(u) (t) ; u (t) ; z

�
� (dz)

9>=>; p (t) dt

375 <1;
pour tout u 2 A:

(2.11)

et

E

24 TZ
0

���ruH �t; X̂ (t) ; û (t) ; p̂ (t) ; q̂ (t) ; r̂ (t; :)����2 dt
35 <1: (2.12)

De plus, supposons que pour tout t 2 [0; T ];

H(t; x; u; p̂(t); q̂(t); r̂(t; :)) est concave in x; u et g(x) est concave in x; (2.13)

18



Chapitre 2. Principe du maximum avec information partielle su¢ sante

et

(la condition maximale information partielle)

E
h
H
�
t; X̂ (t) ; û (t) ; p̂ (t) ; q̂ (t) ; r̂ (t; :)

�
=Gt
i

= max
u2U

E
h
H
�
t; X̂ (t) ; u; p̂ (t) ; q̂ (t) ; r̂ (t; :)

�
=Gt
i
:

(2.14)

Alors û(t) est un contrôle optimal des informations partielles.

Proof. Choisissez u 2 A et considérez J(u)� J(û) = I1 + I2,

d�apré (2:8) on a :

f (t; x; u) = H (t; x; u; p; q; r)� bT (t; x; u) p� tr
�
�T (t; x; u) q

�
�

nP
i;j=1

Z
R�

�ij (t; x; u; z) rij (t; z) �j (dz) :
(2.15)

et (2:5) alors

J (u (:))� J (û (:)) = E

24 TZ
0

f (t;X (t) ; u (t)) dt+ g (X (T ))

35
�E

24 TZ
0

f
�
t; X̂ (t) ; û (t)

�
dt+ g

�
X̂ (T )

�35
= E

24 TZ
0

n
f (t;X (t) ; u (t))� f

�
t; X̂ (t) ; û (t)

�o
dt

35
�E

h
g (X (T ))� g

�
X̂ (T )

�i
:

où

I1 = E

24 TZ
0

n
f (t;X (t) ; u (t))� f

�
t; X̂ (t) ; û (t)

�o
dt

35 : (2.16)

et

I2 = E
h
g
�
X (T )� g

�
X̂ (T )

��i
(2.17)

On remplace (2:15) dans (2:16), on obtient
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Chapitre 2. Principe du maximum avec information partielle su¢ sante

I1 = E

24 TZ
0

fH (t;X (t) ; u (t) ; p (t) ; q (t) ; r (t; :))

�bT (t;X (t) ; u (t)) p (t)� tr
�
�T (t;X (t) ; u (t)) q (t)

�
�

nP
i;j=1

Z
R�

�ij (t;X (t) ; u (t) ; z) rij (t; z) �j (dz)

�H
�
t; X̂ (t) ; û (t) ; p̂ (t) ; q̂ (t) ; r̂ (t)

�
+bT

�
t; X̂ (t) ; û (t)

�
p̂ (t) + tr

�
�T (t; x̂ (t) ; û (t)) q̂ (t)

�
+

nP
i;j=1

Z
R�

�ij

�
t; X̂ (t) ; û (t) ; z

�
r̂ij (t; z) �j (dz)

9=; dt

35
= E

24 TZ
0

fH (t;X (t) ; u (t) ; p (t) ; q (t) ; r (t; :))

� H
�
t; X̂ (t) ; û (t) ; p̂ (t) ; q̂ (t) ; r̂ (t)

�o
dt
i

�E

24 TZ
0

n
bT (t;X (t) ; u (t)) p (t)� bT

�
t; X̂ (t) ; û (t)

�
p̂ (t)

o
dt

35
�E

24 TZ
0

�
tr
�
�T (t;X (t) ; u (t)) q (t)

�
� tr

�
�T (t; x̂ (t) ; û (t)) q̂ (t)

�	
dt

35
�E

2664 nP
i;j=1

TZ
0

Z
R�

f�ij (t;X (t) ; u (t) ; z) rij (t; z)

� �ij

�
t; X̂ (t) ; û (t) ; z

�o
r̂ij (t; z) �j (dz) �j (dz) dt] :

Notez que

I1 = I1;1 � I1;2 � I1;3 � I1;4;

où

I1;1 = E

24 TZ
0

fH (t;X (t) ; u (t) ; p̂ (t) ; q̂ (t) ; r̂ (t; :))

� H
�
t; X̂ (t) ; û (t) ; p̂ (t) ; q̂ (t) ; r̂ (t; :)

�o
dt
i
:

(2.18)

I1;2 = E

24 TZ
0

n
b (t;X (t) ; u (t))� b

�
t; X̂ (t) ; û (t)

�oT
p (t) dt

35 : (2.19)
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Chapitre 2. Principe du maximum avec information partielle su¢ sante

I1;3 = E

24 TZ
0

tr

�n
�
�
t;X (t) ; u (t)� �

�
t; X̂ (t) ; û (t)

��oT bq (t)� dt
35 : (2.20)

I1;4 = E

24 nP
i;j=1

TZ
0

Z
R�

f�i;j (t;X (t) ; u (t) ; z)

� �i;j

�
t; X̂ (t) ; û (t) ; z

�o
r̂i;j (t; z) �j (dz) dt

i
:

(2.21)

D�apré la théoréme 2.1 si on suppose que les fonctions g et H (t; x; u; p; q; r) sont concave

alors, û (:) est un contrôle optimal avec information partielle

Soit u 2 U

J (u (:))� J (û (:)) = E

24 TZ
0

f (t;X (t) ; u (t)) dt� f
�
t; X̂ (t) ; û (t)

�
dt

35
�E

h
g (X (T ))� g

�
X̂ (T )

�i
:

En utilisant le fait que g est concave en X, on obtient

g (X (T ))� g
�
X̂ (T )

�
� gx

�
X̂ (T )

��
X (T )� X̂ (T )

�
:

Alors

E
h
g (X (T ))� g

�
X̂ (T )

�i
� E

h
gx

�
X̂ (T )

��
X (T )� X̂ (T )

�i
� E

h
p̂ (T )

�
X (T )� X̂ (T )

�i
:

d�ou

J (u (:))� J (û (:)) � E

24 TZ
0

f (t;X (t) ; u (t)) dt� f
�
t; X̂ (t) ; û (t)

�
dt

35
+E

h
p̂ (T )

�
X (T )� X̂ (T )

�i
:

Ainsi

J (u (:))� J (û (:)) = E

24 TZ
0

f (t;X (t) ; u (t)) dt� f
�
t; X̂ (t) ; û (t)

�
dt

35
+E

h
p̂ (T )

�
X (T )� X̂ (T )

�i
:

(2.22)
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Chapitre 2. Principe du maximum avec information partielle su¢ sante

Par la formule d�Itô, appliquée à
D
p̂ (t) ;

�
X (T )� X̂ (T )

�E
, on obtient

d
h
P̂ (T ) ;

�
X (T )� X̂ (T )

�i
= dp̂ (t)

�
X (t)� X̂ (t)

�
+ p̂ (t) d

�
X (t)� X̂ (t)

�
+d
D
p̂ (T ) ; X (T )� X̂ (T )

E
= �rxH

�
t; X̂ (t) ; û (t) ; p̂ (t) ; q̂ (t) ; r̂ (t; :)

��
X (t)� X̂ (t)

�
dt

+q̂ (t)
�
X (t)� X̂ (t)

�
dB (t) +

Z
Rn�

r̂ (t; z)
�
X (t)� X̂ (t)

�
~N (dt; dz)

+p̂ (t)
�
b (t;X (t) ; u (t))� b

�
t; X̂ (t) ; û (t)

��
dt

+p̂ (t)
�
� (t;X (t) ; u (t))� �

�
t; X̂ (t) ; û (t)

��
dB (t)

+p̂ (t)

Z
Rn�

�
� (t;X (t) ; u (t) ; z)� �

�
t; X̂ (t) ; û (t) ; z

��
~N (dt; dz)

+q̂ (t)
�
� (t;X (t) ; u (t))� �

�
t; X̂ (t) ; û (t)

��
dt

+

TZ
0

Pn
i;j=1

Z
R�

(�i;j (t;X (t) ; u (t) ; zj)

� �i;j

�
t; X̂ (t) ; û (t) ; zj

��
r̂i;j (t; zj) vj (dzj) dt:

ainsi

E
h
P̂ (T ) ;

�
X (T )� X̂ (T )

�i
= �E

24 TZ
0

rxH
�
t; X̂ (t) ; û (t) ; p̂ (t) ; q̂ (t) ; r̂ (t; :)

��
X (t)� X̂ (t)

�
dt

35
+E

24 TZ
0

p̂ (t)
�
b (t;X (t) ; u (t))� b

�
t; X̂ (t) ; û (t)

��
dt

35
+E

24 TZ
0

q̂ (t)
�
� (t;X (t) ; u (t))� �

�
t; X̂ (t) ; û (t)

��
dt

35
+E

24 TZ
0

Pn
i;j=1

Z
R�

(�i;j (t;X (t) ; u (t) ; zj)

��i;j
�
t; X̂ (t) ; û (t) ;j z

��
r̂i;j (t; zj) vj (dzj) dt

i
(2.23)
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On remplace (2:23) dans (2:22),on obtient

J (u (:))� J (û (:)) = �E

24 TZ
0

rxH
�
t; X̂ (t) ; û (t) ; p̂ (t) ; q̂ (t) ; r̂ (t; :)

��
X (t)� X̂ (t)

�
dt

35
+E

24 TZ
0

p̂ (t)
�
b (t;X (t) ; u (t))� b

�
t; X̂ (t) ; û (t)

��
dt

35
+E

24 TZ
0

q̂ (t)
�
� (t;X (t) ; u (t))� �

�
t; X̂ (t) ; û (t)

��
dt

35
+E

24 TZ
0

Pn
i;j=1

Z
R�

(�i;j (t;X (t) ; u (t) ; zj)

� �i;j

�
t; X̂ (t) ; û (t) ;j z

��
r̂i;j (t; zj) vj (dzj) dt

i
+E

24 TZ
0

f (t;X (t) ; u (t)) dt� f
�
t; X̂ (t) ; û (t)

�
dt

35 :
Alors

J (u (:))� J (û (:)) = �E

24 TZ
0

rxH
�
t; X̂ (t) ; û (t) ; p̂ (t) ; q̂ (t) ; r̂ (t; :)

��
X (t)� X̂ (t)

�
dt

35
+E

24 TZ
0

(f (t;X (t) ; u (t)) + p̂ (t) b (t;X (t) ; u (t)) + q̂ (t)� (t;X (t) ; u (t))

+
Pn

i;j=1

Z
R�

�i;j (t;X (t) ; u (t) ; z) r̂i;j (t; z) vj (dz)

1A dt

35
�E

24 TZ
0

�
f
�
t; X̂ (t) ; û (t)

�
+ p̂ (t) b

�
t; X̂ (t) ; û (t)

�
+ q̂ (t)�

�
t; X̂ (t) ; û (t)

�

+
Pn

i;j=1

Z
R�

�i;j

�
t; X̂ (t) ; û (t) ; z

�
r̂i;j (t; z) vj (dz)

1A dt

35 :
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Alors

J (u (:))� J (û (:)) = �E

24 TZ
0

rxH
�
t; X̂ (t) ; û (t) ; p̂ (t) ; q̂ (t) ; r̂ (t; :)

��
X (t)� X̂ (t)

�
dt

35
+E

24 TZ
0

(rxH (t;X (t) ; u (t) ; p̂ (t) ; q̂ (t) ; r̂ (t; :))

� rxH
�
t; X̂ (t) ; û (t) ; p̂ (t) ; q̂ (t) ; r̂ (t; :)

��
dt
i

(2.24)

Par concavité nous trouvons :

H (t;X (t) ; u (t) ; p̂ (t) ; q̂ (t) ; r̂ (t; :))�H
�
t; X̂ (t) ; û (t) ; p̂ (t) ; q̂ (t) ; r̂ (t; :)

�
� rxH

�
t; X̂ (t) ; û (t) ; p̂ (t) ; q̂ (t) ; r̂ (t; :)

�T �
X (t)� X̂ (t)

�
+ruH

�
t; X̂ (t) ; û (t) ; p̂ (t) ; q̂ (t) ; r̂ (t; :)

�T
(u (t)� û (t)) :

(2.25)

et

J (u (:))� J (û (:)) = E

24 TZ
0

rxH
�
t; X̂ (t) ; û (t) ; p̂ (t) ; q̂ (t) ; r̂ (t; :)

�
dt

35
�E

24 TZ
0

rxH (t;X (t) ; u (t) ; p̂ (t) ; q̂ (t) ; r̂ (t; :)) dt

35
� �E

24 TZ
0

rxH
�
t; X̂ (t) ; û (t) ; p̂ (t) ; q̂ (t) ; r̂ (t; :)

��
X (t)� X̂ (t)

�
dt

35
On remplace (2:25) dans (2:24) ;on obtient

J (u (:))� J (û (:)) � �E

24 TZ
0

rxH
�
t; X̂ (t) ; û (t) ; p̂ (t) ; q̂ (t) ; r̂ (t; :)

��
X (t)� X̂ (t)

�
dt

35
+E

24 TZ
0

rxH
�
t; X̂ (t) ; û (t) ; p̂ (t) ; q̂ (t) ; r̂ (t; :)

��
X (t)� X̂ (t)

�
dt

35
+E

24 TZ
0

ruH
�
t; X̂ (t) ; û (t) ; p̂ (t) ; q̂ (t) ; r̂ (t; :)

�
(u (t)� û (t)) dt

35 :

24



Chapitre 2. Principe du maximum avec information partielle su¢ sante

Alors

J (u (:))� J (û (:)) � E

24 TZ
0

ruH
�
t; X̂ (t) ; û (t) ; p̂ (t) ; q̂ (t) ; r̂ (t; :)

�
(u (t)� û (t)) dt

35 :
(2.26)

et on utilisant le fait que u 7�! E
h
H
�
t; X̂ (t) ; û (t) ; p̂ (t) ; q̂ (t) ; r̂ (t; :)

�
=Gt
i
; u 2 U; admette

un maximum

en u = bu (t) et u (t) ; bu (t) sont Gt-mrsurables, on se débrouille (2:12)
0 � ruE

h
H
�
t; X̂ (t) ; û (t) ; p̂ (t) ; q̂ (t) ; r̂ (t; :)

�
=Gt
iT
u=bu(t) (u (t)� û (t)) :

= E

�
ruH

�
t; X̂ (t) ; û (t) ; p̂ (t) ; q̂ (t) ; r̂ (t; :)

�T
(u (t)� û (t)) =Gt

�
:

(2.27)

En combinant (2:26) et (2:27), on obtient

J (u (:))� J (û (:)) � 0:

ainsi

En combinant (2:9),(2:10),(2:18),(2:25) et (2:27), on obtient

I1;1 � E

24 TZ
0

rxH
�
t; X̂ (t) ; û (t) ; p̂ (t) ; q̂ (t) ; r̂ (t; :)

�T �
X (t)� X̂ (t)

�
dt

35
� �E

24 TZ
0

�
X (t)� X̂ (t)

�T
dp̂ (t)

35 = �J1;
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aussi, puisque g est concave, nous obtenons, par la formule d�Itô,

I2 = E
h
g (X (T ))� g

�
X̂ (T )

�i
� E

�
rg

�
X̂ (T )

�T �
X (T )� X̂ (T )

��
= E

��
X (T )� X̂ (T )

�T
p̂ (T )

�
= E

24 TZ
0

�
X (T )� X̂ (T )

�T �
�rxH

�
t; X̂ (t) ; û (t) ; p̂ (t) ; q̂ (t) ; r̂ (t; :)

��
dt

35
+

TZ
0

p̂ (t)T
n
b (t;X (t) ; u (t))� b

�
t; X̂ (t) ; û (t)

�o
dt

+

TZ
0

tr

�n
�
�
t;X (t) ; u (t)� �

�
t; X̂ (t) ; û (t)

��oT
q̂ (t)

�
dt

+

TZ
0

nP
i;j=1

Z
R�

n
�ij (t;X (t) ; u (t) ; zj)� �ij

�
t; X̂ (t) ; û (t) ; zj

�o
r̂ij (t; zj) � (dzj) dt

= J1 + I1;2 + I1;3 + I1;4:

En ajoutant ce qui précéde, nous obtenons

J (u (:))� J (û (:)) = I1 + I2

= I1;1 � I1;2 � I1;3 � I1;4 + I2

� �J1 � I1;2 � I1;3 � I1;4 + J1 + I1;2 + I1;3 + I1;4

= 0:

Comme ceci est valable pour tout u 2 A, le résultat suit.

2.3 Principe du maximum avec information partielle

nécessaire

Dans cette section, nous repons à cette question :

Si û est optimal, satisfait-il (2:14) ?

Supposons qui :

(A1) Pour tout t; h tel que 0 � t < t+ h � T , tous i = 1; :::; k; et tous bornés Gt-mesurable
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� = �(!), le controle � (s) = (0; :::; �i (s) ; 0; :::; 0) 2 U � Rk;

avec

�i (s) = �i�[t;t+h] (s) ; s 2 [0; T ] ;

appartient à AG.

(A2) Pour tout u; � 2 AG avec � borné ; il existe � > 0 tel que u + y� 2 AG; pour tout

y 2 (��; �).

Pour u,� 2 AG avec � borné.

On dé�nie le processus Y (t) = Y (u;�)(t) par :

Y (t) = d
dy
X(u+y�) (t) jy=0 = (Y1 (t) ; :::; Yn (t))T : (2.28)

Notez que Y (0) = 0; et

dYi (t) = �i (t) dt+
nP
j=1

�ij (t) dBj (t) +
nP
j=1

Z
R�

�ij (t; z) ~Nj (dt; dz) : (2.29)

où

�i (t) = rxbi (t;X (t) ; u (t))
T Y (t) +rubi (t;X (t) ; u (t))

T � (t) : (2.30)

�ij (t) = rx�ij (t;X (t) ; u (t))
T Y (t) +ru�ij (t;X (t) ; u (t))

T � (t) : (2.31)

�ij (t; z) = rx�ij (t;X (t) ; u (t))
T Y (t) +ru�ij (t;X (t) ; u (t))

T � (t) : (2.32)

Théoème 2.2 (Principe du maximum avec information partielle nécessaire) Supposons

que û 2 AG soit un maximum local pour J(u), en ce sens que pour tout borné � 2 AG il existe

� > 0; tel que û+ y� 2 A"; pour tout y 2 (��; �) ; et

h (y) = J (û+ y�) ; y 2 (��; �) ; (2.33)

est maximal à y = 0.

Supposons qu�il existe une solution p̂(t); q̂(t); r̂(t; :) de l�équation adjointe associée (2:9),
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c�est-à-dire8>>>>>><>>>>>>:

dp̂ (t) = �rxH
�
t; X̂ (t) ; û (t) ; p̂ (t) ; q̂ (t) ; r̂ (t; :)

�
dt+ q̂ (t) dB (t)

+

Z
Rn�

r (t; z) ~N (dt; dz) ; 0 � t � T

p̂ (T ) = rg
�
X̂ (T )

�
; où X̂ = X(û):

(2.34)

De plus, supposons que, si Ŷ (t) = Y (û;�) (t) et �̂i et �̂ij sont les coe¢ cients correspondants

(voir (2:29)-(2:33)),puis

E

24Ŷ (t)T
8<:q̂q̂T (t) +

Z
R�

rrT (t; z) � (dz)

9=; Ŷ (t) dt

35 <1: (2.35)

E

24 TZ
0

p̂ (t)T

8<:��T �t; X̂ (t) ; û (t)�+
Z
R�

��T
�
t; X̂ (t) ; û (t) ; z

�
� (dz)

9=; p̂ (t) dt

35 <1:

(2.36)

Alors û est un point stationnaire pour E [H=Gt], en ce sens que pour a.a.t 2 [0; T ] on avoir

E
h
ruH

�
t; X̂ (t) ; û (t) ; p̂ (t) ; q̂ (t) ; r̂ (t; :)

�
=Gt
i
= 0: (2.37)

Proof. Mettez X̂(t) = X(û)(t). Puis avec h comme dans (2:33) nous avons

d�aprés (2:5) et (2:33) nous obtenons

h (0) = J (û (:))

= E

24 TZ
0

f
�
t; X̂ (t) ; û (t)

�
dt+ g

�
X̂ (T )

�35

0 = h
0
(0) = E

24 TZ
0

rxf
�
t; X̂ (t) ; û (t)

�T
d
dy
X(û+y�) (t) jy=0dt

+

TZ
0

ruf
�
t; X̂ (t) ; û (t)

�T
� (t) dt+rg

�
X̂ (T )

�T
d
dy
X(û+y�) (T ) jy=0

35 :
(2.38)
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car

�u (t) = lim
y!0

û(t)�u(t)
y

= lim
y!0

û+y��û
y

= � (t) :

d�aprés (2:28) on trouve

0 = h
0
(0) = E

�R T
0
rxf

�
t; X̂ (t) ; û (t)

�T
Ŷ (t) dt

+
R T
0
ruf

�
t; X̂ (t) ; û (t)

�T
� (t) dt+rg

�
X̂ (T )

�T
Ŷ (T )

�
:

(2.39)

Par (2:34),(2:35),(2:36) et par la formule d�Itô, appliquée à
D
p̂T (T ) ; Ŷ (T )

E
, on obtient

d
h
p̂ (T ) Ŷ (T )

i
= (dp̂ (t)) Ŷ (t) + p̂ (t)

�
dŶ (t)

�
+ d

D
p̂ (t) ; Ŷ (t)

E
=
�
�rxH

�
t; X̂ (t) ; û (t) ; p̂ (t) ; q̂ (t) ; r̂ (t; :)

��
Ŷ (t) dt+ q̂ (t) Ŷ (t) dB (t)

+

Z
Rn�

r (t; z) Ŷ (t) ~N (dt; dz)

+p̂ (t)
�
rxbi

�
t; X̂ (t) ; û (t)

�
Ŷ (t) +rubi

�
t; X̂ (t) ; û (t)

�
� (t)

�
dt

+
nP
j=1

p̂ (t)
�
rx�ij

�
t; X̂ (t) ; û (t)

�
Ŷ (t) +ru�ij

�
t; X̂ (t) ; û (t)

�
� (t)

�
dBj (t)

n

+
P
p̂ (t)

j=1

Z
R�

r̂ij (t; z)
�
rx�ij

�
t; X̂ (t) ; û (t) ; z

�
Ŷ (t)

+ ru�ij

�
t; X̂ (t) ; û (t) ; z

�
� (t)

�
~N (dt; dz)

+
nP
j=1

q̂ (t)
�
rx�ij

�
t; X̂ (t) ; û (t)

�
Ŷ (t) +ru�ij

�
t; X̂ (t) ; û (t)

�
� (t)

�
dt

+
nP
j=1

Z
R

r̂ij (t; z)
�
rx�ij

�
t; X̂ (t) ; û (t) ; z

�
Ŷ (t) +ru�ij

�
t; X̂ (t) ; û (t) ; z

�
� (t)

�
dt:
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ainsi

E

�
rg

�
X̂ (T )

�T
Ŷ (T )

�
= E

h
p̂T (T ) Ŷ (T )

i
= E

24 TZ
0

nP
i=1

�
p̂i (t)

�
rxbi

�
t; X̂ (t) ; û (t)

�T
Ŷ (t)

+ rubi

�
t; X̂ (t) ; û (t)

�T
� (t)

�
+Ŷi (t)

�
�rxH

�
t; X̂ (t) ; û (t) ; p̂ (t) ; q̂ (t) ; r̂ (t; :)

��
i

+
nP
i=1

q̂ij (t)

�
rx�ij

�
t; X̂ (t) ; û (t)

�T
Ŷ (t) +ru�ij

�
t; X̂ (t) ; û (t)

�T
� (t)

�
+

nP
j=1

Z
R�

r̂ij (t; z)

�
rx�ij

�
t; X̂ (t) ; û (t) ; z

�T
Ŷ (t)

+ ru�ij

�
t; X̂ (t) ; û (t) ; z

�T
� (t)

��
dt

�
:

(2.40)

où

rxH (t; x; u; p; q; r) = rxf (t; x; u) +
nP
j=1

rxbj (t; x; u) pj +
nP

k;j=1

rxbkj (t; x; u) qkj

+
nP

k;j=1

Z
R�

rx�kj (t; x; u; z) rkj (t; z) �j (dz) :
(2.41)

et

ruH (t; x; u; p; q; r) = ruf (t; x; u) +
nP
j=1

rubj (t; x; u) pj +
nP

k;j=1

rubkj (t; x; u) qkj

+
nP

k;j=1

Z
R�

ru�kj (t; x; u; z) rkj (t; z) �j (dz) :
(2.42)
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Combiné avec (2:36) et (2:38),(2:39),cela donne

0 = E

24 TZ
0

nP
i=1

@
@ui
f
�
t; X̂ (t) ; û (t)

�
+

nP
j=1

(p̂j (t))
@
@ui
bj

�
t; X̂ (t) ; û (t)

�
+

nP
k=1

q̂kj (t)
@
@ui
�kj

�
t; X̂ (t) ; û (t)

�
+Z

R�

r̂kj (t; z)
@
@ui
�kj

�
t; X̂ (t) ; û (t) ; z

�
�j (dz)g�i (t) dt

= E

24 TZ
0

ruH
�
t; X̂ (t) ; û (t) ; p̂ (t) ; q̂ (t) ; r̂ (t; :)

�T
� (t) dt

35 :
(2.43)

Fixez t 2 [0; T ] et appliquez ce qui précède à � = (0; :::; �i; :::; 0) où

�i (s) = �i�[t;t+h] (s) ; s 2 [0; T ] : (2.44)

où t+ h � T et �i = �i(!) est borné, Gt-mesurable. Alors

E

24 t+hZ
t

@
@ui
H
�
s; X̂ (s) ; û (s) ; p̂ (s) ; q̂ (s) ; r̂ (s; :)

�
�ids

35 = 0:
La di¤érenciation par rapport à h à h = 0 donne

E
h
@
@ui
H
�
t; X̂ (t) ; û (t) ; p̂ (t) ; q̂ (t) ; r̂ (t; :)

�
�i

i
= 0:

Comme ceci est valable pour tous �i les Gt- mesurables, nous concluons que l�utilisation de

(2:12)

E
h
@
@ui
H
�
t; X̂ (t) ; û (t) ; p̂ (t) ; q̂ (t) ; r̂ (t; :)

�
=Gt
i
= 0:

comme réclamé.
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Chapitre 3

Une application dans la �nance

mathématique

Nous donnons une extension d�information partielle.

Supposons que nous avons un marché avec les deux possibilités d�investissement suivantes :

(i) Un actif sans risque, où le prix unitaire S0(t) au temps t est donné par :8><>: dS0(t) = �tS0(t)dt;

S0(0) = 1:
(3.1)

(ii) Un actif risqué, où le prix unitaire S1(t) au temps t est donné par :

8>>><>>>:
dS1(t) = S1(t

�)

24�tdt+ �tdBt +

Z
R�


(t; z) ~N(dt; dz)

35 ;
S1(0) > 0:

(3.2)

Ici �t,�t,�t et 
(t; z) sont des fonctions déterministes bornées, et supposons que :

�t > �t; et �t := �2t +

Z
R�


2(t; z)�(dz) � G > 0; pour tout t 2 [0; T ] (3.3)

Pour certains G > 0, où T > 0 est une constante.
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Supposons que


(t; z) > �1; pour tout t; z: (3.4)

Cela garantit que S1(t) > 0 pour tout t:

Soit Gt � Ft une sous-�ltration.

Sur ce marché un portefeuille est un processus Gt-prédictible w(t) = (u0(t); u1(t)) 2 R2

nombre de parts détenues au moment t de l�actif sans risque et de l�actif risqué, respective-

ment.

Le processus de richesse correspondant X(t) = X(w)(t) est dé�ni par :

dX(w)(t) = u0(t)dS0(t) + u1(t)dS1(t): (3.5)

Laisser

u(t) = u1(t)S1(t): (3.6)

Notez le montant investi dans l�actif risqué au temps t et écrivez X(u)(t) = X(w)(t):

Le portefeuille u(t) est G-admissible si u(t) est Gt-prédictible et que la richesse,

le processus fX(u)(t)gt2[0;T ] est borné inférieur. L�ensemble des portefeuilles éligibles est notée

AG.

Si u 2 AG alors l�équation de la richesse correspondante peut être écrite :

8>>>>><>>>>>:
dX(u)(t) = f�tX(u)(t) + (�t � �t)u(t)gdt+ �tu(t)dB(t)

+

Z
R


(t; z)u(t) ~N(dt; dz);

X(u)(0) = x > 0:

(3.7)

Le problème de la sélection de portefeuille information moyenne-variance information partielle

est de trouver le portefeuille û 2 AG qui minimise la variance

V arX(u)(T ) = E[(X(u)(T )� E[X(u)(T )])2]: (3.8)
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à condition que

E[X(u)(T )] = A: (3.9)

où A est une constante donnée. Au moyen de la méthode des multiplicateurs de Lagrange,

nous voyons

que le problème est équivalent à minimiser

E[(X(u)(T )� a)2]:

où a est une constante donnée.

Cela équivalent à nouveau au problème de trouver û 2 AG tel que

sup
u2A"

E
�
�1
2

�
X(u)(T )� a)2

��
= E

�
�1
2

�
X(û)(T )� a)2

��
: (3.10)

Pour résoudre ceci, nous écrivons le Hamiltonien

H(t; x; u; p; q; r) = f�tx+ (�t � �t)ugp+ �tuq

+u

Z
R�


(t; z)r(t; z)�(dz):
(3.11)

et l�équation de l�adjointe s�écrit sous la forme

8>><>>:
dp(t) = ��tp(t)dt+ q(t)dB(t) +

Z
R�

r(t; z) ~N(dt; dz); t 2 (0; T )

p(T ) = �X(T ) + a;

(3.12)

On va maintenant chercher une solution p(t) de l�équation adjointe précédente sous la forme

p(t) = 'tX(t) +  t; (3.13)

où 't et  t sont des fonctions déterministes et di¤érenciables.

35



Chapitre 3. Une application de �nancement

Puis par la formule d�Itô

dp(t) = '
0
tX(t)dt+ dX(t)'t +  

0
tdt

=
�
'
0
tX(t) +  

0
t

�
dt+ 'tdX(t)

= 't

24f�tX(u)(t) + (�t � �t)u(t)gdt+ �tu(t)dB(t) +

Z
R


(t; z)u(t) ~N(dt; dz)

35
+
�
X(t)'

0
t +  

0
t

�
dt

= ['t�tX(t) + 't(�t � �t)u(t) +X(t)'
0
t +  

0
t]dt

+'t�tu(t)dB(t) + 'tu(t)

Z
R�


 (t; z) ~N (dt; dz) :

(3.14)

En comparant (3.12) et (3.14) on obtient

't�tX(t) + 't(�t � �t)u(t) +X(t)'
0
t +  

0
t = ��t('tX(t) +  t); (3.15)

q(t) = 't�tu(t): (3.16)

et

r(t; z) = 't
(t; z)u(t): (3.17)

Soit û(t) 2 AG un contrôle optimal pour un candidat, et soit X̂ (t) ; p̂ (t) ; q̂ (t) et r̂ (t; z) les

solutions correspondantes de (3:7) et (3:12).
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Alors

E
h
H
�
t; X̂ (t) ; u; p̂ (t) ; q̂ (t) ; r̂ (t; :)

�
=Gt
i
= E

h
f�tX̂ (t) + (�t � �t)ugp̂ (t) + �tuq̂ (t)

+ u

Z
R�


(t; z)r̂(t; z)�(dz)=Gt

35
= E

h
�tX̂ (t) p̂ (t) =Gt

i
+E [(�t � �t)up̂ (t) + �tuq̂ (t)

+ u

Z
R�


(t; z)r̂(t; z)�(dz)=Gt

35
= �tE

h
X̂ (t) p̂ (t) =Gt

i
+uE

24(�t � �t)p̂ (t) + �tq̂ (t) +

Z
R�


(t; z)r̂(t; z)�(dz)=Gt

35 :
Comme il s�agit d�une expression linéaire en u, on suppose que le coe¢ cient de u doit dispa-

raître,c�est à dire

0 = E

24(�t � �t)p̂ (t) + �tq̂ (t) +

Z
R�


(t; z)r̂(t; z)�(dz)=Gt

35
= E [(�t � �t)p̂ (t) =Gt] + E [�tq̂ (t) =Gt] + E

24Z
R�


(t; z)r̂(t; z)�(dz)=Gt

35
= (�t � �t)E[p̂ (t) =Gt] + �tE[q̂ (t) =Gt] +

Z
R�


(t; z)E[r̂ (t; :) =Gt]�(dz):

En remplaçant, (3:16) et (3:17) dans l�égalité précédente, on obtient

(�t � �t)('tE[X̂ (t) =Gt] +  t) + û (t)'t[�
2
t +

Z
R�


2(t; z)�(dz)] = 0:

alors

û (t)'t[�
2
t +

Z
R�


2(t; z)�(dz)] = �(�t � �t)('tE[X̂ (t) =Gt] +  t);
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et cela donne la solution candidate

û (t) = �(�t��t)('tE[ bX(t)=Gt]+ t)
't�t

; (3.18)

avec �t donné par (3:3) : en utilisant (3:15) on a :

E
h�
't�tX̂(t) + 't(�t � �t)û(t) + X̂(t)'

0
t +  

0
t

�
=Gt
i
= E

h
��t('tX̂(t) +  t)=Gt

i
;

't�tE
h
X̂(t)=Gt

i
+ 't(�t � �t)û(t) + E

h
X̂(t)=Gt

i
'
0
t +  

0
t = ��t('tE

h
X̂(t)=Gt

i
+  t);

�
't�t + '

0
t

�
E
h
X̂(t)=Gt

i
+ �t('tE

h
X̂(t)=Gt

i
+  t) +  

0
t = �'t(�t � �t)û(t);

û(t) =

�
't�t+'

0
t

�
E[X̂(t)=Gt]+�t('tE[X̂(t)=Gt]+ t)+ 

0
t

�'t(�t��t) : (3.19)

En combinant (3:18) et (3:19) nous obtenons

�(�t��t)('tE[ bX(t)=Gt]+ t)
't�t

=

�
't�t+'

0
t

�
E[X̂(t)=Gt]+�t('tE[X̂(t)=Gt]+ t)+ 

0
t

�'t(�t��t) ;

alors

(�t � �t)
2('tE[ bX (t) =Gt] +  t) =

��
't�t + '

0
t

�
E
h
X̂(t)=Gt

i
+ �t('tE

h
X̂(t)=Gt

i
+  t) +  

0
t

�
�t;

en comparant les termes contenant E
h
X̂(t)=Gt

i
, on obtient

EDO

8><>: (�t � �t)
2't �

�
2't�t + '

0
t

�
�t = 0;

(�t � �t)
2 t �

�
�t t +  

0
t

�
�t = 0;
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qui équivalent à

8><>: '
0
t =

�
(�t��t)2

�t
� 2�t

�
't; 't (T ) = �1;

 
0
t =

�
(�t��t)2

�t
� �t

�
 t;  t (T ) = a:

Nous pouvons maintenant détermination de 't et  t alors :

't = � exp

0@ TZ
t

n
(�s��s)2

�s
� 2�s

o
ds

1A ; 0 � t � T: (3.20)

 t = a exp

0@ TZ
t

n
(�s��s)2

�s
� �s

o
ds

1A ; 0 � t � T: (3.21)

Satisfait toutes les exigences du théorème 2.1 alors û (t) est le portefeuille optimal basé sur

le �ux d�information Gt:

Théoème 3.1 Le portefeuille optimal û 2 A pour le moyen d�information partiel

Le problème de sélection du portefeuille de variance (3:8)-(3:9) est donné par (3:18)-(3:21).
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Conclusion

Dans ce mémoire, nous avons étudie le principe maximum stochastique avec l�information

partielle pour un systéme gouverné par une équation di¤érentielle stochastique dans le cas

où le coe¢ cient de di¤usion dépende de la variable du contrôle stochastique.

Nous avons présenté les conditions nécessaires et les conditions su¢ sentes d�optimalité de

ce type et on a donnée une application de ce probléme dans la �nance mathematique et on

conclus que, malgré le caractére des informations partielles non-markovien, il est possible

d�établire un principe du maximal pour de telles problémes de contrôle stochastique.
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Annexe A : Abréviations et Notations

(
;F ;P) Espace de probabilité ;�

;F ; fFtgt�0 ;P

�
Espace de probabilité �ltré ;

B (t) Mouvement Brownien ;

� (t) Saut de Lévy martingale ;

Ni (dt; dz) La mesure de saut ;

�i (dz) La mesure de Lévy sur de �i (t) ;

~N (ds; dz) La mesure de saut compensée de�i (t) ;

X (t) Un processus d�état ;

b; �; � Des fonctions de classes C1 ;

u (t) Contrôle adapted ;

A Famille de contrôle adapted ;

J (:) Fonction de coût ;

H (t; x; u; p; q; r) Hamiltonien,.

(p (t) ; q (t) ; r (t; z)) Les processus adjoints,

HJB Hamilton-Jacobi-Billman ;

û (t) Controle optimale des informations partielles ;

S0 (t) ; S1 (t) Le prix unitaires

�t; �t; �t , 
(t; z) Sont des fonctions déterministes bornées,

V ar La variance ;

E [:] L�espérance

't;  t Des fonctions déterministes et di¤érenciables ;
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