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Abréviations et Notations

Les différentes abréviations et notations utilisées tout au long de ce mémoire sont expliquées
ci-dessous.
Les lettres grecs

Quw T a I6; o n T o OB X v

omega gamma alpha beta delta eta pi sigma phi varphi chi psi

les autres symboles mathématiques

I f|oo sup {|f(x)|}, Dy : domaine de définition de la fonction : f: Dy +— R
IGDf

N* L’ensemble des nombres entiers positifs.

R L’ensemble des nombres réels.

C?([0,00[xR,R) L’ensemble des fonctions continues définies de [0, co[xR dans R.

g—{;ﬁ La dérivé partielle premiére par rapport a la variable z.
% La dérivé partielle seconde par rapport a la variable x.
E(X) L’espérance mathématique de la VA X.

Couv(.,.) La covariance.

exp(x) Exponenielle de x.

B(-) La tribu borélienne.

Les abréviations

MB mouvement Brownien
MBG mouvement Brownien géométrique

VA variable aléatoire
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Introduction

En commencant par quelques exemples de motivation :
— Croissance exponentielle dans un environnement déterministe (constant) :

Soit Y; la densité de la population au temps ¢. On ’associe I’équation de 1’évolution suivante

PG

ou ¢ € R (constante) est la croissance démographique relative.

Afin de comprendre mieux le model,

— Pour obtenir un modele plus réaliste, on laisse ¢ varier avec le temps. Par exemple, si nous
voulons modéliser une situation avec un environnement bruyant imprévisible changeant,
nous obtenons le modéle suivant :

— Croissance exponentielle dans un environement bruyant :

Heuristiquement, la densité Y; vérifie maintenant 1’équation

dY;
d_tt = (o + ["bruit")Y,,
%%
avec "bruit":"#” ou W est un mouvement Brownian standard et o et [ sont des

constantes données. Une interprétation mathématiquement rigoureuse de cette équation
est que Y satisfait ce qu’'on appelle une équation différentielle stochastique (EDS) de type
1t6 suivant :

dY, = aY,dt + BY,dW,.



Introduction

Dans le modeéle de marché classique Black-Scholes, le prix S; au moment t de 'actif risqué

(par exemple, le stock) est représenté par la solution d’une (EDS) de la forme :
dSt = St(,udt + Uth), S(] > O,

ou 4 (le drift) et o # 0 (la volatilité) sont des constantes et W, = W (t,w); (t,w) € [0,00) x §2
est un mouvement Brownien standard. On va voir par la formule d’It6 que la solution satisfait

une EDS

1
Sy = Spexp {aWt + (N — 502) t} , t>0.

En plus de Pactif risqué de prix S;, nous supposons que le marché dispose d’un actif sans

risque (par exemple, une obligation) avec un prix
By =exp(rt); t=0, (1)

ou 7 est le taux d’intérét sans risque (pour simplicité, on suppose qu’il est constant).

Dans ce travaille, on s’intéresse aux points suivants :

— Le marché est-il exempt d’arbitrage ?

— Le marché est-il complet ?

— Si la réponse aux deux premiéres questions ci-dessus est oui, nous pouvons également
demander :
Quel est le prix d’une option européenne sur ce marché ?

Existe-t-il une formule de Black-Scholes ?

QI vant plus qu’une dizaine de décades, L.Bachelier a donné naissance d’une nouvelle

structure de modélisation en introduisant un nouveau membre aux équations des
stocks (dit le terme Brownien en 1904), ce qui était considérée révolutionnaire a 1’époque
pour beaucoup des observateurs (mathématiciens, économistes ou physiciens...etc.). Puis les
années 40’s témoignaient la démonstration d’une formule mathématique (dite formule d’It6)

par K.Ito qui facilitait et permettait de prolonger la théorie des processus stochastiques vers



Introduction

divers domaines d’études, ce travail n’est qu'un modeste essai de faire simuler une. Ce travail
prend la forme de trois chapitres dépendants :

Le premier chapitre traite la notion d’intégrale stochastique, qu’on commence par la construire,
puis citer quelques propriétés importantes et utiles (l’isométrie d’Ito, le théoréeme de Girsa-
nov et le théoréme de représentation).

Le deuxiéme chapitre est une extension du premier, dans lequel on introduit les équations
différentielles stochastiques (notées EDS), puis parcourt quelques exemples des fameux EDS
avec leurs solutions explicites et on le termine par un théoréme fondamental d’existence et
d’unicité de telles solutions des EDS.

Finalement, le troisiéme chapitre utilise ceux qui précedent pour faire appliquer le calcul d’Ité

aux deux exemples importants :

1. Dynamique des populations : le modéle exponentiel déterministe, modéle logistique,

puis un modele de dynamique dans un environnement bondé stochastique.

2. Le modéle de Black-Scholes : on introduit des terminologies financiéres nécessaires, puis
on utilise les divers éléments introduits dans les chapitres précédents, pour évaluer les

prix des options européennes dans un marché financier de Black-Scholes.

Le lecteur est supposé d’avoir des connaissances financiéres et de la théorie de la mesure et

I'intégration basiques.



Chapitre 1

Intégrale Stochastique

Dans ce chapitre, on s’intéresse a la notion d’une intégrale stochastique due a Itd, c’est a

dire : on va donner un sens (construire) a cette intégrale :

/~dW

par rapport & un processus stochastique nommé mouvement Brownien (W};);>0. On va donner
aussi ses propriétés. En terminant ce chapitre par le théoréme fondamental de représentation
des martingales et le théoréme de changement probabilité de Girsanov.

Tout au long de ce chapitre, on se référe aux : cours de Jeanblanc ([5]) et le livre d’@ksendal

([6]).

1.1 Construction d’une intégrale stochastique

Considérant 'espace de probabilité (€2, G, P). Soient (W;):>o un mouvement Brownien (MB)
unidimensionnel et G est la filtration engendrée par ce MB. La construction de l'intégrale
d’Ito est assez technique, on I'étend graduellement des fonctions élémentaires étagées aux
martingales de carré intégrable, puis aux martingales locales, et enfin aux semi-martingales.

Tout d’abord, on définit la classe des fonctions sur laquelle on va définir I'intégrale d’Ito :



Chapitre 1. Integrale Stochastique

Définition 1.1 Soit ' = TI'(S,7), 0 < S < T < 400, la classe des fonctions : g(t,w) :
[0,+00) x Q@ — R telles que :

1. (t,w) — g(t,w) est B(Ry) x G-mesurable,

2. g(t,w) est Gi-adaptée,

3. E[fs (t w)dt] < +o0.

Dans chaque étape, I'idée clé est d’approximer les intégrales stochastiques (soient de ¥ (t,w))
par d’autres intégrales stochastiques (soient de v, (t,w)) quand 1, tend vers ¢ dans L*([S, T]x
), c’est a dire

L’IS de v est la limite de I'IS de (¢,)n>0, dans L*.

Pour des fonctions i € I'; on va voir comment définir 'intégrale d’Ito

T
T(h)(t w) = [ / h(t)th} (). (1.1)
S
Premiérement, on définit (|1.1)) pour une classe des fonctions simples :

Définition 1.2 (Fonction simple) On dit qu’une fonction ¢ € T' est simple (ou élémen-
taire) s’il existe une subdivision de Uintervalle [S,T] : S =tg < t; < ... < t, =T et une
famille des variables aléatoires (VA) {S;}3 ios telles que pour tout j = 0,2" les VA B; sont

bornées et G, -mesurables, on a
n

V(t,w) € [S,T] x Q: (t,w) =D Brlw)Xjt ey (1)

k=0

_ T
Exemple 1.1 Posant pour j = 0,2" : t; = j2—n avec to = S,n € N et 3; =Wy, on a pour

J =0,2", les VA B; sont bornées et G -mesurables. On définit la fonction simple ¢ par

27L

V(t,w) € [5,T] x4, Zﬁg Xt 540 ()- (1.2)
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Définition 1.3 On définit l'intégrale stochastique (1.1)) pour les fonctions simples ¥(t,w) par

Zﬁk (Wi (W) = Wiy ()] (1.3)
k>0
S si 2—n < S,
k=9 = si S<£&£<T,
Tsi T<ZX -

Exemple 1.2 Si on prend ¢ comme dans ’exemple 1 IS (1.1)) devient

Z /Bk Wtk+1 ) - Wtk (w>]

_ Z Wiz (@)W, (@) — We, (@)

Remarque 1.1 L’espace L*([S,T] x Q) muni de la norme

o1 =8 ( [ 1oGs.as) v e

est un espace de Hilbert, donc on peut utiliser une isométrie linéaire pour prolonger la dé-
finition de I’IS pour des fonctions simples a des fonctions définies dans I'.(c’est a dire : on
commence par des fonctions bornées continues dans I', puis des fonctions bornées et enfin

pour des fonctions quelconques définies dans T").

Définition 1.4 (L’intégrale d’Itd) Soit g € T, alors lintégrale d’Ité de g est définie par
T T
/ g(t)dW; == lim Vo (t)dW; (la limite dans L*(P)). (1.4)
s n—o Jg

ol 1, est une suite des fonctions simples telles que :

||g - wnH — 0 quand n — o0, c-a-d :

(fS — Yt w)] 2dt) — 0, quand n — .
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Exemple 1.3 On pose : o, (t,w) = > Wixp,4,..)(t), avec W; =Wy, alors
k>0

t
1
/ Wi, = (W7~ 1) (1.5)
0

Avant de démontrer (1.5]), on a besoin de ce qui suit :

Définition 1.5 (Processus d’Ito) On dit qu’un processus Y = (Y;,t > 0) est d’Ito si

t t
Y,=y+ / asds + / L,dW, (1.6)
0 0

ot a est un processus adapté tels que : y € R, fg la(r,w)|dr < oo P—p.s (au sens de Lebesgue)

et L € I'. L’équation intégrale (1.6 est équivalente & l’équation différentielle suivante

d}/t = atdt + Ltth,
(1.7)
Yo =y.

Remarques 1.1 1. On peut affaiblir la version de LS par considérer la classe T"(S,T)
définie par : g(t,w) : [0,+00) x Q@ — R telles que
(a) (t,w) — g(t,w) est B(R;) x Gi-mesurable,
(b) Il existe une filtration (Hy)i>o, telles que
1. Wy est une H;-martingale,
1. gy est H;-adaptée.
(c) P [fSTg2(t,w)dt < +oo] =1.

2. Sih €I’, on peut montrer qu’il existe une suite de fonctions (hyp)n>0 C I", telles que :

3 [ha(s) = h(s)[2ds — 0, en probabilité, alors on peut définir

¢ ¢
/ h(s)dWs = lim [ h,(s)dWs, en probabilité, pour h € T".
0

n—oo 0
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1.2 Propriétés de L’intégrale Stochastique

Aprés avoir construit L’IS, on mentionne maintenant quelques propriétés importantes qu’on

va les utiliser dans la suite :

1. La linéarité : Va € R, VY, Z € I', on a

T T T
/ (oY, + Z,)dW,, = a/ Y. dW, + / ZydW,,.
S S S

2. L’isométrie d’Ito

Lemme 1.1 Si ) est simple et bornée, on a

([ w(ﬂdwt)Q ®

B alors E [ﬁzﬁkABlABk] = E [612] (ti+1 — ti)ék,i,

i1 Py

E —E UST W2(t, w)dt] . (1.8)

Preuve On pose AB; = B;

0sik#u1,
Ok = 7
1sik=1.

En utilisant le fait que 3;8;AB; sont indépendants de ABy si k < 4, on trouve

B [fg Yﬁ(t)dwtr (W) =222 BlBiBABABY]
= SE[R] (e — 1) =B |[§ ¢2(0)di]

et c’est ce qu’on a volu montré. [

Corollaire 1.1 Sig € I'(S,T),Yn =1,2,...g, € I'(S,T) et

E (/ST (gn(t, ) — glt, )2 dt) 0 quand n — oo,

on a

T T
/ gn(t)dW; — / g(t)dW; dans L* quand n — oo.
S S
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Preuve  Exemple [1.3](L.5)

B[ fy(pn = Wods] = B[S, [27 (W, = W)ds
=2 ij+1(s —tj)ds = (tj1 —t;)* — 0 quand At; — 0.

j2

Par le corollaire précédent on trouve

0 n—+oo [ At;—0
On a
2 2 2
A(W;)2 = W2, — W

= (Wig1 — W;)? +2W,;(Wiq — W)
= (AVVj)Q + QWjAWj,

et comme W, = 0, on obtient

1 1
> WiAW; = SWi+3 ;@W»%

J

et Y (AW;)? — t dans L? quand At; — 0, le resultat désiré est obtenu. O

J

3. Propriétés de martingale (Jeanblanc [5]) : Soit Y € T', on définit Z; = fot Y, dW,,

alors

(a) Le processus Z; est une G,-martingale, de plus

tAs
Vt >0, E[Z] =0et Vs,t >0, Cov(Z;, Z) = E V deu] :
0

(b) M, =272 —E [fot deu} est une G,-martingale.

4. Formule d’It6 unidimensionnelle :

Théoréme 1.1 Soient dX; = a;dt+ LidW; un processus d’Ité unidimensionnel et f(t,x) €
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C?([0,0) x R), alors
Zy = f(t,X,) est aussi un processus d’Ito et

d(Z) = %L (4, X)) dt + 9L (¢, X,) .dX, + =24 (1, X,) (dX,)° (1.9)

N | —

o (dXt)2 est calculée selon les régles suivantes : dWy.dW, = dt, et dW,.dt = dt.dW, = dt.dt =

0. Donc on peut réecrire (1.9) comme

dZ, = |9 (t, X;) + a2 (t, X;) + =24 (¢, X,) L2 | dt + 2L (¢, X,) Lud W,

DN | —

Remarque 1.2 Pour simplicité, on a considéré le cas unidimensionnel, mais [’extension

vers celui multidimensionnel existe dans beaucoup des références tels : cours de Jeanblanc

([3]) ou le livre d’Oksendal ([0]).

Corollaire 1.2 Soient X,Y deux processus d’1to, on applique la formule d’Ité (1.9)) au pro-
duit XY, on obtient
d(X;Y;) = X, dY; + Yid X, + dX,dY;. (1.10)

En intégrant (L.10|) par rapport a t, on obtient la formule d’intégration par parties suivante

t t t
/Xsd}g:XO%+Xt}Q—/ ystS—/ dX,dY,. (1.11)
0 0 0

1.3 Théoréme de représentation des martingales

Théoréme 1.2 (Oksendal [6]) On suppose que M, est une 6™ —martingale de carré inté-

grable, pour tout t > 0, il existe un unique processus f € T™(0,1) et
t
M; = E [M,) +/ f(s)dWs, P—p.s, pour toutt >0, (1.12)
0

avec Qt(n) est la filtration engendrée par les VA W (s;),0 <s, <t,i=1,n, n € N*,

10
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Exemple 1.4 (Martingale exponentielle) Soit le processus Z défini par

t t
Zy = exp {p/ dWs—p;/ ds} = f(t,Wy),p € R. (1.13)
0 0

On admet que Z est une gt(”) -martingale de carré intégable, avec
f(t,z) = exp(pr — %225) € C?([0, 0] x R).
On applique la formule d’Ito a f(t,x), on trouve
S(to) =~ (), Gt,0) =pf(t.2), Fht,2) = p*f ().

Alors Uéquation (|1.15) est équivalente a

;

dZ, =% (t, W) dt + %L (t, W) .dW, + L 24 (¢, W) d(W;)?

= =B f(t, Wy)dt + pf(t, W,)dW, + %2]0(757 Wi)dt = pf(t, W;)dW;
= pthWta

ZO - 1

\

Ou sous forme intégrale

t t
Z, = Zq +/ pZ(s)dW, = 1 +/ g(s)dW,,
0 0

ot g(s,w) = pZs(w). Comme Z; une gt(n)—martmgale de carré intégrable, g est l'unique pro-

cessus vérifiant I'égalité précédente et on a g(s,w) € T'™(0,t).

11
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1.4 Théoréme de changement de probabilité

Théoréme 1.3 (Girsanov) Soit (Y;)i>0 un processus d’Ito

dY; =a(t,w)dt+dW;,, 0<t<T,
Yo =0.

T < oo une constante donnée, posons

t t
Mt:exp{—/ a(s,w)dWs—%/ az(sg,u)ols}7 0<t<T.
0 0

Supposons que M, est une G;-martingale, on définit la mesure Q sur Qt(") par dQ(w) =
MpdP(w), alors Q est une mesure de probabilité sur Q(T”) et (Yi)>0 est un Q-mouvement

Brownien, pour tout 0 <t < T et

TFo) Mr(w) = exp {— /OT a(s,w)dW; — %/OT az(s,w)ds} :

s’appelle la derivée de Radon-Nikodym.

12



Chapitre 2

Equations Différentielles Stochastiques

Ce chapitre est consacré a 1’étude des équations différentielles stochastiques (EDS), notam-
ment les EDS linéaires et leurs solutions explicites et on va démontrer le théoréme d’existence

et d’unicité des EDS non-linéaires.

Définition 2.1 Une EDS est une équation de la forme :
t t
Zi == +/ a(u, Z,)du +/ o (u, Z2) AW, (2.1)
0 0

ou sous forme différentielle

2, = alt, 2t + o(t, Z)aW, 22)

ZO = Z.

Le coefficient de drift (La dérive) a : Ry x R — R et le coefficient de diffusion (volatilité)
c: Ry xR—=R

Remarque 2.1 Dans le cas général, on ne peut pas avoir la forme différentielle (2.2) de la

forme intégrale méme dans le cas déterministe. Considérons

¢
X = x+/ a(t,s)ds, t €10,7],s € [0,t]
0

13
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dans ce cas, on peut écrire la forme différentielle
t
dX, = a(t, t)dt + { / Ga(¢, s)ds] dt
0

st v est continuement différentiable par rapport t pour chaque s.

Définition 2.2 Une solution de (2.1) est un processus Z continu, G,—adapté tel que les

intégrales : fot a(u, Z,)du et fot o(u, Z,)dW,, ont un sens et ’égalité
¢ ¢

Zy = z+/ a(u, Zu)du—F/ o(u, Z,)dW,
0 0

est satisfaite pour tout t, P — p.s.

2.1 Exemples des EDS linéaires

2.1.1 Mouvement Brownien géométrique

On considere EDS linéaire nommée mouvement Brownien géométrique (notée MBG)

dZt = Zt[adt + Lth], te [07 T]a (2 3)

ZO =z,

oua € R, L € R. Cette EDS est trés importante surtout lorsqu’on étude la formule de Black-
Scholes qu’on va voir aprés. Le graphe au-dessus montre une simulation de 5 trajectoires d’un
mouvement Brownien géométrique en utilisant le chemin de convergence d’Fuler-Maruyama

avec les parameétres : a = 1.5, L. = 0.06 et z = 0.1 (voir 'annexe A, programme 1) :

14
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Simulation de 5 trajectoires du Mouvement Brownien Géométrique
avec Z(0,w)=0.10, a(t) =1.50 et L(t)=0.06

175 -

150 -

0.75 -

0.50 -

0.25 -

1 1 1 I
0 50 100 150 200 250
temps

F1c. 2.1 — Simulations des trajectoires d’'un mouvement Brownien géométrique

Théoréme 2.1 La solution explicite de (2.5) est
Z, = zexp {(a — Byt LW(t)} . (2.4)

Preuve On a ([2.3) est équivalente a

7
% = adt + LdW;,

t

et par intégration, on trouve

Il
=
S~—

taz,
/ =at + LW,, (Wo
0

7 (2.5)
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Chapitre 2. EDS

pour évaluer l'intégrale du coté gauche de (2.5)), on utilise la formule d’Itd (1.9) pour une

fonction
f(t,x) =Inz,z > 0,
on trouve
d(InZ;) = zdZ+ 5(—3)(dZ,)?
=% — spLPZ¢dt
par suite
%Z: =d(InZ,) + ﬁﬁzfdt,

donc de (2.5)) on conclut
2

L
InZ; = (a— 7)t + LW,

ou bien

Zy = zexp {(a - %2)25 + LW(t)},

c’est ce que fallait dire. O

2.1.2 Processus d’Ornestein-Uhlenbeck (équation de Langevin )

On appelle Z; un processus d’Ornestein-Uhlenbeck (ou équation de Langevin) qui satisfait
I’équation suivante

t
Zy = —/ aZyds + oW, + Zy, (2.6)
0

avec a, o et Zp sont des constantes. Ce processus est un cas particulier du modeéle de taux

d’intérét de Vasicek et décrit approximativement le mouvement d’un particule libre dans un

fluide.

Théoréme 2.2 L’équation admet solution explicite suivante

t
Zy=e "7+ / e ) gy, (2.7)
0

16



Chapitre 2. EDS

Preuve 1l suffit d’appliquer la formule d’intégration par partie (1.10) a (Z,e*), on obtient

d(Ze™) = e"dZ, + Zyd(e™) + dZ,de’
= —eYaZ,dt + ce®dW, + e aZ,dt
= ge®dW,.

En intégrant, on obtient

t
Ze™ — 7y = / oe®dWs.
0

Donc

t
Zy=e "Zy+ / e~ ) gy,
0

ce qui termine la preuve. 0

2.1.3 EDS linéaire avec mémoire (retard)

Théoréme 2.3 (Arriojas et al.[2]) Soit I’EDS linéaire suivante dite EDS avec mémoire

(ou avec retard)

dS; = f(t,Sy)dt + g(S;—s)SedWy, t € [0,T], 2.8)

Sy =¢y, te|-L,0],L=max{a,d}.

On suppose que

f(t,n) = pn(—a)n(0),

3L >0, |f(t,n)] < L1+ [[nll=), ¥(t,n) € [0,T] x C([~L,0],R),

{YneN, 3L, >0:

|f(t,n") = f(t0)] < Lalln' = 17%[loe, Y(t, ) € [0, T] x C([—L, 0], R), avec ||n']|oc <71, i = 1,2},
V(t,n) €[0,7] x C([-L,0,R) : f(t,n) >0,

g:R— R continue et

[ @ >0 et 0 > 0 sont les constantes de retard,

alors [’équation (@) admet une unique solution S; pour un processus initial donné

0 :Q—C([0, T|,R), Go — B(C ([0, T],R) )-mesurable, de plus si p; > 0 pour tout t € [—L,0|

17



Chapitre 2. EDS

(respectivement o, > 0 pour tout t € [—L,0] ) P.p.s alors S; > 0 P.p.s pour tout t € [—L, 0]

(respectivement Sy > 0 P.p.s pour tout t € [—L,0])

Preuve On définit pose | = min{a,d}, on obtient

dSt = St [Mgptfadt + g(gpt,[;)th], te [07 l]7

(2.9)
So = o
On définit la G;-semi-martingale
M, = ufot Ou_adu + f;g(gou_(g)qu, t € [0,1], alors sa variation quadratique
<M>t = tg2(gpu75>du7 te [Ovl]
Donc S; vérifie
dSt = Stht,t > 0, SO = ©p. (210)

Par (2.4)) 'unique solution de ([2.10|) est un mouvement Brownien géométrique
Si = Soexp{M; — 5 (M)}

= pexp {fot Pu—a — 39* (Pu—s)]du + [ g(%—a)qu} , Ve (0,1].

Il est claire aussi que si po > 0, alors S; > 0,Vt € [0, (], P.p.s.Par un raisonnement similaire,

il vient que Sy > 0,Vt € [[,2[], P.p.s. et par suite S; > 0,Vt € [0, L], P.p.s. par induction. [J

2.1.4 EDS a champ moyen

On considére 'EDS dite a champ moyen

dXy = [bi(6) X+ bo(0)]dt + [o1(£) X, + oo(1)]dWis t € [0, 7] (2.11)

XO =T,
pour des processus Gp-mésurables : by, by, 0¢, 07.

18
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Maintenant, on pose

t t
Z; = exp {/ (=bi(s) + 20i(s)) ds — / al(s)dWs} ;60,77
0 0
Alors, par la formule d’It6 (1.9)) on a

dZ, = Zy ([~b1(t) + oi(t)] dt — o1 (t)dW,) ;t € [0,T],
Z() =1.

On pose
}/; — XtZt.

Donc par la formule d’It6 (|1.9) on obtient :

qY, = d(X,Z) = X:dZs + XdZs +d < X, Z >
= X7 (b (8) + 02(8)] dt — oy ()ATW) + Ze ([ba ()X, + bo(£)]dt + [o4(£) X, + oo(£)]dIV)
—01(t) Z: X¢dt = Zy [bo(t)dt + ao(t)dW]

et alors

t t
XoZy =Yy =yo+ / Zsbo(s)ds + / Zso0(s)dWs,
0 0

et parsuite 'unique solution X; est donnée

¢ ¢
X, =Y,z =771 {x —|—/ Zsbo(s)ds +/ Zsag(s)dWsl : (2.12)
0 0

d’ou le résultat cherché. OJ
Maintenant, la question naturelle & poser : Quand telles solutions existent ? et si elles existent,

est-ce qu’elles sont uniques ?

19



Chapitre 2. EDS

2.2 EDS non-linéaires

Le théoréme suivant n’est qu'une généralisation de celui du cas détérministe vers le cas

stochastique dans le cas lipschitz.

Théoréme 2.4 (Existence et unicité [6]) Soient T >0,a:[0,7] xR — R et o :[0,T] x

R — R deux fonctions mesurables qui satisfont
k>0, |a(t,x)| + |o(t,x)| < k(1 + |z|),z € Rt €[0,T], (2.13)
et
aD >0, |a(t,z) — a(t,y)| + |o(t,z) — o(t,y)| < D]z —y|,z,y € R, t € [0,T]. (2.14)
Soit z une VA indépendante de la tribu Qt(m) engendrée par Wy, 0 < s <'t, tel que
E [|2]%] < oc.

Alors UEDS (2.1) (ou (2.2))) admet une unique solution Z(t,w) (dite solution forte) a tra-

jectoires continues, adaptée & la filtration engendrée par z et Wy, 0 < s < t (notée : G7)

T
E [/ | Z,2dt
0

Preuve Unicité : Soient X (t,w) = Xi(w) et Y(t,w) = Y;(w) deux solutions de ({2.1)) telles

et

< 00.

que :

X(0,w) =z(w) et Y(0,w) = y(w),w € .

On pose

a(s,w) = a(s, Xs) —a(s,Y;) et

(s,w) = a(s, Xy) — (s, Y),
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alors

E[|X: - Yi|") = E

t t 2
<x—y+/ad8—l—/7dVVt) ,
0 0

par les inégalités de Young, de Cauchy-Schwartz, 1'isométrie d’Ité et la condition (2.13]) on
trouve

(X, ~ YiP) < 38l ~ %)+ 30+ T)D* [ X, - Plas. (2.15)

On considére la fonction

v(t) = B[l X, - Y,[’].

Par (2.15)) on a
u(t) < F+ A [ v(s)ds,
F =3E[lz —y[}] et A=3(1+T)D?

donc par 'inégalité de Gronwall
v(t) < Fexp(At).

Maintenant, on suppose que x = y alors F' = 0, par suite v(t) = 0, pour tout 0 < ¢t < T. 1l
en résulte que

Et par la continuité de t — | X — Y|, on obtient que
P[|X(t,w) = Y(t,w)| =0,Vt € [0,T]] = 1.

L’unicité est prouvée.

Afin de prouver I’existence, on pose

(2.16)
Yy I a(s, V™) ds + IN o(s, Y™ )dW,, m € N*.
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Un calcul similaire au calcul ci-dessus montre que

?|

pour tout m € N* et ¢ € [0, T}, alors

?|

pour une constante A; dépendante de k, T' et z. Par reccurrence, on a donc

t
Y;(m—H) _ Y;(m)‘?:| S?)(l X T)D2/ E H}/‘S(m) _ Y;(mfl)H2d57
0

2
v -y, } < A,

" m Am+1tm+1
EHYt( —H)—Y;( )‘2] <2

_m, pour tout m € N*, ¢t € [0,T] et une constante Ay(D, k, T, z).
m !

Il est alors facile de vérifier que la suite des Y;(m) est une suite de Cauchy. Il existe donc un
processus limite

Z, = lim Y,

n—oo

(n)

Alors Z; est Gf—mesurable pour tout ¢, puisque c’est valide pour chaque Y;"’. Maintenant

on prouve que Z; satisfait (2.1)) :

Pour tout n € N et tout ¢ € [0,7] on a
t t
Y = +/ a(s, Y™)ds +/ o (s, Y)W,
0 0
on fait tendre n — oo. Alors par I'inégalité de Hélder on obtient que
t t
/ a(s, Y™)ds — / a(s, Z)ds, dans L%,
0 0
et par 'isométrie d’[to

¢ t
/ a(s, YM)dW, — / a(s, Z)dWy, dans 2.
0 0
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Chapitre 2. EDS

On conclut que pour tout ¢ € [0,7], on a
t t
Zy = z+/ a(s,ZS)ds—l—/ o(s, Zs)dWs, P.p.s. (2.17)
0 0

Il reste & prouver que Z; peut étre choisi de tel sorte qu’il soit continu. On peut montrer
qu’il existe une modification continue du membre droite de 1} qu’on note Z. Alors Z

est continu et

Z, =2+ fot a(s, Zs)ds + fota(s, Zs)dW
=2+ [ya(s, Zy)ds + [ o(s, Zs)dWs, P.p.s.
L’existence est prouvée. UJ
Apres avoir cité des exemples et méthodes de résolutions des fameuses EDS, on est maintenant

prét a exposer quelques applications dans le chapitre suivant.
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Chapitre 3

Applications

3.1 Dynamique des populations

Ce paragraphe est inspiré d’un exercice du livre d’@ksendal ([6]). Un modele déterministe

qui est considéré le plus simple d'une dynamique d’une population, qu’on appelle [’égquation

exponentielle
y'(t) = cy(t), c € R,
(t) = cy(t) (3.1)
y(0) =50 20,
¢ (constante) est le coefficient de croissance relative ; la solution de (3.1)) est
y(t) = yoexp(ct), t =0, (3.2)

Si on étude le comportement asymptotique de y(t), t > 0, on trouve deux cas selon le signe

de c:

1. Sie>0 :tlim y(t) = oo (la taille de la population déborde le nombre maximal des
individus).

2. Sie<0 :tlim y(t) = 0 (extinction de la population).
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Comportement de la population (la population initial y(0)=500)

. Sl
c<0: Extinction c>0: Debordement

500 -
1400000 -

400 - 1200000 -
1000000 -
300 -

800000 -

200 - 600000 -

Nombre des individus

400000 -

100 -

200000 - /
0- = 0- —

00 05 L0 15 20 25 30 35 40 00 05 10 15 20 25 30 35
temps temps

FiGc. 3.1 — Comportement de la population

Les deux cas font le modeéle (3.2)) précédent irréaliste, alors on introduit le modéle logistique

v, =rKy, —y?, t >0,

y(O) = %Yo 2 0)

(3.3)

Avec r € R, K > 0 et y sont des constantes données.
Néanmoins, dans plusieurs situations, r n’est pas constante mais assujetti aux fluctuations

aléatoires. Pour modéliser ¢ca mathématiquement on pose

r=r+ AW, (3.4)
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Avec W, = % bruit blanc d’espérance r € R et § € R, remplagant 1} dans 1} on

obtient

dY; = rY(K = Y;)dt + BY;dW;, (35)

Yo=uy.

Le processus Y I'unique solution de est souvent considéré comme modeéle de la dyna-
mique d’une population de taille Y;, £ > 0 dans un environnement bondé stochastique, ot
K > 0: La capacité maximale de ’environnement pour cette population (Nombre maximal
des individus).

r € R : Mesure de qualité de ’environnement.

£ € R : Mesure de taille des fluctuations dans I’environnement.

y > 0 : Le nombre initial des individus.

On remarque que l’equation n’est pas linéaire (linéaire-quadratique), pour la rendre

linéaire on considére le processus M; = Y, ! et appliquant la formule d’It6 ((1.9)), on trouve

—dY, | (dY))?
2

AM, = [My(B — rK) + r|dt — BM,dW,. (3.7)

dM, = (3.6)

Mais (3.7)) est équivalente a (2.11)) avec :
a=p3*—rK, f(t)=r, a=-03, h(t)=0,
dont la solution est donnée par (2.12))

t
Mt:Zt[M0+T/ ZgldSL
0

52
ou Zy = eXp{(? —rK)t — fW,;}.

Donc
2
exp{(rK — £)t + W}

y~1+ rfot exp{(rK — %2)3 + W }ds]

Remarque 3.1 L’importance de la forme explicite de la solution apparait pour mettre en

Y, =M =
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valeur le comportement de la population lorsque t — oo, dans ce cas :

1. SirK >

MFDM

alors Y; — oo, quand t — oo, P.p.s.
2. SirK < %2 alors Y; — 0, quand t — oo, P.p.s.

3. SirK = %2 alors Y; wva osciller entre des valeurs arbitraires (larges et petites) quand

t — oo, P.p.s.

3.2 Formule de Black-Scholes

On va travailler dans un marché dit de Black-Scholes, c’est & dire : un marché complet et
sans arbitrage, consistant d’une obligation B = B; et un stock S = S; et une réclamation

dont le prix P = P,. On définit un portfolio autofinancé :

Définition 3.1 (Portfolio autofinancé) Une stratégie d’investissement V'
% = CLSt + bBt

est dite autofinancée si
dV; = adS; 4+ bdBy, ou
Vi =Vo+ [, adS+ [, bdB,.

Définitions 3.1 1. On dit qu’un marché est complet si toutes les réclamations sont cou-

vrables.

2. Un marché est dit sans arbitrage, si aucun investisseur peut obtenir un gain positif

sans avoir pris aucun risque durant son investissement.

On suppose que B, S et P sont des processus adaptés dont les dynamiques :

dBt = TBtdt,
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et S est un mouvement Brownien géométrique

dSt = OéStdt + O'Stth,
Sy > 0,

our, a et o # 0 sont des constantes données. On définit la mesure du probabilité Q ~ P sur

(m)
T

dQ =MpdP, avec
M; = exp{—cW; — %}

Alors par le théoréme de Girsanov
- t
Wt = / %dS + Wt (38)
0

est une g:(pm)—martingale (et par suite Q:(pm)—mouvement Brownien) par rapport a la mesure
Q et on définit
t t
Sy =Sy +/ aSsds+/ 0S,dWs,
0 0

on trouve
dS; = oS;dW;, ou encore

§t == §0 + fot aSdes,

il en resulte que §t est une gém)—martingale par rapport a la mesure Q, et par le théoréme

de représentation des martingales il admet ["uinque représentation
A~ ~ T —_~
S, = B [st} + / &(t)d, (3.9)
0

ol ¢(t,w) est un processus mesurable, Q(Tm)—adapté et

B UOT ¢2(t,w)dt] < oo.
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Donc, par un théoréme fameux de la théorie de trading (théoréme.12.2.5 de [6]) le marché de
Black-Scholes est bien complet et sans arbitrage.

Soit C(t,S;) € C?([0,00) xR), et on suppose que le prix d’une réclamation peut étre exprimé :

P, = C(t,5)). (3.10)

On applique la formule d’It6 (1.9)) a (3.10]) on trouve :

L [0C 00 (008, PC ac

On a supposé que le marché est complet, donc toutes les réclamations sont couvrables, en
particulier, il existe une stratégie autofinancée (a,b) qui nous permettra d’investir seulement
aux a actifs du stock S et b obligations B et couvrir le prix P tel que : H; = f(S;). Pour telle
stratégie (a,b) on a :

Ht = ClSt -+ bBt, (312)

I’hypothése du non-arbitrage implique que
P, = H,, (3.13)

si ce n’etait pas le cas, des opportunités d’arbitrage seraient possibles, on passe vers les

dynamiques des deux cotés de (3.13]), on trouve :

P — di, (3.14)
= adSt + det
= (aaS; + rbR;) dt + caS;dW,

en comparant (3.11]) avec (3.14]), on trouve :

_ ac(ta St)
- o
b = B;l [C(t, St) — aSt] s

a
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on remplace a et b par leurs expressions dans (3.14]), on compare les coefficients de dt et dW,;

dans et ( , on obtient :

252 2
dPt _C(tSt +a5 tSt _{_02,5606252,5,5)

= a5, S5 4 |C(2, 8y) — 5,245

ox

tS 0282 820 (t,S

= TC(t, St>

Donc la fonction C(t, S;) résout 'équation aux dérivées partielles (EDP)

oC (t,x oC(t,x 22 82C(t,x
R (X)) (3.15)

(3.15)) est appelée EDP de Black-Scholes, dont la solution nous donne le prix théorique de la

réclamation contingente X = f(Sr), qu'on déclare dans le théoréme suivant :
Théoréme 3.1 (Benth [3]) Soit le processus Zt* défini par
7V =z + /ts rZ5 du + /ts o ZLdW,, x> 0. (3.16)
Alors
C(t,z) = el"TIIE [£(Z37)] (3.17)

résout I’EDP de Black-Scholes (3.15)). De plus, C(t,S;) est le prix Py d’une réclamation

contingente X = f(Sr) avec une stratégie du couverment autofinancée (a,b).

Preuve Par (2.3), le processus (3.16) n’est qu'un mouvement Brownien géométrique issu de
x, donc

2y =wexp{(r = 5)(T ~ 1) + o(Wr —= W) },
en remarquant qu’il est strictement positif, alors

2

U—)(T — t) —|—O'(WT — Wt),

InZy" =Inz+ (r—5%

30



Chapitre 3. Applications

qui (pour un t fixé) suit une loi gaussienne d’espérance Inz + (r — %2)(T — 1) et variance

o*(T —t), dont la densité de probabilité :

s—In x—(r—é)(T—t)] ’

q(t,s) = Ne=ren) exp {— 202 (T—1) } :

et on peut récrire

C(t,x) = e 7T /Rf(e

on remarque que seulment la densité g dépend de x, alors on calcule les dérivées partielles de

C a partir de celles de ¢ :

dq ) (Tfﬁ)[sflnx (r—Z2)(T— )] [sflnmf(rfé)(Tft)]z
&(t, S) = Q(t, S) {Q(T—t) — 2 02(T—t) — 202(T—t)2 )

8q s—Inz—(r— ﬁ)(Tft)
5, () = alt.s) | Ty s ] ;
2

0 q sflnxf(rf‘ﬁ)(Tft) ? sflnmf(rfﬁ)(Tft)
Tt = att s>{[ i ] N i o 2 N

on trouve que

a(t,5) + radi(t,s) + L 24(t, 5) = 0, (3.18)

en utilisant on calcule % (¢, z)

L(t,x) =rC(t,x)+ e Tt)a/f ds
=rC(t,z) +e " Tt)/f(es)%q(t,s)ds
=rC(t,z) — e T /f maq t,s) + ”2;23—;‘;(75,5)} ds
=rC(t,x) — Tt/f mcaqts) Tt/f ;g;ts)ds

= rC(t,z) —rzZ [e77T0 [ f(e)q(t, s)ds| — ZEZL e T8 [ f(e%)q(t, s)ds
ox R 2 Oz R

=rC(t,x) — rx%g (t,x) — ”22"”2 %(t, x),
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de plus on a la condition finale

C(T,x) = f(x),

c’est qu’on a volu montrer. O

Remarque 3.2 On a utilisé un théoréme (théoréme 1.11.1 dans ([5]) pour permuter [’espe-

rance et lintégrale, et on a supposé que ses conditions sont vérifiées.

Utilisant la formule de Black-Scholes, on peut obtenir les prix théoriques pour options Call/-

Put Furopéennes :

Théoréme 3.2 Le priz P, d’une option Call Européene avec prix d’exercice K et temps de

maturité T est :

P, = S,®(dy) — Ke "T=9®(dy), (3.19)

ol
dy =dy+oVT —t,
10@;(%)-&—(7“—%2)(T—t) (320)
a/T—t )

dgz

et ® la fonction de répartition de la lot normale standard.

Le graphe suivant illustre 10 prix théoriques d’un stock, dont le prix initial est Sy = 100
unité de prix, dans un marché dont la volatilité est : 0.2, (voir annexe A : programme 3) :
Preuve Tout d’abord, on sait que pour une option Call Européennes, la fonction f prend

la forme

X = f(Sr) = max{0,Sr — K}

a la date de maturité 7', avec un prix d’exercice K, alors

C(t,z) = e "THE [f(Z7)] (3.21)
= ¢ """ IE [max {0, Z;" — K }]

_ TR [max {07 elnx+(r—§)(T—t)+amY B K}]
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Simulations de 10 prix avec
Sigma=0.20, r=0.05 et SO= 100.00

104.0 -

103.5 -

103.0 -

102.5 -

102.0 -

101.5 -

Prix d'option

101.0 -

100.5 -

100.0 -
0 200 400 600 800 1000

Temps

F1c. 3.2 — Simulation des prix de Stoks

Y est une VA normale standard, de la derniere égalité de (3.21)), on a

C(t,z) =0 si
v < In £ —(r—22)(T—t) & n squivalent
e ou d’une fagon équivalente
I
Y < —ds, avec dy = ln?Jr((n/TL_t)(T 2

Sinon, on a

Ot z) = e TV |:elnx+(rf§)(Tft)+a\/jTtY _ K}

& 0'2 52
— e r(T—1) / |:elncc+(7’—7)(T_t)+U8\/Ti—t _ K] e 2ds

V2r
—ds
oo oo
x _o i —_ 52 (T —t) _s?
— e~ 2 (T—t)+osvT—t—5 ds — ¢ — K —e 2 dS,
\Y4 27T —do —d2

par un changement de variable z = s — o/ — t, et en utilisant la symétrie de la loi normale,

on trouve

C(t,x) = 2®(dy) — e " T DK ®(dy),
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Chapitre 3. Applications

ou @ est la fonction de répartition gaussienne, et dy, dy sont définis par (3.20) en remplagant
x par Sy, on trouve finalement ((3.19)).0]
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Conclusion

Dans ce travail, on a construit l'intégrale stochastique d’It6 a ’aide de I'isométrie d’Ito, puis
vu quelques propriétés importantes (la formule d’Ito, le théoréme de changement de proba-
bilité de Girsanov et le théoréme de représentation des martingales) qu’on a utilisées pour
exposer quelques fameux exemples des équations différentielles stochastiques et démontré
Iexistence et I'unicité de leurs solutions dans le cas lipschitz a ’aide de la formule d’Ito,
qu’on a également utilisée pour donner un modeéle de la dynamique des populations dans un
environnement bondé stochastique. Finalement, on a utilisé la formule d’Ito, le théoréme de
Girsanov et le théoréme de représentation des martingales pour évaluer les prix des options
Européennes dans un marché de Black-Scholes.

Ce mémoire presque touche le domaine large de la théorie des processus stochastiques et leurs
applications, mais il montre qu’on peut appliquer des mathématiques du haut niveau pour

modéliser beaucoup des phénomeénes réels.

35



Bibliographie

AGrAM, N AND OKSENDAL ,B.A Hida-Malliavin white noise calculus approach to opti-

mal control, 8 Nouvember 2018 https ://arxiv.org/abs/1704.08899v4.

ARRIOJAS, M ET AL.A Delayed Black and Scholes Formula, February 2, 2008,
https ://arxiv.org/abs/math/0604640.

BENTH, F.E.Option Theory with Stochastic Analysis, An Introduction to Mathematical

Finance-Springer-Verlag Berlin Heidelberg (2004).
GARD ,T.C.Introduction to Stochastic Differential Equations-Marcel Dekker Inc (1988).
JEANBLANC ,M. Cours de Calcul stochastique Mastére2 IF EVRY, septembre (2006).

(DKSENDAL ,B.Stochastic Differential Equations An Introduction With Applications, 6"

Edition, Springer (2013).

J. YoNG AND X.Y. ZHOU, Stochastic controls, Hamiltonian Systems and HJB Equations.

Springer Verlag (1999).

36



Annexe A : Logiciel python

Simulation de trajectoires du mouvement Brownien géométrique

import numpy as np
from pylab import plot, show, grid, xlabel, ylabel
import matplotlib.pyplot as plt
from matplotlib import style
style.use(’ggplot’)
num_sims=>5 #nombre des trajectoires
t_init=0
t_end=250
N=1000 #evaluer les trajectoires aux N pts
dt=float((t _end-t_init)/N)# un pas uniforme
y_init=0.1
c¢_theta=0.1
¢c_mu=1.5
c_sigma=0.06

def mu(y,t) :

return ¢_theta*(c_mu-y)

def sigma(y,t) :

return ¢_sigma

def dW(delta_t) :

return np.random.normal(loc=0,scale=np.sqrt(delta_t))
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Logiciel python

ts=np.arange(t init,t end,dt)
ys=np.zeros(N)
ys[0]=y _init
for _ in range(num _sims) :
for i in range(1,ts.size) :
t=(i-1)*dt
y=ys[i-1]
ys[i]=y+mu(y,t)*dt+sigma(y,t)*dW(dt)
plt.plot(ts,ys)
xlabel("temps’, fontsize=12)
ylabel("Z(t,w)’, fontsize=12)
plt.title(’Simulation de %d trajectoires du Mouvement Brownien Géométrique\navec Z(0,w)=%.2f
, a(t) =%.2f et L(t)=%.2{"%(num_sims,y init,c_mu,c_sigma), color="blue’)

plt.show()

Program python qui permet de calculer la variance standard annuelle dans un

marché pour un indice boursier

import datetime as dt

import matplotlib.pyplot as plt

from matplotlib import style

from mpl finance import candlestick ohlc
import pandas as pd

import pandas datareader.data as web
import numpy as np

pr=]

ret=|]

log ret=[]

meD=(]
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Logiciel python

n=0
print("SVP, entrer la date de départ : le jours, le mois 'année ") #saisit de la date du depart
dO=int(input(’le jour : "))
mO=int(input(’le mois : ’))
yO=int(input('’année : ’))
print("SVP, entrer la date du close : le jours, le mois 'année")#saisit de la date du close
d1=int(input(’le jour : "))
ml=int(input(’le mois : ’))
yl=int(input('’année : ))
start=dt.datetime(y0,m0,d0)
end=dt.datetime(y1,m1,d1)
print("SVP, entrer votre indice boursier : e.g :tsla, txt, googl...") #saisit de 'indice boursier
ticker=input(’votre indice boursier= ")
df=web.DataReader(ticker,’yahoo’ start,end)
name=input(’SVP, donner un nom pour votre fichier csv : )
df.to_csv(’name.csv’)
df=pd.read _csv(’name.csv’,parse _dates=True,index col=0)
pr=df[’Close’]
n=len(pr)
for i in range(n-1) :
ret.append(-1+pr[i+1]/pr[i])
log ret.append(np.log(pr[i+1]/prli]))
meD.append((ret[i]-np.mean(ret))**2)
var=np.sum(meD) /float(len(meD)-1)
an_var=var*n
an_STD=an_var**(0.5
"

print("La variance standard annuelle de " ticker, " is: ")

print(an_ STD)
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Logiciel python

print("Les prix de clos sont : ")

(
print(pr)
print("les log_revenus sont :")
print(log_ ret)
(
(

print("Les revenus sont : ")

print(ret)

Simulation des prix du stock, pour une option call Européenne dans un marché

financier

import numpy as np
from matplotlib import pyplot as plt
from matplotlib import style
style.use('ggplot’)
SO = 100 #prix initial du stock
K = 100 #prix d’exercice
r = 0.05 #taux d’interet
sigma = 0.50 #la volatilité du marché
T = 1 #temps d’exercice (en année)
N = 100 #nombre d’évaluation pour chaque simulation
= T/N #le pas du temps
i = 1000 #nombre des trajectoires
discount _factor = np.exp(-r*T) #facteur de normalisation du marché
S = np.zeros([i,N])
t = range(0,N,1)
for y in range(0,i-1) :
S[y,0]=S0
for x in range(0,N-1) :

S[y,x+1] = Sly,x]*(np.exp((r-(sigma**2)/2)*dt + sigma*dt*np.random.normal(0,1)))
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Logiciel python

plt.plot(t,S[y])

plt.title(’Simulations de%d prix %d Sigma %.2f r %.2f SO %.2f* % (i, N, sigma, r, SO))

plt.xlabel("temps’)

plt.ylabel(’Prix des stock’)

plt.show()

C = np.zeros((i-1,1), dtype=np.float16)

for y in range(0,i-1) :
Cly]=np.maximum(S[y,N-1]-K,0)

CallPayoffAverage = np.average(C)

CallPayoff = discount _factor*CallPayoffAverage

print(CallPayoff)

Calcul des prix des options théoriques, pour une option Call/Put Européenne

dans un marché financier par la formule de Black-Scholes

from math import sqrt, exp, log, erf

from decimal import *

getcontext().

prec = 5

lePrixCourant = float(input("le dernier prix : ")) #S

prixdExercice = float(input("le prix d’exercice? : ")) # K

temps = float(input("Jours jusqu’a maturité? : ")) # temps jusqu’a maturité en jours
tauxDinteret = float(input("Le taux d’interet ? : ")) # taux d’interet annuaire
sigma = float(input("la volatilitié : ")) # la volatilité des revenus des stocks
divrate = float(input("taux de dividende? : ")) # rapport de dividende sur stock
sigTsquared = sqrt(Decimal(time)/250)*sigma

edivT = exp((-divrate*time)/250)

ert = exp((-rate*time)/250)

dl = (log(undprice*edivT /strike)+(rate+.5%(sigma**2))*time/250) /sigTsquared
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Logiciel python

d2 = dl-sigTsquared
Nd1 = (1+erf(dl/sqrt(2)))/2

Nd2 = (1+erf(d2/sqrt(2)))/2

iNd1 = (1+erf(-d1/sqrt(2)))/2

iNd2 = (1+4-erf(-d2/sqrt(2)))/2

callPrice = round(undprice*edivT*Nd1-strike*ert*Nd2, 2)
putPrice = round(strike*ert*iNd2-undprice*edivI*iNd1, 2)
print("Call Price = " + str(callPrice) )

print("Put Price = " + str(putPrice) )

Simulation de trajectoires du mouvement Brownien

from math import sqrt
from matplotlib import pyplot as plt
from scipy.stats import norm
import numpy as np
from matplotlib import style
style.use("ggplot’)
def brownian(x0, n, dt, delta, out=None) :
x0 = np.asarray(x0)
r = norm.rvs(size=x0.shape + (n,), scale=delta*sqrt(dt))
if out is None :
out = np.empty(r.shape)
np.cumsum(r, axis=-1, out=out)
out += np.expand _dims(x0, axis=-1)
return out
import numpy
from pylab import plot, show, grid, xlabel, ylabel
delta = 2.5
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Logiciel python

T =10.0
N = 1000
dt = T/N
m = 10

x = numpy.empty((m,N+1))
x[: 0] =10
brownian(x[ :,0], N, dt, delta, out=x] :,1 :])
t = numpy.linspace(0.0, N*dt, N+1)
for k in range(m) :
plot(t, x[k])
xlabel(’t’, fontsize=16)
ylabel "W (t,w)’, fontsize=16)
plt.title(’Simulation de %d trajectoires du mouvement Brownien'%(m))
grid(True)
show()
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Annexe B : Définitions et lemmes

Des définitions et lemmes

Définition 3.2 (Tribu [6]) Soit 2 un ensemble donné Une tribu G sur Q) est une famille

des sous ensembles de 2 possédant les propriétés suivantes :
1. 0 eG.
2. VAe G = A° € G, ou A° = Q\A est le complementaire de A dans Q.
3. A, Agy ... e G=A=UR A €G.
Le couple (2, G) est dit espace mesurable.
Définition 3.3 (mesure de probabilité [6]) Une mesure de probabilité sur 1'espace me-

surable (92, G)
P:(2,G)+— [0,1]

est une application satisfaisante
1. P(Q) = 1,P(0) = 0.

2. Si Ay, Ay, ... € G et {A;}2, sont deux a deux disjoints (c’est a dire AiNA; = 0,Yi # j),
alors P(UZ, A;) = > P(A))
i=1

Le triplet (2, G,P) s’appelle espace de probabilité.

Définition 3.4 Dans un espace de probabilité (2, G,P), si B € G et P(B) = 0.5t N C B,

on dit que N est P—négligeable.
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Définitions et lemmes

Définition 3.5 On dit qu'un événement F' € G est vérifié P.presque str (noté P.p.s) si il

exite un P—négligeable. M tel que

Vwé M: P(F) =1

Définition 3.6 (Filtration [5]) Une filtration est une famille (Gi)i>o croissante de sous

tribus de G, c’est a dire Vs <t : G, C G;.

Définition 3.7 (Variable normale [6]) Dans un espace de probabilité (2, G, P).On dit que
la variable aléatoire X suit la loi normale (ou gaussienne) d’espérance m et de variance
o2, (on note X ~» N(m,0?)), si elle admet une densité de probabilité absolument continue

par rapport a la mesure de Lebesgue

1 N2
fm,Uz(x):WeXp{_%}7 z€eR

X —

. m . . . , L1
st on pose 4 = , Z s’appelle une variable aléatoire normale centrée réduit, (7 ~-

N(0,1)) dont la densité et la fonction de répartition

flz) = \/Lz?exp{—x;}, reR

Définition 3.8 (Processus stochastique [5]) Une famille de variable aléatoires définis

sur un espace de probabilité (2, G,P), est appelé processus stochastique

Définition 3.9 (Martingale [5]) Un processus (X:)i>o est appelé une martingale par rap-

port & une filtration (G;)i>o, S

1. X, est Gi—mesurable et intégrable pour tout t, c’est a dire

Yu e R": X; H(u) € Gy, Vt,
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Définitions et lemmes

2. B(X,|G,) = X,,Vs < t.

Définition 3.10 (Mouvement Brownien [5]) On se donne un espace de probabilté (22, G, P),
et un processus W = (Wy)i>o sur cet espace.

Le processus W est un mouvement Brownien standard si :

1. P(Wy = 0) = 1(le mouvement Brownien est issu de [’origine).
2. Vs < t,W, — W est une variable normale, centrée de variance (t — s).
3. ¥n,Vt;,0 < tg < t; < ... < ty, les variables (Wy, — Wy, Wy | — Wi o, Wy —

Wiy, Wi, ) sont indépendantes.

Le graphe suivant montre une simulation des 5 trajectoires d’un mouvement Brownien (Voir
annexe A : programme 5) :
50 -
40 -

30 -

Wi(t,w)

20 -

10 -

—~10 -

temps

F1c. 3.3 — Simulations de 5 trajectoires du mouvemet Brownien

Lemme 3.1 (de Gronwall) Soit v une fonction positive, tel que

t
AC>0,3A>0:0(t) < C+A/ v(s)ds, V0 <t < T, alors
0

v(t) < Cexp(At),V0 <t <T.
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Résumé

Dans ce travail, on s’intéresse a I'intégration stochastique par rapport au
mouvement Brownien et ses applications a la finance, en voyant :

1. Construction et propriétés de I'intégrale stochastique par rapport au
mouvement Brownien.

2. Exemples des équations différentielles stochastiques linéaires et leurs
solutions.

3. Applications : dynamique des populations et modele de Black-Scholes.

Abstract

In this work we are interested in stochastic integration with respect to
Brownian motion and its application to finance, we discuss:

1. Stochastic integral construction and some properties.

2. Linear stochastic differential equations and their solutions.

3. Applications: population Dynamics and Black-Scholes model.
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