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Introduction

Les équations différentielles stochastiques rétrogrades (EDSRs en abrégé) soient apparues pour
le premiére fois en 1973 dans un travail de Bismut, la théorie associée doit son développement
a E.Pardoux et S.Peng qui ont établi le premier résultat d’existence et d’unicité dans le cas
non-linéaire. Ceci est essentiellement du aux nombreuses applications qu’elles ont pu apporter
dans divers domaines de mathématiques tels que les EDP et 'homogénéisation, les mathématiques

financiéres, le controle optimal, les jeux différentiels et la géométrie différentielle, . . . etc.
Pour commencer, on donne une bréve présentation des notions clés :

Comme indique leur nom, les EDSRs sont des équations différentielles stochastiques avec une

donnée terminale.

Dans le début des années 90, E.Pardoux et S.Peng sont les premiers a considérer des équations

non-linéaires :

d}/; - —f (t,}/;, Zt) dt + thWt7 O S t < T,
Yp = ¢,

ou ¢ est la valeur terminale et f est le générateur ou encore le coefficient de 'EDSR qui est une

fonction nonlinéaire et globalement lipschitizienne par rapport aux variables (Y, Z).

La solution est un couple de processus (Y, Z). En effet comme la condition aux limites est donnée a
I’instant terminal 7', la présence du processus Z assure a Y d’étre adapté par rapport a la filtration

du mouvement brownien (W), .. via le théoréme de représentation des martingales.

Les premiéres études sur les EDSRs avaient pour but de déterminer les conditions que doivent
satisfait f et &, sous lesquelles on a ’existence et 'unicité de la solution. Pardoux et Peng ont montré

Iexistence et 'unicité de la solution lorsque & est de carré intégrable et f est Lipschitzienne par



Introduction

rapport a (y, z). Leur outil principal était d’une part le théoréme de représentation des martingales

et d’autre part par la méthode du point fixe.

Dans ce mémoire, on s’intéresse aussi a la généralisation de ces EDSRs au cas ot le générateur f a
I'instant s dépend du passé de la solution plus précisément, pour une constante § positive 'TEDSR

nommé une EDSR avec retard (EDSRR)

Vi=¢+ [ f(s,YYes, 20 2. ,)ds — [ ZdW,, te0,T].

Ce type d’équation a été étudié par Delong et Imkeller , Ce memoire est consacré a ’étude des

EDSRR dans un environnement brownien.

Apres ce bref historique sur les EDSRs, nous présentons le statut de ce mémoire qui se décompose
de trois chapitres. Nous commencerons par un chapitre introductif dans lequel on va présenter
une foule de définitions, propositions et théorémes faits sans démonstrations car comme on a dit
ce chapitre a pour finalité de mettre le lecteur dans le cadre théorique de notre étude ultérieure
pour les EDSRs avec retard. Dans le deuxiéme chapitre, on abordera les EDSRs standards par la
présentation du théoréme de Pardoux et Peng. Finalement, le dernier chapitre sur les EDSRs avec
retard, ce type qui généralise le modéle classique de EDSRs étudie par Pardoux et Pend , s’est
révélée utile dans diverses applications, & savoir en finance et en controle stochatique, L’objectif
de cette section est de donner le théoréeme d’existence et d’unicité des équations différentielles

stochastiques rétrogrades avec retard (EDSRRs).



Chapitre 1

Rappels et compléments de probabilités

Dans ce premier chapitre nous introduisons quelques notions fondamentales liées aux processus

stochastique.

1.1 Généralités sur les processus stochastiques

Définition 1.1.1 (Filtration) : Une filtration {F;; 0 <t < oo} est une famille croissante de

sous-tribus de F : pour tout 0 < s <t < oo, Fs C F;.

Définition 1.1.2 (Processus stochastique) : Soit T' un ensemble. On appelle processus sto-
chastique indexé par T et & valeurs dans R* une famille (X,),. d’applications mesurables de (Q, F)

dans (]Rd,ﬁ (Rd)) , pour tout t € T', X; est une variable aléatoire.

Définition 1.1.3 (Processus adapté) : Une processus X = (Xy,), .y est dite adapté par rapport

o F = (Fn),en St pour tout n € N, X, est F;,-mesurable.

1l est inutile de dire qu’un processus est toujours adapté par rapport o sa filtration naturelle.
Fi=o0(Xs s<t).

Définition 1.1.4 (Processus mesurable) : Un processus X est mesurable si Uapplication (t,w) —

(R, x Q) dans RY est mesurable par rapport auz tribus S(R) @ F et ﬂ(Rd) )

3



Chapitre 1.Rappels et compléments de probabilités

Définition 1.1.5 (Processus progressivement mesurable) : Un processus X est progressi-
vement mesurable par rapport & (Ft),sq, si pour tout t > 0, Uapplication (s,w) — X, (w) de

[0,t] x Q dans R? est mesurable par rapport a f([0,t]) ® F et B(R?).

Un processus progressivement mesurable est mesurable et adapté.

Définition 1.1.6 (Modification et indistinguables) : Soient (X;),., et (Y3),5, deuz proces-
sus stochastique définie sur le méme espace de probabilité (2, F, P), X est une modification de Y

st, pour tout t :

Vi >0, P(X;=Y;) =1, P-ps.

X etY sont indistinguable si P-p s, les trajectoires de X et'Y sont les mémes c’est a dire
P(X;=Y; Vt>0)=1 P-ps.

Définition 1.1.7 (Temps d’arrét) : Soit [' = (F,), oy une filtration de F un temps d’arrét
pour F' est une variable aléatoire T' o valeur dans N U {400} vérifiant :{T > n} € F, pour tout

n € N.

Soit T un F-temps d’arrét, l'ensemble Fr ={A € F:¥Yn >0, An{T <n} e F,}.

1.2 Mouvement brownien et Martingales

Définition 1.2.1 (Mouvement brownien standard (MB)) : Fizons un espace de probabilité

(Q, F, P). Un mouvement brownien, également appelé processus de Wiener, est un processus W.

MB est Le processus (W, ¢t > 0)est un mouvement brownien ( standard ) si :

e P(Wp=0)=1,le MB est issue de l'origine.

o Vs < t, W;,—Wj est une variable réeles de loi gaussienne, centré de variance (t — s) . i.e W, =W, «

N (0,t—3s).

e Vn, V0 <ty <t; <..<t,. les variables (th Wi, s Wiy — Wi VVtO) sont indépendantes.



Chapitre 1.Rappels et compléments de probabilités

Remarque 1.2.1 On dit que W est un MB par rapport ¢ x st Wy = x.

Proposition 1.2.1 Un processus W est un mouvement brownien si et seulement si

L4 WO - 07
e I/ est continu,
o W est gaussien,

e pourt,s =0, E(W;)=0et E(W!")=(tNs).
Définition 1.2.2 (Martingale) : Le processus X; est une :

1. F—martingale si les trois conditions suivants sont vérifies :

a) Le processus X est F'—adapté (i.e : X,, F,—mesurable)
b) X, est intégrable pour tout n € N (i.e :-Vn € N, F'|X,,| < +00.)
c) E[X,:1/F,) = X, pour tout n.

2. F—sous martingale si elle vérifie a et b et F [ X, 1/F,] > X,.

3. F—sur martingale si elle vérifie a et b et E[X,11/F,] < X,

Théoréme 1.2.1 (D’arrét de Doob) : Si X est une martingale et si o et T sont deux temps

d’arrét bornés tels que o < 7, alors E [X,/F,] = Xy P-p.s

Théoréme 1.2.2 (Inégalité de Doob) : Si X est une martingale continue. Alors

E

te[0,T] te[0,T]

sup |Xt|2] <4 sup E[|X,]*].

Définition 1.2.3 (Martingale locale) : Soit X un processus F;—adapté continu. Supposons

qu’il existe une suite non décroissante T, de temps d’arrét. Si
X" ={Xirn,;t >0}

est une martingale, pour tout n, et si P (lim, 7, = c0) = 1, alors X est appelé martingale locale

continue.



Chapitre 1.Rappels et compléments de probabilités

. Toute martingale continue est une martingale locale.-
. Toute martingale locale positive est une sur martingale.

. Une martingale locale bornée est une martingale

Définition 1.2.4 (Semi-martingale) : Une semi-martingale continue est un processus X qui
s’écrit X = M 4V, ou M est une martingale locale continue et V' est un processus continu adapté

a variation bornée tel que : Vo = 0.

Théoréme 1.2.3 (Inégalité Burkholder-Davis-Gundy “BDG”) : Soitp € |0, 4+00| . Il existe

deux constantes c, et C, telles que pour tout martingales continue X, nul en 0 :

|

, [(X, X>Oa <E {Sup |Xt|P} <C,E [(X,X)

>0

3wl

Remarque 1.2.2 En particulier, si'T > 0,

¢, E [(X,X)f] <E { sup |Xt|p} <CE [(X,X}ﬂ .

0<t<T

Théoréme 1.2.4 (Théoréme de représentation des martingales) : Soit (F;) .1 la filtra-
tion naturelle du mouvement brownien (W;),.,.r €t M, est martingale continue de carré intégrable

F—adapté. Alors il existe un processus adapté Z tel que :

T
E(/ Z?ds) < o0,
0

et pour tout t € [0,T7] :
t
M, = M, +/ ZdWs, P-p.s.
0

1.3 Intégrale stochastique

On considére un mouvement brownien standard (W;) définie dans l'espace (22, F, P) et (Ft)o<;<r

la filtration naturelle du mouvement brownien (W) .



Chapitre 1.Rappels et compléments de probabilités

Définition 1.3.1 Un processus ¢, (w) défini sur [0,T] x Q (resp Ry x Q ) est dit progressivement

mesurable si, pour tout t € [0,T] (resp Ry x Q ), Uapplication

0,{]]x2 — R

(57(“)) - 908<w)7
est B([0,¢]) ® F;—mesurable.
Définition 1.3.2

(i) M2, (0,T) est I'espace des processus progressivement mesurables ¢ tels que

T
/ Qidt < 00 p.s.
0

(ii) M?(0,T) est 'espace des classes (touts les processus d’une méme classe sont indistinguables)

de processus progressivement mesurables ¢ tels que

T
E/ idt < .
0

(iii) e est l'espace des processus en escalier, i.e.des processus ¢ de la forme

n—1
pr (w) = Z g (W) Lt ) (2)
k=0
avecn €N, 0 <ty <t; <..<t,et o€ L*QF,, P),0<k<n.
Nous définissons également les espaces
M? = (| M*(0,T), M*=()M0.7).

-0 -0

et de la méme maniére, nous définissons M? (R, ) ( resp.M7,. (R, ) ) en remplagant [0, 7] par R,

Définition 1.3.3 Soit p; = Zz;é aplyy, ¢, 41 (t) un processus en escalier, lintégrale stochastique

7



Chapitre 1.Rappels et compléments de probabilités

de o est définie par
t n—1
I (p) = / s dWs = ZOék (VVtAtk+1 - Wt/\tk) ;6> 0.
0 k=0

On consideére opérateur linéaire

I: ¢ — L*(Q,C([0,7])

© — I(p)

défini par :
t
I () = / pudWo,0 <t < T,
0

¢ est dense dans M?(0,T), on peut alors prolonger I de maniére unique en une application linéaire
continue I définie sur M?(0,7T) a valeur dans L? (2, C ([0,T])). Cette application sera également

notée

t
I (90) :/ 0 AW
0

Propriété 1.3.1 (Propriétés élémentaires de ’intégrale stochastique) : Sur [’ensemble

des processus élémentaires, l'intégrale stochastique satisfait les propriétés suivantes :

1. o — fot ©sdW, est linéaire.

2.t — fot 0, dW, est continue p.s.

w

. ( f(f godeS> est un processus F'—adapté.
0<t<T

) (fot cdeW$> =0 et var (fot gpde5> =F (fot gpngVs) .

S

ot

. propriété d’isométrie :

t 2 t
E (/ %dWS> _E (/ gp?dWs) .
0 0
6. (f(f gpdes> est une F'—martingale.
0<t<T
2
7. Le processus ((fot gpdes> — <f0t cpgdW8>) est une F'—martingale.
0<t<T
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1.4 Calcul d’It6

Définition 1.4.1 (Processus d’Itd) : On appelle Processus d’Itd un processus X a valeurs

réelles tel que P-p.s VO <t <T':
t t
X :X0+/ sts—f—/ H,dW,.
0 0

Ou Xy est Fo—mesurable, K et H sont deux processus progressivement mesurables vérifient les

T T
/ | K| ds < o0, / |H,|? ds < co.
0 0

la forme différentielle du processus d’Ito devient

conditions, P-p.s :

dX; = Xo + Kydt + H dW;.

Définition 1.4.2 (Intégrale d’Itd) : La notion d’intégrale stochastique par rapport & un pro-

cessus d’Ito se définit de la maniére naturelle suivante :

Pour ¢ élément de L% (2, ]0,T)) satisfaissant de bonnes conditions d’intégrabilité, on définit :

t t t
/ ¢8dXt = XO + / ¢5st3 + / ¢5Hdes~
0 0 0

Théoréme 1.4.1 (Formule d’Itd) : Soit X un processus d’It6 de la forme X; = X0+f(f fsds+

fg o dWs et ¢ € C2([0,T] X R) et tout 0 <t < T, nous avons presque surement

6(0.X) =00 Xo+ [ o (s, X st [ b5 X0) fs [ 6L (s X rdWor [t (5. X o2

ot C12 ([0, T] x R) est l’espace des fonctions continues ¢ : (t,x) — ¢ (t,z) € R, dont les dérivées

d’ordre 1 en t et les dérivées jusqu’a l'ordre 2 en x sont continues par rapport a (t,x) .
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Lemme 1.4.1 (Gronwal) : Soient g : [0,7] — R une fonction continue telle que, pour tout t :
t
g(t) < a+b/ g(s)ds, a € R, b>0.
0

Alors

Vi € R, g(t) < aexp(bt).

Théoréme 1.4.2 (Girsanov) : Soit (K;),.,.q un processus progressivement mesurable, a valeur

dans RY tel que P-p s fOT |KS|2 ds < 00. On suppose que le processus (Dy)y o définit par :

t 1 t
D; = exp (/ K, dW, — 5/ |KS|2 d?“) , t€0,T]
0 0

est une martingale. Soit P* la mesure de densité Dr par rapport a P sur Fr. Intoduisons le

processus By = Wy — fot Kds. Alors, sous la probabilité P*, B est MB standard.

10



Chapitre 2

Les équations différenetielles

stochastiques rétrogrades

2.1 Introduction

Soient (€2, F, P) un espace de probabilité, ' > 0, B = (B;),,un mouvement brownien de R4, (Ft)i0
sa filtration naturelle et £ € Fr. Dans ce chapitre, on s’intéresse a la résolution de I’équation dif-

férentielle stochastique suivante :

ﬂ:f(n)j tE[O’T]7 aVeC,Yng,

dt

en imposant que la solution au moment ¢ ne dépende que du passé, c’est a dire que le processus Y
soit adapté a la filtration (7).

Prenons pour commencer le cas ot f = 0. On est tenté de donner comme solution Y; = £ qui n’est
adaptée que si £ est déterministe. Nous n’avons qu'une approximation (dans L?) qui soit adaptée
et qui est la martingale Y; = F (¢/F;).

Si (]:t)tzo est la filtration du mouvement brownien, on peut construire par le théoréme de repré-

sentation des martingales un processus Z adapté de carré intégrable tel que :

11



Chapitre 2.Les équations différenetielles stochastiques rétrogradess

K:E(é’/ﬂ)zE(ﬁ)Jr/otstBs-

On peut écrire ceci autrement, en effet :

Y, =E &)+ [, ZdB,, Vte[0,T],

d’ou
Yr= E()+ [} ZdB,,
£= B+ [y ZdBo+ [ ZdB,,
£= Y+ [ ZdB,.

On a alors

Y, =&~ [ ZdB,, ie.—dY; = —ZdB, avec,Yr=¢ .

On voit donc apparaitre le processus Z qui a pour role de rendre le processus Y adapté.

Par conséquent, comme une seconde variable apparait, pour obtenir la plus grande généralité, on

permet & f de dépendre du processus Z. L’équation devient donc :

—dY; = [ (t,Y;, Zy)dt — ZydBy, avec,Yr = €.

Notations

e Soient (2, F, P)un espace de probabilité complet et un B MB- d—dimensionnel sur cet espace.
o {Fi},> la filtration naturelle du MB.

o G2 (]Rk) désigne 'espace vectoriel formé par des processus Y, progressivement mesurables, &

valeurs dans R*, tels que :

1Y l[52 = E [sup [Yi["] < o0,

et S? (Rk) le sous espace formé par les processus continus.

12



Chapitre 2.Les équations différenetielles stochastiques rétrogradess

o N? (R’”d) désigne I'espace vectoriel formé par des processus Z progressivement mesurables, a

valeurs dans R*¥*?, tels que :

T
12 = B { / Hztu%zt} < o0,
0

ou si z € R¥*? || z||*> = trace (22%).

o fiOX[0,T]xRF xR — RFt q ¥V (y,2) € RFXRF> (f (. t,y, 2)) << €St progressivement

mesurable.

e ¢ un vecteur aléatoire de R* Fp-mesurable.

Soit 'EDSR

_d}/;f:f<t7}/t7zt)dt_ztdBta OStSTy YT:§7

ou sous la forme intégrale :

Yi=¢+ [ f(r Y Z)dr — [T Z,dB,, 0<t<T. (2.1)

Définition 2.1.1 Une solution de I’EDSR (2.1)) est un couple de processus {(Yz, Zt) }o<< vérifiant

1- Y et Z sont progressivement mesurables, a valeurs dans R* et R¥*? respectivement.
T
2- P-ps [ (If (nYe, Z)| + 1 Z]°) dr < oo,

3- P-ps, onaYtzf—l—ftTf(r,Y;,Zr)dr—ftTZrdBT,O§tST.

La proposition suivante montre, que sous une hypothése relativement faible sur f, le processus Y

appartient a S2.

Proposition 2.1.1 Supposons qu’il existe un processus (f;), <t<T positif, appartenant a M? (]Rk)

et une constante positive \ tels que :

V(t,y,2) € [0, T] x RE x R | (t,y, 2)] < fe+ A(lyl + 12]]) -

13



Chapitre 2.Les équations différenetielles stochastiques rétrogradess

Si {(Ys, Zt) }o<y<r €8t une solution de 'EDSR @.1)) telle que Z € M? (]R’”d) alors Y appartient a
S2.

Preuve. On a pour tout ¢ € [0, 7T,
Y,=Yo— [y f (Y., Z,)dr — [, Z,dB,.
En utilisant 'hypothése sur f,

t
vl < Y +/ (Yo, 2| dr +
0

t
/ Z.dB,
0
t
/ Z.dB,
0

t
/ Z,.dB,
0

Par hypothése, Z appartient & M? et donc via 'inégalité de Doob, le troisiéme terme est de carré

)

T
< |Yo|+/ (f + A Z]) dr + sup
0

0<t<T

t
x [l
0

posons

T
=l + [ (o ANz dr+ sup
0

<t<T

intégrable; il en est de méme pour (f;),,«ret Yo est une constante, donc de carré intégrable,il
s’en suit que (est une variable aléatoire de carré intégrable.fComme Y est un processus continu
qui vérifie,

t
IYtISCJrA/IYTIdT-
0

Par le lemme de Gronwall, on aura

Y| < ¢eM,

et donc

sup |Yi] < e,
0<t<T

comme ( est de carré intégrable, alors Y appartient & S?. m

14



Chapitre 2.Les équations différenetielles stochastiques rétrogradess

2.2 Le cas lipschitzien

Le résultat de Pardoux-Peng

Dans ce paragraphe, nous allons montrer un premier résultat d’existence et d’unicité. Ce résultat
est dit & E.Pardoux et S.Peng [5| c’est le premier résultat d’existence et d’unicité pour les EDSR

dans le cas ou le générateur est non-linéaire.

Voici les hypotheses sous lesquelles nous allons travailler

Hypotheése (L1)
Il existe une A > 0, telle que P-p.s,

1. Condition de Lipschitz en (y, z) pour tous t,y,y’, z, 2’
[f(ty,2) = fty, ) < Ay =y [ + ]2 =),
2. Condition d’intégrabilité :
T
Bllef+ [ 110.0far| <o
0

Nous commencons par un cas trés simple ol f ne dépend ni de y ni de z i.e. on se donne £ de carré
intégrable et un processus (F}),c,<, dans M 2 (R’“) et on veut trouver une solution de 'EDSR
Vi=¢+ [T Fdr— [1 Z,dB,, 0<t<T. (2.2)

Lemme 2.2.1 Soient { € L?, Fr-mesurable et (F,)o ,op dans M> (R*¥) L’EDSR (2.2)) possede

une unique solution (Y, Z) telle que Z € M?>.

Preuve. soit (Y, Z) une solution de (2.2)) telle que Z € M? En prenant I’espérance conditionnelle

Yt:E<§+/TFTdr/E>,

15
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Chapitre 2.Les équations différenetielles stochastiques rétrogradess

Y est donc défini a I'aide de cette formule et il reste & trouver Z. F' = (F})y,cq est de carré

intégrable et ( ftT Frdr> est un processus adapté a la filtration (}_t)ogth’ car il est progres-

te[0,T]
sivement mesurable

T t ¢
Y,=F ({ +/ Frdr/]:t> —/ F.dr = M, — / E.dr.
0 0 0

(M;),~, est une martingale brownienne. On construit, a 'aide du théoréme de représentation des

martingales, un processus Z de M? tel que
t
M, = M, —|—/ Z,.dB,,
0

et donc

t t t
Yt:Mt—/ Frdr:Mg+/ ZrdBr—/ F.dr,
0 0 0

(Y, Z) ainsi construit est une solution de 'EDSR, ([2.2)) puisque comme Y7 = &

t t T T
Yt—gzMw/ ZrdBT—/ Fodr — (M0+/ ZTdBT—/ Edr)
0 0 0 0
T T
:/ Frdr—/ Z,dB,.
t t

Unicité :Si (Y, Z) est une autre solution,

T
f@—yt'—E(@r/ Frdr/ﬂ),
t

d’ott 'unicité de Y. En ce qui concerne 'unicité Z, elle est garantie par le théoréme de représen-

tation des martingales. m

Nous énoncons a présent le théoréeme d’existence de Pardoux et Peng.

Théoréme 2.2.1 (PARDOUX-PENG90.) : Sous l'hypothése (L1), 'EDSR (2.1)) posséde une

unique solution (Y, Z) telle que Z € M?>.

16



Chapitre 2.Les équations différenetielles stochastiques rétrogradess

Preuve. Nous utilisons un argument de point fixe dans I'espace de Banach B? en construisant
une application ¥ de 3? dans lui-méme de sorte que (Y, Z) € 3% est solution de 'EDSR, (2.1)) si
et seulement si c’est un point fixe de ¥. Pour (U, V) élément de 32, on définit (Y, Z) = ¥ (U, V)

comme étant la solution de 'EDSR :
Yi=¢+ [T UV dr— [F ZdB,, 0<t<T.

Remarquons que cette derniére EDSR posséde une unique solution qui est dans 32 En effet, posons

F, = f(r,U,,V,) .Ce processus appartient a M? puisque f étant Lipschitz,
[E[ < 1f (r,0,0)] + AU+ AV2]l

et ces trois derniers processus sont de carré intégrable. Par suite, nous pouvons appliquer le Lemme
([2.2.1)) pour obtenir une unique solution (Y, Z) telle que Z € M?, de plus (Y, Z) appartient a 3°.
L’intégralité de Z est obtenue par construction et d’aprés la Proposition (2.1.1)) Y appartient a S?

L’application ¥ de 3? dans lui-méme est donc bien définie.

Soient (U, V) et (U', V') deux éléments de 82 et (Y, Z) = ¥ (U, V), (Y, Z") = ¥ (U',V'). Notons
y=Y —Y'etz=2Z—-27".0nayr=0,et

dyt = - {f (ta Ut> ‘/t) - f (t7 Utlv ‘/t/)} dt + thBt'
On applique la formule d’Itd a e |yt|2 pour obtenir :

d (eat |?Jt|2) = ae® |yt|2 dt — 2€atyt- {f @, U, V) = f(t,U, V) }dt

+ 2ety,. 2 d By 4 e || || dt.

17
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Par conséquent, intégrant entre ¢ et 7', on obtient,

T T
e Jyil” +/ Nz |* dr = / " (—aly,” + 2y, {f (r, U, Vi) = f (r, U}, V))} dr)
t t

T
— / 2" y,.. 2. dB,,
t

et, comme [ est Lipschitz, il vient, notant u et v pour U — U’ et V' — V' respectivement,

T T
ol + [ et i< [ e (~all+ 22 bl ool + 23l )
t t

T
— / 2e*" Y.z, dB,.
t

Pour tout € > 0, on a
2

2ab < L 4 e?,
9

et donc, I'inégalité précédente donne,

T T 2)\2 T
e [y|” +/ e ||z, dr S/ e (—oz—l— —) o |° d?"—/ 2 y,.2,d B,
t t € t
T
we [ e (4 o) dn
t

2)2

et prenant a = =, on a, notant

T
R - g/ e (Jurl? + lor|?) dr.
0

e y,|* + ftT e ||z, ||> dr < R. — ZLT e y,.z,dB, Yt € [0,T]. (2.3)

D’apres le lemme (22.2.1)), la martingale locale { f(f ea’"yr.zrdBr} [ ]est en réalité une martingale
telo,T

nulle en 0, puisque Y, Y’ appartiennent & S? et Z, Z' appartiennent & M?2.

18
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En particulier, prenant I’espérance ce qui fait partir 'intégrale stochastique via la remarque pré-

cédente, on obtient facilement, pour t = 0,
T
E {/ e ||er2dr} < E[R.]. (2.4)
0

Revenant a 'inégalité (2.3)), les inégalités BDG fournissent :

[ T 3
E [ sup e™ |yt|2} < E[R]+CE (/ e2er |yr|2 HZ7~||2d'f’) ]
0

0<t<T

T 3
< B[R]+ CE | sup ¥ |y ( / emuzrnw) ]
0

0<t<T

puis, comme

a? b2
p< L0
=5t

1 at
E [ sup e |yt‘2] < E[R]+ §E [ sup e?2 |yt|2}

0<t<T 0<t<T
02 T
+ 95 U o ||zr||2dr} |
2 0

Prenant en considération I'inégalité (2.4)), on obtient finalement

T
E { sup e |y, |” + / e Her2dr] < (3+C*) E[R.],
0

0<t<T

et par suite, revenant & la définition de R,

T T
E [ sup e |y,|? +/ e ”ZTHQdT} <e(3+C*)(1VD)E [ sup e |uy|? +/ e ||UTH2dT‘| :
0 0

0<t<T 0<t<T

Prenons ¢ tel que € (3+ C?)(1VT) = i, de sorte que I'application ¥ est alors une contraction
stricte de B? dans lui-méme si on le munit de la norme,
1

T 2
||<U7v>ua:E[sup i+ | em“nwfdr} ,
0

0<t<T

19
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qui en fait un espace de Banach — cette derniére norme étant équivalente a la norme usuelle

correspondant au cas a = 0,

¥ posséde donc un unique point fixe, ce qui assure I’existence et I'unicité d’une solution de ’EDSR

([2.1)) dans 52
On obtient ensuite une unique solution vérifiant Z € M? puisque la Proposition (2.1.1)) implique

qu'un telle solution appartient & 5%. m

Remarque : A partir de maintenant et sans plus insister, Pexpression « la solution de 'EDSR »

signifiera la solution de 'EDSR vérifiant Z € M?.

Le role de 7

Nous allons voir dans la proposition suivante que le role de Z plus précisément celui du terme

fot Z,.dB, est de rendre le processus Y adapté et que lorsque ceci n’est pas nécessaire Z est nul.

Supposons (L1) vérifiée, on a la proposition suivante :

Proposition 2.2.1 Soit (Y, Z) la solution de ’EDSR (2.1)) et soit T un temps d’arrét magjoré par

T. On suppose que & est F,— mesurable et que f(0,y,2z) =0 dés que t > 7.

Alors
}/;5 == K/\Ta

et

Zt:O SitZT.

Preuve. Soit t € [0,7] On a P-p.s

T T
Y;f = 5 + / f (T, Y;“a Zr) dr — / ZTdBra
t t

et donc, pour t = 7, comme f (¢,y,z) =0 dés que t > T,

T T T
Y, =¢ +/ f (Tay;“a Zr) dr — / ZpdB. =& — / ZdB,.

20
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On a alors

Y. =E(/F:) =¢,

T
/ Z.dB, = 0.

T 2 T
(/ ZrdBr> :E[/ HZ,nH?d,ﬂ}:o,

Il s’en suit immédiatement que, si t > 7 ,Y; = Y., puisque par hypothese,

et par suite

Ce qui donne

E

et finalementZ,1,>, = 0.

t t
YT:Yt—i—/ f(r,YT,Zr)dr—/ Z,dB, =Y; + 0 — 0,

ce qui termine la preuve.Notons que dans le cas ou ¢ et f sont déterministes alors Z est nul et Y

est la solution de I’équation différentielle

ﬁ:f(taiftao)a YT:£

dt
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Chapitre 3

Les équations différenetielles

stochastiques rétrogrades avec retard

L’objectif de ce chapitre est de donner le théoréme d’existence et d’unicité des équations différen-
tielles stochastiques rétrogrades avec retard (EDSRRs)
Soient (€2, F, P) un espace de probabilité complet, W un MB standard, F' = (F3),, sa filtration

naturelle. Dans ce chapitre on considére les notations et les espaces suivants

e 52 : L’espace vectoriel formé des processus Y, progressivement mesurable a valeurs dans R, tels
que :

VI = | sup | <o
0<t<T

e H? : L’espace vectoriel formé par des processus Z, progressivement mesurable & valeurs dans R,
tels que :

< Q.

T
121 = B [/ 2, ds
0

Alors

Vi=¢+ [ f(5,YYes, 20 2. ,)ds — [ Z.dW,, te0,T], 51)

}/t:YbaZt:Oa t<07
ol § est une constante positive, f € Q x [0, T] x R* — R et la condition terminale ¢ est une variable

22
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aléatoire Fr -mesurable.

Pour la preuve, nous utilisons 'argument du point fixe qui est un outil classsique pour prouver

I’existence et 'unicité de EDSRRs
On considere les hypotheses suivants pour l’existence et I'unicité de 'EDSR (3.1)) ;

Hypothése (L2)

(i) €€ L?*(Q,Fr)et f(.,.,.,.,.) est mesurable.

(ii) Condition de Lipschitz pour tout t € [0,7T] et pour tout u,u’ € Rl existe une constante

C >0,

[ (tu) = f (8 0)] < Clu— o]

(iii) Condition d’intégrabilité

E | 1f (£0)dt] <00 on0=(0,0,0,0) € R".

Le théoréme suivant donné l’existence et 'unicité de la solution d’'une EDSRR sous I’hypothése

(L2)

Théoréme 3.0.2 Sous l’hypothése (L2), il existe &' > 0 tel que, pour tout 6 € (0,0"), 'EDSRR
(3.1) admet une unique solution (Y,Z) € S? x H?.

Preuve. Pour tout p > 1, on choisit ¢t > 0, tel que la relation suivante soit satisfait :

L (14 el <
2p

On défnit 'application

¢ (L2 (Fy) x H?) x H? — (L* (Fy) x H?) x H?
¢ ((Uo,U),V) =((%,Y),Z),
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ou pour Uy € L2 (Fy),U = (U;) € HL U, = Up,t < 0, et V; € H2V, = 0,t < 0, et le couple
(Y, Z) € S? x H? est 'unique solution de 'EDSR

Vi=¢+ [ f(s,UsUss, Vi, V., ) ds — [T ZdW,, te0,T], 3.9

1/;:}/07Zt:Z07 t<07

On remarque que cette solution (Y, Z) existe et elle est unique. On pose

h(8> =f (Sa U57Us—67‘/sav_5) ds, s¢& [O,T],

s

et observons que, sous notre hypothéses h € H?. Si (Y, Z) est une solution de 1’équation (3.2)), en

prenant ’espérance conditionnelle, on obtient

T
Y,=F {S—I—/ h(s)ds/]—"t} ,
t
T t
=F [5—1—/ h(s)ds/]—"t} —/ h(s)ds,t € [0,T7],
0 0
et Z € H? est uniquement déterminé par la représentation martingale brownienne de &+ fOT h(s)ds €

L2(Q,fT,P)Z

¢+ [T h(s)ds = E [5 + T h(s)ds] + 7 ZdW, P-ps.

Par contre on peut facilement vérifier que le couple (Y, Z) € S? x H? déffini par ces relations est
une solution de 'EDSR (3.2)Pour 8 > 0 et ((Up,U),V) € (L?(Fo) x H?) x H? nous déffnissons

la norme

1o, U), VIl = [(Uo, U), V)l 5

= (Blor)+ 8 [ [ o o+ v o)

1
2

Notons que, l'espace ((L*(Fy) x H?) x H?) muni de cette norme est un espace de Banach. On
va démontrer que pour un certain choix de 5 > 0 et pour tout 6 € (0,d’) lapplication ¢ :

(L2 (Fo) x H*) x H?||.|) — ((L*(Fo) x H?) x H? ||.|) est contractante, c.a.d, il existe une
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unique point fixe ((Yp,Y), Z) € ((L* (Fo) x H?) x H?) de ¢ Par conséquent,

Vi=¢+ [T f(s,Ys,Ys 5,25, 2. ) ds — [T ZdW, te0,T],
Y, =Y, Z, = Zy t<0,

En particulier Y est continu

E

sup |V;[?
t€[0,T

T T
<3E||¢*] +3TE U \f(s,n,m_g,zs,zm)\?dt} — 12TFE [/ |Zt|2dt} < 0.
0 0

Par conséquent, Y € S2. Soient (Uy, U, V), (U, U, V") € (L? (Fy) x H?) x H? et notons par

Qb(U(),U,V): (YO7Y7Z)7
o Uy, U\ V') = (Y5,Y',Z'),
(UO>U7 V) - (UOaUa V) - (UéaU/>V/) )

(

07}772): (1/07}/72) _<}/E)/7Y/7Z,)'

Appliquant la formule d’It6 & e |§7t‘2, on obtient,

A (e [57) = g T ar
— e, {f(s,Us,Us,s,v;,vs,é)—f(s,U;, ' ;,v;ﬁé)}dt

+267Y, Z,dW, + | Z,|” dt,
Intégrant entre t et T', et en utilisant la condition de Lipschitz (ii) de ’hypothése (L2)

S

A [ (BN + |2 ) ds = 2 7 VAT (5. U U Vi Vi) = f (.U Ui, Vi Vi) s
—2 [ Y, Z, AW,

<20 [ 8 (|| [0 + V3] |Oca + [Tl [V +]¥a].
—2 [ PV, Z,dW,.

Vs_a|) ds

(3.3)

Utilisation pour chaque terme l'intégrale de Lebesgue sur le coté droit de I'inégalité ci-dessus et
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'estimation 2Cab < 2pC%a? + 2lpb2, on obtient
eﬁt|ﬁ|2+/Teﬁs (8177 +12) ds
< /tT (2pC? [T +—|U| #2007 1.+ o |0l + 2907 |1
+—}V{ +2pC? |V, +5- {v ;| ds) —2/ e*Y,. Z,dW,
=[18@ﬁmq+gam+wwuwa+mgow
o /t "oy, Zaw,

pour p > 0, on choisie 8 = 1+ 80C2 et en prenant Uespérence conditionnelle, on obtient

G4 B[] e ([T +|Z)) ds/ 7]
< LB [T (0] + |Ousl + Vi + V., ) ds/ 7]

Par changement de variables r = s — §, nous avons

Jy e (10l + [V, ) ds = J77 200 ([T, + V) dr
= (L (104 W) ar e [0 (|0 + 72 ar) (35
< 68Tl + e [ e (|0, + V[ ar

Combinant (3.5)) avec (3.4), en prenant t = 0 et en prenant I'esperance, on obtient

B[|vf]+E [/ﬁ (1% +12 ) ds] < o1+ (\U0|2+E V o (|0 + 7P dD

pour § < 0, A1, Par conséquent, si

T

i <1+€<1+8p02>5) <1
2p

¢ ((L2 (Fo) x M) x M?, H-H5> o ((L2 (Fo) x M?) x M?, H-H5>
admet un unique point fixe ((Yp,Y), 2) € ((L* (Fo) x H?) x H?).
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