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Introduction

En théorie des probabilités, un processus de Lévy, nommé d’aprés le mathématicien francais
Paul Lévy, est un processus stochastique a temps continu, continu a droite limité a gauche
(cadlag), partant de 0, dont les accroissements sont stationnaires et indépendants (cette
notion est expliquée ci-dessous). Les exemples les plus connus sont le processus de Wiener et

le processus de Poisson

Le théoréme de Girsanov indique comment un processus stochastique change si I’on change
de mesure. Ce théoréme est particuliérement important dans la théorie des mathématiques
financiéres. Ce type ont été prouvés pour la premiére fois dans les années 1940 par Cameron-
Martin, puis en 1960 par Girsanov. Ce théoréme peut étre utilisé pour trouver 'unique

probabilité risque neutre dans I'application a la finance
Ce mémoire est composé de trois chapitres :

Le premiére chapitre est un chapitre introductive au processus stochastique. Dans le deuxiéme
chapitre est difinit le processus d’It6-Lévy, nous avons parlé de formule d’Tt6-Lévy aprés ca
I’equations différentielles stochastiques avec sauts . Le dernier chapitre on donne I'application
de théoréme de Girsanov dans processus d’Ito-Lévy a la financier, il se compose de deux
exemples, le premier sur Marché financier de la sensibilité au risque, et le second sur le

probabilité risque neutre.



Chapitre 1

Introduction au processus

stochastique

Dans ce chapitre on peut donner quelques concepts de base au processus stochastique comme
formule d’Tto, et le équations differentielles stochastique pour plus de détail voir le livre [4],

et le livre [3].

1.1 Tribus

Soit E un ensemble quelconque.

Définition 1.1.1 Soit F une partie de P (E), on dit que F est un tribu si et seulment si :
1LEeF.

2.Stabilité par passage au complémentaire. i.e : YA € F = A € F.

3.Stabilité par union dénombrable. i.e : soit Ay, A, Az, ..., A, e F = J A, € F.

neN
On appelle 'espace (E,F) espace mesurable.
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1.1.1 Mesures

Définition 1.1.2 Soit (E,F) un espace mesurable une mesure sur (E,F) est un application

p: F =Ry =[0,+0cq] telle que :

1) p(¢) = 0.

2) V (Ay), ey une suite de parties deux a deux disjointes de E alors :

u(u%) => (4.

neN neN

1.2 Processus stochastique
Soit (E,F) un espace mesurable.

Définition 1.2.1 (Filtration) Une filtration est une famille croissante de sous tribus de F,

c’est a dire Fy C Fg pour tout t < s et Fo = {¢, E'}.

Définition 1.2.2 (Processus adapté) Un prosessus stochastique X = {X (t),t > 0} est dit

adapté par rapport a une filtration (ft>t20 st Xy est Fy-mesurable.

Définition 1.2.3 (Trajectoire continue) On dit que le processus X = {X (t),t > 0} est a

trajectoire continue si 'application t — X (t,w) soit continue.

Définition 1.2.4 (Processus prévisible) On dit qu’un processus X = {X (t),t > 0} est pré-

visible pour F;, si Xy est Fo-mesurable et X; est F;_1-mesurable pour chaque t > 0.

1.2.1 Martingale

Définition 1.2.5 Un processus X a valeurs réelles est dite une martingale par rapport a la
filtration {F;} si :
1. Pour tout t > 0, X; est Fi-mesurable.

2. Pour tout t > 0, X, est intégrable.
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3. Pour tout 0 < s <'t,

E[X:]| Fs] = Xs.

1.2.2 Mouvement Brownien

On se donne un espace de probabilite (2, F,P), et un processus (B;,t > 0) sur cette espace.

Définition 1.2.6 Le processus (By,t > 0) est un mouvement Brownien standard si :
1)P(By=0)=1.
2)Vs <t , B, — By est une variable aléatoire de loi gaussienne centrée de variance
(t—s).
3)¥n e N, Vt;, 0 <ty <t; < ....... < ty, les variable (By, — By, ., .....,; By, — By, By,)
sont independants.

4) By est continue.

1.3 Intégrale stochastique et formule d’Ito

Définition 1.3.1 (Processus élémentaire) On appelle processus élémentaire (Hy)ye,oq tout

processus de la forme

H; (w) = Z ; (w) 1}%‘71,%[ (t) )

ou 0=ty <t1 <ty <... <t, =T et ®; est un variable aléatoire F;, ,-mesurable et borné.

Définition 1.3.2 L’intégrale stochastique d’une processus élémentaire H est le processus

continue (I (Hy))y<,op définit par
t
I(H), :/ H,dB,,
0

ot bien s’éerit
I (Ht> = Z ; (W) (Bti/\t - Bti_l/\t) .

=1
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1.3.1 Processus d’It6

Définition 1.3.3 Soient (Q, F, (]:t)tzo ,IP) un espace filtré, et By une mouvement Brownien,

on appelle processus d’Ito un processus (Xt)ogth a valeur dans R telle que
t t
vi<T X;=Xo —i—/ bsds —|—/ osdBs,
0 0

avec :
1) Xq est Fo-mesurable.
2) (bt)o<i<r €t (0t)gcy<r deux processus adaptés a F.

t t
3) / |bs| ds < 400 P—p.s / o> ds < +00 P—p.s.
0 0

1.3.2 Formule d’Ito6

Soit (X¢)g<;<p un processus d’Ito, écrit sous la forme :
t t

Xy = X0+/ bsds—i—/ 0sdBs.
0 0

Alors
dXt = btdt + O'tdBt.

Théoréme 1.3.1 Soit f : R — R une fonction de classe C? alors :
t 1 t
O =f 0+ [ 7 [ 1) s
0 0

Alors
df (X)) = f (X.)dX, + % £ (X ods.
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Théoréme 1.3.2 Soit f une fonction défine sur R, x R de classe C* par rapport at et de

classe C* par rapport & x on a

i

_ fof
ft, X)) = f(0,Xo) + T (s,Xs)ds+/0 91

taZ
(s, X,)dX, + % / o°f (s, X5)d(Xs),

o 0x?

telle que
d{X,) = (dX,,dX,) = (byds + 0,dBy, byds + 0,dB,) = ods.

Théoréme 1.3.3 Soient X, et Xy deux processus d’Ito, et f une fonction dans R de classe

C? alors
£ (X0 (8), X () = £ (X, (0), X5 (0)) + / oL (36, % (6 %9
[ e X @)X )+ [5G X ) v,
L ) X ) a4 [ 20 (X () X () d (X0, X,

5 0 a_l’% 0 63716132

Théoréme 1.3.4 (Intégrale par partie) Soit X et Y deux processus d’Ito telle que

t t t t
Xt:Xo—i—/ ozsds+/65dB8 eth:YO—i—/ o/sds+/5;dBS.
0 0 0 0

Alors
t t
XY= XoYo + / X.dY, + / YidX, + (X,Y),
0 0

avec

(X,Y), = /0 Bf.ds.

De plus la formule d’intégrale par partie s’écrit

d(X:Y:) = XoedY, + Yid Xy + d (XY, .
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Preuve. On applique la formule d’Ito a la processus précédents

t t
(Xt+Yt)2:(XO+Y0)2+2/ (Xs+Ys)dXs+2/ (X, +Y,)dyY,
0 0

+/0td<X>s+/Otd<Y>s+2/0td<X>Y>s

= (Xo + Yo) —|—2/XdX —1—2/ YdY+2/XdY—I—2/ Y,dX,
0

/52d5+/ 5'2ds+2/ BeBLds,

avec

(X, +Y,)? = X2+ Y2 +2X,Y,.

Alors

XY= (X, + V)2 = (X2 + V)]

N | —

On applique formule d’Ito sur f (X;) = X? et g (Y;) = Y2 on trouve :

t t
X} = X2+ 2/ X,dX, +/ Bds,
0 0

t t
VP = Y02+2/ Y,dX, +/ B2ds.
0 0
On remplace .et . ) dans (L.1] on trouve

t t
XY, = XoYo + | X.dY, + / YidX, + (X,Y),.
0 0

La démonstration est terminer. m

1.4 Equations differentielles stochastique

(1.1)

Définition 1.4.1 L’équation differentielle stochastique est généralement équation differen-

tielle ordinaire avec une partie aléatoire qui apelle Bruit Blanc, en générale c’est un mouve-
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ment Brownien, il est donné par

dXt = Oé(t,Xt) dt+0'(t,Xt> dBt, (14)

XO =,
ou sous la forme intégrable
t t
Xt:X0+/ Oé(t,Xt>dt+/ U(t,Xt)dBt.
0 0

Théoréme 1.4.1 (Théoréme d’ezistence et unicité)

On dit que l'equations differentielles stochastique (1.4) admet unique solution si les condition

suivante sont remplies :
1)Les fonctions a et o sont continues

2)Condition Lipschitz : S’il existe une constante k > 0 telle que :
a(t,2) —aty)| +lo(t,z) —o(ty)| < klr—y|.
3)Croissance lineaire : S’il existe une constante ¢ > 0 telle que :
o (t, ) —a(t,y)| < e (1 +[x]).
4)Xo est independente a (By,t > 0) et de carré integrable i.e :

t
/ | Xo|* ds < +o0.
0

Preuve. Voir Briand [I] =



Chapitre 2

Processus de Lévy

L’objectif de ce chapitre est de défnir processus de Lévy et formule d’Ito-Lévy. Ce partie est

actuallement prendre du polycopie de Rhodes [6] et du livre @ksendal [5].

2.1 Processus de Lévy

Définition 2.1.1 Soit X = (X;;t > 0) un processus stochastique défini sur un espace de
probabilité (Q, F,P). On dit que X est a accroissements indépendants si, pour tout n € N* et
pour tous 0 < t; < ... <t, < 400, les vartables aléatoires {XjH - X;1<53<n— 1} sont

idépendantes.

Définition 2.1.2 On dit que X est a accroissements stationnaires si, pour tous t,s > 0, la

variable aléatoire X s — Xy a méme lot que X7 — Xp.

Définition 2.1.3 On dit que X est un processus de Lévy si :
1) Xo=0.
2) X est G accroissement indépendants et stationnaires.

3) X est stochastiquement continu : pour tout e >0 ett >0 :

}ILII%PGXH-}Z — Xt| > 5) =0.
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Définition 2.1.4 (Sauts de processus de Lévy)

St X est une processus de Lévy, on définit le processus de sauts associe

AX = (AX;t>0)  avee AXy = X; — Xi-.

2.2 Mesures aléatoires de Poisson
Soit (S,.4) un espace mesurable et (2, F,P) un espace probabilisé.

Définition 2.2.1 Soient u une mesure o— finie sur (S, A). Une mesure aléatoire de Poisson

N sur (S, .A) est une collection de variables aléatoires (M(B), B € A) telle que :
1) Pour tout B € A tel que u(B) < 00, N(B) suit une loi de Poisson de paramétre p(B).

2) Si Ay, ..., Ay, sont des ensembles disjoints de A, les variables aléatoires N (A1), ..., N(Ap,)

sont indépendantes.

3) Pour tout w € Q, Uapplication A — N (A,w) est une mesure de comptage sur (S,.A).

Remarque 2.2.1 Si X est un processus de Lévy, alors la quantité

N(tA) = > 14(AX,),

0<s<t

est une mesure aléatoire de Poisson sur Ry x (R?/{0}) d’intensité dt @ dp avec p(-) =

E[N([0,1], A)].
Pourt > 0 et A borné inférieurement, on définit la mesure aléatoire de Poisson compensée

N par :

N(t, A) = N(t, A) — tu(A).

10
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2.3 Intégrale stochastique et formule d’Ito6-Lévy

2.3.1 Processus d’Ito-Lévy

Soit (Q,]—" , (j:t)tzo ,P) un espace filtré, et B, une movement Brownien, et N une mesure

aléatoire de Poisson compensée.

Définition 2.3.1 On dit que X; est un processus d’It6-Lévy s’il est écrire de la forme :

X(t):Xo+/0t ds+/6 )dB (s // s,2) N (ds, dz) ,

telle que
t
[ i@ 88+ [ peara s <,
0 R
avec
- N (ds,dz) — p(dz) si |z| < R,
N (ds,dz) = ( )~ (d2) d avec R € R.
N (ds,dz) si |z| > R,

On peut défine une équation différentielle stochastique

dXt:a(t)dt+ﬁ(t)dB(t)+/7( 2) N (dt, d=)

2.3.2 Intégration de Poisson

Soit N une mesure aléatoire de Poisson d’intensité dt ® du sur Ry x (R?/{0}).

Définition 2.3.2 Si f : RY — R" est une fonction Borel-mesurable et si A € B (R?/{0})

vérifie p (A) < 400, on définit pour tout t > 0 et w € Q lintégrale de Poisson de f par :

[ 1GN ta) = S roN 6.

z€A

11
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Si N est associée & un processus de Lévy, cette intégrale coincide avec :

[ TGN () = Y FAX) L (Ax,).

0<s<t

Théoréme 2.3.1 Soit A un ensemble borélien borné inférieurement. Alors :

1)SifelL'(Apu) ona:
B| [ 7N 0| =t [ fn).
2)Sifel?(Au) ona:

E

/ f(2)N (t,dz)
A

]=t//4|f@>| u(dz)

Preuve. Si f est une fonction étagée de la forme Z?Zl cjlya; avec c; € R et les A; boreliens

deux & deux disjointes, on a :

1)

B[N (t,A)] = B OZ 14 (AX.) =O§<tE[1A (AX,)] :O;um)
=M(A;O_<Z<t1ZM(A)/Ot_lc_iS=tu(A)- N
Alors
E[ Af(z)N(t,A)] _E jilch(t,Aj) _jich IN (¢, A,)] = jilcj,u(Aj)t
=t§i;cjﬂ<f4j>:t [ 1w

12
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2)0n a :

E[(N(t,4)°] =E (Z 14, (AXJ)

0<s<t

—E X:@%@Xm?+2i:§:L%mxghW@XQ

0<s<t ' =10<s<t
J#3

= B[l + 21,] .

D’un part

= Y E[14 (AX,)] =tu(4)).

0<s<t

car A; sont disjointes.

13
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Alors :

N (t,dz)

s[(f o)

[ n

=E | (N (t,Ay)

-a|(§ove)

n

+E 123 cjepN (A N (£, Ay)

J#3’
_ﬁéEKQN@“%Wq+22%EkﬂﬂV@AﬂNUM%H
J#3'
_ ilcgE (N (£, 4))*] +2 Zl ¢;cy B[N (t, A)) N (t, Ap)]
i
_ Z SE[(N (¢ A)°] = jzn;cjtﬂ(Aj) :t/A(f(Z))ZM(dZ)

—t/Lf ) 1 (dz)

La preuve est terminée. m

Proposition 2.3.1 (Isométrié d’It6) Soit F' une fonction simple de la forme

= ZZF 1[t t]+1]1A

=1 j=1

On définit alors

/ /Rd/{o} AN (drds) = Y3 Ft) N (.t A,

pour toutT >0 et F' on a

s[[ [, )] <o

14



Chapitre 2. Processus de Lévy

(/ /Rd/{o}F i) ) ] / /Rd/{O}E |F (r, 2)”] dtp (dz) .

Preuve. Soit I' une fonction simple de la forme F' = Y% 37" | Fi (tj) 1y, 4,114, comme

t — N (t, A;) est un Fi-martingale, centreé et que F; (t;) est Fi,-mesurable on a :
1)

m n

U /Rd/{o} (1) N (drd2)| =B

=> ) E E (t;) N ([t tj41] ’Ai)]

i=1 j=1

_ iZE B |F () N ([, 4], A0 | 7, ||

i=1 j=1

_ ii[@ FZ (t,) B [N([t tisal, A | fth

i=1 j=1

= iiE F, () E [N ([t;, ti+1] 7Ai>”

i=1 j=1

= 2 S EIREGE N ([ 1, 4)] =0.

i=1 j=1

2) De méme, on a pour j < j' et pour tout i,d’

B F () N ([t tyoal, A9) Fr (b) N ([t tysa], Av)|
F;

— B [B |F; (5) N ([t ] A5) By (6) N (L] An) | 5|

—E F () N ([t i) Ai) Fr (50) B | N ([t ] Av) | 7 ||
=B |F(4) N ([t tyn] A o ()| B [N ([t Ar)|
= 0.

15
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De plus pour j = jI on trouve

21

- [ ([ tjeal s Ar) N ([tg, tj41] 5 Ai) | ‘Ftﬂ'”

([t tj41] »Az‘)] :

—

21

=E[F, (t

l_|

J+1 )

Pour i =1

Alors pour tout valeur de i,i" et j,j' on a :

B ( / [RACERCE dz))

:‘Z ZE[E(j>N([j7 tiv], As) Fy (t;) N [ty tja], As )]

= Z ZE (B3 (t))7] (t0 = t5) 1 (A))

/ /Rd/{O}E |F (¢, 2)[*] dip (dz) .

D’ot la formule d’isometrie. m

Théoréme 2.3.2 (Décomposition d’Ito-Lévy) Soit X; un processus de Lévy. Alors X; a la

décomposition

X;=at+oB(t / / (dr,dz) (2.1)

pour certaines constantes o« € R et 0 € R

16
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2.4 Formule d’It6-Lévy

Comencons par un exemple simple, on considére un intégrale stochastique de Poisson de la

forme :

Xt:X0+/0t/AK(r, 2) N (dz, dr), (2.2)

ou A est borné inférieurement et K est un processus prévisible a valeurs réelles.

Proposition 2.4.1 Si X est une intégrale stochastique de Poisson du type (2.2)) alors, pour

tout fonction f € C (R) et tout t > 0, on a presque sirement :
FO0) = F060) + [ (06 + Kr2) = SO0 ) NG de).
0 Ja

Preuve. On définit le processus de Poisson composé L, = /zN (t,dz), on a N (t,AN B)
A

est la mesure de saut associée au processus L car

AL =L — Ly = /AzN (t,dz) — /AzN (t7,dz) = ZZ’N (t,{z}) — Z zN (t7,{z})

zEA z€A

=> 2[Nt{zh) - Nt {z})] =D = Z (AL) - ) 1.(AL,)

=Y 2L(AL) =) =N({t} {z}) =) =La(:) N({t}.{z}).

Donc pour zo # 0 on a

Taz,—y = 1a(20) N ({t},{#}) -

On en déduit

B) = Z Liar.eny = Z Zl{ALS:z} = Z ZlA N({t},{z})=N(t,ANDB).

0<s<t 0<s<t zeB 0<s<t zeB

17
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On consequent direct est que pour tout processus F' on a

// (s,2) N (ds,dz) = »  14(AL,)F(s,ALy,),

0<s<t

d’ot

= [f (Xs* +14 (ALS) K (57 ALS)) - f (Xs*)]

= [f (Xo- + K (s,ALy)) — f (Xs-)] 14 (AL)

D’ot la réponse. m

Théoréme 2.4.1 (Formule d’Ité-Lévy)

Soient {X;,t > 0} une processus Ito-Lévy écrire de la forme :

X(t):XO+/Ot ds+/6 )dB (s // s,2) N (ds, dz) ,

la fonction f € CY2([0,T] x R) alors :

gi (X,-)(b(r)dr+o(r)dB,)

%o+ [ G
// R{fTX +7(r,2) = f(r,X,-) - y(rz)gf(tX )}u(dz)dr

//{ fr X +7(0r2) = f(r,X,-) — v(r,z)%(t,XT)}N(dr,dz)

8_f -)dr +

w5 [ P05
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Chapitre 2. Processus de Lévy

avec

arx) = 2L xyar+ LX) 00y ar v o (a8 + Lot ) L (6
of frexesvea-rexo -0 >§—f<txt> (d2)d
# [ {rex ) - £ X =109 I 0 X0) | ()

Théoréme 2.4.2 (Intégrale par partie)

Soit Xy (t) et Xs (t) deux processus de Ito-Lévy de la forme

X1 (t)=X1(0)+ /al()dt—l—/al dBt+//71tz (dt,dz),

avec  dX; (t) = ay (t)dt + o1 (t) dB, —l—/’yl (t,z) N (dt,dz),

et

Xg(t):XQ / dt—l—/02 dBt—l—//’}/th dtdz,
0

avec  dX,(t) = t)dt + oy (t)dB; +

T

Y2 (t,2) N (dt,dz) .
Soit Y (t) = X1 (t) Xz (t) alors :

Y (t) = X1(t) Xa(t) / Xi(s7)dXs(s / Xo(s7)dX1(s) + (X1, X2) (1),
avec

dY (1) = d (X1(H)Xa(t)) = X1 (¢ )dXa(t) + Xo(t7)dX, (1) + / (8, 2) o (£, 2) N (dt, dz) .
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Chapitre 2. Processus de Lévy

Preuve. On applique formule d’Ito-Lévy pour Y (t) on trouve :

dY (t) = Xo(t7) (a1 (£) dt + oy (£) dBy) + X1(£7) (o (£) dt + 03 (£) dBy) + o1 () 02 (¢) dt

n /| () (02) () +7a(69) — Xale )

—y1 (t,2) X1 (t7) — 72 (t,2) X (¢7) } dzp (dz)

/ (X ()t (2) (Xo () 47 (1 2)) — X2 (6) Xa(t)} N (dt, dz).
Alors

dY (1) = Xo(t7) (e () dt + o1 (£)dBy) + X1(t7) (az (£) dt + 05 (£) dBy) + 01 () 0 (1) dt

+ /| . {Xl (t_) Xo (t_) + X, (t_) 7 (t2) + Xy (t_) Yo (t,2) + 71 (t,2) 72 (L, 2)

—Xi(t7)Xa(t7) =71 (1,2) Xa(t7) = 72 (t,2) Xo () } dap (d2)
+ / ) (X1 ()Xo (7)) + X (1) m (t,2) + X1 (£7) 12 (8, 2)

71 (8, 2) 32 (£, 2) — Xa () Xo(t7) } N (dt, dz) .
Donc

dY (t) = Xo(t7) (e (t) dt + o1 () dBy) + X1(t7) (a2 (t) dt + 02 (t) dBy) + o1 (t) o2 (t) dt
—l—/ Xo (7)) m (L, 2) N (dt,dz) +/ X1 (t7) 12 (t,2) N (dt, dz)

e N+ [ ()9 42 e ).
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Chapitre 2. Processus de Lévy

En faisant le facteur commun dans l’équation précédent, on obtien

dY (t) = Xa(t") lal (t)dt + oy (t) dB, + / " (t,z)N(dt,dz)]

R

+ X1 (t_) |:042 (t) dt + 09 (t) dBt + / Y2 (t, Z) N (dt, dZ):|

R

+ 0y (t) oo (1) dt + / 1 (t,2) 72 (t,2) N (dt,dz)

2|>R

n / 71 (t,2) 72 (£, 2) (N (dt, d2) — dtp (dz))
|z|<R

+ / 1 (t,2) 72 (t, 2) dzp (dz) .
|z|<R
Alors

dY (1) = Xo(t7)dX1 (1) + X1 (t7)dXa(t) + o1 (£) o (£) dt + / (£, 2) 72 (t, 2) N (dt, d2)

2> R

(8, 2) 2 (£ 2) + / PRACEEACEE

+ / AR N ) - /

|z|<R

On obtien, alors

dY (£) = Xo(t7)dX1(t) + X1 (t7)dXo(t) + o1 (£) o (£) dt + / (8, 2) o (£, 2) N (dt, dz)

|z[=R

+ / v (t,2) 2 (t,2) N (dt,dz) .
|z|<R
On trouve finalment

dY (1) = Xo(t™)dXo(t) + X1 (t7)dXa(t) + oy (t) o0 (£) dt + / (8, 2) o (£, 2) N (dt, dz) .

z€R

1l est le résultat souhaité. m
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Chapitre 2. Processus de Lévy

2.5 Equations différentielles stochastiques avec sauts

Soit (£2,F,P) un espace probabilisé. Soit B = (B;,t > 0) un mouvement brownien standard
et une mesure aléatoire de Poisson N. On note p Uintensité de N, et N la mesure de Poisson

compensée associée.

Définition 2.5.1 L’équation différentielle stochastique avec sauts, c’est une équation diffé-

rentielle stochastique pour le processus d’Ito-Lévy, il est donnée par

dX; = a(t)dt+ 3 (t)dB (t) + /7 (t,z) N (dt,dz).
R (2.3)
Xt - Xo.
Théoréme 2.5.1 (Existence et unicité)
On dit que UEDS (2.3)) admet unique solution si et seulement si :
e Condition de Lipschitz (CL) : Il existe une constante K > 0 telle que pour tout x,z’ € R :

b(z) = b(@")|” + |o(x) — o(a’)[* + / Iy (. 2) =7 (2, 2)]" p (dz) < K [ — 2|

|z|<R

e Condition de croissance lineare (CC) : Il existe une constante M > 0 telle que pour tout
r€R?:

B+l + [ e i) < K ()

e Condition de continuité (CCO) : L’application x — v (x, z) est continue pour tout |z| > R.

Preuve. Voir Oksendal [5] m
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Chapitre 3

Applications du théorémes de

Girsanov dans processus de Lévy

Dans ce chapitre nous discuterons d’une résultat appelée le théoréme de Girsanov pour les
processus de Lévy qui joue également un réle important dans ’application, notamment en
économie et en controle optimal voir Chala [2]. Nous pouvons maintenant montrer les versions
de Girsanov. Ce chapitre est tire du chapitre 03 du livre : Stochastic Differential Equation :

Basics and Application [2] et du référence Rhodes [6].

3.1 Théorémes de Girsanov

Définition 3.1.1 (Absolument continue)

Soit P et Q deux mesures sur l’éspace de probabilite (2, F), on dit que P est absolument

continue par rapport a Q et on note P < Q si :
VAeF Q(A)=0=P(A) =0.

Théoréme 3.1.1 (Théoréemé de Radon Nikodym)

Soit P et Q deux mesures de probabilite sur l’éspace (Q, F), avec P < Q, alors il existe un
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Chapitre 3. Application du théorém de Girsanov dans processus de Lévy

application f telle que
VA e F P= / fdQ.
A

Théoréme 3.1.2 (Théoréme de Girsanov 1 pour processus d’Ité-Lévy)

Soit x (t) est processus d’Ité-Lévy de la forme

de(t)=0b(t,z(t),w)dt+ A(t,x (t),w)dB (t) + / vtz (t), z,w) N (dt,dz). (3.1)

Supposons qu’il existe des processus previsibleles u (t) = u (t,w) et B(t,z) = B (t,\,w) tels

que

A(t)u(t)+ /R’y (t,x (t),z,w)B(t,2) u(dz) =b(t) pour tout (t,w) € [0,T] x Q, (3.2)

et tels que le processus

Z(t):exp{—/otu(s)dB(s)—%/OtuQ(s)dsqL/ot/Rln(l—B(s,z))N(dt,dz) (3.3)

+/0t/R{1n<1 = B(5.2)) + B (5.2)} u (d2) ds}’

est bien defini et saisfait

E[Z(T)] =1. (3.4)

Définisser la mesure de probabilite Q sur Fr par
dQ =Z (T) dP.

Alors X (t) est une martingele locale par rapport a la mesure Q.

Preuve. Voir Oksendal [5] m
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Chapitre 3. Application du théorém de Girsanov dans processus de Lévy

Théoréme 3.1.3 (Théoréme de Girsanov I1 pour processus d’Ito-Lévy)

Supposons qu’il esxiste des processus previsibleles u (t) et ((t,z) < 1 tels que le processus
(3.3) existe pour 0 < t < T, et satisfasse , Définissez le processus By et la mesure
aléatoire Ny (dt, dz) par

dBg = u (t)dt +dB (t), (3.5)

et

No (dt,dz) = B (t, 2) p(dz) dt + N (dt,dz) . (3.6)

Alors By (.) est un movement Brownien par rapport o Fr et Q, et Ng (.,.) est (Fi, Q)-mesure

aléatoire de Poisson compensse de N (.,.), dans le sens ou le processus
t ~
M(t)://’y(s,z)]\f@(ds,dz) 0<t<T,
0o Jr
est un (Fi, Q)-martingale local pour touts les processus previsibleles 7 (s, z) tels que :

l[Ab@@ﬂ—B@@MM@m<m s

Preuve. Voir Oksendal [5] =

Théoréme 3.1.4 (Théoréme de Girsanov I11 pour processus d’Ito-Lévy)

Soient x (t) define de la forme (3.1) dans le théoréme 1, u (t) et 5 (t,z) des processus previ-
sibleles pour Fy, satisfaisant (3.2)), soit Q et Bg et ]\7@ sont define dans le théoréme 11, alors

en termes de Bg et NQ le processus X (t) peut étre represente par
de(t) = f(t)dt+ A(t)dBg(t) + / v (t, z) NQ (dt,dz) .
R

tel que

ﬂwzww—A@um+/ﬁmwﬁwauwa,

R

Preuve. Voir Qksendal [5] =
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Chapitre 3. Application du théorém de Girsanov dans processus de Lévy

Théoréme 3.1.5 (La condition de Novikov pour les processus d’Ité-Lévy)

Soit le processus Z (t) de la forme , SUPpPosons que
17, T
E {exp (5/0 u (s)ds+/0 /R{(l—ﬁ(s,z))ln(l—B(s,z))—i—ﬁ(s,z)}u(dz)ds)} < 00,

ol

E[exp (%/OTUZ(s>ds+/0T/Rﬁ?(s,z)N(ds,dz))} < 0.

Alors Z (t) vérifier (3.4), donc Z (t) une martingale et la mesure Q définie par
dQ =Z(T)dP sur F,

est une mesure de probabilité.

3.2 Exemple 1 :Marché financier de la sensibilité au
risque

Définition 3.2.1 (Self-Financial) Il n’y a pas de retrait ou d’augmentation de la période de
paiement [0, T]. Nous supposons que le marché s’autofinance, on note par V (t) le montant
de la richesse de l'investisseur, et u (t) est le proportion de la richesse investie dans le stock
au temps t alors 7 (t) = u (t) V (t), est le montant du stock et (1 —u(t))V (t), est le montant

dans le lien, ce qui signifie que ['investisseur a

-L’application de transformation de Girsanov se retrouve dans I’économie, en fait en tant que
dynamique de la valeur de la diffiusion de la richesse, & cette fin nous étudierons certaines

application. La dynamique du processus de diffusion par saut peut étre décrite comme un
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EDS suivant avec diffusion des sauts

do (t) = b(t,x (7)) di+ A (t,2 (7)) dB (1) + / Yt (t), 2 w) N (dt, d2),
R (3.7)
z (0) = z.

Nous considérons un marché financier dans lequel deux actifs peuvent étre des choix deux
actifs (titres) peuvent étre des choix d’investissement, le premier est appelé un actif sans
risque appelé aussi obligation (dépot en devise étrangére par exemple), dont le prix Sy (f) au

temps t est donne par

sol¥) (3.8)

Le deuxieme actif risque est appelé action, dont le prix S (¢) au temps ¢ est donne par

O (1,2 (1)) dt + o (t, () dB (t)+/R§ (t,2) N (dt,dz), (3.9)
S1(0) = s1.

Ou 7 (t,x (t)) est le taux d’intérét de fonction obligation, o (¢, x (t)) est le taux volatilité du
cours de Paction, et v (¢, x (t)) est appelé le taux de rendement attendu, et 6 (., z) € R, satisfie

—1<7(t)é(.,2) <400, en plus la fonction J (., z) satisfie
/ 16 (., 2)] 11 (dz) < 400, avec ' C R — {0} .
r

Considérons maintenant un investisseur (agent) qui veut investir dans le dépot sans risque
(depot en monnaie étrangere par exemple) ne peut pas affecte les prix sur le marché financier,
nous supposons aussi que notre marche doit étre autofinance. Nous notons V' (¢) le montant
de la richesse de l'investisseur et u (t) la proportion de la richesse investie dans le stock dans
le temps ¢, puis 7 (t) = u () V (¢) est la montant du stock, et (1 — u (t)) V () est la montant
de obligation ce qui signifie que 'investisseur a V' (t) —u (¢) V (t) = V (t) — 7 (t) epargne en

banque d’apries [(3.8)) et (3.9))].
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Ensuite la dynamique de la richesse de l'investisseur qui souhaite investir sur le marche

financier prend la forme suivant :

En fait, la richesse de l'investisseur est décrit par

dSo (1) ds; (1)

=(V@t)y—m@t)rt,z@)dt+7(t)[v(t,x(t))dt+o(t,z(t))dB(t)
+/5(t,z)N(dt,dz)

=V@#t)—m@)rt,z@t)dt+m ) v(t,x(t))dt+7m(t)o (t,z(t))dB(t)
+/7T(t)5(t, 2) N (dt,dz)

— V) rta@)dt—a@)r(tz@)dt+rt)vtat)dt+nrt)o(t,z(t)dB ()
+/7r(t)5(t,z)1§f(dt,dz)
={Vt)rt,z@)+[vt,z@t)—rtx@)]r@)}dt+7(t)o(t,x(t))dB(t)

+/W(t)5(t,z)N(dt,dz),

donc
ffv(t(f% ={V(t)r(t,x @)+ vtz ) —rta ) (t)}ydt+at)ota(t)dB(t) (3.10)
+/7r(t)5(t,z)N(dt,dz).
Alors

AV () ={V(®)r(ta®)+vta@) —rta @)@}V () di+V () 7)otz () dB (¢)

+/V(t_)w(t)5(t,z)N(dt,dz).
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Définition 3.2.2 Un strategie admissible est (Fi),»o-adapté de carré integrable a valeurs

dans R, le processus 7 tel que (3.10) admet un solution fort (V' (t))te[QT]’ qui satisfait
T

E/ |V ()| dt < 4+00. Ensuite l’ensenble de toutes les strategies admissibles est note Uyp.
0

L’investisseur souhait maximiser son utilite attendue (aversion hyperbolique pour le risque

absolu) de type HARA sur 'ensemble Uy, dans un certain temps terminal T > 0
1
J (7 () = 7B (V(T)). (3.11)

En choisissant un strategie de choix de protefeuille 7 (.) ou l'exposant # > 0 est appele
parametre sensible au risque. Si nous mettons = 1 I'utilitaire (3.11]) reduit au cas de risque

neutre hebituel, 'espérance sous la mesure de probabilite P est indique par E.

Lemme 3.2.1 Nous pouvons reécrire [’espérance K (V9 (T)) decrite dans [’équation (3.11])

en terme de l’exponentielle attendue du critére integral

7 (x () = %ve OF {eXp (9 /OTh(t,x(t) (1), 2) dt)] ,

ot & est la nouvelle espérance par rapport a la mesure de probabilité P, et la fonction h définie

de la forme

h(t,z(t),n(t),z2)

I
I
—
>
|
[a—y
~—
N
V)
—~
~
~—
Q
[\
—~
\‘@F
8
—~
~
~—
~—
+
—~
~
~—
=
—~
V@F
8
—~
~
~—
~—
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Preuve. On applique formule d’It6-Lévy pour In (VY (¢)) = 6In(V (t)) = 6f (¢, V (t)) on

trouver

Odf (t,V (t)) =0In(V (¢))

_Hgl(t e ))dtwg_i (V7)) dve ) + 9‘% (£, V (¢7)) (dV (1) ,dV (1))
+9/|<R [FEV(E)+V () m@)6(t2) - F(6,V (1))
_of

—5 V() V(E)m@)(t2)| p(dz)dt

+04Lﬂuv@ﬁ+v@ﬁw@M@J»—f@ﬂ%ﬁﬁ]ﬁ@t@)

Par remplacer les dérivés, on obtient

bdf (£, V (1)) = V( Ve (D) + b ( %)W(t—)ﬂ?(t)ﬁ(uz)dt
+9/ V() w(8)8(t2) —In (V ()
2| <R
1
iV )0 >} (d2)dt
+/R )7 (1) (t,2)) = (V (1)) N (dt, d2)
Alors
0df (t,V () = 0{V (t)r (t,x (t)) + [v (t,x (t)) — r (t, 2 (t)] 7 ()} dt (3.12)

+r(®) ot (t)dB () — e%ﬁ (1) 02 (£, 2) dt
+9/<R@WV@ﬁ+WWf)w®5@¢D—hﬂV@ﬁ)—w@d@@ﬂuM@ﬁ
+9éﬂn@%ﬁ)+vﬁjwﬁﬁ@g»—hmvﬁjﬂﬁﬂﬁda.
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Par conséquent

9/|<R In (V(£7) + V() m($)8(t,2) =In (V7)) = m($) 3 (¢, 2)] u (d=) dt

- 9/||<R I (V () A +m ()0 (t2) —In(V (t7)) =7 (£) 0 (t,2)] p(dz) dt

= 9/||<R I (V (7)) +In(Q+7(t)d(tz2)—In(V(¢7)) —7(t)d(¢,2)] p(dz)dt

- 9/|Z|<R (147 (£)8(,2)) — 7 (£) 8 (£, 2)] o (d2) dt

_ /|Z<R Ol (147 (£) 5 (£, 2)) — O (£) 6 (¢, 2)] pu (d2) dt

_ /|z<R [0 (17 (1) (1,2))° — 0 (1) 8 ¢, )] s (d=)
:/|Z<R [ (14 (18 (1,2)" +1 -1~ (14 7(0)6(1,2))"

LT ()6 (t2) — 0 () (¢, z)} 1 (d2) dt.
Par la linéarité de l'intégrale, on a

6/|<R (V&) + V() w(0)d(t2) —In (V (7)) =7 ()4 (¢, 2)] u (d=) dt
:/ [0 (147 ()6 (1,2)) + 1= (147 (1) 8 (1,2)] () e
|z|<R

+9/Z|<R{% (1 r(0)3(t.2)" 1] —ﬂ(t)é(t,z)}u(dz) dt.
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En substituant 1’équation (3.13)) dans (3.12), on a

= exp {Gln (V(0)) + 9/0 V@)rtz(t)+v(tz(t)—rt () r(t)dt

_%9/0 7r2(t)o'2(t,z)dt+0/o m(t)o(t,x(t))dB(t)

+9/ /|<R{ 1—7r (tz))e—l]—W(t)é(t,z)},u(dz)dt

+9/0 L|<Rln1+7rt t,z))]N(dt,dz)}.

Ensuite, nous obtenons aprés avoir pris ’attente

S fexp (910 (V (7))

= %E {exp {Inv?(0)} exp {6’/0 V(@)r(t,z(t)+v(t,z(t) —r(t ()] (t)dt

(I
s V()] =

_%9/0 Wz(t)a2(t,z)dt+0/0 m(t)o(t,z(t))dB (1)

T ) 0
-l—/o /|<R ln (I+7(t)d(t,2)) +1_(1+7T(t)5(t72’))],u(dz)dt

+9/ /|2<R{ 1—7r (tz))"—q—ﬁ(t)é(t,z)}“(dz)dt
- H/OT/|Z<R In(1+7(t)6 t,z))]N(dt,dz)H.
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Chapitre 3. Application du théorém de Girsanov dans processus de Lévy

Alors

%E Vo (T)] = %ve (0)E [exp {H/OT V() (ba )+ vtz () —r (@)« (8)] dt
+9/0Tw(t)a(t,x(t))d3(t)—19/0T7r2(t>a2(t,z)dt
——02/T7T2(t) (t, =) dt + 92/0T7r2(t)02(t,z)dt
/ /|<R [0 (U7 (05 (0,20 + 1= (Ut (8)3 (1. 2)°] o (d)

+e/ /||<R{ 1—7r tz))e—l]—W(t)é(t,z)},u(dz)dt
+ ejg /LKR In(1+7(t)6 LZ)HJV(dez)}}.

Par les proprietés de ’exponentielle, on trouve

%E [ve(T)]zlve(O)E{exp{Je? /O 2 (8) 0 (£, 2) dt + 0 /0 () (t,x (1) dB (1)
' n(l+m( "1+ 7)0 , 2 0 dz)d
) IR0 w10 n @0 e

0 In 7 ()0 (t,2))| N (dt,d=

v | (@) >}
exp {9 i )+ vtz (t) —r(t,x(t)]n(t) dt
1

—-9/ 2 (1) 62 (1, z)dt+—02/Tﬁ2(t)02(t,z)dt

2" Jo
+0/ /|<R{ 1—7r tz))e—q—n(t)a(t,z)}mdz)dt}]

= éve (OB x I,
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tels que
Il—exp{—%92/T7r (t,2) dt—l—H/ B (t)
+/ /|<R In(1+7(£)6(t,2))" +1—(1+7r(t)6(t,z))]u(dz)dt
+0/T/ In(14+m(t)6 t,z))]N(dt,dz)},
0 |z|]<R
et
Ig—exp{Q/O %(0—1)7r2(t)02(t,z)dt
0 [0 (@) + (4 0) o ()] (1) d
+9/ /|<R{ 1—7T d(t z))e—l} —W(t)é(t,z)}u(dz)dt}]
—eXp{Q/O h(t,z(t), W(t),z)dt},
h(t,m(t),ﬂ(t),z):%(0—1)7r2(t)02(t,z)—i—V(t)r(t?a:(t))+[V(t,:z:(t))—r(t,x(t))}ﬂ(t)

/|z<3{% [(1 —7(t)6(t,2))" -1 —7T(t)5(t7z)}'u(dz>.

On a la condition de Novikov pour le processus d’Ito-Lévy

E{exp (%/OTUQ(t)dt—l—/OT/Rﬁ?(t,z)N(dt,dz))] < oo

avec

w(t)=0r(t)o(ta(t) et B2(tz)=0[n(l+7(t)d(t2)).
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En appliquant la transformation de Girsanov, le terme intégral stochastique peut étre sup-

prime et selon 'hypothese de la condition de Novikov, nous obtenons

@2{—592/0 7r2(t)02(t,z)dt+6’/0 7 (t)o (t,z(t))dB (t)
+/O /Z|<R [ln(1+7r(t)5(t,z)) +1—(1+7{#)0(t,2)" | p(dz)dt

+G/OT/R[ln(l+7r(t)5(t,z))]]\7(dt,dz)}.

Donc

ou [ est la nouvelle espérance par rapport a la mesure P. m

Lemme 3.2.2 Notre dynamique (3.1)) satisfait le EDS suivant avec le saut

A~

dx (t) :f(t,x(t),z,ﬂ(t))dt—i—A(t,a:(t))dB—i—/’y(t,z)N(dt,dz),

R

ot la fonction f est donnée par

f,x@),z,m(t)=0b(tz()—0r(@)A(t,x () (t)o(t,x (t))+/ (147 ()6t 2 (1)’ p(dz).

R

Preuve. Application de la transformation de Girsanov donnée dans le théoréme II. On note

par

B (t) —B(t)—l—H/O mw(s)o(s,x(s))ds,
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est un mouvement Brownien standard sous la mesure de probabilité P, et la P-mesure aléatoire

de Poisson compenseé est donnée par
t R t B t
/ N (ds, dz) = / N (ds, d=) + / / (147 ()6 (s, () 1 (d2) ds.
0 Jz|<R 0 Jz|<R 0 J|zI<R
Pour tout 0 < s < ¢, on peut écrire

dw () = b(t,x (t)dt + A (t, 2 () dB (t) + / v (t,2) N (dt, d2)

—b(t,x(t))dtJrA(t,a:(t))d(B(t)—H/Otw(s)a(s,x(s))ds)

T / Yt 2) (N (At dz) = (147 (1) 8 (8,2 (1) e (dz) dt)

= b(t,x (t))dt + A (t,x (£))dB (t) — OA (2 (£) 7 (£) o (£, (t)) dt
+47(t,z)N(dt,dz)—Ay(t, ) (L4 (t)d(t,x 1) pu(de)dt

- {b(t,x(t))dt—HA(t,a:(t))ﬂ(t)a(t,a:(t))—/Rfy(t,z) (1+7(8) 8 (t,x (1))’ p(dz) | di

A

+A(t,z(t)dB (t) + / v (t,2) N (dt,dz).

Si on note par

Flta(t),zm(t) =b(ta(t)—0r () A (t,x (t))w(t)a(t,:c(t))—i—/ (1+7 ()3 (t,x (8)° p(dz) .

R

Alors nous obtenons

A

{ dz (t) :f(t,a:(t),z,w(t))dt+A(t,x(t))dl§+/’y(t,z)N(dt,dz),

z (0) = xo.

La preuve est terminée. m
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3.3 Exemple 2 : Probabilité risque neutre

Définition 3.3.1 (Probabilité risque neutre) Cette probabilité peut s’interpréter comme celle
qui régirait le processus de prixz des sous-jacents de ces actifs si ’espérance du taux de ren-
dement de ceuz-ci était le taur d’intérét sans risque (d’ou le terme risque-neutre : aucune

prime n’est attribuée a la prise de risque).

Définition 3.3.2 (Actif risqué) Un actif risqué est un actif qui ne peut garantir, de maniére
certaine, les fluz de rémunération et de remboursement d’un investisseur (particuliers ou

institutionnels).

Définition 3.3.3 (Actif non risqué) L’actif sans risque est un actif qui garantit les flux de
rémunération et le remboursement de l'investisseur. Un actif sans risque est considéré comme

sans risque de défaut.

Corollaire 3.3.1 On det que X est une martingale si et seulement si :

b(t) + %02 (t) + /|<R (2 —1 — H (t,2)) v (d2) + / (X2 — 1) v (dz) = 0,

lz|>R

presque strement pour (Lebesgue) presque tout t > 0.

Définition 3.3.4 (Exponentielle de Doleans-Dade)

La question est de trouver un processus adapté tel que
dZt - th dXt

On définit l’exponentielle de Doleans-Dade, pourt >0 :

¢
Z; = exp <Xt — %/ a® (r) dr> [T (1+AX,)e 2%,
0

0<s<t
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On fait ’hypothése que

inf {AX;,t >0} >—1  presque sdarement.

On considére un actif risqué {S;,t > 0} adapté a une filtration {F;, ¢ > 0}, et un actif non

risqué {S?, ¢ > 0} qui croit selon la formule des intéréts composés

Vt>0 SP = Spe™,

ou 7 est le taux d’intérét instantané.

On définit le processus actualisé {St, t > 0} par
S’t = G_TtSt. (314)
Théoréme 3.3.1 Si le marché est libre d’arbitrage, il existe une mesure de probabilité Q

équivalente o P sous laquelle Uactif réactualisé S est une martingale.

Un marché est dit complet si tout actif contingent peut étre répliqué par un porte-feuille

auto-financé.

Théoréme 3.3.2 Le marché est complet si et seulement s’il existe une unique mesure de

probabilité Q équivalente a P sous laquelle 'actif réactualisé S est une martingale.

Une telle mesure est alors appelée mesure de risque neutre. Si Q existe mais n’est pas unique,

le marché est dit incomplet.

On suppose que 'actif risqué satisfait 'EDS
dSt = O'Stf dXt + ,uSt_dt,

ou X est un processus de Lévy. On peut alors utiliser les exponentielles de Doleans-Dade

pour modéliser S. Clairement, pour que les prix du stock soit non négatif, il faut imposer la
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condition AX, > —o~!, on pose ¢ = —o~!. On impose également la condition suivante sur

la mesure de Lévy v associée & la mesure aléatoire de Poisson NV représentant les sauts de X
+o0
/ (2* vV z)dv (z) < +oc.

D’apres la décomposition d’Ito-Lévy (2.1)), on peut écrire

t +oo N

Xt:mt+kBt+/ / zN (dr,dz),
0 c

o k > 0 et m € R. En utilisant la formule d’It6-Lévy sur (InS;) = f (¢,z), on a

dSt = O'Stf dXt -+ ILLStf dt

+oo
=05 (mdt+ kdB; + / zN (dr, dz)) + 1Sy~ dt

+oo B
= (om + ) Si-dt + ko Sy-dBy + / 0S;-2zN (dr,dz) .
Alors

d(f (t,5)) = d(In(5))

of of . 10%f
- E (t, St_) dt + a_a: (t, St_) dSt + 5@ (t, St_) <dSt, dSt>
R
+ / [f (t,S- +025-) — f(t,5-) — of (t,S;-) 028~ | v(dz)dt
(—Rve) Ox

+Oo ~
+/ [f (¢, 8- +025-) — f (¢, 8:-)] N (dt, dz) .

On remplace les dérivés

1 1 1
d (f (t, St)) = g ((O'm + ,u) St— dt + /{ZO'St—dBt) + 5 (_5_2) St2* k2g2dt
— pa

R 1
—I—/ {ln (Si- +025;-) —In (S4-) — S_stt] v(dz)dt
(

—RVc) t—

v T in (St 025) — In (S| N (dt.dz)
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donc
1 R
d(f(t,S:)) = (om + u)dt + kodB, — §k2a2dt + / n(1+02)—ocz]v(dz)dt
(=RVc)
+00 B
+/ In (14 02) N (dt, dz).
Alors
1 R
d(f(t,S)) = (am +p— 51{:202) dt + kodB; + +/ In(1+02) —oz|v(dz)dt
(=RVe)

+oo 5
+/ In(1+ 02) N (dt, dz).

On cherche maintenant a déterminer des mesures de probabilité Q équivalentes a P par
rapport auxquelles I'actif risqué réactualisé est une martingale. Pour cela on va chercher des

mesures de probbilités Q sous la forme
dQ = e’ dP,

ou Y est un processus d’Ito-Lévy de la forme

dYt_G(t)dt+F(t)dBt+/H(t,z)]\7(dt,dz),

Y (0) = Yo,

Avec H est privisible.

Y

On suppose que les coefficients G, H, I’ sont tels que le processus e’ soit une martingale.

Ainsi GG est uniquement déterminé par F' et H d’apres le corollaire 3.3.1. On peut donc définir

une nouvelle mesure de probabilité Q par

dQ = Y7 dP.
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De plus, d’aprés le théoréme de Girsanov
t
B;Q:Bt—/ F(r)dr,
0
est un mouvement brownien sous Q) et
NQt, E) = N(t, E) — V9t E),

est une Q-martingale ou

Ot B) = /0 t /E ("0 1) 1 (d2) dr

On peut alors réécrire le prix de 'actif réactualisé en fonctions de ces nouveaux processus

pour obtenir :

dln (§) =din (e 77'S,)
=dln (e7™) +dIn(Sy)

= d(—rt) +dIn (S,

1
= —rdt + (om + p) dt + kodB; — §k2a2dt + / In(1+02) —oz|v(dz)dt
(=RVc)

+00 _
+ / In(l1+o0z)N(dt,dz).
On applique théoréme de Girsanov, on trouve

~ 1 oo -
dln (S) =(om+p—r)dt+ ko (dB;@ + F(t)dt) — §k202dt + / In (14 0z) N%(dt,dz)
+o00 R
+ / In (14 oz) v%(dt, dz) + / [In (1 + 02) — 02] v (dz) dt,
c (

—RVc)
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par conséquent

~ 1
dln (5) = (om + =+ koF (1)) dt + kodBY — — k%ot
+o0 _ +oo
+ / In (1 + 02) NO(dt, dz) +/ (In(1+402) —02) (eH(’"’Z) — 1) v (dz)dt

400 R
+ / oz (eH(T’z) — 1) v(dz)dt + / In(140z2) —oz|v(dz)dt.
c (—=RVe)

Donc

~ 1
dln (S) = (om+ =7+ koF (1) dt + kodBY — SKo*dl
+o00 B +o00
+ / In(1+ 02) NO(dt,dz) + / (In (14 02) — 02) "y (dz) dt
+o00o

— /+oo (In(1+4+02) —oz)v(dz)dt + oz (") — 1) v (dz) dt

R
+ / In(140z) —oz|v(dz)dt.
(=Rve)

Alors

~ 1 +oo -
dln (S) = kodBY — Sk*o%dt + / In (1 + 02) NO(dt, dz)
+o0o
+ / (In(1+ 02) — 02) "™y (dz) dt
c .
+|:O'771+M-7“+]€O’F()+/ az(eH(”—l) (dz)

R +o0
+/ In(1+02) —oz]v(dz) / (In(1+4+02) —0oz)v(dz)| dt.
(

—RVc)

Pour simplifier les calcule, posons

+o00o
Ct)=om+p—r+koF (t)—l—/ oz (") — 1) v (dz)

R +00
+ /( In(1+40z) —oz]v(dz) — /C (In(1+02) — 02) v (dz)

—RVe)
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En appliquant la formule d’'Tt6-Lévy sur (3.14)), on obtient :

—+00

dS, = SikodBR + S,-0zNQ(dt, dz) + S,C (t) dt

Ainsi, Pactif réactualisé S est une Q-martingale locale si et seulement si C' (t) = 0 ps. Clest

méme une martingale si I’on impose la condition

t +o00
vt >0, / / 2*B [eH(T’Z)] v (dz)dr < +oo.
0 Jo

Il est important de remarquer que la condition C () = 0 posséde (en général) une infinité de

solutions (F, H). En effet, si f € L' (R,v) et si (F, H) est une solution, alors le couple

(7 fomen(er =),

est aussi solution. Donc il existe une infinité de mesure Q, équivalentes a P, sous lesquelles
I’actif réactualisé est une martingale. D’une facon générale, les modeles d’actif de type Lévy

sont donc des marchés incomplets.
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Annexe :

ch C?

By
E X, | 7]

P—p.s

espace de probabilité

tribu grossien

I’espace des fonction intégrable

presque surement

I’espace des fonction continue intégrable
filtration

mouvement brownien

I’éspérance conditionnelle

presque surement pour la mesure de probabilité P
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