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Introduction

Le calcul stochastique est l�étude des phénomènes aléatoires dépendant du temps.il ap-

plique dans la mécanique quantique, le traitement du signal ,la chimie, les mathématique

�nancières, la météorologie, et même la musique .

Un notion important représente une évolution discrète ou à temps continue d�une variable

aléatoire est appelé processus stochastique(processus aléatoire ou fonction aléatoire).

Le mouvement Brownien avant d�être un objet mathématique il a étudié en botanique ,en

�nance et en physique .

Le Botaniste Robert Brown a observé le d�abord vers 1828.

Dans le mathématique le mouvement Brownien est un exemple particulièrement simple de

processus aléatoire .

D�après le développement de calcul stochastique d�Itô, Kiyoshi Itô a donné un terme

<<intégration stochastique>>.il a montré que l�on peut intégrer des processus par rap-

port à la di¤érentielle du mouvement Brownien au lieu de la théorie de Paley �Wiener qui

permette d�intégrer des fonction déterministe.

Après ça ,Ito est utilisé sa théorie de l�intégrale stochastique pour <<poser>>et résoudre

des équations di¤érentielle stochastique.

Donc, les chapitres de ce mémoire sont comme suit :

Le 1�ere chapitre sera consacré à des généralités sur le calcul stochastique <<surtout les

processus>>et à d�exemple important <<le M B>>
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Introduction

Le 2�eme chapitre sera celui du calcul stochastique<<intégrale stochastique et ses propriétés

,formule d�Itô>>

Le 3�eme chapitre est l�application du chapitre précédent .Il permettre de traiter les équation

di¤érentielle stochastique.
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Chapitre 1

Généralités et Rappels de calcul

stochastique

Introduction

Dans ce chapitre introductif nous rassemblons quelques notions basique de la théorie des

probabilités et les processus stochastiques qui seront utilisés dans la suite d�étude.

1.1 Espace de probabilité :

Est le triplet (
;F ; P ) où :


 : Ensemble des évènements.

F : La tribu dé�nie sur 
:

P : Mesure de probabilité.

Dé�nition 1.1.1 Une tribu F dé�nie sur 
 est une famille de sous- ensemble de 


véri�ant :


 2 F

A 2 F =) Ac 2 F

3



Chapitre 1. Généralités et Rappels de calcul stochastique

(An)
1
n=1 2 F =) U1n=1An 2 F .

Exemple 1.1.1 1/ Soit 
 = f1; 2; 3g

F1 = f�;
; f1; 2g ; f3gg est une tribu.

F2 = f�;
g est une tribu triviale.

2/ Soit 
 = [0; 3] et I1; � � � � �; In une famille d�intervalles formant une partition de 
 , la

famille de sous ensembles dé�nie par :

G = f�; I1; I2 � � � ��; I1 [ I2; � � � � �; I1 [ I2 [ I3; � � � � �;
g est une tribu sur 


1.1.1 La tribu engendré par une famille d�ensemble :

Soit A une famille de sous ensemble, la tribu engendré par A est la plus petite tribu

contenant cette famille on la note par � (A)

Exemple 1.1.2 1/ soit 
 = f1; 2; 3g

A1 = ff2gg ; � (A1) = f�;
; f2g ; f1; 3gg

A2 = ff1; 3gg ; � (A2) = f�;
; f1; 3g ; f2gg

2/ Soit 
 = [0; 3] et A = fI1; � � � � �; Ing ; � (A) = G

1.1.2 La tribu de Borel (Borélienne) :

Soit 
 = R, une tribu de Borel est la tribu engendré par les ouverts de R de la forme ]a; b[

où a; b dans R .Elle note B
.

Exemple 1.1.3 Soit 
 = [0; 3]

La tribu de Borel sur [0; 1]est la tribu engendré par la famille de sous ensemble

A = f]a; b[ ; 0 � a < b � 3g = fintervalles des ouverts dans [0; 3]g ,elle est notée B[0;3]

4



Chapitre 1. Généralités et Rappels de calcul stochastique

Remarque 1.1.1 Pour 
 un ensemble �ni , on choisi F = � (
), et pour 
 2 R , on

choisi F = B
.

1.1.3 Sous tribu :

L sous tribu de F si A 2 L) A 2 F , L � F .

Exemple 1.1.4 soit 
 = f1; 2; 3; 4; 5g

F0 = f�;
g

F1 = f�;
; 1; f2; 3; 4; 5gg

F0 sous tribu de F1

1.1.4 Mesure de probabilité :

Soit Fune tribu sur 
. une mesure sur une tribu F est une application � : F �! [0;+1[

où :

1/ � (�) = 0

2/ � -additivité : pour toute famille fAngn2N d�élément de F disjoints deux à deux

� ([1n=1An) =
P1

n=1 � (An)

Si de plus �(
) = 1, � est une mesure de probabilité, et on le notera P

Autrement, mesure de probabilité est une application P : F �! [0; 1] où :

P (�) = 0 , P (
) = 1

� -additivité : pour toute famille fAngn2N d�élément de F disjoints deux à deux

P ([1n=1An) =
P1

n=1 P (An)

Dé�nition 1.1.2 - Si F est une tribu sur 
, (
;F) est appelée un espace mesurable et

les éléments de F sont dits mesurable. Si � est une mesure ,(
;F ; �) est appelée un espace

mesuré.
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Chapitre 1. Généralités et Rappels de calcul stochastique

- (
;F) est un espace probabilisable . Si P est une mesure de probabilité, (
;F ; P ) est

appelée espace probabilisé.

1.1.5 Mesure de Lebesgue :

Il existe une mesure � sur (R; BR) est une seule qui véri�e �(A) = b� a ,

si A = [a; b] ou ]a; b[ , ]a; b] , [a; b[ qui on appelé la mesure de Lebesgue.

1.2 Variable aléatoire :

soit , (
;F ; P ),
�


0
;F 0

; P
0�
deux espaces de probabilités.

Dé�nition 1.2.1 soit X une application de (
;F ; P ) dans
�


0
;F 0

; P
0�
,on dit que X est

une Variable aléatoire si :

8B 2 F 0
: X�1 (B) 2 F

X�1 (B) = f! 2 
 : X (!) 2 Bg 2 F , 8B 2 F 0
.

Dé�nition 1.2.2 une Variable aléatoire réelle est une application de (
;F ; P ) dans(R; BR)

où :

X�1 (B) = f! 2 
 : X (!) 2 Bg 2 F , 8B 2 BR .

Dé�nition 1.2.3 une Variable aléatoire réelle discrète si l�ensemble de réalisation X(
)

est dénombrable �ni ou in�ni.

1.3 Filtration :

une �lration (Ft)t2T est une famille croissante de sous tribu de F , 8s; t 2 T , s < t

=) Fs � Ft � F

On dit alors que (
;F ; P; (Ft)t2T ) est une espace probabilisé �ltré.

6



Chapitre 1. Généralités et Rappels de calcul stochastique

On pose F1 = � ([s2TFs) la tribu engendré par [s2TFs.

Dé�nition 1.3.1 Ft� = � ([s<tFs) , Ft+ = \s>tFs

Une �ltration est continue à droite (resp. à gauche)

si 8t � 0 , Ft = Ft+ (resp:Ft = Ft�) .

Dé�nition 1.3.2 (Filtration standard) :

Une �ltration (Ft)t2T satisfait les conditions usuelles si elle est continue à droite et si F0

contient tous les ensembles P -négligeables de F .

1.4 Espérance conditionnelle par rapport à une tribu :

Soit X une variable aléatoire réel dé�nie sur (
;F ; P ) et G une sous -tribu de F :

Dé�nition 1.4.1 L�espérance conditionnelle E (XnG) de X quand G est l�unique variable

aléatoire tels que :

a) G-mesurable.

b)
R
A
E (XnG) dp =

R
A
Xdp , 8A 2 G

Propriété 1.4.1 a) Linéarité. Soit a et b deux constante

E (aX + bY nG) = aE (XnG) + bE (Y nG)

b) Croissance. Soit X et Y deux variable aléatoire .telles que X � Y ,

alors E (XnG) � E (Y nG) :

c) E [E (XnG)] = E [X] :

d) Si X est G -mesurable, E (XnG) = X:

e) Si Y est G-mesurable E (XY nG) = Y E (XnG)

f) Si X est indépendante de G, E (XnG) = E (X) :

7



Chapitre 1. Généralités et Rappels de calcul stochastique

g) Si G et H sont deux tribu telles que H � G alors

E (XnH) = E (E (XnH) nG) = E (E (XnG) nH) :

1.5 Temps d�arrêt :

Une variable aléatoire � : 
 7! [0;+1] est un temps d�arrêt par rapport à une �ltration

(Ft)t�0 si,8t � 0; f� = tg 2 Ft.

Ou bien , de manière équivalente, si 8t � 0; f� � tg 2 Ft.

( Resp. � : 
 7! N [f+1g est un temps d�arrêt par rapport à une �ltration (Fn)n�0 si,

8n 2 N; f� = ng 2 Fn. Ou bien , de manière équivalente, si 8n 2 N; f� � ng 2 Fn ).

1.6 processus stochastique :

Dé�nition 1.6.1 un processus stochastique est une famille X = (Xt)t2T de

variable aléatoire sur (
;F) à valeurs dans un espace mesurable (E; " ) :

Si on prend E = Rd, " = B(Rd) la tribu de Borel de Rd

Le processus alors est une application :

X : 
� T 7! (Rd; B(Rd))

(!; t) 7! Xt (!)

Remarque 1.6.1 1) Soit le processus X .si on �xe t ,on obtient la fonction

Xt : ! 7! Xt (!) est appelée variable aléatoire.

2) Soit le processusX .si on �xe ! on obtient la fonction Xt : t 7! Xt (!) est une trajectoire

du processus stochastique X associe à !:

3) Lorsque T = [0;+1[ ou [0; T ] dans ce cas le processus X est dit a temps continu.

Lorsque T est l�ensemble N des entiers le processus est à temps discret.

8



Chapitre 1. Généralités et Rappels de calcul stochastique

4) La Variable aléatoire Xt représente l �états du processus a l�instant t:

5) La �ltration d�un processus est un objet important qui contient l�essentiel des propriétés

du processus .

Dé�nition 1.6.2 Un processus stochastique càdlag (resp caglàd) si presque toutes ses

trajectoires sont continues à droite avec limite à gauche en tout point ( resp presque toute

ses trajectoires sont continues à gauche avec limite à droite en tout point ).

Limite à droite : t > 0 , s > t lims 7!tXs = Xt+.

Limite à gauche : t > 0 , s < t lims 7!tXs = Xt�.

Dé�nition 1.6.3 (comparaison de deux processus) :

1) Soit X et Y deux processus stochastique , on on dit que X est un modi�cation de Y si :

8t � 0 ; P (Xt = Yt) = 1.

2) On dit que X et Y sont indistingables si presque toutes les trajectoires coïncident,

P (Xt = Yt ; 80 � t <1) = 1.

3) On dit que X et Y basé respectivement sur (
;F ; P ) et
�


0
;F 0

; P
0�
à valeurs dans

(E; ") sont équivalents si et seulement s�ils ont la même loi.[voir 1, 2 et 4 ].

Remarque 1.6.2 Si X et Y sont indistingables ,alors chacun de ces processus est une

modi�cation de l�autre.

Dé�nition 1.6.4 (mesurabilité) :

Un processus stochastiqueX est mesurable si pour tout A 2 B(Rd), l�ensemble f(t; !) où Xt (!) 2 Ag

appartient à la tribu produit B([0; +1[)
F :autrement dit l�application :

([0; +1[�
 ; B([0; +1[)
F) 7!
�
Rd; B(Rd)

�
(t; !) 7! Xt (!)

est mesurable.
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Chapitre 1. Généralités et Rappels de calcul stochastique

Dé�nition 1.6.5 (Adaptation) :

Un processus stochastique X = (Xt)t�0 est adapté à la �ltration (Ft)t�0si : 8t � 0; Xt est

une variable aléatoire Ft -mesurable.

Dé�nition 1.6.6 Soit X un processus stochastique en temps continu (Xt)t�0 , les accrois-

sements de ce processus sont des variables Xt �Xs pour tout t 0 � s � t <1:

1.7 Martingales :

Dé�nition 1.7.1 (Sur martingale) :

Un processus stochastique (Xt)t2R+ est une sur martingale relativement à (Ft)t2R+ si :

1) (Xt)t2R+ est (Ft)t�0�adapté.

2) 8t 2 R+ la variable aléatoire Xt est intégrable.

3) 8s 2 R+ , où s � t , E (X n Fs) � Xs:

Dé�nition 1.7.2 (Sous martingale) :

Un processus stochastique (Xt)t2R+ est une sous martingale relativement à (Ft)t2R+ si :

1) (Xt)t2R+ est (Ft)t2R+ � adapté.

2) 8t 2 R+ la variable aléatoire Xt est intégrable.

3) 8s 2 R+ , 8t 2 R+ ,où s � t , E (X n Fs) � Xs:

Dé�nition 1.7.3 (Martingale) :

Un processus stochastique (Xt)t2R+ est une martingale relativement à (Ft)t2R+ si :

1) (Xt)t2R+ est (Ft)t2R+ �adapté.

2) 8t 2 R+ la variable aléatoire Xt est intégrable.

3) 8s; t 2 R+ ,où s � t , E [X n Fs] = Xs:

10



Chapitre 1. Généralités et Rappels de calcul stochastique

1.8 Exemple de quelques processus :

1.8.1 Processus de poisson :

On appelle processus de paramètre � un processus X dé�ni par :

1)Xo = 0.

2)X est accroissements indépendants.

3)Pour tout couple (s; t) 2 R+ �R+ ou s � t la variable Xt �Xs suit une loi de poisson

de paramètre � (t� s) ,

c�est à dire que pour tout K 2 N ,P (Xt �Xs = k) =
(�(t�s))k

k!
exp (� (� (t� s))) :

4)Le processus de poisson est de ce fait un processus en temps continu, mais à espace

d�état discret, puisque les valeurs possibles des variables Xt sont dans N:

1.8.2 Mouvement Brownien :

Dé�nition 1.8.1 (mouvement brownien) :

Un mouvement brownien dé�ni sur un espace de probabilité (
;F ; P ) est un processus

B = fBt; 0 � t < +1g veri�ant :

1) 8 n, 8ti, 0 � t1 � t2 � :::::: � tn:les variables aléatoires
�
Btn �Btn�1 ; ::::::; Bt1 �Bt0 ; Bt0

�
sont

indépandantes.

2) 8 0 � s � t , Bt �Bs � N (0; t� s) :

3) 8 ! les trajectoires t 7! Bt (!) sont continues.

4) siB0 = 0, on dit que un mouvement Brownien standar.[voir 6]

Dé�nition 1.8.2 Un mouvement brownien standard dé�ni sur un espace de probabilité

�ltré (
;F ; (Ft)t�0 ; P ) est un processus B = fBt; 0 � t < +1g adapté à la �ltration

(Ft)t2I est appelé (Ft)t2I mouvement brownien standard si :

1)B0 = 0

11



Chapitre 1. Généralités et Rappels de calcul stochastique

2) 8 0 � s � t Variable aléatoire Bt �Bs est indépendant de Fs:

3) 8 0 � s � t , Bt �Bs � N (0; t� s) :

4) 8 ! les trajectoires t 7! Bt (!) sont continues.

Proposition 1.8.1 En dimension 1, B = fBt; 0 � t < +1g et fB2t � t ; 0 � t < +1g

sont des martingales.

Proposition 1.8.2 Bt est une variable aléatoire gaussienne centré de variance t:

Donc à une densité : f (x) = 1
2�t
exp

�
�jxj2
2t

�
; x 2 R:

Lemme 1.8.1 Un mouvement brownien de dimension 1 est un processus gaussien de

moyenne nulle et de fonction de covariance � (s; t) = s ^ t:

Dé�nition 1.8.3 ( Mouvement brownien multidimensionnel) :

Un processus B = (Bt)t2T dé�ni sur un espace (
;F ; P ) à valeurs dans Rd�
Bt =

�
B1t ; B

2
t ; :::; B

d
t

�
; t 2 R+

	
à trajectoires continues

est appelé mouvement brownien standar d-dimensionnel si :

1) B0 = 0 P-p.s

2) pour tout 0 � t1 � t2 � :::::: � tn:les accroisements Bti+1 �Bti avec 0 � i � n� 1 sont

indépandantes.

3) 8 0 � s � t , Bt�Bs est de loi gaussienne Nd (0; (t� s) Id) où Id est la matrice identité

de Rd:

Remarque 1.8.1 Les trajectoires du mouvement brownien sont presque sûrement nulle

par dérivable.

C�est à dire que pour presque tout ! 2 
 la fonction t 7! Bt (!) est une fonction continue

nulle par dérivable.

12



Chapitre 1. Généralités et Rappels de calcul stochastique

1.9 Filtration naturelle :

Soit X = (Xt)t2T un processus stochastique sur (
;F ; P ), on appelle �ltration naturelle

relativement à X la �ltration GXt = � (Xs; s � t; s 2 T ) pour tout t 2 T .c�est a dire la

plus petite sous tribu de F qui rend mesurable toutes les applications ! 7! Xs (!) pour

tout s � t; s 2 T :

1.10 Filtration augmentée :

Pour un processusX = fXt ; t � 0g. on dé�niNt =
�
F � 
 ; 9G 2 FX

t ; F � G ; P (G) = 0
	

etN1 = N l�ensemble des événements P - négligeable pour tout 0 � t � 1 dé�nit aug-

mentation Ft = FX
t [N :[voir 1].

1.11 processus gaussien :

Un processus X est appelée un processus gaussien si toute combinaison linéaire �nie de

Xt est une variable aléatoire gaussienne, autrement dit si pour tout n 2 N ; t1 � � � ��; tn ;

a1; � � � � �; an
Pn

i=1 aiXti ,est une variable gaussienne. Un processus gaussien est

caractérisé par deux fonctions : sa fonction espérance t 7! m (t) = E (Xt) et sa fonction

de covariance (s; t)! � (s; t) = E [(Xt �m (t)) (Xs �m (s))] [voir 6]

1.12 Variation totale et variation quadratique :

Soit T > 0 et � = f0 = t0 < t1 < :::: < tn = Tg une subdivision de [0; T ]

de pas � := max (ti+1 � ti)

on dé�nit la variation in�nitesimal d�ordre P d�un processusX sur [0; T ] par _PX ([0; T ]) :=Pn
i=1

��Xti �Xti+1

��
13



Chapitre 1. Généralités et Rappels de calcul stochastique

La variation totale de X sur l�intervalle [0; T ] est dé�nie par

_1X ([0; T ]) = sup�
Pn

i=1

��Xti �Xti+1

��
et la variation quadratique de X sur l�intervalle [0; T ] est dé�nie par

_2X ([0; T ]) =
Pn

i=1

��Xti �Xti+1

��2
elle note hXiT = hX;Xi. [voir 1 et 2].

Remarque 1.12.1 1) la variation quadratique de mouvement Brownien est dé�nie parPn
i=1

�
Bti �Bti+1

�2
:

2) la variation quadratique sur [0; T ] du mouvement Brownien existe dans L2 est T;

(hBiT = T ) :

3) mouvement Brownien de processus à variation borné est nulle p.s (hXiT = 0) :

Conclusion

Les processus stochastiquessont considèrés comme base de la dé�nition de plusieurs

phénomènes réels.

Le mouvement brownien est un cas particulier de le processus stochastique qui est

important de l�étude de l�intégrale stochastique.

14



Chapitre 2

L�Intégrale stochastique

Introduction

A partir du chapitre précédent nous avons amené à la dé�nition duM.B qui nous utiliserons

de l�intégrale stochastique alors dans ce chapitre on va dé�nit L�intégrale stochastique pour

quelques classes des processus qui nous étudions leurs propriétés .

En�n Nous formelons la formule d�Itô.

Soit B = (Bt)t�0 un M.B ; X un processus stochastique on va dé�nir
R t
0
XsdBs des pro-

cessus stochastique simples et après prolonge cette dé�nition à une classe de processus

stochastique appropriée.

2.1 Intégrale stochastique des processus élémentaire(simple) :

Dé�nition 2.1.1 (Processus élémentaire) :

Un processus L = (Lt , t � 0) est élémentaire si :

Lt (!) =
Ppn�1

i=0 'i (!)1]ti;ti+1] (t)

où pn � 1 ; 0 = t0 < t1 < � � � � � < tpn

et pour tout i, 'i est une variable aléatoire bornée et Fti -mesurable.

15



Chapitre 2. L�Intégrale stochastique

On pose L0 la classe des processus simples. [ voir 1 et 7].

Dé�nition 2.1.2 (Intégrale stochastique des processus élémentaire ) :

Soit B = (Bt)t�0 un mouvement brownien , si X 2 L0

On peut dé�nir It (X) =
R t
0
XsdBs : =

Ppn�1
i=0 'i (!)

�
Bti+1^t �Bti^t

�
où a ^ b = min (a; b).

Remarque 2.1.1 Si X 2 L0 on a Xt (!) = '0 (!)1f0g (t) +
Ppn�1

i=0 'i (!)1]ti;ti+1] (t)

alors on peut dé�nir l�intégrale stochastique pour un processus simple comme suit :

8t � 0 , It (X) =
Ppn�1

i=0 'i
�
Bti+1 �Bti

�
+ 'pn

�
Bt �Btpn

�
.

Proposition 2.1.1 soit X et Y des processus simple ,alors

E
�R t

0
XsdBs

�
= 0

E
h�R t

0
XsdBs

��R t
0
YsdBs

�i
= E

hR t
0
XsYsds

i
en cas particulier, E

��R t
0
XsdBs

�2�
= E

hR t
0
X2
sds
i

Preuve. On prend X 2 L0

1) On pose �i := Bti+1 � Bti ,

E [It (X)] = E
�Ppn�1

i=0 'i�i

�
=
Ppn�1

i=0 E ['i�i]

on a pour chaque i , 'i est Fti -mesurable et Bti+1 � Bti des accroissements 2 �a 2 indé-

pendants et Bti+1 �Bti est indépendant de Fti :

donc E [�inFti ] = E [�i] = 0

et E ['i�i] = E [E ['i�i n Fti ]] = E ['iE [�in Fti ] ] = 0

alors E [It (X)] = 0:

2) On traiter le cas X = Y

par dé�nition :
�R t

0
XsdBs

�2
=
Ppn�1

i=0 '2i�
2
i + 2

P
i<j 'i'j�i�j

Si i < j et i+ 1 < j ,alors ti+1 < tj

16



Chapitre 2. L�Intégrale stochastique

on a 'i et 'j est Ftj -mesurable , tandis que E
�
�j n Ftj

�
= 0

E

��R t
0
XsdBs

�2�
=
Ppn�1

i=0 E ['2i�
2
i ] + 2

P
i<j E ['i'j�i�j]

alors

E ['i'j�i�j] = E
�
E
�
'i'j�i�j nFtj

��
= E

�
'i'jE

�
�i�j nFtj

��
= E

�
'i'jE

�
�i nFtj

�
E
�
�j nFtj

��
= 0

D�autre part, �i étant indépendante de Ftj ,on a : E
�
�2
i n Ftj

�
= E [�2

i ] = ti+1 � ti

Donc E
��R t

0
XsdBs

�2�
= E

�Ppn�1
i=0 '2i (ti+1 � ti)

�
= E

hR t
0
X2
sds
i
:

2.1.1 Isométrie d�Itô :

Pour X 2 L0 et 0 � s � t <1

On a E
�
jIt (X)� Is (X)j2 n Fs

�
= E

hR t
s
X2
udu n Fs

i
p.s

Preuve. on va utilisé (B2t � t , t � 0) que est une martingale.

De là pour 0 � s � t ,

[It (X)� Is (X)]2 =
( 1X
i=0

'i
��
Bt^ti+1 �Bt^ti

�
�
�
Bs^ti+1 �Bs^ti

��)2

=
1X
i=0

'2i
� �

Bt^ti+1 �Bt^ti
�
�
�
Bs^ti+1 �Bs^ti

� �2
+ 2

1X
i;j=0;i<j

'i'j
��
Bt^ti+1 �Bt^ti

�
�
�
Bs^ti+1 �Bs^ti

��
�
��
Bt^tj+1 �Bt^tj

�
�
�
Bs^tj+1 �Bs^tj

��

Ensuite on prend l�espérance conditionnelle en tenant compte du fait que le mouvement

brownien est une martingale (ou que les accroissements browniens sont indépendants et

17



Chapitre 2. L�Intégrale stochastique

de moyenne nulle). Donc comme i < j , en conditionnant par rapport à Ftj ,à l�intérieur

de l�espérance conditionnelle :

E
�
'i'j

��
Bt^ti+1 �Bt^ti

�
�
�
Bs^ti+1 �Bs^ti

�� ��
Bt^tj+1 �Bt^tj

�
�
�
Bs^tj+1 �Bs^tj

��
nFs

�
= 0

Comme les sommes qui interviennent sont en fait des sommes �nies, on a :

E
�
(It (X)� Is (X))2 n Fs

�
=

1X
i=0

E
h
'2i
� �

Bt^ti+1 �Bt^ti
�
�
�
Bs^ti+1 �Bs^ti

� �2 nFsi
=

1X
i=0

E
h
E
h
'2i
� �

Bt^ti+1 �Bt^ti
�
�
�
Bs^ti+1 �Bs^ti

� �2 nFtii nFsi
=

1X
i=0

E
h
'2iE

h� �
Bt^ti+1 �Bt^ti

�
�
�
Bs^ti+1 �Bs^ti

� �2 nFtii nFsi

De là :

E
h� �

Bt^ti+1 �Bt^ti
�
�
�
Bs^ti+1 �Bs^ti

� �2 nFtii
= E

h �
Bt^ti+1 � Bs^ti+1

�2
+ ( Bt^ti �Bs^ti)

2 nFti
i
� 2E

� �
Bt^ti+1 � Bs^ti+1

�
( Bt^ti �Bs^ti) nFti

�
= E

h �
Bt^ti+1 �Bs^ti+1

�2 nFtii+ ( Bt^ti �Bs^ti)2
� 2 ( Bt^ti �Bs^ti)E

� �
Bt^ti+1 �Bs^ti+1

�
nFti

�
= E

h �
Bt^ti+1 �Bs^ti+1

�2 nFtii� ( Bt^ti �Bs^ti)2
= (t ^ ti+1 � s ^ ti+1)� (t ^ ti � s ^ ti)

Car (B2t � t; t � 0) est une martingale .ainsi :

E
�
(It (X)� Is (X))2 n Fs

�
= E

" 1X
i=0

'2i (t ^ ti+1 � s ^ ti+1)� (t ^ ti � s ^ ti) nFs

#

= E

�Z t

s

X2
udunFs

�
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[voir 1 ].

Propriété 2.1.1 Pour X et Y deux processus de L0 , 0 � s � t <1

1) I0 (X) = 0 p.s

2) I (�X + �Y ) = �I (X) + �I (Y ) ; (�; �) 2 R2 (linéarité).

3) E
�
(It (X))

2� = E hR t
0
X2
udu
i
= V ar (It (X))

4) E [It (X) nFs] = Is (X) p-s (propriétés de martingale)

Preuve. 2) La linéarité :

on pose

Xt =
Pn�1X
i=0

'i1]ti;ti+1] (t)

Yt =
Pn�1X
i=0

�'i1]ti;ti+1] (t)

I (�X + �Y ) =

Z t

0

 
�

 
Pn�1X
i=0

'i1]ti;ti+1] (t)

!
+ �

 
Pn�1X
i=0

�'i1]ti;ti+1] (t)

!!
dBs

=

Z t

0

�

 
Pn�1X
i=0

'i1]ti;ti+1] (t)

!
dBs +

Z t

0

�

 
Pn�1X
i=0

�'i1]ti;ti+1] (t)

!
dBs

= �

Z t

0

 
Pn�1X
i=0

'i1]ti;ti+1] (t)

!
dBs + �

Z t

0

 
Pn�1X
i=0

�'i1]ti;ti+1] (t)

!
dBs

= �It (X) + �It (Y ) :

3) V ar (It (X)) = E [It (X)]
2 � (E [It (X)])2

on a d�après la proposition précédent E [It (X)] = 0

et E [It (X)]
2 = E

�R t
0
X2
udu
�

donc V ar (It (X)) = E [It (X)]
2 = E

hR t
0
X2
udu
i
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Dé�nition 2.1.3 (martingale de carré intégrable continue) :

Une martingaleM = (Mt) 2Mc
2 si :

E jMtj2 <1 , 8t � 0: Les trajectoires t 7!Mt (!) sont continues,8! 2 
:

Proposition 2.1.2 pour L 2 L0 on a le processus
�R t

0
LsdBs; t � 0

�
2Mc;0

2 (martingale

de carré intégrable continue ,M0 = 0).

Preuve. 1) On va démontrer que le processus
�R t

0
LsdBs; t � 0

�
et une martingale :

* On a
R t
0
LsdBs =

Ppn
i=1 'i�1

�
Bti �Bti�1

�
'i�1

�
Bti^t (!)�Bti�1^t (!)

�
=

�
0 t � ti�1
'i�1

�
Bti^t �Bti�1^t

�
t > ti�1

On a 0 est F0 -mesurable et F0 � Ft donc 0 est Ft -mesurable on a aussi 'i�1

est Fti�1 -mesurable et Fti�1 � Ft

donc 'i�1 estFt -mesurable et
�
Bti^t �Bti�1^t

�
estFti�1^t -mesurable d�oùFti�1 -mesurable.

donc
�
Bti^t �Bti�1^t

�
est Fti�1 -mesurable et Fti�1 � Fti donc Ft -mesurable.

la somme de produit de Ft -mesurable est Ft -mesurable.

* On démontre la propriété de martingale.

On calcule E
�Ppn�1

i=1 'i
�
Bt^ti+1 �Bt^ti

�
nFs

�
pour tout i, et on montre que cela vaut

'i
�
Bs^ti+1 �Bs^ti

�
tels que s � t

on va discuter les cas suivantes : s � ti , ti < s � ti+1 , s > ti+1:

-1�ere cas s � ti :

E
�
'i
�
Bti+1^t �Bt^ti

�
nFs

�
= E

�
E
�
'i
�
Bt^ti+1 �Bt^ti

�
nFti

�
nFs

�
= E

�
'iE

��
Bt^ti+1 �Bt^ti

�
nFti

�
nFs

�
= E ['i (Bti �Bti) nFs]

= 0

= 'i
�
Bs^ti+1 �Bs^ti

�
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-2�eme cas ti < s � ti+1 :

E
�
'i
�
Bt^ti+1 �Bt^ti

�
nFs

�
= 'iE

��
Bt^ti+1 �Bt^ti

�
nFs

�
= 'iE

��
Bt^ti+1 �Bti

�
nFs

�
= 'i

�
E
�
Bt^ti+1nFs

�
�Bti

�
= 'i (Bs �Bti)

= 'i
�
Bs^ti+1 �Bs^ti

�

-3�eme cas t � s > ti+1 :

E
�
'i
�
Bt^ti+1 �Bt^ti

�
nFs

�
= E

�
'i
�
Bti+1 �Bti

�
nFs

�
= 'i

�
Bti+1 �Bti

�
= 'i

�
Bs^ti+1 �Bs^ti

�

Car 'i est Fti d�où Fsmesurable .

et B est une martingale[voir 1].

* On démontre que E jIt (L) (!)j <1

E

�����
pn�1X
i=1

'i
�
Bti+1^t �Bti^t

������ �
pn�1X
i=1

E
��'i �Bti+1^t �Bti^t���

�
pn�1X
i=1

E j'ijE
���Bti+1^t �Bti^t��� <1

2) D�après un propriété précédent I0 (L) = 0 p.s
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3)On démonter que It (L) est carré intégrable c-à-d

E jIt (L)j2 <1 , 8t � 0

E

�����
pn�1X
i=1

'i
�
Bti+1^t �Bti^t

������
2

�
pn�1X
i=1

E
��'i �Bti+1^t �Bti^t���2

�
pn�1X
i=1

E j'ij2E
�
Bti+1^t �Bti^t

�2
=

pn�1X
i=1

c (ti+1 ^ t� ti ^ t)

<1

4) On démontre la continuité :

D�après la dé�nition on a : 8t � 0 , It (X) =
Ppn�1

i=1 'i
�
Bti+1 �Bti

�
+ 'pn

�
Bt �Btpn

�
On a (Bt)t�0 est continue =)

�
Bti+1 �Bti

�
est continue et

�
Bt �Btpn

�
est continue.

Alors
Ppn�1

i=1 'i
�
Bti+1 �Bti

�
+ 'pn

�
Bt �Btpn

�
est continue.

Donc It (X) est continue en t:

2.2 Intégrale stochastique des bon processus :

Dé�nition 2.2.1 pour prolonger la dé�nition précédent à autre classe des processus, on

dé�nit la classe des bon processus L2

L2 :=
n
L=(Lt)t�0 ;

�
FB
t

�
-adapté, càglàd, E

�R t
0
L2sds

�
<1

o
.[voir 7].

tels que
�
FB
t ; t � 0

	
la �ltration naturelle du mouvement Brownien.

Proposition 2.2.1 Si L est un bon processus, il existe fLn; n � 0g suite de processus

étagés telle que E
hR t
0
(Ls � Lns )

2 ds
i
7! 0

Quand n 7! +1, puis que pour tout t > 0 il existe une v.a

22
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It (L) de carré intégrable telle que E
�
jIt (L)s � It (Lns )j

2� 7! 0 quand n 7! +1.

Donc on dé�nit It (L) =
R t
0
LsdBs ,tels L 2 L2 comme suite :R t

0
LsdBs = limn7!1

R t
0
L
(n)
s dBs = limn7!1

Pn�1
i=0 L

(n)
i

�
Bti+1 �Bti

�
.

Proposition 2.2.2 Pour tout t � 0 on a
R t
0
BsdBs =

1
2
(B2t � t)

Preuve. On utilise la dé�nition précédent, on a donc

Z t

0

BsdBs = lim
n7!1

pn�1X
i=0

Bti
�
Bti+1 �Bti

�
= lim

n7!1

 
1

2

 
pn�1X
i=0

�
B2ti+1 �B

2
ti
�
�
Bti+1 �Bti

�2�!!

=
1

2

 
B2t � lim

n7!+1

 
pn�1X
i=0

�
Bti+1 �Bti

�2!!

car :

pn�1X
i=0

�
B2ti+1 �B

2
ti

�
= B2t1 �B

2
t0
+B2t2 �B

2
t1
+ :::::B2tpn �B

2
tpn�1

= B2t0 +B
2
tpn

= 0 +B2t

=
1

2

�
B2t � t

�

limn7!+1

�Ppn�1
i=0

�
Bti+1 �Bti

�2�
= t car la variation quadratique sur [0; t] du mouve-

ment Brownien existe dans L2 est t . [voir 6].

Propriété 2.2.1 pour L et X dans L2

1) E [It (L)] = 0

2) E
h�R t

0
LsdBs

��R t
0
XsdBs

�i
= E

hR t
0
LsXsds

i
En cas particulier si L = X
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on a E
��R t

0
LsdBs

�2�
= E

hR t
0
L2sds

i
= var [It (L)]

3) La linéarité It (�L+ �X) = �It (L) + �It (X) :

4) Propriétés d�isométrie :

Pour s; t � 0 E [Is (X) It (L)] = E
hR t^s
0
LuXudu

i
:

* le processus It (L) It (X)�
R t
0
LsXsds est une

�
FB
t

�
-martingale.

5) Pour tout t � 0 , X1[0;t] := Xu1[0;t] (u) , u � 0:

On dé�nit
R t
0
XudBu :=

R1
0
Xu1[0;t] (u) dBu , t � 0R t

s
XudBu :=

R t
0
XudBu �

R s
0
XudBu , 0 � s � t:

6) E
�
(It (L)� Is (L))2 nFB

s

�
= E

hR t
s
L2udunFB

s

i
:

7) Propriété de martingale :

Les processus (It (L) , t � 0) et
�
It (L)

2 �
R t
0
L2sds , t � 0

�
sont des

�
FB
t

�
-martingales

continues.

Preuve. 1) On utilise la proposition (2.3.1)

E [It (L)] = lim
n7!+1

E [It (L
n)] = 0

2)

V ar [It (L)] = lim
n7!+1

V arE [It (L
n)] = lim

n7!+1
E [It (L

n)]2

= lim
n7!+1

E

"
pn�1X
i=0

'2i (ti+1 � ti)
#

= E

�Z t

0

L2sds

�
:
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3)

It (�L+ �X) = lim
n7!+1

It (�L
n + �Xn) = lim

n7!+1
(�It (L

n) + �It (X
n))

= � lim
n7!+1

It (L
n) + � lim

n7!+1
It (X

n)

= �It (L) + �It (X) :

4) Pour s = t

E [It (L) It (X)] = E

�Z t

0

LuXudu

�
On a

E

�Z t

0

LuXudu

�
= E

�Z 1

0

(LuXu)1]0;t]du

�
= E

�Z 1

0

�
Lu1]0;t] (u)

� �
Xu1]0;t] (u)

�
du

�
= E

��Z 1

0

�
Lu1]0;t] (u)

�
dBu

��Z 1

0

Xu1]0;t] (u) dBu

��
= E

��Z t

0

LudBu

��Z t

0

XudBu

��
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6)

E
�
(It (L)� Is (L))2 nFs

�
= E

"�Z t

s

LudBu

�2
nFs

#
(d0apr�es5)

= lim
n7!+1

E

"�Z t

s

LnudBu

�2
nFs

#

= lim
n7!+1

E

�Z t

s

(Lnu)
2 dunFs

�
= E

�
lim

n7!+1

Z t

s

(Lnu)
2 dunFs

�
= E

�Z t

s

L2udunFs
�
:

7) s � t

E
�
It (L) nFB

s

�
= lim

n7!+1
E
�
It (L

n) nFB
s

�
= lim

n7!+1
Is (L

n) = Is (L) :

Dé�nition 2.2.2 (Martingale locale) :

Soit fFt; t � 0g une �ltration et fXt; t � 0g un processus (Ft) adapté. On dit que X est

une (Ft) -martingale locale s�il existe une suite f�n; n � 0g de Ft -temps d�arrêt telle que

p (�n 7! +1) = 1

et le processus Xn : t 7! Xt^�n est une martingale pour tout n � 0:

Dé�nition 2.2.3 (bon processus local) :

On dit que fLt; t � 0g est un bon processus local s�il est càglàd,
�
FB
t

�
�adapté, et siR t

0
L2sds < +1 p.s.

pour tout t � 0; ce classe du processus est plus grand de fonction de classe L2.
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On notera L2loc =
n
(Lt; t � 0) ,Ft � adapt�e; c�agl�ad;

R t
0
L2sds < +1 p.s:8t � 0

o
Théorème 2.2.1 Soit K;L 2 L2loc et It (L) =

R t
0
LsdBs , It (K) =

R t
0
KsdBs.

tels que E
�R t

0
L2sds

�
<1 , 8t � 0; et E

�R t
0
K2
sds
�
<1 , 8t � 0;

a) Le processus
�
It (L) =

R t
0
LsdBs; t � 0

�
et
�
It (K) =

R t
0
KsdBs; t � 0

�
est une martin-

gale.

b) Soit Nt =
�R t

0
LsdBs

�2
�
R t
0
L2sds .Le processus (Nt , t � 0) est une martingale.

c) L�espérance de
R t
0
LsdBs (resp

R t
0
KsdBs) est nulle et sa variance est égale E

�R t
0
L2sds

�
(resp

E
�R t

0
K2
sds
�
).

d) E
�R t

0
LsdBs

R t
0
KsdBs

�
= E

�R t
0
LsKsds

�
:

e) Le processus
�R t

0
LsdBs

R t
0
KsdBs �

R t
0
LsKsds , t � 0

�
est une martingale.

Remarque 2.2.1 On peut dé�nir
R t
0
LsdBs pour des processus adaptés càglàd qui n�ap-

partiermment pas nécessairement à L2 (
� R+) ; mais qui véri�ant pour tout t;R t
0
L2s (!) ds <1:

Dans ce cas le processus
�R t

0
LsdBs; t � 0

�
n�est pas une martingale mais martingale locale

et E
�R t

0
LsdBs

�
peut être non nul.

2.3 Intégrale de Wiener :

L�intégrale de Wiener est simplement une intégrale stochastique avec X fonction détermi-

niste i; e ne dépendant pas de ! ( X fonction de t).

Dé�nition 2.3.1 On note L2 ([0; T ] ;R) =
n
f : [0; T ] 7! R=

R T
0
jf (s)j2 ds <1

o
l�ensemble

des classes des fonctions boréliennes f de [0; T ] dans R de carré intégrable.

L2 ([0; T ] ;R) est un espace de Hilbert pour la norme kfk2 =
�R T

0
f 2 (s) ds

� 1
2
.

Lemme 2.3.1 (Lemme hilbertien) :
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Chapitre 2. L�Intégrale stochastique

Soit f 2 L2 ([0; T ] ;R).Il existe une suite des fonctions en exalier ffng

telle que kf � fnk2;T 7! 0 quand n 7! +1. [voir 7].

Proposition 2.3.1 Soit fn une fonction en exalier , fn (t) =
Ppn

i=1 �i1]ti;ti+1] (t) tels que

pn 2 N, les �i sont réels et
n
t
(n)
i

o
une suite croissante de [0; T ] donc on dé�nit l�intégrale

de Wiener par

IT (fn) =
R T
0
fn (s) dBs =

Ppn
i=1 �i

�
Bti+1 �Bti

�
d�où la variable aléatoire IT (f) est une v.a gaussieme d�espérance nulle et variance

R T
0
f 2 (s) ds:

Preuve. D�après l�indépendance de les accroissements

E [IT (fn)] = E

"
pnX
i=1

�i
�
Bti+1 �Bti

�#

=

pnX
i=1

E
�
�i
�
Bti+1 �Bti

��
=

pnX
i=1

E (�i)E
�
Bti+1 �Bti

�
= 0

V ar (IT (fn)) =

pnX
i=1

�2iV ar
�
Bti+1 �Bti

�
=

pnX
i=1

�2i (ti+1 � ti)

=

Z T

0

f 2n (s) ds:

[voir 7].

2.4 Intégrale des processus d�Itô :

Dé�nition 2.4.1 On appelle processus d�Itô tout processus (Xt; t � 0) tels que :

Xt = X0 +
R t
0
HsdBs +

R t
0
Vsds
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où X0 est F0 -mesurable, H un processus adapté tels que :8t;
R t
0
H2
sds <1 p.s

et V est un processus adapté tels que : 8t;
R t
0
jVsj ds <1 p.s.

2.4.1 Intégration :

L�intégrale stochastique d�un processus Y par rapport a une processus d�Itô

dXt = Vtdt+HtdBt

est dé�nit par
R t
0
YsdXs =

R t
0
YsVsds+

R t
0
YsHsdBs:

2.5 Formule d�Itô :

Soit Xt = X0 +
R t
0
HsdBs +

R t
0
Vsds un processus d�Itô.

Remarque 2.5.1 si on prend dXt = Vtdt+HtdBt;on a hdXt; dXti = H2
t dt

2.5.1 Première formule d�Itô :

soit f :R 7! R une fonction de classe C2,alors f (Xt) = f (X0) +
R t
0
f 0 (Xs) dXs +

1
2

R t
0
f 00 (Xs) d hXis

cette formule s�écrit sous forme

df (Xt) = f
0 (Xt) dXt +

1

2
f 00 (Xt) d hXis

si f est a dérivée borné ,etH bornée le processus f (Xt)�
R t
0
f 0 (Xs)Vsds� 1

2

R t
0
f 00 (Xs)H

2
sds

est une martingale.

En cas particulier si dXt = dBt
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f (Bt) = f (B0) +

Z t

0

f 0 (Bs) dBs +
1

2

Z t

0

f 00 (Bs) d hBis

= f (0) +

Z t

0

f 0 (Bs) dBs +
1

2

Z t

0

f 00 (Bs) ds

2.5.2 Deuxième formule d�Itô :

Soit f une fonction de classe C1;2 (dé�nie sur R+ � R de classe C1 par rapport à t ,de

classe C2 par rapport à x),on a :

f (t;Xt) = f (0; X0) +

Z t

0

@f

@t
(s;Xs) ds+

Z t

0

@f

@x
(s;Xs) dXs +

1

2

Z t

0

@2f

@x2
(s;Xs) d hXis

On peut écrire cette formule sous forme di¤érentielle :

df (t;Xt) =
@f

@t
(t;Xt) dt+

@f

@x
(t;Xt) dXt +

1

2

@2f

@x2
(t;Xt) d hXit

En cas particulier :

f (t; Bt) = f (0; 0) +

Z t

0

@f

@x
(s; Bs) dBs +

Z t

0

@f

@t
(s; Bs) ds+

1

2

Z t

0

@2f

@x2
(s; Bs) d hBis

Dé�nition 2.5.1 On présente maintenant la version multidimensionnelle de la formule

d�Ito. Un processus B = (Bt; t � 0) à valeurs dans Rd (avec d � 1)est un (Ft) -mouvement

Brownien d-dimensionnel si ses composantes sont de (Ft) mouvement Brownien indépen-

dants.

Un processus réel X = (Xt; t � 0) est un processus d�Itô si :

Xt = X0 +
Pd

k=1

R t
0
H
(k)
s dB

(k)
s +

R t
0
Vsds
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où d � 1 , B =
�
B(1):::::B(d)

�
est un (Ft) -mouvement Brownien d-dimensionnel,

H(k) 2 L2 (donc adapté tels que 8t;
R t
0

�
H
(k)
s

�2
ds <1 p.s) et V un processus adapté tels

que 8t;
R t
0
jVsj ds <1 p.s.

pour un couple quelconque de processus d�Itô :

Xt = X0 +
Pd

k=1

R t
0
H
(k)
s dB

(k)
s +

R t
0
Vsds

et Yt = Y0 +
Pd

k=1

R t
0
K
(k)
s dB

(k)
s +

R t
0
Wsds ,on dé�nit :

hX;Y it :=
Pd

k=1

R t
0
H
(k)
s Ksds; t � 0

En cas particulier ,on dé�nit hXit = hX; Y it :

2.5.3 Formule d�Ito multidimensionnelle :

Soit X(1); ::::::; X(n) des processus d�Itô

X
(i)
t = X

(i)
0 +

Pd
k=1

R t
0
H
(i;k)
s dB

(k)
s +

R t
0
V
(i)
s ds

Soit f : R+ � Rn 7! R une fonction de classe C1;2 ,Alors :

f
�
t;X

(1)
t ; ::::::; X

(n)
t

�
= f

�
0; X

(1)
t ; ::::::; X

(n)
t

�
+
R t
0
@f
@s

�
s;X

(1)
s ; ::::::; X

(n)
s

�
ds+Pn

i=1

R t
0
@f
@xi

�
s;X

(1)
s ; ::::::; X

(n)
s

�
dX

(i)
s +1

2

Pn
i=1

Pn
j=1

R t
0

@2f
@xi@xj

�
s;X

(1)
s ; ::::::; X

(n)
s

�
d


X(i); X(j)

�
s

2.6 Intégration par partie :

La formule d�intégration par partie dans le résultat suivant est une conséquence de la

formule d�Itô.

Proposition 2.6.1 Soient X; Y deux processus stochastique d�Itô

on a : XtYt = X0Y0 +
R t
0
XsdYs +

R t
0
YsdXs +

R t
0
d hX; Y is

En notation di¤érentielle :

d (X:Y )t = XtdYt + YtdXt + d hX; Y it
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Preuve. On applique la formule d�Itô à X2
t et Y

2
t ,on obtient :

dX2
t = 2XtdXt +

2
2
d hXit

dY 2t = 2YtdYt +
2
2
d hY it

En appliquant aussi à (X + Y )2 on obtient :

d (X + Y )2 = 2 (Xt + Yt) d (Xt + Yt) +
2
2
hX + Y it

on obtient :

d (XY )t =
1

2

�
d (X + Y )2t � dX2

t � dY 2t
�

= XtdYt + YtdXt +
1

2
[d hX + Y it � d hXit � d hY it]

= XtdYt + YtdXt + d hX; Y it

soient les processus Xt = e
��t et Yt = e�t

d�aprés la formule d�Itô :

dXt = �e
��td�t +

1
2
�2e��tdt = �Xtd�t +

1
2
�2Xtdt

dYt = �e
�tdt = �Ytdt

on pose Zt = YtXt

donc d�prés la formule d�integration par partie :

Zt = YtXt = e
�(�t+t) = 1 +

Z t

0

YsdXs +

Z t

0

XsdYs +

Z t

0

d hX;Y is

= 1 +

Z t

0

Ys

�
�XsdBs +

1

2
�2Xsds

�
+

Z t

0

�YsXsds+ 0

32



Chapitre 2. L�Intégrale stochastique

Conclusion

L�intégrale stochastique considère comme base de calcul stochastique .

Dans le chapitre suivante nous aurons appliqué la dans les équations di¤érentielles

stochastiques
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Chapitre 3

Les équations di¤érentielles

stochastiques

Introduction

Les équations di¤érentielles (standard)gouvernent de nombreux phénomènes déterministes.

Pour prendre en compte des phénomènes aléatoires, formelles on doit prendre en compte

des <<di¤érentielles stochastiques>> , ce qui transforme les équations di¤érentielles en

équations di¤érentielles stochastiques(EDS).

3.1 Les équations di¤érentielles stochastiques :

Dé�nition 3.1.1 On appelle équation di¤érentielles stochastiques(EDS) une équation en

le processus X de la forme :

dXt = a (t;Xt) dt+ � (t;Xt) dBt

où a (t; x) est appelé dérivé ou drift de l�EDS

� (t; x)est appelé coe¢ cient de di¤usion de l�EDS.

La solution d�une l�EDS est une fonction aléatoire, pour démontrer que un processus X
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est un solution des EDS on appliquer la formule d�Itô.

Il ya des types des équations di¤érentielles stochastiques dans la partie suivante on va

étudier ces types et nous donnons queques exemples. [voir 5].

3.2 Equation linéaire :

3.2.1 Black-scholes :

En générale black-scholes de la forme dXt = aXtdt+ �XtdBt

tels que a (t; x) = ax et � (t; x) = �x

Sa solution est Xt = X0 exp
�
at� �2

2
t+ �Bt

�
On a EDS : dXt = rXtdt+ �XtdBt

X0 = x0 ; r; � > 0

On va démontrer que le processus :

Xt = x0e
(r�� 22)te�Bt est un solution de l�EDS : dXt = rXtdt+ �XtdBt

X0 = x0 ; r; � > 0

dXt = d
�
x0e
(r�� 22)te�Bt

�
=

��
r � �2

2

�
x0e
(r�� 22)te�Btdt+ x0e

(r�� 22)
�
�e�BtdBt +

�2

2
e�Btdt

��
= rXtdt+ �XtdBt

Ce forme des EDS est appelé black-scholes.
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3.2.2 Ornstein-uhlenbeck :

Est un EDS de la forme dXt = �aXtdt+ �dBt

tels que a (t; x) = �ax (a > 0) et � (t; x) = �

Sa solution Xt = X0e
�at + �

R t
0
e�a(t�s)dBs

Si l�EDS sans le terme �dBs ,l�équation dXt = �aXtdt se résout immédiatement

en Xt = ce
�at

Pour tenir compte du terme , on fait<<varier la constante c >>

d (ce�at) = dc� ace�atdt = dXt = �aXtdt+ �dBt

dc = �eatdBt

c = X0 +
R t
0
�easdBs

Un autre équation tels que a (t; x) = atx et � (t; x) = �tx

On suppose que (at)t�0 et (�t)t�0 sont bornés où véri�ant l�inégrabilité
R T
0
jatj dt < 1 etR T

0
j�tj2 dt < +1

L�EDS dXt = Xt (atdt+ �tdBt) , X0 = x

admet pour solution

Xt = x exp

�Z t

0

asds+

Z t

0

�sdBs �
1

2

Z t

0

�2sds

�
:

Preuve. dXt = atXtdt+ �tXtdBt

Nous pouvons alors écrire dXt
Xt
= atdt+ �tdBt:

En intégrant le membre de gauche ,on devrait trouver log (Xt)

posons Yt = log (Xt) .Alors la formule d�Itô donne

dYt =
1

Xt

dXt �
1

2X2
t

dX2
t

= atdt+ �tdBt �
1

2
�2t dt
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En intégrant et en reprenant l�exponentielle,on obtient donc la solution

Xt = X0 exp

�Z t

0

�
as �

1

2
�2s

�
ds+

Z t

0

�sdBs

�

[voir 5].

3.3 Equation a¢ ne :

On suppose que a (t; x) = atx+ ct et � (t; x) = �tx+ �t

C�est-à-dire l�EDS a¢ ne générale

dXt = Xt (atdt+ �tdBt) + ctdt+ �tdBt

Elle a une solution construire a partir de la solution de l�EDS linéaire dZt = Zt (atdt+ �tdBt)

de condition initiale Z0 = 1 ; ie

Zt = exp
�R t

0
asds+

R t
0
�sdBs � 1

2

R t
0
�2sds

�
Donnée,avec ~ct = ct � �t�t ,par Xt = Zt

�
X0 +

R t
0
Z�1s (~csds+ �sdBs)

�
.

Remarque 3.3.1 La solution d�une EDS n�est pas en général aussi simple. C�est pour

quoi il existe des conditions sur les fonctions a et � qui assurent l�existence et l�unicité de

la solution de l�EDS.

3.4 L�existence et l�unicité :

L�existence et l�unicité de la solution des EDS sont partie important dans l�étude de EDS.

3.4.1 Equations homogènes en temps :

Soit B un M.B et a et � deux fonctions dé�nies comme suite a; � : R 7! R:

On dé�nit l�EDS homogène en temps comme suit
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dXt = a (Xt) dt+ � (Xt) dBt et X0 = x0 2 R

Dé�nition 3.4.1 (fonction Lipchitzienne) :

Une fonction a : R 7! R est une fonction Lipchitzienne

Si il existe une constante K > 0 tels que pour tout x; y 2 R

ja (x)� a (y)j � K jx� yj :

Théorème 3.4.1 Si les fonctions a; � : R 7! R sont continues pour tout x 2 R et aussi

Lipxchitizienne, ja (x)� a (y)j+ j� (x)� � (y)j � K jx� yj alors l�EDS admet une unique

solution pour tout condition initiale x0 de plus cette solution véri�e

E
�
sup0�t�T jXtjp

�
<1 , 2 � p <1

La solution est appelé solution forte.. [voir 8].

3.4.2 Equation non homogène en temps :

On dé�nit l�EDS non homogène en temps comme suite :

dXt = a (t;Xt) dt+ � (t;Xt) dBt et X0 = x0 2 R

tels que a; � : [0;+1]� R 7! R et B un M.B.

Dé�nition 3.4.2 Une fonction a : [0;1]� R 7! R est une fonction Lipchitzienne

Si il existe une constante K > 0 tels que pour tout x; y 2 R

ja (t; x)� a (t; y)j � K jx� yj :

Théorème 3.4.2 Si les fonctions a; � : [0;+1]�R 7! R sont continues pour tout x 2 R

et aussi Liptizienne, ja (t; x)� a (t; y)j+ j� (t; x)� � (t; y)j � K jx� yj alors l�EDS admet

une unique solution pour tout condition initiale x0

De plus cette solution véri�e E
�
sup0�t�T jXtjp

�
<1 , 2 � p <1

La solution est appelé solution forte.
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Conclusion

L�étude des équations di¤érentielle stochastique permet de trouver une solution de

plusieurs phénomènes aléatoires.
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Conclusion

l�objectif de notre travail est l�étude de l�intégrale stochastique et application .

d�abord nous avons présenté quelques notions basique de la théorie des probabilités ,pro-

cessus stochastique et exemple particule de ces processus.

Ensuite nous avons détaillé de l�intégrale stochastique et formule d�itô qu�ils décrit par

Kiyoshi Itô.

En�n nous avons présenté les équations di¤érentielles stochastiques qu�ils sont considérés

comme application de l�intégrale stochastique.

Donc dans ce mémoire nous avons reconnu à un nouvelle intégrale(intégrale stochastique)et

application(les EDS).

Nous souhaitons de complète le recherche par une étude détaillé de la solution des équation

di¤érentielles stochastique et quelques théorèmes principaux.
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Annexe : Abréviations et Notations

Les di¤érentes abréviations et notations utilisées tout au long de ce mémoire sont expli-

quées ci-dessous :

R : Ensemble des nombres réels

R+ : Ensemble des nombres réels positifs

BR : Tribu Borélienne sur R


 : Un ensemble des événements

F : La tribu dé�nie sur 


P : mesure de probabilité sur (
;F)

T : Intervalle de t [0;+1] ou [0; T ]

v:a : Variable aléatoire.

p:s : Presque sûrement

M:B : Mouvement brownien.

hXit : Variation quadratique de processus X

E [X] : Espérance de variable aléatoire.

E [XnF ] : Espérance conditionnelle de variable aléatoire

1A : Fonction indicatrice de l0ensemble A

It (X) : Intégrale stochastique de processus X

EDS : Equation di¤érentielle stochastique
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Résumé

Résumé
Dans ce mémoire nous somme intéressées au l�intégrale stochastique et application

D�abord nous avons présenté des généralités de la théorie de probabilités et les processus

Ensuit nous avons détaillé de l�intégrale stochastique et formule d�Itô

En�n nous avons étudié les équations di¤érentielles stochastiques

Abstract
In this thesis ,we are interested with stochastic integrals and application

Firstly, we have presented stochastic processes, secondly we have spoken about

stochastic integrals accurately and Ito-formula.

Finally, we have studied stochastic di¤erential equation.
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