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Introduction

Le calcul stochastique est 1’étude des phénomeénes aléatoires dépendant du temps.il ap-
plique dans la mécanique quantique, le traitement du signal ,la chimie, les mathématique

financiéres, la météorologie, et méme la musique .

Un notion important représente une évolution discréte ou & temps continue d’une variable

aléatoire est appelé processus stochastique(processus aléatoire ou fonction aléatoire).

Le mouvement Brownien avant d’étre un objet mathématique il a étudié en botanique ,en
finance et en physique .

Le Botaniste Robert Brown a observé le d’abord vers 1828.

Dans le mathématique le mouvement Brownien est un exemple particulierement simple de
processus aléatoire .

D’apres le développement de calcul stochastique d’It6, Kiyoshi It6 a donné un terme
<<intégration stochastique>>.il a montré que I’on peut intégrer des processus par rap-
port & la différentielle du mouvement Brownien au lieu de la théorie de Paley —Wiener qui
permette d’intégrer des fonction déterministe.

Apres ga ,Ito est utilisé sa théorie de I'intégrale stochastique pour <<poser>>et résoudre

des équations différentielle stochastique.
Donc, les chapitres de ce mémoire sont comme suit :

Le 1°7¢ chapitre sera consacré a des généralités sur le calcul stochastique <<surtout les

processus>>et a d’exemple important <<le M B>>



Introduction

Le 2°™¢ chapitre sera celui du calcul stochastique < <intégrale stochastique et ses propriétés
Jormule d'Tt6>>
Le 3¢ chapitre est ’application du chapitre précédent .Il permettre de traiter les équation

différentielle stochastique.



Chapitre 1

Généralités et Rappels de calcul

stochastique

Introduction

Dans ce chapitre introductif nous rassemblons quelques notions basique de la théorie des

probabilités et les processus stochastiques qui seront utilisés dans la suite d’étude.

1.1 Espace de probabilité :

Est le triplet (Q, F, P) ou :
() : Ensemble des événements.
JF : La tribu définie sur §2.

P : Mesure de probabilité.

Définition 1.1.1 Une tribu F' définie sur () est une famille de sous- ensemble de €2
vérifiant :
Qe F

Ac F= A°c F
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(Ap) € F=UXA, e F.

Exemple 1.1.1 1/ Soit Q = {1,2,3}
Fy ={0,Q,{1,2} ,{3}} est une tribu.
Fy = {9,Q} est une tribu triviale.

2/ Soit Q =1[0,3] et Iy, ---- , I, une famille d’intervalles formant une partition de S , la

famille de sous ensembles définie par :

G=A{¢, 1, Iy- - 1 Ul ----- L UL UL, - , 2} est une tribu sur §2

1.1.1 La tribu engendré par une famille d’ensemble :

Soit A une famille de sous ensemble, la tribu engendré par A est la plus petite tribu

contenant cette famille on la note par ¢ (A)

Exemple 1.1.2 1/ soit Q = {1,2,3}
Ay = {{2}}’ o (Al) = {¢>Q> {2} ) {1’3}}

AQ = {{173}}7 o (AQ) = {¢7Qv {173} ’ {2}}
2/ Soit @ =10,3] et A={I,----- o}, 0(A) =G

1.1.2 La tribu de Borel (Borélienne) :

Soit 2 = R, une tribu de Borel est la tribu engendré par les ouverts de R de la forme |a, b|

ou a,b dans R .Elle note Bg.

Exemple 1.1.3 Soit Q = [0, 3]
La tribu de Borel sur [0, 1]est la tribu engendré par la famille de sous ensemble

A= {la,b[,0 <a<b< 3} = {intervalles des ouverts dans [0,3]} ,elle est notée By
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Remarque 1.1.1 Pour Q un ensemble fini , on choisi F' = p(Q), et pour Q € R, on
choist F' = Bq.

1.1.3 Sous tribu :

L sous tribude FsiAe L=Aec¢F ,LCF.

Exemple 1.1.4 soit Q ={1,2,3,4,5}
-I’rO = {(va}
-,/tl = {¢7Q7 17 {27 37475}}

Fo sous tribu de Fq

1.1.4 Mesure de probabilité :

Soit Fune tribu sur 2. une mesure sur une tribu F' est une application p : F' — [0, +00[
ou :
1/ (o) =0

2/ o -additivité : pour toute famille {A,},  d’ élément de F disjoints deux & deux

H (UfleAn) = 2211 H (An)
Si de plus p(€2) = 1, p est une mesure de probabilité, et on le notera P

Autrement, mesure de probabilité est une application P : F — [0, 1] ou :
P(¢)=0,P(Q) =1

o -additivité : pour toute famille {A,} _ d’ élément de F disjoints deux a deux

neN

P (U?zozlAn) = Zle P (An)

Définition 1.1.2 - Si F' est une tribu sur €, (Q,F) est appelée un espace mesurable et
les éléments de F sont dits mesurable. Si ji est une mesure ,(Q, F, u) est appelée un espace

mesureé.
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- (Q,F) est un espace probabilisable . Si P est une mesure de probabilité, (0, F, P) est

appelée espace probabilisé.

1.1.5 Mesure de Lebesgue :

Il existe une mesure \ sur (R, Bg) est une seule qui vérifie A\(A) =b—a ,

si A =la,b] ou]a,b[, ]a,b] , [a,b] qui on appelé la mesure de Lebesgue.

1.2 Variable aléatoire :
soit , (Q,F, P), (Q’,]—"', Pl> deux espaces de probabilités.

Définition 1.2.1 soit X une application de (2, F, P) dans (Q/, F, Pl>,on dit que X est

une Variable aléatoire si :

VBeF : X' (B)eF

X 'B)={weQ:X(w)eBYcF,VBecF.

Définition 1.2.2 une Variable aléatoire réelle est une application de (Q, F, P) dans(R, Bg)
ou :

X' B)={weN:X(w)eB}yeF ,VBe By .

Définition 1.2.3 une Variable aléatoire réelle discréte si I'ensemble de réalisation X (§2)

est dénombrable fini ou infini.

1.3 Filtration :

une filration (F;),.; est une famille croissante de sous tribu de F, Vs,t € T , s <t

— F,CFRCF

On dit alors que (€2, F, P, (F}),c7) est une espace probabilisé filtreé.

6
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On pose Foo = 0 (User Fs) la tribu engendré par Uger F.

Définition 1.3.1 Fi- = 0 (UstFs) , Fir = Ngsp Fs
Une filtration est continue & droite (resp. & gauche)

siVt >0, F, = F+ (resp.Fy = F-) .

Définition 1.3.2 (Filtration standard) :

Une filtration (F;),.s satisfait les conditions usuelles si elle est continue & droite et si Fo

contient tous les ensembles P -négligeables de F.

1.4 Espérance conditionnelle par rapport a une tribu:
Soit X une variable aléatoire réel définie sur (€2, F, P) et G une sous -tribu de F.

Définition 1.4.1 L’espérance conditionnelle E (X\G) de X quand G est l'unique variable

aléatoire tels que :
a) G-mesurable.

b) [LE(X\G)dp= [, Xdp , VAe@

Propriété 1.4.1 a) Linéarité. Soit a et b deuz constante

E (aX +0Y\G) = aFE (X\G) +bE (Y\G)

b) Croissance. Soit X et Y deuz variable aléatoire .telles que X <Y,
alors E(X\G) < E(Y\G).

¢) E|[E(X\G)] = FE[X].

d) Si X est G -mesurable, E (X\G) = X.

e) SiY est G-mesurable E (XY \G) =Y E (X\G)

f) St X est indépendante de G, E (X\G) = E(X).
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g) St G et H sont deuz tribu telles que H C G alors

E(X\H) = E(E(X\H)\G) = E(E(X\G)\H).

1.5 Temps d’arrét :

Une variable aléatoire 7 : € — [0, +00] est un temps d’arrét par rapport a une filtration
(Ft)iso 8L,VE > 0, {7 =t} € F.
Ou bien , de maniére équivalente, si ¥Vt > 0, {r <t} € F;.

( Resp. 7: Q+— N U{+o0} est un temps d’arrét par rapport a une filtration (F,),, si,

Vn € N, {r =n} € F,. Ou bien , de maniére équivalente, si Vn € N, {r <n} € F, ).

1.6 processus stochastique :

Définition 1.6.1 un processus stochastique est une famille X = (Xy),., de
variable aléatoire sur (Q, F) a valeurs dans un espace mesurable (E, ¢ ).
Si on prend E =R?, ¢ = B(RY) la tribu de Borel de R?

Le processus alors est une application :

X :QxTw— (RY B(RY))

(w,t) — Xy (w)

Remarque 1.6.1 1) Soit le processus X .si on fize t ,on obtient la fonction
Xt w— X, (w) est appelée variable aléatoire.

2) Soit le processusX .si on fize w on obtient la fonction X, : t — X, (w) est une trajectoire

du processus stochastique X associe a w.

3) Lorsque T = [0,+o00[ ou [0,T] dans ce cas le processus X est dit a temps continu.

Lorsque T est I’ ensemble N des entiers le processus est & temps discret.
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4) La Variable aléatoire X, représente | ’états du processus a 1’ instant t.

5) La filtration d’un processus est un objet important qui contient [’essentiel des propriétés

du processus .

Définition 1.6.2 Un processus stochastique cadlag (resp caglad) si presque toutes ses

trajectoires sont continues a droite avec limite  gauche en tout point ( resp presque toute

ses trajectoires sont continues & gauche avec limite & droite en tout point ).
Limite a droite : t >0, s >1 limg, ,; X, = X+

Limite a gauche : t >0 , s<t limg, ., X, = X;-.

Définition 1.6.3 (comparaison de deux processus) :

1) Soit X etY deux processus stochastique , on on dit que X est un modification de Y si :
Vi>0, P(X;=Y,) =1.

2) On dit que X et Y sont indistingables si presque toutes les trajectoires coincident,
PX,=Y, ,V0<t<o0)=1.

3) On dit que X et Y basé respectivement sur (Q, F, P) et <Q/,.7-"/, Pl> a valeurs dans

(E, €) sont équivalents si et seulement s’ ils ont la méme loi.[voir 1, 2 et 4 |.

Remarque 1.6.2 5i X et Y sont indistingables ,alors chacun de ces processus est une

modification de [’autre.

Définition 1.6.4 (mesurabilité) :

Un processus stochastique X est mesurable si pour tout A € B(R?), ’ensemble {(t,w) ou X; (w) € A}

appartient a la tribu produit B([0; +00[) ® F.autrement dit I’application :
([0; +oo[x Q2 , B([0;+00]) ® F) = (R?, B(RY))
(t,w) — X (w)

est mesurable.
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Définition 1.6.5 (Adaptation) :

Un processus stochastique X = (Xi),5, est adapté a la filtration (F;),5¢s1 : Vt > 0, X; est

une variable aléatoire F; -mesurable.

Définition 1.6.6 Soit X un processus stochastique en temps continu (X;) les accrois-

t>0

sements de ce processus sont des variables X; — X5 pour toutt 0<s <t < oo.

1.7 Martingales :

Définition 1.7.1 (Sur martingale) :

Un processus stochastique (X3) est une sur martingale relativement a (ft)teR+ st

teRL
1) (Xi)ieg, est (Ft)yo —adapté.
2) vt € R, la variable aléatoire X; est intégrable.

3)VseR, ,ous<t ,E(X\Fs) <X,

Définition 1.7.2 (Sous martingale) :

Un processus stochastique (Xt>t€]R+ est une sous martingale relativement a (ft)t€R+ st :
1) (Xt)ier, €t (Ft)ier, — adapté.

2)Vt € R, la variable aléatoire X, est intégrable.

3)VseR, ,VteR, jous<t ,E(X\ Fs) > X,

Définition 1.7.3 (Martingale) :

Un processus stochastique (Xt),cp  est une martingale relativement & (Fy),cp, S :
1) (Xt)ier, €t (Fi)ier, —adapté.

2) vt € R, la variable aléatoire X; est intégrable.

3)Vs,teRy jous<t ,E[X\ Fs =X,

10
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1.8 Exemple de quelques processus :

1.8.1 Processus de poisson :

On appelle processus de paramétre A un processus X défini par :
)X, =0.
2) X est accroissements indépendants.

3)Pour tout couple (s,t) € Ry xRy ou s <t la variable X; — X suit une loi de poisson

de parametre A (t — s) ,
c’est a dire que pour tout K € N P (X; — X, =k) = ()‘(tk;,s))k exp(— (A (t—9))).

4)Le processus de poisson est de ce fait un processus en temps continu, mais & espace

d’état discret, puisque les valeurs possibles des variables X; sont dans N.

1.8.2 Mouvement Brownien :

Définition 1.8.1 (mouvement brownien) :

Un mouvement brownien défini sur un espace de probabilité (2, F,P) est un processus

B ={B,,0 <t <400} werifiant :

DVn,Vt,0<t; <ty < ... < t,,.les variables aléatoires (Btn — By, e , By, — By, Bto)sont

indépandantes.

2)V0<s<t,B —Bs~N(0,t—35s).

3) V w les trajectoires t — By (w) sont continues.

4) siBy = 0, on dit que un mouvement Brownien standar.[voir 6]

Définition 1.8.2 Un mouvement brownien standard défini sur un espace de probabilité
filtré (Q, F, (Fi);59, P) est un processus B = {B;,0 <t < 400} adapté a la filtration
(Fi)ieq est appelé (F),.; mouvement brownien standard si :

1>B0 =0

11
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2) V 0 < s <t Variable aléatoire B, — By est indépendant de Fs.
JV0O<s<t,B,—Bs~N(0,t—5).

4) V w les trajectoires t — B; (w) sont continues.

Proposition 1.8.1 En dimension 1, B = {B;,0 <t < +oo} et {B?—1t,0 <t < 400}

sont des martingales.

Proposition 1.8.2 B, est une variable aléatoire gaussienne centré de variance t.

2
Donc & une densité : f(x) =5 exp <%) ,x €R.

Lemme 1.8.1 Un mouvement brownien de dimension 1 est un processus gaussien de

moyenne nulle et de fonction de covariance p (s,t) = s At.

Définition 1.8.3 ( Mouvement brownien multidimensionnel) :

Un processus B = (By),.défini sur un espace (0, F, P) & valeurs dans R?
{B, = (B},B},....B{) ;t € Ry} a trajectoires continues

est appelé mouvement brownien standar d-dimensionnel si :

1) By=0 P-p.s

2) pour tout 0 < t; <ty < ... < t,.les accroisements By, , — By, avec 0 <1 <n—1 sont

141

idépandantes.

3)V0<s<t, B —B; estdeloi gaussienne Ny (0, (t — s) I3) ou I; est la matrice identité

de R?.

Remarque 1.8.1 Les trajectoires du mouvement brownien sont presque strement nulle

par dériwable.

C’ est a dire que pour presque tout w € Q) la fonction t — By (w) est une fonction continue

nulle par dérivable.

12
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1.9 Filtration naturelle :

Soit X = (X}),c; un processus stochastique sur (€2, F, P), on appelle filtration naturelle
relativement a X la filtration Gi* = o (X4;s <t,5s € T) pour tout t € 7 .c’est a dire la
plus petite sous tribu de F qui rend mesurable toutes les applications w +— X (w) pour

tout s <t,se 7.

1.10 Filtration augmentée :

Pour un processus X = {X; ; t > 0}.ondéfiniN; = {F CcQ, IGe F*, FC G, P(G)=0}
etNy = N 1 ensemble des événements P- négligeable pour tout 0 < ¢ < oo définit aug-

mentation F; = FX UN [voir 1].

1.11 processus gaussien :

Un processus X est appelée un processus gaussien si toute combinaison linéaire finie de
X, est une variable aléatoire gaussienne, autrement dit si pour tout n € N [ty --- - t,,
Ay v v - , A, v a; Xy est une variable gaussienne. Un processus gaussien est
caractérisé par deux fonctions : sa fonction espérance t — m (t) = E (X;) et sa fonction

de covariance (s,t) — I' (s,t) = E[(Xy — m (1)) (Xs — m (s))] [voir 6]

1.12 Variation totale et variation quadratique :

Soit T'>0et II={0=1ty <t; <...<t, =T} une subdivision de [0, 7]
de pas 0 :=max (t;11 —t;)

on définit la variation infinitesimal d’ordre P d’un processus X sur [0, 7] par V& ([0,7]) :=

Z:'L:l |Xti - Xti+1|

13
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La variation totale de X sur Uintervalle [0, T'| est définie par

Vi ([0, 7)) = supy o0, | Ko — X |

et la variation quadratique de X sur l'intervalle [0, T'| est définie par
V& (0,7)) = 0L, [ X = X |

elle note (X), = (X, X). [voir 1 et 2].

Remarque 1.12.1 1) la variation quadratique de mouvement Brownien est définie par
Z?:l (Btz' o Btz‘+1>2 :

2) la variation quadratique sur [0,T] du mouvement Brownien existe dans L? est T,
<<B>T =T).

3) mouvement Brownien de processus & variation borné est nulle p.s ((X), =0).

Conclusion

Les processus stochastiquessont considérés comme base de la définition de plusieurs
phénomeénes réels.

Le mouvement brownien est un cas particulier de le processus stochastique qui est

important de ’étude de I'intégrale stochastique.

14



Chapitre 2

L’Intégrale stochastique

Introduction

A partir du chapitre précédent nous avons amené & la définition du M.B qui nous utiliserons
de I'intégrale stochastique alors dans ce chapitre on va définit L’intégrale stochastique pour

quelques classes des processus qui nous étudions leurs propriétés .
Enfin Nous formelons la formule d’Ito.

Soit B = (B;),», un M.B; X un processus stochastique on va définir fg X,dB, des pro-
cessus stochastique simples et aprés prolonge cette définition a une classe de processus

stochastique appropriée.

2.1 Intégrale stochastique des processus élémentaire(simple) :

Définition 2.1.1 (Processus élémentaire) :

Un processus L = (L , t > 0) est élémentaire si :

n—1
Lt (w> = Zf:o Pi (w) 1]t¢,t¢+1] (t)
oup,>1,0=tg<ty <+ <tp,

et pour tout i, p; est une variable aléatoire bornée et F;, -mesurable.

15
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On pose Ly la classe des processus simples. [voir 1 et 7].

Définition 2.1.2 (Intégrale stochastique des processus élémentaire ) :
Soit B = (By),5, un mouvement brownien , si X € Lo
On peut définir I, (X) = fot X dBg 1 =3 i (w) (Biyint — Bint)

ot a A'b=min (a,b).

Remarque 2.1.1 Si X € £y on a Xy (w) = @ (w) 1oy (1) + Yoy gol( ) Lt (1)

alors on peut définir lintégrale stochastique pour un processus simple comme suit :

vt Z 0 ) t( ) anol Pi ( tiv1 Btl) + Ppn (Bt - Btl’n)'

Proposition 2.1.1 soit X etY des processus simple ,alors
B (fy X.B,) =0
E | (Jo XeaB,) (J; Y:aB,)| = B | fy X.Yods]

2
en cas particulier, F [(f(f XSdBS> 1 =F [fot des]

Preuve. On prend X € L

1) On pose A; := B;,,, — By, ,

E[L (X)) = E [0 ¢:li] = 20" E[0ilA]

on a pour chaque 7 , ¢; est F;, -mesurable et By, — By, des accroissements 2 a 2 indé-
pendants et B, , — By, est indépendant de F,.

donc E[AN\F,]| = E[A)] =0

et ElpiAi] = E[E[pidi \ Fu]l = E[piE[AN Fi,] [ =0

alors F [I; (X)] = 0.

2) On traiter le cas X =Y

2
par définition : (fot XSdBS> =S A2 123 i AGA,

1<j

Sii<jeti+1<j,alorsti+1<tj

16
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on a @; et p; est Fy, -mesurable , tandis que £ [Aj \ ftj] =0

2
B|(hxam)’] - S Bleal + 25, Blapidid)

alors

E [pip; AiA] [E [0ipi Aid; \Fy,]]

FE
E [0ipi E [AiA; \Fy,]]
FE

[pio, E [A\F, ) E [A\F,]] =0

D’autre part, A; étant indépendante de F, jon a: E[A? \ F] = E[A?] = t;44 — ¢,
2

Donc E [(fg X,dB,) ] = B[ ¢ (i — )] = B |y X2ds| .

2.1.1 Isométrie d’Ito6 :

Pour X € Loet 0 <s<t< o
OnaE[|L(X)-L(X)?\F]=E [f; X2du \ J-"S] p.s
Preuve. on va utilisé (B? —t , t > 0) que est une martingale.

Dela pour 0 < s <t,

00 2
I, (X) — I, (X)]* = {Z i [(Bintiss — Bint,) = (Bontys — Bont,)] }
= Z 9012 [ ( Bint; 1 — Bt/\h-) - ( Bt — Bs/\ti) ]2
+2 Z PiP; [(Bt/\tiﬂ - Bt/\ti) - (Bs/\tl-ﬂ - Bs/\ti)]

1,§=0,i<j

X [(Bt/\th - Bt/\tj) - (Bs/\tjﬂ - Bs/\tj)]

Ensuite on prend l’espérance conditionnelle en tenant compte du fait que le mouvement

brownien est une martingale (ou que les accroissements browniens sont indépendants et

17
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de moyenne nulle). Donc comme i < j , en conditionnant par rapport a J;,,a l'intérieur

de 'espérance conditionnelle :

E [807,%0] [(Bt/\tprl - Bt/\ti) - (BSAti+1 - BS/\ti)} [(Bt/\tj+1 - Bt/\tj) - (BS/\tj+1 - BS/\tj)] \FS]
=0

Comme les sommes qui interviennent sont en fait des sommes finies, on a :

B (1 (X) = LX) \F] = Y B @ [ ( Bits = Biw) = (Bunsios = Bunw) | \7|

=Y E|E [0 [ ( B = Bisw) = ( Bonasys = Bow) 1 \F| \F]

Y& 6B [[ (Bute = Bue) = (Bonties — Bone) 1\ \F]

De la :

B[ (Bisis = Buse) = ( By = Bonw) 1°\F|

= B | (Biws = Buneen) + ( B, = Bona) ) \F| = 2B [ ( Binties = Bontses) ( Bnt, = Bons)) \Fi]
= B | ( Butss = Borwenr)” \Fu| + ( Bty = Bone)?

= 2( Bint, = Bant) B [ ( Binti = Bantin) \Fi]

( Bt/\tiJrl - BS/\t¢+1)2 \-¢-t2 - ( Bt/\ti - B,S/\ti)2

= (t/\ti-i-l —8/\ti+1) — (t/\ti—S/\ti)
Car (B? —t,t > 0) est une martingale .ainsi :

0
Z@?(t/\tz—l—l_S/\tz—l—l)_(t/\tz_S/\tz)\fs
=0

=F { / t Xﬁdu\fs]

18
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Chapitre 2. L’Intégrale stochastique

[voir 1 ]. m

Propriété 2.1.1 Pour X etY deux processus de Ly , 0 < s <t < 00
1) (X)=0 p.s

2) I (aX +8Y)=al (X)+BI(Y) ; (o, B) € R? (linéarité).
3) B [(1.(X)’] = E | J; X2du| = Var (1, (X))

4) EL (X)\Fs| = I (X) p-s (propriétés de martingale)

Preuve. 2) La linéarité :

on pose
Pn—1

X = Z Qpil]ti,tiﬂ} (t)
=0

Po—1

= Z Q\Dil]tiytzlkl] (t)
1=0

P,—1

o [ (o(Eone
t Pn—1

:/ «Q (Z ©iljt t;0] (t
0 =0

Pp—-1

t
= a/ (Z @il]ti,tiﬂ]
0 \i=0

P,—1
)"’ﬁ(Z% Jtistiv1] ))st

t P,—1
)) dB, + /O s (Z Pilits 1] (t)) dB,

Pr—1
)dB +8 / (Z il ( )st

= aly (X) + 81 (Y) .

3) Var (I, (X)) = E[I; (X>]2 -

(B L (X)])*

on a d’apres la proposition précédent E [I; (X)] =0

et E[L(X)=E ( I ngu)

donc Var (I, (X)) = E[I, (X)]? = E [fot ngu} -
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Définition 2.1.3 (martingale de carré intégrable continue) :
Une martingale M = (M;) € M§ si :

E|M|> <oo , Vt>0. Les trajectoires t — M, (w) sont continues,Yw € Q.

Proposition 2.1.2 pour L € Ly on a le processus (f(f LB, t > 0> € M;’O (martingale

de carré intégrable continue ,My = 0).

Preuve. 1) On va démontrer que le processus < fot LydBg,t > O) et une martingale :
*Ona [y LdB, =" i1 (B, — By, ,)
0 t<t;,
virl (Btmt <w) - Btiil/\t (w)) - { PYi-1 (Bti/\t - Bti_l/\t) t >_ti_11
On a 0 est Fy -mesurable et Fy C F; donc 0 est F; -mesurable on a aussi ¢; 1
est F;, , -mesurable et F;, | C F;
donc ;1 est F; -mesurable et (Bti At — Bti_lM) est F;,_, nt -mesurable d’ou F;,_, -mesurable.
donc (Bti at— B, At) est F;, , -mesurable et 7, | C F;, donc F; -mesurable.
la somme de produit de F; -mesurable est F; -mesurable.
* On démontre la propriété de martingale.

On calcule £ [Zﬁ;l Vs (BtAti o Bt/\ti) \FS} pour tout i, et on montre que cela vaut

Pi ( Bs/\ti_‘_1 - Bs/\ti) tels que s <t
on va discuter les cas suivantes : s <t; , t; <s <t ,8>ti.

-1¢"¢ cas s < t; :

B [‘Pi (Bti+1/\t - Bt/\ti) \Fs] =L [E [901' (Bt/\ti-H - Bt/\ti) \‘7:“] \‘7:3]
= B[ (B — Bon) V] \F
=F [901 (Btz - Btz) \fs]
=0

= (101 (BS/\ti+1 - BS/\ti)
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-2¢me cas t; < s <1

E @i (Buintiiy = Binee) \Fs] = 0B [(Bintisy = Bine:) \ T3]

= ¢iE [(Bintiyr — Bu) \Fi]
@i [E (Bintis \Fs) — Bt,]
@i (Bs — By,)

SOZ' (BS/\ti_H - BS/\ti)

S39m¢ cas t > 5 >ty

E [%’ (Bt/\ti+1 - Bt/\ti) \fs} E [%‘ (BtiH - Bti) \«7:3]
Pi (Bti+1 - Bti)

901‘ (BS/\tiJrl - BS/\ti)

Car ¢; est F;, d’ou Fymesurable .
et B est une martingale[voir 1].

* On démontre que F |I; (L) (w)| < o0

pn—1 pn—1
E Z Pi (Bt ant — By /\t) < Z E |S01 (Bt ant — By /\t)‘
o
< Z E |<,01| E ’ (Btz-ﬂ/\t — Bti/\t)‘ < o0
i=1

2) D’apres un propriété précédent Iy (L) =0 p.s
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3)On démonter que I; (L) est carré intégrable c-a-d
E|L (L)) <00 ,¥t>0

pn—1 2 pn—1

E Z Pi (Bti+1/\t - Bti/\t> S Z E ‘907, (BtH_l/\t - Bti/\t) |2
i=1 i=1
pn—1
Z E "Pi’2 E (Btiﬂ/\t - Bti/\t)2
=1
pn—1

= cltin At =t At)
=1

IA

< 00

4) On démontre la continuité :

D’apres la définition on a : V¢t >0 , I, (X) = f;;l ;i (Btz.+1 — Bti) + ©p,, (Bt — Btpn)
On a (By),, est continue => (Bt,,, — Bt,) est continue et (B; — By, ) est continue.
Alors 37t o, (Btiyy — B,) + ¢p, (B: — By,,) est continue.

Donc I; (X) est continue en ¢. =

2.2 Intégrale stochastique des bon processus :

Définition 2.2.1 pour prolonger la définition précédent o autre classe des processus, on

définit la classe des bon processus Lo
Lo = {L: (Lt),s0; (FP) -adapté, caglad, E (fot L§d5> < oo}.[voz’r 7).

tels que {ftB,t > O} la filtration naturelle du mouvement Brownien.

Proposition 2.2.1 Si L est un bon processus, il existe {L™,n > 0} suite de processus
étagés telle que E [f(f (Ly — L™)?ds| — 0

Quand n +— +o0o, puis que pour tout t > 0 il existe une v.a
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I, (L) de carré intégrable telle que E [|I, (L), — I, (LZ)F] — 0 quand n — +o00.

Donc on définit I, (L) = fg L.dB, ,tels L € Ly comme suite :

3 LodBy = lim, o [3 L8VdB, = limp, oo Y020 L (B

Proposition 2.2.2 Pour toutt >0 on a fot B,dB,

Preuve. On utilise la définition précédent, on a donc

t pn—1
/ B,dB, = lim > By, (By,, — B,)
0 n—oo

1=0

1 [
e ((E )
1=0
1 = 2
) (Bf o ngzloo (Z (Btwrl - Bti)

1=0

car :

pn—1
(B2, —B}) =B} - BY+BL- DB+ .5,
1=0
=0+ B}
1
=3 (Bf —t)

Pn—1

— By,).

3 (B — 1)

)

2
Btpn

_ 2
,1_Bt

0

+ B?

tpn

lim, oo < o (Bryy — Bti)2> =t car la variation quadratique sur [0,¢] du mouve-

ment Brownien existe dans L? est t . [voir 6].

Propriété 2.2.1 pour L et X dans Lo
1) EL (L)] =0
2) B |(fy LodB,) (o XoB,)| = B [y L.X.ds|

En cas particulier si L = X
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onakl {(f(f Lsst> 2} =F [fot Lgds} = wvar [I; (L)]
3) La linéarité I, (aL + BX) = al; (L) + B1; (X).
4) Propriétés d’isométrie :
Pours,t >0 EI[I, (X)L (L) =E [ i LuXudu] .
*le processus Iy (L) I (X) — fot L,X.ds est une (.EB) -martingale.
5) Pour tout t >0 , X1y := X, 1y (u) , u>0.
On définit [, X,dB, = [7° X,1j4 (u)dB, , t>0
[IX,dB, = [y X,dB, — [} X,dB, , 0<s<t
0) E[(1(L) = I, (L)) \FP] = E [ [/ L2du\FP].
7) Propriété de martingale :

Les processus (I; (L) ,t>0) et (It (L)* — fot L%ds , t > 0) sont des (FP) -martingales

continues.

Preuve. 1) On utilise la proposition (2.5.1)

EllL(L)] = lim E[I;(L")] =0

n—~+00

2)

Var([l,(L)] = lim VarE[L (L)) = lim E[I, (L")

n— 400 n— 400
= lim FE

pn—1
- oo ZO 07 (tipr — tz‘)]

:EU;Lgds].
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3)
I(aL +5X) = Tim I (aL" +5X") = fim_(of, (L") + 1, (X")
=l ()9l 1 ()
= aly (L) + BL (X).
4) Pour s =t
B, (L), (X)] = E l / Luxudu]
0
On a

t o]
E [/ LuXudu] =F {/ (LuXu) 1}0,t]dU1
0 0

= b [ /0 i (Luljos () (Xudjog (u)) dU}

_ & K/ﬂm (Lulpos (u))dBu) (/OOO XuZjoq (u) dBu)]
() ([ x0)
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6)

E[(I(L)~ L(L)*\F,] =E

( / t LudBu) 2 \]—'s] (d aprés5)
< / t LZdBu> 2 \]—"S]

= lim E { / t (L") du\]—"s}

n——+00

= E{ lim / t (LZ)Zdu\]-"S}

n——+00

=F { / t Lidu\fs] :

= lim F

n—-+00

7) s <t

E[L(D\FF] = lim E[L(L"\FFP] = lim I, (L") =I,(L).

n—+00 n—-+o00

Définition 2.2.2 (Martingale locale) :

Soit {Fi,t > 0} une filtration et {X;,t > 0} un processus (F;) adapté. On dit que X est
une (F;) -martingale locale s’il existe une suite {7,,n > 0} de F; -temps d’arrét telle que
p (Tn = +OO) =1

et le processus X™ : t — Xyr;, est une martingale pour tout n > 0.

Définition 2.2.3 (bon processus local) :

On dit que {L;,t > 0} est un bon processus local s’il est caglad, (ftB) —adapté, et si

tr2
Jo L2ds < +o0 p.s.

pour tout t > 0, ce classe du processus est plus grand de fonction de classe Ls.
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2
On notera L;.

= {(Lt,t > 0) ,F; — adapté, caglad, f; L%ds < 400 p.s.Vt > O}

Théoréme 2.2.1 Soit K,L € L, et I,(L) = [, LB, , I,(K)= [, K.dB,.

tels queE(fOtLgds) <oo ,Vt>0, etE(f;Kgds) <oo ,Vt>0,

a) Le processus([t (L) = fot L.dB, t > 0) et ([t (K) = fg K dBg,t > 0) est une martin-
gale.

b) Soit N; = <f0t LsalBS>2 — fot L2ds .Le processus (N; , t > 0) est une martingale.

c) L'espérance de [} LydB, (resp [, K.dB,) est nulle et sa variance est égale E (fg L§d5> (resp
B ( [y K2ds)).

A) E (fy LB, [y K.dB,) = E (fy LKqds)

e) Le processus (fot L.dB, fot K,dB, — fot L,K.ds ,t> ()) est une martingale.

Remarque 2.2.1 On peut définir fot LydBg pour des processus adaptés caglad qui n’ap-

partiermment pas nécessairement ¢ L? (Q x R,), mais qui vérifiant pour tout t,
[7 L% (w)ds < .
Dans ce cas le processus ( fot L,dBg,t > O) n’est pas une martingale mais martingale locale

et B (fot LSdBS> peut étre non nul.

2.3 Intégrale de Wiener :

L’intégrale de Wiener est simplement une intégrale stochastique avec X fonction détermi-

niste i, e ne dépendant pas de w ( X fonction de t).

Définition 2.3.1 On note L? ([0, T],R) = {f [0, T] — R/ fOT 1f (s)]?ds < oo} l’ensemble

des classes des fonctions boréliennes f de [0,T] dans R de carré intégrable.

1
L*([0,T],R) est un espace de Hilbert pour la norme ||f]], = (fOT 12 (s) ds) °

Lemme 2.3.1 (Lemme hilbertien) :
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Soit f € L*([0,T],R).II existe une suite des fonctions en exalier {f,}

telle que ||f — fallyr — 0 quand n+— +oo. [voir 7].

Proposition 2.3.1 Soit f, une fonction en exalier , f, (t) = > 7" a;ly, ., (t) tels que
pn € N, les a; sont réels et {tﬁ")} une suite croissante de [0,T] donc on définit ’intégrale

de Wiener par

T n
] (fn) - fo fn (S) dBS - ;71;):1 (07 (Bti+1 - Btl)
d’ot la variable aléatoire It (f) est une v.a gaussieme d’espérance nulle et variance fOT 12 (s)ds.

Preuve. D’aprés lindépendance de les accroissements

[IT fn —

Zaz (Bt — Bt,)
= Z E [Ozi (BtHl - Bti)}

= Z E(a;) E (Bti+1 - Bti)

Pn
Var (It (fn)) Z aiVar (B, — By,) = Z o? (tiy1 — 1)
i=1

[voir 7]. m

2.4 Intégrale des processus d’Ito :

Définition 2.4.1 On appelle processus d’Ito tout processus (X, t > 0) tels que :

X, = Xo+ [y HydB, + [, Vids
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ou Xq est Fy -mesurable, H un processus adapté tels que :Vt, fg H2ds < 0o p.s

et V' est un processus adapté tels que : Vt, fot Vil ds < 0o p.s.

2.4.1 Intégration :

L’intégrale stochastique d’un processus Y par rapport a une processus d’It6
dXt - ‘/tdt + thBt

est définit par [) YidX, = [) YViVids + [, Y,H,dB,.

2.5 Formule d’Ito6 :
Soit X; = X, + f(f H,dB, + f(f V,ds un processus d’Ito.
Remarque 2.5.1 si on prend dX; = Vidt + H;dBy,on a (dX;,dX;) = H:dt

2.5.1 Premiére formule d’Ito :

soit f :R — R une fonction de classe C%alors f(X;) = f(Xo) + fot f(X5)dXs +

t
5 o [1(Xo)d(X),
cette formule s’écrit sous forme

S

& (X0) = f/ (X) dX,+ 3 1" (X)) d(X)

si f est a dérivée borné et H bornée le processus f (X;)— [3 ' (X,) Vads—1 [7 " (X,) H2ds
est une martingale.

En cas particulier si dX; = dB;
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P =+ [ 78 (w+(fﬂ@mwx

/f dB+/f”

2.5.2 Deuxiéme formule d’Ito :

Soit f une fonction de classe C1? (définie sur R, x R de classe C* par rapport a ¢ ,de

classe C? par rapport & x),on a :

Lorf
ft, X)) = f(0,Xo) /8 SXd+/8$SX)dX+ 82(X)d<X>s
On peut écrire cette formule sous forme différentielle :
0 0 102
0 (4.0 = (e X+ O xyaxo+ L0 x) a(x),

En cas particulier :

f(t,Bt):f(0,0)+/Og—f(sB VB, + /a (s, B.) ds + ng( B,)d(B).

Définition 2.5.1 On présente maintenant la version multidimensionnelle de la formule
d’Ito. Un processus B = (By,t > 0) a valeurs dans R? (avec d > 1)est un (F;) -mouvement
Brownien d-dimensionnel si ses composantes sont de (F;) mouvement Brownien indépen-

dants.
Un processus réel X = (X;,t > 0) est un processus d’Ito si :

= Xo+ 0, e HPAB® + (1 Vids
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oud>1,B= (B(l) ..... B(d)) est un (F;) -mouvement Brownien d-dimensionnel,
) € Ly (donc adapté tels que Vt, f(f (Hgk))Q ds < 0o p.s) et V un processus adapté tels
que Vt, fot |Vi| ds < oo p.s.
pour un couple quelconque de processus d’Ito :
= Xo+ Zk 1 fo HPaB® + fo Vids
etY, =Yy + 30 f(f Ks(k)ngk) + f(f Wds ,on définit :
(XY}, = S0, o B Kods,t > 0

En cas particulier ,on définit (X), = (X,Y),.

2.5.3 Formule d’Ito multidimensionnelle :

Soit XM, ..., X des processus d’It6

X0 2 X4 5 [ HPa [

Soit f : R, x R™ — R une fonction de classe C*? ,Alors :

(XD, e XY = 1 (0,50, X)) 2 ( X, X0 dst

n t 1 n 1 n i i
S Og_;(s,xg>, ...... X! )) TDLEES DD DA e i (S,Xs(), ...... X! )>d<X(),XU)>S

2.6 Intégration par partie :

La formule d’intégration par partie dans le résultat suivant est une conséquence de la

formule d’Ito6.

Proposition 2.6.1 Soient X,Y deux processus stochastique d’Ito
on a: XY, = XoYo + [y X.dY, + [y VidX, + [ d(X,Y),
En notation différentielle :

d(X.Y), = X,dY, + Y,dX, + d(X,Y),
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Preuve. On applique la formule d’Ttd & X? et Y;? ,on obtient :
dX? = 2X,dX, + 2d (X),

dY? =2Y,dY, + 2d(Y),

En appliquant aussi & (X + Y)? on obtient :

dX+Y)? =2(X,+Y)d(X; +Y) + 2(X +Y),

on obtient :

1
d(XY), =5 (d(X +Y)! —dX} - dY}?)
1
= XudY, + Yid X, + S [d (X +Y), = d(X), — d (V)

— X,dY,; + YdX; + d (X, Y),

soient les processus X; = e*? et Y, = e

d’aprés la formule d’Ito6 :

dXy = ae®®dB, + 1 a?ePdt = aX,dp; + Lo’ X,dt
dY; = ae®dt = aY,dt

on pose Z; = Y; X,

donc d’prés la formule d’integration par partie :

t t t
Zt:nxt:ea(6t+t):1+/ YSdXSJr/ XSdYS+/ d(X,Y),
0 0 0

t 1 t
=1+ / Y, (aXsst + §oz2Xsds) + / aY,X.ds+0
0 0
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Conclusion
L’intégrale stochastique considére comme base de calcul stochastique .
Dans le chapitre suivante nous aurons appliqué la dans les équations différentielles

stochastiques
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Chapitre 3

Les équations différentielles

stochastiques

Introduction
Les équations différentielles (standard)gouvernent de nombreux phénomeénes déterministes.

Pour prendre en compte des phénomeénes aléatoires, formelles on doit prendre en compte
des <<différentielles stochastiques>> , ce qui transforme les équations différentielles en

équations différentielles stochastiques(EDS).

3.1 Les équations différentielles stochastiques :

Définition 3.1.1 On appelle équation différentielles stochastiques(EDS) une équation en

le processus X de la forme :

dXy =a(t,X;)dt + o (t,X;)dB,

ot a(t,x) est appelé dérivé ou drift de I’EDS

o (t,x)est appelé coefficient de diffusion de I’EDS.

La solution d’une I’EDS est une fonction aléatoire, pour démontrer que un processus X
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est un solution des EDS on appliquer la formule d’Ité.

1l ya des types des équations différentielles stochastiques dans la partie suivante on va

étudier ces types et nous donnons queques exemples. [voir 5].

3.2 Equation linéaire :

3.2.1 Black-scholes :

En générale black-scholes de la forme dX; = a X;dt + o X,d B,
tels que a (t,z) = ax et o (t,x) = ox
Sa solution est X; = Xjexp (at — %275 + (TBt)
On a EDS : dX; = r Xidt + o X;dB;
Xo=x9 ,r,0 >0
On va démontrer que le processus :
X, = xoe(’"*”%)te"& est un solution de 'EDS : dX; = rX,dt + 0 X,dB,

Xo =29 ;7,0 >0

2

dX; =d <xoe(T’U§)t€UBt>

2 2
_ |:(7" . %) xQ@(r—a%)teaBtdt + xoe(r—a%) (O_eaBtdBt + %eﬂBtdt):|

= TXtdt + O'XtdBt

Ce forme des EDS est appelé black-scholes.
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3.2.2 Ornstein-uhlenbeck :

Est un EDS de la forme dX; = —aX;dt + 0dB;
tels que a (t,z) = —ax (a >0) et o(t,z) =0
Sa solution X; = Xpe % + o f; e~ t=9) B,
Si ’EDS sans le terme odB, ,I’équation dX; = —aX,dt se résout immédiatement
en X; = ce”
Pour tenir compte du terme , on fait<<varier la constante ¢ >>
d(ce™) = dc — ace”dt = dX; = —aXydt + od B,
dc = oe™dB,
c=Xo+ [, oe*dB,
Un autre équation tels que a (t,z) = aux et o (t,x) = ox
On suppose que (at),, et (01),5, sont bornés ou vérifiant I'inégrabilite fUT lat| dt < 0o et
fOT oy |” dt < 400
L’EDS dX; = X; (a;dt + 0¢dBy) , Xo =z

admet pour solution

t t 1 t
Xy =xexp (/ asds —i—/ o,dB, — —/ afds) .
0 0 2 /o

Preuve. dX, = o, X, dt + 0, X,dB,

Nous pouvons alors écrire ‘%ﬁ = a,dt + o0,dB;.

En intégrant le membre de gauche ,on devrait trouver log (X;)
posons Y; = log (X;) .Alors la formule d’It6 donne

1

dx?
2X7 Tt

1
dY; = —dX; —
Ly A

1
= atdt + O'tdBt - QU?dt
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En intégrant et en reprenant I’exponentielle,on obtient donc la solution

t 1 t
X; = Xpexp </ {as - —a?] ds + / anBs>
0 2 0

[voir 5]. m

3.3 Equation affine :

On suppose que a (t,2) = qx +¢; et o (t,x) = opx + 0y

C’est-a-dire 'EDS affine générale

dX; = Xy (a,dt + 0¢dBy) + ¢ dt + 6,d By

Elle a une solution construire a partir de la solution de 'EDS linéaire dZ; = Z; (a;dt + 04dB;)

de condition initiale Zy =1 , e
Z, = exp <f0t asds + f(f osdBs — %f(f a?ds)

Donnée,avec ¢; = ¢; — 0,0, ,par X; = Z, (Xo + fg Z71 (¢ds + 6sst)>.

Remarque 3.3.1 La solution d’ une EDS n’ est pas en général aussi simple. C’est pour
quoi il existe des conditions sur les fonctions a et o qui assurent [’existence et ['unicité de

la solution de I’EDS.

3.4 L’existence et 1’unicité :

L’existence et I'unicité de la solution des EDS sont partie important dans I’étude de EDS.

3.4.1 Equations homogénes en temps :

Soit B un M.B et a et ¢ deux fonctions définies comme suite a,0 : R — R.

On définit I’ EDS homogene en temps comme suit
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dXt = CL(Xt> dt + O'(Xt) dBt et XO = X9 € R

Définition 3.4.1 (fonction Lipchitzienne) :
Une fonction a : R — R est une fonction Lipchitzienne
Si il existe une constante K > 0 tels que pour tout x,y € R

ja(2) —a(y)| < Klr—y|.

Théoréme 3.4.1 Si les fonctions a,0 : R — R sont continues pour tout x € R et aussi
Lipzchitizienne, |a (x) —a (y)|+|o (x) — o (y)| < K |z — y| alors I” EDS admet une unique

solution pour tout condition initiale xo de plus cette solution vérifie
E (supycy<r | Xil) <00 , 2<p< o0

La solution est appelé solution forte.. [voir §].

3.4.2 Equation non homogéne en temps :

On définit I’ EDS non homogéne en temps comme suite :
dXt = G(t, Xt) dt +0 (t,Xt) dBt et XU =X € R

tels que a, 0 : [0,400] Xx R — R et B un M.B.

Définition 3.4.2 Une fonction a : [0,00] X R — R est une fonction Lipchitzienne
Si il existe une constante K > 0 tels que pour tout x,y € R

Théoréme 3.4.2 Si les fonctions a,o0 : [0,400] X R +— R sont continues pour tout x € R
et aussi Liptizienne, |a (t,x) —a (t,y)|+|o (t,x) — o (t,y)| < K |x — y| alors I” EDS admet
une unique solution pour tout condition initiale x

De plus cette solution vérifie E (SUPogth |Xt|p) <00, 2<p<oo

La solution est appelé solution forte.
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Conclusion
L’étude des équations différentielle stochastique permet de trouver une solution de

plusieurs phénomenes aléatoires.
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Conclusion

I’objectif de notre travail est ’étude de I'intégrale stochastique et application .

d’abord nous avons présenté quelques notions basique de la théorie des probabilités ,pro-

cessus stochastique et exemple particule de ces processus.

Ensuite nous avons détaillé de l'intégrale stochastique et formule d’itdé qu’ils décrit par
Kiyoshi Ito.

Enfin nous avons présenté les équations différentielles stochastiques qu’ils sont considérés
comme application de I'intégrale stochastique.

Donc dans ce mémoire nous avons reconnu a un nouvelle intégrale(intégrale stochastique)et

application(les EDS).

Nous souhaitons de compléte le recherche par une étude détaillé de la solution des équation

différentielles stochastique et quelques théorémes principaux.
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Annexe : Abréviations et Notations

Les différentes abréviations et notations utilisées tout au long de ce mémoire sont expli-

quées ci-dessous :

R . Ensemble des nombres réels

R, :  Ensemble des nombres réels positifs
Br : Tribu Borélienne sur R

Q : Un ensemble des événements

La tribu définie sur €

P : mesure de probabilité sur (2, F)

T . Intervalle de ¢t [0, +o0] ou [0, 7]

v.a : Variable aléatoire.

p.S . Presque stirement

M.B : Mouvement brownien.

(X), : Variation quadratique de processus X
E[X] : Espérance de variable aléatoire.
E[X\F] : Espérance conditionnelle de variable aléatoire
14 . Fonction indicatrice de 'ensemble A
I, (X) . Intégrale stochastique de processus X
EDS . Equation différentielle stochastique
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Résumé

Résumé

Dans ce mémoire nous somme intéressées au l'intégrale stochastique et application
D’abord nous avons présenté des généralités de la théorie de probabilités et les processus
Ensuit nous avons détaillé de 'intégrale stochastique et formule d’Ito

Enfin nous avons étudié les équations différentielles stochastiques

Abstract

In this thesis ,we are interested with stochastic integrals and application

Firstly, we have presented stochastic processes, secondly we have spoken about

stochastic integrals accurately and Ito-formula.

Finally, we have studied stochastic differential equation.
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