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Introduction

Les équations différentielles doublement stochastique rétrograde (EDDSR) on été
introduits par Pardoux et Peng [15] en 1994, avec deux directions différentes d’intégrales
stochastiques, un intégrale stochastique standard (progressive ) dWy et un intégrale stochas-
tique rétrograde dB; . Ils ont prouvé l’existence et ['unicité de la solution sous la condition
de Lipschitz . L’objectif de ce travail est de rappeler un résultat sur le théoréme de compa-
raison de ce type d’équation ( résultat de [4] ) , et par suite on donne une application de
ce théoréeme dans l’étude des EDDSR a coefficients continues.

Ce mémoire est composé en 03 chapitre :

- Dans le chapitre (01) : On présente des notions de base sur le calcul stochastique
(généralité de processus stochastique, mouvement Brownien,martingale,intégrale sto-

chastique et calcul...etc).

- Dans le chapitre (02) : On montre que, si les deuzx générateurs f et g de l’équa-
tion différentielle doublement stochastique rétrograde (EDDSR) satisfaisons cer-

taine condition la solution est unique.

- Dans le chapitre (03) : On donne le résultat de théoréme de comparaison pour les
équations différentielles doublement stochastiques rétrograde et comme application

on étudier le cas continue.



Chapitre 1

Rappel sur le calcul stochastique

Dans ce chapitre, nous présentons les résultats de calcul stochastique dont nous

aurons besoin dans la suite de ce mémoire.

1.1 Notions générales

1.1.1 Processus stochastique

Définition 1.1.1 Un processus stochastique est une famille de variable aléatoire X = (Xt)teR+

définie sur un espace de probabilité (2, F, P) a valeur dans (E,€), appelée espaces d’états

généralement (E,e) = (R?, B (RY)).

Remarque 1.1.1 - Dans la pratique ["indice t représente le temps.

- Pourt € Ry fixé, w € Q — X, (w) est une variable aléatoire sur l’espace de probabilité
(QF,P).

- Pour w € Q fizé, t € Ry — X, (w) est une fonction a valeur réelles, appelée trajectoire

du processus.



Chapitre 1. Rappel sur le calcul stochastique

Définition 1.1.2 Soient X = (X;) >0 et Y = (Y3),5, deuz processus stochastique :

a) On dit que Y est une modification de X si, pour tout t > 0, les variables aléatoires X,
et Y; sont égales P.p.s c’est a dire : ¥t >0, P(X, =Y;) = 1.
b) X etY sont indistinguables si P.p.s, les trajectoires de X et de' Y sont les mémes c’est

a dire : P(X; =Y, Vt >0)=1.

Proposition 1.1.1 1. Indistinguable = modification —> équivalents.

2. Soient X = (X¢)yep, et Y = (Yy),cp, deux processus stochastique continu alors :

X etY sont indistinguables <= X est une modification de Y.
Définition 1.1.3 Un processus X est dit continue si pour presque toutes les trajectoires
sont continues, c’est a dire :
P(t € Ry — X, est continu) = 1.
Définition 1.1.4 Un processus X = (X;) +>0 est dit mesurable si la fonction :
(t,w) € (Ry,B(Ry)) x (2,F) — X; (w) € (RY, B (RY)).

est mesurable.

1.1.2 Filtration et adaptation

Définition 1.1.5 Une filtration {F;},., sur un espace de probabilité (Q,F, P) est une
suite crotssante de sous-tribus de F c’est a dire :

F.CECF, Vs<t

Définition 1.1.6 Soit (F;),, une filtration.

- On définit Fi- = o(UF;) la tribu des événements antérieurs at > 0 et F,p = ( N FHE)
e>0

s<t
la tribu des événements instantéments postérieurs a t > 0.

3



Chapitre 1. Rappel sur le calcul stochastique

- On dit qu’une filtration continue o droite si ¥Vt > 0, F; = Fi+. De facon analogue si

Fiy = Fi- pour tout t > 0 on dit qu’elle est continue a gauche.

Définition 1.1.7 (adaptation) Un processus X est adapté par rapport & la filtration

{:Ft}tzo st, pour tout t, X, est Fi-mesurable.

1.1.3 Espérence conditionnelle

Définition 1.1.8 Soit X une variable aléatoire réelle intégrable définie sur (2, F,P) et

G une sous tribu, l’espérance conditionnelle de X sachant G est l'unique variable aléatoire

E[X | G] tel que :
i) G-mesurable.

i) /E[X]g]dP:/XdP, VA €G.
A A

Propriété 1.1.1 Soient X, Y deuz variables aléatoires réelles appartenant a L? (Q, F, P),

sott G une sous tribu de F. On a alors :

1. Linéarité : Soit a et b deux constantes

ElaX +0Y |G| =aE[X |G| +bE[Y | G].

IS

. Positivité : st X >Y = FE[X|G]>E[Y |G] p.s.

3. 51 X est indépendante de G , alors E (X |G]=F[X].

S

. Si X est G-mesurable, alors : F (X |G] = X.
5. Si X est G-mesurable, alors : F (XY |G]=XE[Y]|g].

0. E[EIX|G]=E[X].
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1.2 Mouvement Brownien

Définition 1.2.1 On appelle mouvement brownien standard un processus stochastique W
a valeurs réelles tel que :

1. Pp.s.t— W, (w) est une fonction continue.

2. pour 0 < s <t W, —W; est indépendant de la tribu o {W,,u < s} et de loi gaus-

stenne centrée de variance t — s.
3. Wy =0 P.p.s.

Pour tout t > 0, la variable aléatoire Wy suit la loi qaussienne centrée de variance t

donc de densité (2rt)"/? exp {—22/ (2t)} .

Remarque 1.2.1 On dit que W est un {F;},o —MB si W est un processus continue ,

adapté a la filtration {F},. , vérifiant :

Vu € RV0 <5 <t, B (")

Fs) =exp{—u’(t—s)/2}.

Remarque 1.2.2 Dans la suite, lorsque [’on parlera de mouvement Brownien, sans autre

précision, il s’agira d”un mouvement Brownien standart.

1.3 Martingale & temps continue

Définition 1.3.1 Soit (Q,]—", (Ft)i0 5 P) un espace de probabilité filtré.

Un processus (Xi),~, est une martingal , pour tout t >0 :

i) X, est Fi-mesurable.
ii) X, est intégrable, c’est a dire : E (|M,]) < +o0.

iii) F[X; | Fs] = X, pour tout 0 < s <t .
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Remarque 1.3.1 Une martingale (Xy),, vérifie la propriété suivante :
vt > 0, EX)] = E[Xo.
Proposition 1.3.1 Soit (Xt)tzo une martingale de carré intégrable, alors, Vs <t, on a :
E[(X,—X,)? | F]=E[X? - X2 | F,].

Théoréme 1.3.1 (Burkholder-Davis-Gundy (BDG)) Soit p > 0 un réel. Il existe

deuzx constantes c, et C, telles que , pur toute martingale locale continue X, nulle en

Z€éro,
oF (X, X} < E {Sup |Xt|p} <GB (X, X)2]
t>0
Remarque 1.3.2 En particulier, si'T" > 0,

ol [<X7 X>I:)r/2] <K l sup |Xt\p} <C,E [(X,X)Z}/ﬂ

0<t<T

Lemme 1.3.1 (Gronwall) soit g : [0,T] — R une fonction continue telle que, pour

tout t

t
g(t)§a+b/g(s)ds,a€R, b>0.
0

Alors, pour tout t,

g (t) < aexp(bt).

Théoréme 1.3.2 (Inégalité de Holder)
Soient p,q € (1;+00) avec i—l—% = 1,0u alors sotent p =1 et ¢ = co. Alors, pour f € LP et

g€ L,

/ Foldu < 171, Nl
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Théoréme 1.3.3 (Représentation des martingales Browniennes) Soit M = (M),
une martingale (cadlag) de carré intégrable pour la filtration (Fy),sq, la filtration d’un

mouvement Brownien B = (Bt),s,. Alors il existe un unique processus H = (Hy),5, de
M? (RX), tel que :
t
vVt >0, M; = M,y +/ H,.dBs;, P.p.s.
0

1.4 Calcul d’Ito

Nous introduire un calcul différentiel sur ces intégrales stochastiques. La formule d’Ito
donner la fagon de différecier t — f(B;) si [ est une fonction deux fois continiment

différentiable.

1.4.1 Processus d’Ito

Définition 1.4.1 Soient (Q,f , (j:t>tzo , P) un espace probabilisé muni d’une filtration et
(Bt)>o un Fi-mouvement Brownien. On appelle processus d’Ito, un processus (Xi)oc,<p @

valeur dans R tel que : P.p.s

t t
Xt:Xo+/b$ds+/Usst
0 0

avec !

*

Xg est Fg-mesurable.
* (bt)y<p €t (01),<p des processus Fi-adapté.

T
*/ | bs | ds < +o00  P.p.s.
0

*

T
/ | 05 | dBs < 400 P.p.s.
0
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1.4.2 Formule d’Ito6

Théoréme 1.4.1 1) Soit (X;),,<p un processus d’Ito :
t t
X; = Xo—l—/bsds—i—/asst
0 0
et f une fonction deux fois continiment différentiable, on a :
P =00+ [ 7 0axe L [ e ax),

tel que :

(X, X), = f?@

et/f S dX, = /f bds+/f ,) 05dB,.

Avec la table de multiplication

dt | dB;
dt |0 |0
dB, | 0 | dt

2) De meéme si (t,x) — f (t,z) est une fonction deux fois contindment différentiables en

x et une fois différentiable en t, ces dérivées continues en (t,x), (f € C*?), on a :

FX) = £0.50)+ [ £ X)ds+ [ fsX)ax,+5 / 75, X)X, X),
ta ta 82
—r.x0+ [ eyt [ Fexyag [Thexoaw ..
Lemme 1.4.1 Soit o € S*([0,T];R*), 8 € M*([0,T];R*), v € M?([0,T];R*), 6 €
M? ([0, T| ;RkXd) , tels que :
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t t t
at:ag+/ﬂsds+/vsdﬂs+/6des,Ogth,
0 0 0

alors

t t
|Ozt|2 = |a0|2+2/ (as,ﬁs)ds—i—Q/ (s, Ysdfs)
0 0

¢ ¢ ¢
—|—2/ (cvs, 0, dW) —/ ||’ys||2d8+/ ||5s||2ds.
0 0 0

Et

t t
Emﬁ:JN%F+2E/(%J@d&—E/H%st
0 0

t
+E/H&W@.
0

Plus généralement, si ¢ € C* (R")

b (1) = 6 (00) + / (& (an) . B.) ds + / (& (02) , 7sdB.)
-+4<¢a%%@mm)—%ézwwuag%ﬁyk

1

+ 5/0 Tr[¢" (a) 850%] ds.

Intégration par parties

Théoréme 1.4.2 Si f est une fonction de classe C* :

[r@am= i@~ [ 1680
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Proposition 1.4.1 (Formule d’intégration par parties)

Soit X; et'Y; deux processus d’Ito, c’est-a-dire on la forme

t t
X; :X0+/bsds+/asst
0 0
et

¢ t
Y: ZYb—i-/b’sds +/J;dBS.
0 0

Alors :
t t
XY= XoYo + / X, dYs + / YdX, +(X.,Y),
0 0

avec la convention que :

¢
(X,Y>t:/asa;d5.
0

Preuve. On a d’aprés la formule d’Ito :

t
(Xt+Yt>2=(Xo+Yo>2+2/ (X, +Y.) d(X, +Y))
0

¢
+/ (054 0') ds
0

t t
Xf:Xg+2/ XSdXSJr/agds
0 0

t t
Yf—Y02+2/ YSdYs—i—/afds
0 0

d’ot, en faisant la différence entre la premiére ligne et les deux suivantes :

t
2X:Y =2XoYo + 2/ XsdY
0

t t
+ 2/ Y. dX, + 2/ os0%ds
0 0

10

(1.1)

(1.2)

(1.3)

(1.4)



Chapitre 1. Rappel sur le calcul stochastique

ce qui tmplique :

t t t
Xth:XOYO—i-/Xdes—l—/stXs—i—/Jsagds.
0 0 0

1.5 Intégrale stochastique progressive-rétrograde

1.5.1 Notation et préliminaires

Soit {W (t),t € [0,1]} un processus de Wiener standard de dimension d satisfaisant
W (0) = 0,défini sur un espace de probabilité (2, F, P) ; (W (t) = (Wi (), Wy (t),..., Wy (1))).

A chaque t € [0,1], on associe deux o—algébres
Fi=o(Wi(s), 0<s<t),

et

Fl=oc(W(s)—W(1); t<s<1).

Alors {F;} est une filtration progressive (c-a-d. F; T comme t 1), et {F'} est une fil-
tration retrograde (F* T comme t |).

Nous utiliserons la notation avec l'indice {X;} pour indiquer un processus F;—adapté, et
la notation avec {Y'} pour indiquer un processus F'—adapté. La raison de la notation
{W (t)} est que {W (t), t T} est un processus F; Wiener, et {W (t) —W (1), t |} est
un processus F'— Wiener, les deux ayant le méme différetiel dW (t).

On donne maintenant les définitions des intégrales stochastiques progressive et retrograde.

Soit {X¢,t €[0,1]} un processus continu F;—adapté avec des valeurs dans R", et ® €

C (R

11



Chapitre 1. Rappel sur le calcul stochastique

Soit {n"™,n € N} n’importe quelle suite de partitions :
T ={0=t) <t} <..<tr=1},

tel que

7| & SUDg<k<n—1 (tZH — t};”) — 0 quand n — oo.

Alors Uintégrale progressive d’Ito de ® (X;) par rapport & dW (t) définie comme suit
n—1

/tcp(xs) AW () 2 P~ lim 3@ (X,,) (W (ter A8) — W (e A ).

On suppose maintenant que {Y*',t € [0,1]} soit un processus continu F'-adapté avec des
valeur dans RM, et ¥ € C (]RM ) Alors lintégrale d’Ité retrograde de W (Y") par rapport
a dW (t) est définie comme :

n—1

/1 U (Y*)dW (t) &£ P — lim Z U (YD) (W (tgga V) = W (8 V 1)

Et le processus qui en résulte est une F' martingale locale continue retrograde.

12



Chapitre 2

Equations différentielles doublement

stochastiques rétrogrades

Le but de ce chapitre est de presenter briévement le resultat d’existence et d’unicité

de la solution d’une equation différentielle doublement stochastique retrograde.

2.1 Définitions et notations

Soient (2, F, P) un espace de probabilités, T > 0 un temps fini.
{Wi,0 <t <T} et{B;,0 <t < T} deux processus de mouvement brownien standard et
independants, avec des valeurs dans R? et R' définie sur (Q, F, P), respectivement.

On consideére les filtrations
FV =c{W,;0<s<t} et ffT =0{Bs— Bt <s<T}

complétes par les ensemble p-nulle.

Le o-algebre

A 4 B
ft:ft,T\/ft,T7

13



Chapitre 2. Equations différentielles doublement stochastiques rétrogrades

ou pour chaque processus {n;},

fgtza{m—ns;SSTSt}\/N, f?:fgt'

Notons que la collection {F;,t € [0,T]} n'est ni croissante, ni décroissante, et il ne s’agit
pas donc d’une filtration.

On défini les éspaces des processus suivants :

M? ([0, T];R™) ’ensemble des processus {ps,t € [0,T]} mesurables , & valeurs dans R",

tels que :

T
1. E/ || dt < 0.
0

2. ¢ est F; mesurable ¥t € [0, 7).

S2([0,T];R™) I’ensemble des processus aléatoires continues {ps,t € [0, T]} a valeurs dans

R™ qui satisfait :

1. E (supg<i<r |S0t|2) < 0.

2. ¢ est F; mesurable pour ¥t € [0,T].

On consideére les deuzx fonctions
f:Qx[0,T] x R* x R*>4 — R¥,
g:Qx[0,T] x R x RF*4 — RF*,
Qui sont mesurables pour tout (x,y) € RF x R¥*d et

f(y,2) € M ([0,T];RY),

9 (. y,2) € M*([0,T] ;kaz) '

14



Chapitre 2. Equations différentielles doublement stochastiques rétrogrades

2.2 Hypothéses

On consideére les hypothéses suivantes :

Il existe des contantes ¢ > 0 et 0 < a < 1, tel que,
pour tout (w,t) € Q x [0,T], (y1,21) , (y2, 22) € R* x R¥*L,
‘f (tvybzl) - f (tvy% Z2>’2 <c (’yl - 3/2'2 + Hzl - Z2H2) )

g (t,y1,21) — g (t, e, Z2)||2 <cly — y2|2 +allzxn — 2’2||2-

(H.1)

\

)
(H.2) Il existe ¢ , tel que pour tous (t,y,2) € [0,T] x R* x R¥*d,

\ 99" (t,y,2) < 22" + ¢ (|lg (¢,0,0)|* + [y[*) L.
(H.3) {qg. (t,2,y,2)00g. (t,x,y,2)" < 00"Vt € [0,T) ,z € R, y e R¥, 2,0 € R¥*7,

Etant donné € € L? (Q, Fr, P, Rk) , on cherche a resoudre [’équation différentielle double-

ment stochastique retrograde suivante :

T T T
Ytzg+/ f(s,n,zs>ds+/g<s,n,zs>st—/ ZdW, 0<i<T. (21)
t t t

La variable aléatoire & est dite condition terminale et f est le générateur.

Nous notons que lintégrale par rapport o {B;} est " lintergrale d’Ité retrograde " et

Uintegrale par rapport & {W,} est " lintergrale d’It6 progressive ".

2.3 Existence et unicité

L objectif principal de cette section est de prouver :

Théoréme 2.3.1 Sous Uhypothése (H.1), l’eq (2.1) posséde une unique solution, telles

que :

(Y, Z) € $*([0,T];R*) x M ([0, T]; R™).

15
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Avant de prouver le théoréme , nous établissons le méme résultat dans le cas ou f et g ne
dépendent pas ni deY et ni de Z. Etant donné f € M? ([0,T];R*) et g € M? ([0,T];R*)
et £ € L? (Q, Fr), considérons 'EDDSR :

T T T
Yt:§+/ f(s)ds+/ g(s)st—/ ZsdW, 0<t<T. (2.2)

Proposition 2.3.1 Il existe un unique couple
(Y,2) € S*([0,T];R*) x M? ([0, T]; R*™9).

qui résoudre l'eq (2.2).

Preuve. Unicité : Soit (7, 7) la différence de deux solutions, alors
— T—
Yt—i—/ Z dWs =0, 0<t<T
t
par [’orthogonalité on obtient que
E<|Yt| >+E/ T, [ZSZS } ds =0,
t

et donc Y, =0 P p.s., Z, =0 dt.dP p.s d’ou lunicité.

Existence : On défini la filtration (Gi)oc,<r PaT
G =F"VvFE etsoit

T T
M, = E9 [{ + / f(s)ds+ / g (s) dBS] ,0 <t < T,une martingales de caré intégrable.
0 0

Par le théoréme de représentation des martingale, il existe un processus {Z;} , (G;) —progressivement

mesurable & valeur dans R¥*4 tel que :

T
E/ |2, dt < oo,
0

16



Chapitre 2. Equations différentielles doublement stochastiques rétrogrades

et

t
Mt:MOJr/ Z,dW,,0<t<T.
0

Par conséquent

T
MT = Mt +/ stWsa
t

En remplacement My et M, par leurs définition , alors on a, pour t € [0,7T],

vi=er [ seast [ owa - [ zaw,

ol

vie g (e [ feass [ owan.).

Il me reste a montrer que {Y;} et {Z;} sont Fi-adaptés. Pour Y; est évident puisque pour
chaque t,

Y, =E(0/FVFF).

Ou © est Fr V FP mesurable. Puisque FP est indépendante de FrV o (0©), et
Yi=E(©/F).

Maintenant

/tTstWsIf—l-/tTf(s)ds—i—/tTg(s)dBS_Yt’

Et le coté droit est F} \/]-"fT mesurable. Ainsi, d’aprés le théoréme de représentation des
martingales d’Ito, {Zs,t < s < T} est FI'V FP. adapté. Par conséquent Zs est F}' vV F[,
mesurable pour tout t < s, donc il est F}¥ V F, mesurable.

Preuve. ( de la théoreme 2.3.1 ) m

L’unicité. Soit {Y}', Z!} et {Y}? Z2} deuz solutions. de 'EDDSR (2.1) On suppose
que :
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Chapitre 2. Equations différentielles doublement stochastiques rétrogrades

Et par suite, on applique le lemme (1.3.1) a Y , on trouve

T T
E(W)+ B [ |Z ds=28 [ (F(s¥22) - £ (5.2 2). V) ds
t t

T
SB[ g (s 2) — g (2.2 ds.
t

D’aprés (H.1) et l'inégalité

—12 T ——112 T 2
2 (|7 >+E/ IZ] dsgc(a)E/ P ds
t t
T T
150k [z as+ak [ |Z) as
t t

avec 0 < o < 1 est la constante dans (H.1). Par conséquent

B(WP)+ 1508 [ 17 s < c@ [ 7 as

par le lemme de Gronwall, il vient que FE <|?t}2> =0, 0<t<T,etdonc EfOT m2d3 =

0.
Existence. On défini une suite récurssive {(Y}, Z{)},_y,. . comme suit Y, =0, Z) =0 .

étant donné {(Yy, Z))}, { (Y™, 277" } Uunique solution de 'EDDSR suivante :

T T T
Y;H_l _ 5 +/ f (5,}/;7 Zz) ds +/ (S,YZ, Zl) st —/ ZZ"‘ldWS.
t t t

—i+1 A

Soient Y, 2 YT Y} et Z, Ztt — 780 <t < T par un calcul on obtient :

p(l) e [ 17

H ds:2E/Tf(s,Y;,Z’) <f(3 yicl zi 1), 71+1> ds
t

—I—E/ Hg(s,Y;,ZZ) g(s,YZil,Zﬁfl)HZdS.
t

18
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Soit B € R.Par l'intégration par parties, on obtient

2 T 2 T
E< )eﬁt—FﬁE/ eﬁsds—i-E/ ‘
t t

T
= QE/ (f (s,YZj,Z’) f(s Yotz 1) 71,+1> ePsds
¢

. . . 2
—i+1 —i+1 ——i+1
Y, Y, Z, e’ ds,

T
+ E/ ||g (S,Y;, Zz) —g (S,Y;_l, Z;_l) H2 e ds.
t

1l existe c,v > 0, tels que

d

gEﬁ(cK

+1 7,+1

Y, Bsds

2 Bs T |71 s
5+ (8- E [T ‘e<1+EL

2
) ePsds.

Zi

1+«
2

Ouf3=r+cetc= 1=

(5o

o (T
<Bep ], ( V|

it i+l
Y Zs

2
) ePds,

AR
) ePsds.

Et par suite

e () s (5% 2 bip s i) o

Et comme 52 < 1, {(Y}, Z])},;_o1.. est une suite de Cauchy dans M? (0, T;R*) x

M? (0, T;RF*?) .Et donc {YZ}iZOJ,?y--- est de Cauchy dans S? ([0,T];R¥) ,et que
{(v,, 20)} = lim {(V/', Z) } .

est la solution de l’équation (2.1). ®
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Chapitre 3

Théorémes de comparaison pour les

EDDSR et applications

3.1 THEOREMES DE COMPARAISON :

Dans cette section , nous ne considérons que les EDDSR unidimensionnel, ¢’est-a-

dire que k = 1. On considere les deux EDDSR suivantes :

Vi=e 4 [T (s, Y Z0ds + [ g (s, Y, ZY) dB, — [ ZXdW,, pour tout (0 <t <T)
(3.1)
Y2 =&+ [T f2(s,Y2, 22 ds + [ g(s,Y2,Z2)dB, — [ Z2dW,, pour tout (0 <t <T)
(3.2)
ot les coefficients des EDDSR (3.1) et (3.2) satisfaisons les conditions de l’hypothése
(H.1). Supposond qu’il existe deuz paires de processus (Y1, Z') et (Y% Z?) satisfaisons
les EDDSR (3.1) et (3.2), respectivement et supposons de plus que :

&h>8, a.8
(H2)
Lty 2) > f2(t,y,2) as¥(ty, z)€0,T] xR xR

Alors nous avons le théoréme de comparaison suivant.

Théoréme 3.1.1 Supposons que les EDDSR (3.1) et (3.2) satisfaisons les conditions de
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Chapitre 3. Théoréemes de comparaison pour les EDDSR et applications

le proposition (2.3), soient (Y1, Z1) et (Y2, Z?%) deux solutions de (3.1) et (3.2), respecti-
vement. Si (H2) est vérifié , alors ;' > Y2, a.s pour tout ¥Vt € [0,T].
Preuve. Pour la simplification on suppose que | = d = 1. Alors (Y} — Y2 Z} — Z2)

satisfait 'EDDSR suivante :

VE-VE =& =+ [T (s, Y Zh) — £2(s, Y2, Z22)|ds+

+ [ lg(s, Y2, Z8) = g(s,Y2, Z2)|dB, — [ (Z} — Z2)dWs , 0<t<T.

S

2
On applique la formule d’Ito a ‘(YS1 — Yf)_‘ , on obtient

vy [ =@ e -0 ) [ Y 2 — (s Y2 22))ds
=2 [ (V) = Y2)lg(s, Y ZY) — gl Y2, Z2))dB,
+ ] Upaevay L9, Y2 20) = g(s, Y2, 22)Pds
12 [T(Y2 = Y2) (22— Z2)dW, — [ Lyacya) (22 - Z2)|ds.

(3.3)
De (H2),0n a &' — &2 >0, alors
2

E ‘ (-7 =o. (3.4)

comme (Y1, Z%) et (Y2, Z?%) sont dans S ([0, T];R) x M? ([0,T];R?) , il vient que

T
E / (YL - Y2) (2!~ 2%) aw, =0, (3.5)
¢
T
E/ (Y =Y2) [9(s.Y) Z)) —g(s,Y2 Z2)] dB, = 0. (3.6)
¢
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Chapitre 3. Théoréemes de comparaison pour les EDDSR et applications

Soit
T
A= [ (-2 (YL 2 - P YA 2
tT
=2 [ (YA (Y2 - s Y2 ZDds
Tt
—2 [P YA - P Y2 2
= A1+ Ay,

T
Ay = _2/ (Y, = Y2 [f (s Y], Z)) = fi(s, Y2, Z22))ds
t

T
Ba= =2 [ (=Y IFs Y22 - P Y2 2 <0
t
De (H.1) et l'inégalité de Young, on obtient que

A<A < 2cftT - Y2)‘(| v} - Y2| +12; — Z2|)ds
- |2 ds (3.7)

+ (]_ — Oé) L ]_{yslgyb?} | Zsl — Z§|2d87

s

ot ¢ > 0 ne dépend que de la constante de Lipschitz C' dans (H.1). En utilisant I’hypothése

(H.1), encore une fois, nous en déduisons

T
2
/ 1{Y31§Y32}|g<3>Y:917Z51)_g(37Y;27Z52)‘ ds
t

T
g/ 1{}/8133/52}[6’]}{91—Yff—i—a‘Zsl—Zf‘Q]ds
t

T T
ZC/ (Y —1{3)‘]2czs+a/ Lyacyzy |22 — 22 ds. (3.8)
t t

On prend Uespérence dans les deux cotés de l’équation (3.3) et par (3.4 — 3.8), on obtient
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Chapitre 3. Théoréemes de comparaison pour les EDDSR et applications

que
2

Bl =Y < (C+2e+ =

T
) [ Bl -y P
t

Par linégalité de Gronwall, il tient que
E|y}=Y})7|" =0, vte0,T]
C’est-a-dire, Y;' > Y? | a.s pout tout t € [0,T]. m

3.1.1 Application du théoréme de comparaison
EDDSR A COEFFICIENTS CONTINUS

Cette section est consacrée o l’étude des EDDSR a coefficients continu c’est une appli-

cation du théoreme de comparaison des EDDSR obtenu dans la section précedente

Théoréme 3.1.2  Supposons que f : Ax[0, T|xRxR? — R et g : Ox [0, T|x RxR? — R!

sont des fonctions mesurables et satisfons :

(1) Croissance linéaire : 30 < K < oo , telle que
f (W by, 2)| < K (L4 [yl + |2]),V (w, t,y,2) € 2x [0,T] x R x RY;

(2) Pour tout (w,t) fize f (w,t,.,.) est continu.

(3) Il existe des constantes C >0 et 0 < a < 1 telles que

2 2 2
g (w,t,y', 2") —g(w,t,y? 22) < Cly' —v*" + alz! = 27

V(w,t) € Qx[0,T], (¥4, 2') € R x R (y?2%) € R x R,

Alors si & € L*(Q,Fr,P), 'EDDSR (2.1) a une solution (Y,Z) € S*([0,T];R) x
M? ([0, T];RY) . De plus, il existe une solution minimale (Y,Z) de (2.1) dans le sens

que, pour toute autre solution (Y,Z) de Eq. (2.1) alors Y < Y. Pour la simplification
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de notation, on suppose que | = d = 1. Pour fize (w,t), on définie la suite f, (w,t,y,z)

associé a f,

falw ity z) = inf {f (. t.y, ) +n(ly =y +1z =2},
Y,z

alors, pourn > K | f,, est une suite mesurable et uniformément de croissance linéaire par

rapport a y, z de constante K. On définie la fonction.
Flwty,z) = K(1+|y[+]2]).

Soit € € L*(Q, Fr, P), par le théoréme (2.3), il existe deuz paires de processus (Y™, Z™)

et (U,V), qui sont les solutions aur EDDSR (3.9) et (3.10), respectivement,

T T T
Yr— g4 / fals Y7, Z0)ds + / o(s, Y7, Z")dB, — / Zrdw,, (3.9)
t t t

T T T
Ui=¢+ [ PU s+ [ g(UaV)dB - [ vaw, (3.10)
¢ ¢ ¢
Du théoréme 3.1 et du lemme 1 de [4], nous obtenons
Vn>m>K, Y"<Y"<U, dt®dP —as (3.11)

Lemme 3.1.1 [l existe une constante A > 0 ne dépend que de K,C,a, T, et &, tel que

=K, [Y"e <A 12" <A,
1Ullge <A [V < A
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Preuve. Tout d’abord, nous prowvons que ||Ullg. et ||V, sont bornés. De (3.11), il

existe une constante B qui dépend uniquement de K,C,«a,T, et &, de telle sorte que

T T
k[ rpat<s @[ Pt <B V] <B
0 0

On appliquer la formule d’Ité a |Ut]2 , on obtient que

U> =1 +2 [ U F (s,Uy, V) ds
+2 [T U, (s,Us, Vi) dB, — 2 [ Us.VsdW, (3.12)
+ [ g (s, Us, Vi) [P ds — [ Vi ds.

De (H.1), pour tout o < o < 1, il existe une constante C (/) > 0 telle que
9.6, ) < C (@) (Juf’ + 19 (£,0,0)) + o Jof?. (3.13)
De léquation (3.12) et Eq. (3.13), il s’ensuit que

T T
]Ut\2+/ ]Vs\2ds§]£\2+2K/ UL (14 |04 + Vi) ds
t t
/ r 2 2 r 2
+C () [ (JU*+19(s,0,0)") ds+ [ |Vi|*ds
T ! T !
—1—2/ Us.g(S,US,Vg)dBS—Q/ U, V,dW,
t Tt
<P+ KX (T — ) + O () / 19.(5,0,0) ds
t
1 / T
+ +O‘/ V| ds
2 t

! 2K2 g 2
+(1+2K+C’(a)+1 a,) |Us|” ds
- t

T T
+2/ Us.g(s,US,VS)dBS—Q/ U,.V,dW..
t t
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Prenant le supremum et lespérence , nous obtenons par l’inégalité de Young que

l—«

T
U + 2= VIR, < E(EP + K°T + © / 19(5,0,0)[2ds)

2

1—o

2K2 T
+ (142K +C () )E/ U, |” ds
0

+ 2F sup
0<t<T

+ 2F sup
0<t<T

T
/ Us‘/des
t

Par linégalité de Burkholder-Davis-Gundy, on déduit que

E( sup

0<t<T

T
< e / U, 1g (s, Uy, Vi) * ds)*
0

T
/ Usg (87U87‘/$) st )
t

< eB(( sup [ULP)H( / 19(5. U, Vo) 2 ds) )

0<t<T 0

T T
1
< 2¢%C (o) E(/ ]Us|2ds +/ lg (3,0,0)|2 ds) + 3 ||UH§2 + 2%/ HVH?wQ )
0 0

De la méme maniére, nous avons

E( sup

0<t<T

T
1
/ Uy VidWy|) < 3 U % + 22 |V|3 2 -
t

26
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De Egs. (3.15), (3.16) et (3.14), il s’ensuit que

1—ao
2

T
< AB|EP + K2T + C (o) (1+4c2)E/ 19 (5,0,0) ds)
0

2
V132

2
1Uls2 +

2K?
1—o

T
4214 2K + L) (1+4c2))E/ UL ds
0
+82 (1+a) |V}

T
< 2B+ KT + C (o) (1+4¢%) E/ 9 (5,0,0)]* ds)
0

2K?
+2(14 2K + —tC (o) (1+4¢%) + 4 (14 o)) B?
—
1—o 9
= B’
2 ( ) Y
alors
[Ullg: < B, [Vl < B

De l’équation (3.11), il vient que
Y"[g < B'.

Ensuite, on montre que || Z"|| 2 est borné. On applique la formule d’Ito o ||Y;||* , il s ensuit

que

T
YR = (e 42 / Y (s, Y, Z7)ds
t

T T
+2/ }g”-g(s,y;",zg)st—2/ Y ZrdW s
t t

T T
+/ |g(s,YS”,Z§)|2ds—/ | Z7 ds.
t t
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On prend l’espérence , on obtient

T T
E(Y!P) + E / 2 ds = B € + 2 / VI fo(s, Y, Z0)ds
t

t

T
8 [ gty Z0f ds
t
De l’inégalité bien de Young, il s’ensuit que

E(lYP)+E [/ |z:Pds < ElEf+C'E [ Y7 ds
2 (1| Z0 P ds + K2 (T —t)
+C (o) EfOT lg (s,0, O)|2 ds
+d'E [T 220 ds,

ol C' = 142K + C (/) + 255 et comme 0 < o/ <1 dans Eq. (3.13) , alors

1—a'’

12" < 25(C'T(B) + K°T + E ¢

+C (@) E [ 19 (5,0,0) ds)
= (A)2.

La preuve est terminée. m

Lemme 3.1.2 {(Y", Z™)}: 2 converge dans S? ([0, T];R) x M?([0,T];R).

n=1

Preuve. Soit ng > K. comme {Y,} est croissante et bornée dans S* ([0, T];R), on déduit
par le théoréeme de convergence dominé que Y™ converge dans S* ([0,T];R). On notera Y

la limite de {Y™} . On applique la formule d’ Ité o |Y," — Y;™|* , on obtient que pour tout
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n,m2>mng,

T
BV - YPP)+ B [ 120 - 2 ds
0
T
2B [ (V7 <Y (Fals YL Z2) — Fuls VI 20
0
T
SB[ o7, 2Z0) - gl 2 s
0
T 1 T 1
< Q(E/ Y5 — KMIQdS)Z(E/ | fuls, VS Z0) = fnls, Y, 2| ds)?
0 0
T
+B [ (O - YrPralzn - 20 ds
0
Puisque f, et fn, sont on croissance linéaire et que {Y™, Z™} sont bornées , de méme que

dans le lemme 3.1, il existe une constante K > 0 qui ne dépend que de K,C, o, T et &,

de telle que
T T
BV =Ygy + 8 [ 120 -z Pas < B (R - P al 2 - 20 Pas
0 0

Alors

KT
n m||2 n m||2
R A

Donc {Z™} est une suite de Cauchy dans M? ([0,T];R). m

Preuve. (du théoréme 3.1.2). Pour tout n > ny > K, on ait que Y™ <YY" < U, et
{Y"} converge dans S? ([0,T];R) dt ® dP-a.s vers Y € S*([0,T];R).

D’autre part, puisque Z™ converge dans M? ([0, T];R) vers Z, alors il existe une sous

suite de Z, qu’on le noté aussi Z, tel que Z" — Z,dt @ dP — a.s et G = sup,, |Z"| est
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dt ® dP intégrable. alors comme dans [4], on obtient que pour presque tous w,

fut, Y Z)— — f(t, Yy, Z4), (n — o0) dt — a.e

(8, Y3", Z7)] < K (1 + sup [V"[ + sup [ Z}'])

= K(1+sup|Y,"| + G,;) € L' ([0,T];dt).
Ainsi, pour presque tout w et uniformément en t, on obtient que

T T
/ fuls, Y, 20 ds— — / F6, Yo Z)ds, (0 — o).
t t

par la propriétés de la continuité de l’intégrale stochastique, il s’ensuit que

T T
/ ZrdWs — / ZsdW's
¢ ¢

T T
sup / g(s,Y,", Z7)dBs — / 9(s,Ys, Zs)dBs— — 0 en probabilité.
t t

0<t<T

sup ——0 en probabilité,

0<t<T

alors on peut chaoisir une sous suite qui converge P — a.s. Finalement,

T
W—Yﬁé/
t

T T
/ o(s, Y7, Z7)dB, — / o(s, Y™, ZM)dB,
t t

T T
/ Z7dWs — / ZdW's
t t

et en prenant la limites sur m et le supremum sur t, on obtient que

T
fn(s,Y;,n,Zg)—/ fm(S7Ytsm>Z§1) ds
t

+

+

)

T
fn(87st7Z;l) _/ f(S,}/;,ZS) ds
t

T
sup |Y" =Y < /
0<t<T t

T T
+ sup / g(sai/gnazg)st - / g(S7YS’Z8)dBS
0<t<T |Jt t
T T
+ sup / ZdWs — / Z, dWs|, Pa.s.
O<T<T |Jt t
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il en résulte que Y™ converge uniformément vers Y (en particulier, Y est un processus
continu). Par la monotonie de {Y™} alors la convergence est pour tout la suite . On prend
la limite dans équation (3.9), on en déduit que (Y, Z) est une solution de l’équation (2.1).
Soit ()7, 2) € S2([0,T];R) x M?([0,T];R) une solution de l’équation. (2.1). Par le
théoréeme 3.1.1, on obtient que Y" < }A/,‘v’n € N et donc Y < % prouvant que Y est la

solution minimale. m
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Annexe A : Abréviations et

Notations

Les différentes abréviations et notations utilisées tout au long de ce mémoire sont expliquées

ci-dessous.

EDSR . Fquation différentielle stochastique rétrograde.

EDDSR . Equation différentielle doublement stochastique rétrograde.
Pp.s . La notation presque stirement pour la mesure de probabilité P.
(Q,F,P) : Espace de probabilité.

(Q,]:, (Ft)0 P) . Espace de probabilité filtré.

N . L’ensemble des négligeable.

L? . L’espace de Hilbert.

B (Rd) . La tribu borélienne sur R

E . L’espérance par rapport a la probabilité.
Var . La variance.

N (0,1) : La loi Gaussienne centré et de variance t.
T . Temps d’arrét.

(B2 1-1ly) . Espace de Banach.

v.a . Variable aléatoire.

Cov : Covariance.

p.S . Presque sdrement.
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