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Introduction

Dans ce mémoire de master, on s’intéresse a étudier un probléme de controle stochastique

ol le systéme est de la forme suivante :

dY (1) = b(8,Y (£),u(t), 7 (1)) dt + o (t,Y (t=),ut), () dM" (t) "
Y (0) =y,

ou b et o sont des fonctions déterministes, y est I’état initial, M* (-) est une martingale
satisfait ’équation

(MY (t) :t+/0tu(s) dM" (s), t > 0. (1.2)

L’équation ci-dessus est appelée équation de structure d’Emery, [M¥] () est la variation
quadratique de M™" (+), et u (-) est un processus prévisible qui controle exactement les sauts
de M*™ (-). Soit U et Uy sont deux ensembles compacts non vides dans R, et ’ensemble
U = U, X Us. La variable de controle est un couple de processus (u, 7) définie comme suit
w:[0,T)xQ—=U CR,7:[0,T] x Q2 — Us CR, et la fonction de cout minimiser est de

la forme suivante

J(u,m) =& [/0 f&,Y (@), u(t),n(t)dt +g(Y(T))] . (1.3)

Le processus de controle qui résout ce probléme est appelé optimal. Récemment, il y
a eu une augmentation intérét pour I’étude de ce type de probléme ou le systéme est

gouverné par les martingales normales. Par exemple, dans les problémes de réassurance



Introduction

optimal et d’investissement, le processus de réserve d’un compagnie d’assurance est décrite
par une équation différentielle stochastique avec sauts, voir par exemple |20, 26]. Selon le
parameétre u, nous avons des martingales normales distinctes satisfaisant ’équation de
structure d’Emery comme suit : si u = 0, alors M(-) est un mouvement brownien, si
u=a¢cR" =R - {0}, donc M(-) est donnée par un processus de poisson et pour u =
—M(t—), M(-) est une martingale Azéma, etc. Les differents changements des coefficients
pour I’équation différentielle stochastique donnant lieu & la martingale normale signifie que
pour chaque u nous avons un modeéle aussi riche que le modeéle standard. La construction
des solutions aux équations de structure est étudiée par des plusieurs auteurs, voir par
exemple Emery [I3] dans un cas de dimension deux (d = 2). Dans le cas multidimensionnel
Buckdahn et al [20] ont prouvé l'existence des solutions des équations dans un espace
Wiener-Poisson. En conséquence, ils établissent le principe de programmation dynamique
et obtiennent la nouvelle forme correspondante de 1’équation EDP, qu’est dans ce cas est
une EDP mixte de second ordre. Pour plus d’informations sur les martingales normales et
leurs applications, nous référons a [5, 14, [18], [19).

Le principe du maximum stochastique pour les diffusions (sans sauts) a été fait par
Kushner [I7] et Bismut [7]. Bensoussan [1], Peng [23]. Pour les diffusions avec sauts,
Le principe de maximum stochastique a été donné par Tang et Li [24], Kabanov [27]
et Kohlmann [I5]. Framstad et al [I6] a formulé et appliqué le principe du maximum
stochastique dans les problémes d’optimisation de portefeuille quadratique. Zhang et al
[25], ont prouvé le principe du maximum suffisant lorsque le processus est régi par un
modele de Markov a changement de régime a temps continu.

La relation entre le principe maximum et la programmation dynamique est essentielle-
ment la relation entre la solution de I’équation adjointe, avec le gradient de la fonction de
valeur évaluée selon la trajectoire optimale, voir [6] dans le cas classique. Pour les diffusions
avec des sauts, la relation entre le principe maximum et la programmation dynamique, a

été donnée par Framstad et al. [16], [3] et [9]. Pour le controle stochastique singulier, voir
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Balahli et al. [11], pour le probléme de contrdle stochastique récursive, voir Shi et Yu [10],
et pour le jeu différentiel stochastique, on peut cité le travaille de Shi [g].

Notre présentons notre mémoire de la maniére suivante :
Dans le premier chapitre, nous avons donné un rappel sur le calcul stochastique (le mou-
vement brownien, les martingales, et la formule d’It6 pour les semi martingales).
Le deuxiéme chapitre, nous commencons par une formulation générale du probléme, puis
nous étudions le principe du maximum stochastique suffisant et le principe de la program-
mation dynamique, et le lien entre eux.
Dans le dernier chapitre, nous appliquons le principe maximum stochastique suffisant au

probléme de sélection de portefeuille moyenne-variance.



Chapitre 1

Rappel sur le calcul stochastique

1.1 Processus stochastique

Définition 1.1.1 Un processus stochastique X = (X;),cp est une famille de variables

aléatoires X; (w) : (Q, F) — (R4, B(R?)) indexée par un tempst € T :

1. Pour ¢ fixé, w € Q — X, (w) est une variable aléatoire.

2. Pour w fixé, t € T — X, (w) est une fonction réelles, appelée trajectoire du processus.

- T'C N le processus est a temps discret,

- T =0, a] tel que a > 0 le processus est a temps continu.

Définition 1.1.2 (Filtration) Une filtration (F;)i<r de (S, F) est une famille croissante

de sous-tribus de F pour s <t, F, C F; C F,

- la filtration naturelle (ou canonique ) de processus X; est donner par
FX=0(X,,0<s<t), teT,

c’est la plus petite o-algébre par rapport a laquelle X est mesurable pour tous

0<s<t.



Chapitre 1. Rappal sur le calcul stochastique

Notation 1.1.1 (Q,F,F= (Fi)er,P) est appelé espace probabilisé filtré.
Remarque 1.1.1 La filtration est dite :

1. Continue a droite si Fy+ 1= Ny Fs = F.
2. Satisfait les conditions habituelles si elle est continue & droite et si Fy contient tous

les ensembles P—négligeables de F.

Définition 1.1.3 Un processus (Xt)tZO est dit mesurable si application définie sur

(Ry x ,B(R;) ® F) par (t,w) — Xi (w) est mesurable.

Définition 1.1.4 On dit que un processus (Xt)tzo est adapté par rapport a F si pour tout

teT, X; est Fi-mesurable.

Définition 1.1.5 Un processus est a trajectoire continue si

P({w € Q;t — Xi(w) est continue}) = 1.

Définition 1.1.6 Un processus (Xt>t20 est dit progressivement mesurable par rapport a

F iV t €T lapplication (s w) — X (w) est mesurable sur ([0,t] x Q,B([0,t]) ® F) .

Définition 1.1.7 Un processus (X;),5o est dit cadlag (continue a droite et pourvu de
limite o gauche ) si ses trajectoires sont continues & droite et pourvues de limite & gauche

pour presque tout w.
Remarque 1.1.2 Un processus progressivement mesurable est mesurable et adapté.

Proposition 1.1.1 Soit (X}) 10 Un processus stochastique dont les trajectoires sont conti-
nués a droite (ou o gauche), alors X, est mesurable et progressivement mesurables s’il est

de plus adapté.

Définition 1.1.8 (processus gaussien) Un processus stochastique X = (Xy),.p est gaus-
sien ssi toute combinaison linéaire de ses marginales o1 Xy, + ... + o, Xy, suit une lot

gaussienne (pour tout n € N, t1,...t, € T et a;...cp,, € R).
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1.2 Mouvement brownien

Définition 1.2.1 (mouvement brownien standard) Le mouvement brownien B = (By),-

est un processus a trajectoires continues tel que :
- By = 0.
ii- Pour tout ¢t > 0 : B, ~ N(0,1).

iii- Pour tout 0 <t; <ty < ... <, les variables aléatoires By, By, — By,, ..., By, — B;

n n—1

sont indépendantes.

Proposition 1.2.1 Soit B un mouvement brownien alors presque stirement B n’est pas

différentiable et n’est pas a variation finie en aucun point t.

Proposition 1.2.2 Soit B un mouvement brownien Standard :
1.¥t>0,X; =tB1, alors (X:) est un mouvement brownien.
2. Soit Zy = cB, tel que ¢ > 0 alors (Z) est un mouvement brownien.

3. Pour tout s > 0,{Bys — Bs}i>0 est un mouvement brownien indépendant de

o0(By,u < s).

Définition 1.2.2 (Processus de Poisson) Un processus de Poisson N = (Ny),, d’in-

tensité A est un processus de comptage a trajectoires continues a droite tel que :

- N(0) =0.
- N est un processus a accroissements indépendants et stationnaires.

- Pour tout ¢ >0, N; ~ P(\t).

1.3 Martingale

Définition 1.3.1 (Temps d’arrét) Une variable aléatoire T' o valeurs dans [0, +00] est

un temps d’arrét si pour toutt >0 on a {T <t} € F,.

6



Chapitre 1. Rappal sur le calcul stochastique

Définition 1.3.2 (Martingale) Un processus (X;)i>0 adapté par rapport une filtration

(Ft)y0 €t tel que pour tout t > 0, X; € L' est appelé :

e Une martingale si pour s <t : E[X;/F,] = X.
e Une sur-martingale si pour s <t : BE[X,/F;] < X;.

e Une sous-martingale si pour s < ¢ : B[X,/F,] > X,.

Remarque 1.3.1 Soit (B;,t > 0) un mouvement brownien standard, alors By est une

martingale par rapport & sa filtration naturelle FP = o(B,, s < t).

1.4 Intégrale stochastique

Proposition 1.4.1 (Propriétés d’intégrale stochastique) Les plus importantes pro-

priétés sur 'intégrale stochastique sont :

1. Linéarité : :

t t t
L/ @¢;+b¢9d38:a/Tﬁst+b/ﬂﬁdB&
0 0 0

2. Additivité : pour 0 < s <u <t <T

t U t
/¢vdBv:/ ¢UdBv+/¢vdBv

3. Propriétés de martingale : Pour tout processus ¢ les processus :
t
(= 1(@), et to LoP - [ ouds
0

sont des (F7P)-martingale continues.

Bil(0) - L)/72) = | [ tqbidu/Ff} |
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4. Si (x1)o<t<r est un processus Fi-adapté et E( fOT |z,]> ds) < 400, on a 'inégalité :

/Ot w?dB.| | <4 (/OT \xs|2ds) |
(fon)]-+(f2%)

2

E

sup
0<t<T

5. Isométrie :

E

1.4.1 Processus d’Ito6

Définition 1.4.1 (processus d’Itd) On dit processus d’Ité6 pour tout processus X, de la

forme suivante

t t
X =Xo+ / Ysds + / 0, dB, P —p.s,
0 0

avec X est Fo-mesurable, ¢ et 0 deux processus F;-adapté telle que :

¢
¢
/ lps| ds < +o0 et /||05||2ds < 00,
0
0

ot Le coefficient o est le drift ou la dérivée et 0 est le coefficient de diffusion.

1.4.2 Formule d’It6

Définition 1.4.2 (Formule d’Itd) Soient X un processus d’Ité et f : [0,400] x R — R

une fonction de classe C12. Alors

7030 = F0.X0) + [ s Xds+ [ s, XX+ 5 [ 106, X0a (X,3),

Proposition 1.4.2 (Formule d’It6 pour les semi-martingales) Soit (X;),., une semi-
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martingale. Pour toute fonction f € C1?:[0,7] x R — R.

Lof Lof
B — (s, X)ds—i—/o &r(S,XS—)dXS

L
3 / g & X JX X
[f(s,Xs) %) - ax

f(tht) - f(t7X0> =

(s, Xs-)
0<s<t,AXs#0
ou

dIX,X], =d[X,X]:+ > (AX,)’

0<s<t
Proposition 1.4.3 (Formule d’intégration par partie) Soit X et Y deux processus

d’Ito, alors la formule d’intégration par partie est donnée par

t t
XY= X+ [ X+ [ Vo (),
0 0



Chapitre 2

La relation entre le principe du
maximum et la programmation

dynamique

2.1 Hypothéses et formulation du probléme

Soit (2, F, (Fi)i<r, P) un espace probabilisé filtré, satisfaisant les conditions habituelles.
Tout élément y € R™ sera identifié & un vecteur de colonne avec n composantes. Notons
AT la transposition de tout les vecteurs ou matrice A. Pour une fonction A, on note h, le
gradient ou jacobien de h par rapport a la variable y. Soit T" un nombre réel strictement
positif fixé, U; et Uy étant deux ensembles compacts non vides dans R, ensemble U =
Uy X Us.

On notera M2 ((F;)o<t<,R) l'espace de toutes les martingales carrées intégrables a

valeur dans R, M (-) définies sur (2, F, (Ft)o<t<r, P) telle que M (0) = 0.

Définition 2.1.1 Retour & [I]] qu'une martingale M(-) € M2 ((F;)o<i<T,R) est appelée
normale si (M) (t) = t. telle que (M) (t) est le processus de variation quadratique condi-

tionnelle de M(-), ou le compensateur du processus de [M](-). Si M(:) a également la

10



Chapitre 2. La relation entre le principe du maximum et la programmation dynamique

«propriété de représentation» alors qu’il y a un processus (F;) -prévisible u(-) tel que
d[M"](t) = dt + u(t)dM"(t),Vt > 0.

[M"] () c’est la variation quadratique de M*"(-) et u(-) est un processus prévisible repré-
sentant la taille de saut du processus M"(-). la partie continue et la partie de saut de la

martingale M"(-) notée M%<(-) et M™“4(-), respectivement sont données par :
dMu’C(t) = l{u(t)zo}dMu(t) et dMu’d(t) = 1{u(t)¢0}dMu(t),Vt > 0.

Pourt € [0, T) Uétat Y (t) d’une diffusion controlée est décrit par l’équation différentielle

stochastique suivante

dY (£) = b(t, Y (8), u(t), 7(t))dt + o(t, Y (t—), u(t), w(t))dM" (¢)

y(0) =y,

(2.1)

ou b:[0,T]xR"xU —R" ¢:[0,T] x R" x U — R" sont donnés.
Le processus M“(-) € M2 ((F;)o<t<7, R) est une solution de ’équation qui est gouvernée

par le processus

u(-)[M“](t):t—F/ou(s)dM“(s) t>0.

Notant que le saut de I’état Y'(-) est donnée par

o(t,Y(t—),u(t))AM"(t) si M*a un saut & t,
Ay (o | 7Y@ ()

0 si non.

ou

AMU(t) = M(t) — M"(t—) = u(t).

11
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Enfin, nous rappelons que

MUY (t) = ) (AM(s)" + (M") (1).

0<s<t

Définition 2.1.2 Un contréle admissible est un couple de processus mesurables et adaptés

(u(),m(-)) e, ot u:[0,T]xQ—U CR, 7:[0,T] x Q@ — Uy CR tel que

B [ / " {u( + Ir(s) P} s < oo,

On note par U = Uy X Uy 'ensemble de tous les controles admissibles, Ui ( resp Us ) repré-

sente l'ensemble des controles admissibles u(-) (resp w(-)).

Considérons un critére de performance qui a la forme :

J(u(-)m(-»:E[ / P Y (8),ult), m(0)dt + (¥ (T))] | (2.2)

ou f:[0,T] xR"xU — R, g:R"— R sont des fonctions mesurables. Le probléme du

controle stochastique est de trouver un controle optimal (4 (-),7 (-)) € U comme

T F() = nf (). () (23

Supposons les conditions suivantes :
(H1) Les fonctions b, o, f et g sont continues différentiables par rapport a (y, u, 7).
(H2) Toutes les dérivées de b, o, f et g sont continues et uniformément bornées.

(H3) b, o, f sont bornés par K (1+ |y| + |u| + ||) et g est borné par K (1 + \y[2) Pour
un K > 0.

12



Chapitre 2. La relation entre le principe du maximum et la programmation dynamique

2.2 Principe du maximum stochastique suffisant

Dans cette section, nous prouvons le principe du maximum stochastique suffisant.

Nous définissons la fonction hamiltonienne H : [0,7] x R” x U x R" x R — R par
H(ty,u,mp,q) = f(ty,um) + 07 6y, u,m)p+ir (o (Ly,u,m)g),  (24)

ou tr(A) désigne la trace de la matrice A. L’équation adjointe est donnée en termes de la

dérivée du hamiltonien comme

dp(t) = —H,(t,Y(t),u(t),7(t), p(t), q(t))dt + q(t)dM"(t),
p(T) = g,(Y(T)).

(2.5)

Théoréme 2.2.1 (condition suffisante d’optimalité) soit (4 (-),7 (-)) est un controle
admissible et Y (-) le processus d’état controlé associé. Soit (p(-),q(-)) la solution unique
de [’équation adjointe . Supposons que le hamiltonien H est conveze en (y, u, ) et
que la fonction de cott terminal g est convexe en y. d’aprés les conditions (H1)-(HS3), un

controle admissible (u(-),7(+)) est optimal si la condition suivante est

A A~

H(ET (0,00 7(2),p(0),a(t) = inf | H(EY (1), 0.7, p(t), q(t). (2.6)

Preuve. Soit (u(-),7(-)) est un controle admissible, pour tout ¢ € [0, 7] notée par

SALY (1) =AY (), a(t),7 (1) =AY (), ul),n(t)), pour A=b, f,o,

OH(t) = H(t,Y (1), a(t), 7(t), p(t), q(t)) — H(t, Y (), u(t), 7 (t), p(t), a(t)).

alors

J(i, ) = J(u, ) = B UO 8f(t)dt + (9(Y (T)) — g(Y(T)))| - (2.7)

13



Chapitre 2. La relation entre le principe du maximum et la programmation dynamique

Par la convexité du ’hamiltonien et (2.6]), on a

E [ /0 ' 5H(t)dt} <E [ /0 V(1) — Y )T (Y (1), a0), 7 (1), p(t),q(t))dt] @28

Puisque ¢ est convexe, on obtient

En utilisant la formule d’intégration par partie, on obtient en prenant les espérances

B [(¥) - v) nr)] = ) - Y ) (2.10)
+ [ i o -vor+ [ a[y-va o).

ol [Y -Y, p} () représente la variation quadratique de Y'(-) — Y(-) et p(-).Notant que

E [ / La[v - vy <t>] —E [ / (50 Y (1)) a(0)d [Mﬁ(t)}] ,

B [ | ot v e-pyrata+ dMﬁ(t))] ,

alors on obtient

B[(V(1) - (1)) p(1)]

- [ / ' {0 = Y ()T (= Hy(t, Y (8),4(t), 7(), p(2), (1))

+ pTOEb(E Y (6) + tr((Bo(t, Y (2-))Ta()) } dt (2.11)
+ / LGt T )T + (B, T () a(0)

+ (V) = YO)a(t) M)

14



Chapitre 2. La relation entre le principe du maximum et la programmation dynamique

Notant que le processus
| {p O3 )7 + (o T )y a0) + (70 - Yoo} abr ),

est une martingale avec une espérance nulle, d’apres (2.11)), (2.9) et (2.8)) on a

D’autre part, par la définition du 'hamiltonien, on a

E [/OT 6f(t)dt]

—s[ [ {580 -5 0007 ()
- tr<<5a(t,?(t)))Tq(t>>} dt} .

En ajoutant les inégalités ci-dessus, on obtient J (a (-), 7 (-)) — J(u(-),7(-)) < 0 ce qui

signifie que (@ (+), 7 (+)) est un controle optimal du probléme (2.3). m

2.3 Relation a la programmation dynamique

Dans cette section, nous rappelons un théoréme de vérification, utile pour calculer les
controles optimaux. Nous montrons ensuite que le processus adjoint (p(:),¢q(:)) est un
solution unique au 'EDSR , peut étre exprimé en termes de dérivées de la fonction
de valeur, ce qui résout I’équation d’HJB.

Soit Y (s) = Y"¥(s) est la solution du EDS controlé pour s > t, avec la valeur

initiale Y'(t) = y . Mettre le probléme dans un cadre markovien pour qu’on puisse appliquer

15



Chapitre 2. La relation entre le principe du maximum et la programmation dynamique

le principe de la programmation dynamique.

Notre objectif est de minimiser une fonction de cout donnée par

J(t,y,u, ) [/ f(s,Y(s),u(s),m(s))ds+ g(Y(T)) | Y(t) =y| . (2.12)
Nous définissons la fonction de valeur du probléme de controle comme suit

V(t,y) = (uiglfeuJ(t,y,u,w). (2.13)

L’opérateur infinitésimal £®™ associé a (2.1)) est

£OT6t.y)
i}@%um@aw

+% > 1= O}g)yzayy (t, y)ZU (t,y,u, W)U](t Y, u, )

17]7
n

—2
+2h#m@@y+wﬁ%%ﬂ%¢@w—U@WQMUﬂNW ,
ou o'(t,y,u, ) désigne la i —iéme composante du vecteur o. A partir du principe de pro-
grammation dynamique standard (voir par exemple [20]), I’équation de Hamilton-Jacobi-

Bellman est donnée par

ow

G by inf (LW () + Fpum} =0, ¥(ty) € 0.T) xR (214

avec la condition terminale
W(T,y) = g(y), Vy € R". (2.15)
Nous commengons par la définition des solutions classiques de (2.14)).

Définition 2.3.1 Considérons une fonction W € C2 ([0, T] x R™), telle que W est une

solution classique de st

ow

- (L) + (znf){ﬁ(“’ﬂW(t,y)+f(t,y,u,7r)}=0, V(t,y) € [0,T] x R",
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et la condition terminale est vérifiée.

Théoréme 2.3.1 (Théoréme de vérification) Soit W une solution classique de
avec condition terminale et satisfaisant une condition de croissance quadratique,
c’est-a-dire qu’il existe une constante C telle que |W(t,y)| < C(1+ |y|2) . Alors, pour
tout (t,y) € [0,T] x R"™ et (u,7) € U

W(t,y) > J“ (t,y). (2.16)
De plus, s’il existe (4 (-),7(-)) € U telle que

(a(t), 7 (t)) € ar(g H;in {LEDW (Y () + Y @),u ), 7 1)}, (2.17)

alors W (t,y) = J(t,y,a, 7).

Preuve. Soit W € CY2([0,T] x R™), pour 0 < ¢t < s < T, on appliquons la formule d’Itd

aW(-,Y(:)), on obtient

W(s,Y(s)) =W(t,y) / o (r,Y(r
r))dY" (r) (2.18)
—Z [ S Y O () ()
+ 3 {wwm) - WY () = LG Y (DAY <r>} ,
AY'(r)=Y'(r) =Y (r—) =o' (r—) AM"“(r), pouri=1...n. (2.19)

17
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D’autre coté, on peut écrire la derniére somme de (2.18)) comme

> {W(W(r» WY (=) - 3G Y (=) AY” <r>}
= 3 Ty WY (=) 0 (=) ulr) = W (Y (-)
N W iy | BY ()

”ZazW( o' ><t> e
=3 [t V6 0) 0 ()t W ¥ ()
_ g—‘;‘j(r, Y (r=))o" (r—) U(T)) L) ¢0}dzz;)z;(r)dlﬂ (T),

donc

De plus, le processus
| Z{lw o G (1Y (1) () L (V1Y (=) + 0 (=) )
WY u(r)l} AM" (1),

est une martingale, a sa valeur attendue est zéro. Prenant ’espérance, nous obtenons

E[W(s,Y(s))] = W(t,y) + E [/t {@avtv (r,Y(r)) + LW (T,Y(r))} dr] .

18



Chapitre 2. La relation entre le principe du maximum et la programmation dynamique

En utilisant (2.14)), on obtient

ow

5 (t,Y () + LW (£, Y (t) + f (t,y,u,7) <0, V(u,7) €U,

alors

E[W (T, Y (T))] < Wt y) — U £ Y (r),u(r), ())dr}.

Appliquez 'argument ci-dessus a (i, 7) € U, et prenez la limite comme s — T, puis par

(2.14), (2.15) et (2.17) nous obtenons

W(t,y) = [/tT f (7“, Y (), alr), fr(r)) dr + g <Y(T)>} .

Nous présentons maintenant un théoréme qui établit la relation entre le principe du
maximum stochastique et le principe de la programmation dynamique. Nous désignons les
fonctions vectorielles (t,?(t),ﬁ(t),fr(t)) et <t,§7(t—),zl(t),7?(t)) par (t) et (t—), respec-

tivement. m

Théoréme 2.3.2 Soit W est une solution classique de , avec la condition terminale

2.13). Supposons que W € C3([0,T] x R") , et il existe (u,71) € U tel que la condition

est satisfait. Alors la solution du EDSR est donnée par
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Chapitre 2. La relation entre le principe du maximum et la programmation dynamique

Preuve. En utilisant la formule d’It6 a a o < Y (- )) , Voir [20], nous obtenons

n

i %1{“0:0};1 (% (LY W)t (t)) (2.22)
+ Lo (gw (87 0-) 4o @) a0) - G (67 )

- Zaykay] (1 (t=)) o (t—)a(t)> a(t)2} dt

+/0 {1{u O}Zaykay] (LY ®)o 0

+ Liacz0) (?Z (.Y (t=) + o (t=)a ()

- Z—ZQ (t.y (t—))) a(t)—l} dM (t).

On définie 'opérateur A par

Aty um) =2 (1, y) +Zb’ W (k) + £ (6 u,m)
+ - 1{u O}Za Zayﬁ t Y ZO-] 6y, u, 7T (tm%% 7T) (223)

ow
# 3t (W e+ ) = W 020) 05 1))
=1

N

On dérive A(t,y,u, ) par rapport a y*, et évaluer le résultat a (y, u, 7) = (Y, i, ﬁ), nous

20



Chapitre 2. La relation entre le principe du maximum et la programmation dynamique

obtenons

+ Zl{a(t#()} (g—zz (LY (=) + o =) a ) - Z—ZZ (t.Y () (2.24)

+i1{u 20) ( ey e >+o_<t—>a<t>) - %W (L7 ( >)) g;,i (t=)a(h)
Enfin, d’apres @.24) et (2:22), on trouve
1 G (17 >)> (2.25)
. {ggg; 0 G (17 0) 3 3 L (7 0 0) 3 (159)
+ jil s0) (g% (1. (=) + o (=) (1) - Z—Z (7 —))) gz; (t-)a™
4 g—yj’; (t)} d + {jznjl{u(tm} (;Zigzj (LY ®) o

21



Chapitre 2. La relation entre le principe du maximum et la programmation dynamique

Notez que
5 (oo ) 21 o)
- B0 (s 05 ) 350

D’autre part, a partir de (2.5)), on peut écrire la k —ieme coordonnée du processus adjoint

comme

(2.27)

A partir la définition de ’hamiltonien H par (2.4), nous avons

OH of " b SN0t
a_yk(tvyuuvﬂ-ap7Q) :a_yk@?y:u?ﬂ-)—i_;a_yk (t,y,u,ﬂ)p +;a_yk <t>q

Par conséquent, 'unicité de la solution de (2.27)) et des relations (2.25)) et (2.26) permet
d’obtenir (2.20) et (2.21). m

Remarque 2.3.1 Les deux exemples de base d’équations de structure sont prises en compte

dans un processus constant dans .

1. Considérons le cas ou (u = 0), on peut écrire 'équation (1.2)) comme [M, M](t) = t,
et montre que [M, M](-) est continu, donc M(-) est une martingale continue avec
variation quadratique ¢, M(-) est un mouvement brownien. Dans ce cas, le résultat

classique sur la relation entre PMS et PPD est prouvé par Bensoussan [1].

2. Lecasolu=a € R* 2 R\{0}, I’équation 1} est maintenant

[M, M](t) = t + a(M(t) — M(0)),
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ou M(t) = a (N (t/a?) —t/a?), out N(-) est un processus de Poisson standard. Dans ce
cas, la relation entre le PMS et le PPD a été rapportée dans Framstad et al. [16] ou les

systémes sont gouvernée par un mouvement brownien et une mesure aléatoire de Poisson.
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Chapitre 3

Application au probléme de la
sélection de portefeuille

moyenne-variance

Dans ce chapitre nous utilisons le principe du maximum stochastique pour résoudre le
probléme de la sélection de portefeuille moyenne variance ot le systéme est gouverné par
des martingales normales.

Nous considérons un marché avec un actif risqué et un compte bancaire sans risque. Le
prix de I'actif sans risque S° (), et le prix de actif risqué S* (t) a temps ¢ € [0, 7] évolue

selon ’équation
dS°(t) =p(t)S°(t)dt, S°(0) =1.
dSt (t) = o (t—) ST (t) dM™ (t),

(3.1)

ou p(-) et o(-) sont des fonctions déterministes. Dans ce qui suit, nous notons a 7 (-)
le montant d’argent investi dans l'actif risqué a Uinstant ¢. Le processus M (-) est une

martingale unidimensionnelle qui satisfait I’équation de structure suivante

mwwy¢+AEMW@, vt € [0,T],
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ot u € R, le processus de la richesse Y () correspondant au portefeuille 7 (-) est décrit par

dY (t) = (p (1) (Y (1) =7 (1)) dt + o (t=) 7 (1) dM" (1),

Y (0) = Yo.

(3.2)

L’objectif est de trouver un portefeuille admissible 7 (-) de sorte que la richesse finale
satisfait cette contrainte E (y(7")) = d, pour certains d € R, et le risque mesuré par la

variance de la richesse terminal

est minimisé.
Trouver un tel portefeuille 7 (-) est appelé le probléme de sélection de portefeuille moyenne-
variance, en particulier, nous formulons le probléme de sélection de portefeuille moyenne-

variance comme suit.

Définition 3.0.2 Le probléeme de sélection de portefeuille moyenne-variance est un pro-
bleme d’optimisation stochastique avec contrainte, paramétré par d € R, donné comme

suit
4

minimiser Jary (yo, 7 () := By, ((y (T) — d)*)
E [y (T)] =d, (3'3)
sujet & § w () €U,

\ (Y (:),7(-)) satisfait (5.9),

o By, est lespérance par rapport a une mesure de probabilité P, :=P(-|Y (0) = yo).

Notez que le probléme de moyenne-variance (3.3]) est un probléme d’optimisation dy-
namique avec une contrainte E(y(7)) = d. Maintenant nous appliquons la technique du

multiplicateur de Lagrange pour gérer cette contrainte. Définissons

Tav (4o, 7 (), Q) = By, (Y (T) = d)°) + 2By, (Y (T) — d)).
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De cette fagon, le probléeme de moyenne variance (3.3|) peut étre résolu via le probléme
de controéle optimal stochastique suivant (pour chaque fixe de ().

minimiser Jyv (Yo, 7 (+),() = E

=B, (Y(T) = (d—¢)") - ¢ (3.4
sujet am () €U et (Y (¢),m(-)) satisfait (3.2).

Il est clair que ce probléme & la méme stratégie optimale que le probléme d’optimisation
suivant

minimiser Jary (yo,7 (-) ,9) = By, (Y (T) — 9)?) (35)
sujet am(-) €U et (Y (-),n(-)) satisfait (3.2).

soit ¥ = d—(. Ainsi, le probléme de controle optimal ci-dessus se révéle étre un probléme

de minimisation des pertes quadratiques et nous allons le résoudre en utilisant le principe
du maximum stochastique.

3.1 Probléme de minimisation des pertes quadratique

Nous commencons par écrire ’hamiltonien pour ce systéme

H(t,y,u,m p,q) =p @) (Y(t) —n(t)p+n(t)o(t)q.
Par conséquent, ’équation adjointe (2.5 devient

dp(t)

p(T)

—p(t)p(t)dt + q(t)dM*(t),0 <t < T, (3.6)
2Y(T) —0), |

Nous cherchons la solution (p(-),q(+)) & (3.6). Nous essayons un processus p(-) de la
forme suivante

p(t) = BRY () + T(t), Vte0,T], (3.7)

ou @ () et U (-) sont des fonctions déterministes avec ® (T') =2 et ¥ (T') = —2¢
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Appliquons la formule d’Itd sur p(-) pour obtenir

ap(t) = {& ()Y (1) + D(1)p(t) (Y (1) = 7 (1)) + D (1) } (3.8)

+ {1pueoy®(t)o (t) ™ (t) + Lpupoy®()o (8) w (t) } dM™ (t) .
En comparant les coefficients avec (3.6]), on obtient

—p(OR(HY () = p(t)¥ (1) = & (£) Y () + @(1)p(t) (Y (1) =7 (1)) + ¥ (¢) (3.9)

q(t) =d(t)o (t)m (). (3.10)
Puisque H est une fonction linéaire en 7 (-), qui donne
— p(t)p(t) + o(t)q(t) = 0. (3.11)

D’apres (3.7)), (3.10) et (3.11)), on trouve

7 (t) = U’;(Z) {‘f‘%} +Y(t)} ., Vte|0,T). (3.12)

Donc, en insérant (3.12) dans (3.9)), on obtient

&)+ (20t) =T (1)) ®(t) =0, &(T)=2, (3.13)

T () + (pt) =T )T () =0, T (T)=—20, (3.14)
p*(t)

I'(t) = (1) (3.15)

Alors, les solutions a ce systéme d’équations différentielles sont :

O(t) =2exp {/t (T (s) — 2p(s)) ds} , Vtel0,T], (3.16)
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U (t) = =29 exp {/t (T'(s) — p(s)) ds} , Vtel0,T]. (3.17)

Pour résoudre le probléme original de moyenne variance, nous devons déterminer la
fonction de valeur V (t,y) du probléme de minimisation des pertes quadratique, qui est
définie par

V(t,y) == infE [(Y(T) = 9)* | Y (t) = vo] -

TeUu

A partir de la relation entre p(-) et la fonction de valeur V/(-,Y (-)) (Voir théoréme [2.14)
et expression de p(-) dans (3.7]), on obtient

VLY (1) = 520 (V(0) + 0OV 0 +RD, V(T = o907, (319

ou k() est une fonction déterminée. Depuis les conditions de liaison dans (3.13)) et (3.14]),
il est facile de voir

k(T) = 9°. (3.19)

En utilisant la formule de Ito a V (¢, Y (t)), V¢ € [0, T], on obtient

+ 11{u:0}<1>(t)fr (t)? o2 (1) (3.20)

Notant que ®(-) et ¥ () sont des solutions aux équations différentielles (3.16|) et (3.17]),
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on peut écrire (3.20) comme

I‘(t)} dt (3.21)

A

Puisque 7 (-) est optimale, la fonction de valeur V' (-, Y (+)) devrait étre une martingale.

Et D’apres la propriété martingale de V (-, Y (+)) la partie dt doit étre égale a 0, ¢’est-a-dire

T'(t) =0 ¥t e [0,T). (3.22)

A partir la condition terminal (3.19) et la méthode standard de Feyman-Kac, repré-

sentation d’un systéme d’équations différentielles, nous avons ’expression suivante pour

()
k k(t) = 02 (1 _E ( /t ' T'(s) q;(j)) ds)) . Vte[0,T]. (3.23)

L’analyse ci-dessus donne le théoreme suivant pour le probléeme de minimisation des

pertes quadratique (3.5]).

Théoréme 3.1.1 L’optimale 7 (-) pour le probléme de minimisation des pertes quadra-

tiques est donnée par

7 (t) = [— + f/(t—)} , Vtel0,T7],
et la fonction de valeur optimale correspondante est donnée par

VY (1) = %@(t) (v (t)>2 LUV () + k), Ve lo,T],
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ot ®(t) W (t) et k(t) sont les solutions d’un systéme des équations différentielle configurée

respectivement par (3.16), (3.17) et (3.25).

3.2 La solution du probléme de moyenne-variance

Désignée par Vv (0,y0) et Varvr (0,y0) les fonctions de valeur optimale pour le probléme
(3.3) et le probleme (3.4)), respectivement. En observant la relation entre le probléme de

controle (3.4]) et le probléme de controle (3.5)) et la solution du probléme de controle ({3.5)),

nous avons le résultat suivant

Varvz (0,90) = V (0,0) — ¢

= %@(O)yg + W (0) yo + k(0) = ¢*.

Notez

1

d(t) := 5@(75),

N 4O N 2 0))
V=55 = su=o
- k@) v()

k) =57 = 7= g

Ensuite, nous pouvons écrire V1, (0, yo) comme
Virve (0,90) = ®(6)yf — 2(d — Q)W (t) yo + (d — ¢)°k(t) — ¢*.

Notez que Jyrv (yo, 7 (+)) est strictement convexe en 7 (-) et que la fonction de contrainte
E[Y (t)] — d est affine en 7 (-). Par conséquent, nous pouvons appliquer le théoréme well-

known de la dualité de Lagrange (voir Luenberger [13], Théoréme 1, p.224]) pour obtenir

Varv (0, yo) = supVarv(0,%0).
CeR
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Observant que Vv 1(0, o) est une fonction quadratique en ( et que le coefficient qua-

dratique est égal a

k(0)—1=-E [/tT —T(s) \I;(S) ds} <0,

donc Vi (0, 40) atteinte son maximum au point

2

k(o) |, (o) b (0)k(0) — W2 (0) ,
ilelﬁlgVMVL(OﬁUO) S 70) d ) Yo| + 0 Yo-
donc, ,
__k(0) v (0) ®(0)k(0) — U2 (0) ,
VMV(Q?JO) - 1_— ]%(0) ]%(0) yO] ]%(0) Yo-

L’analyse ci-dessus donne le théoréme suivant.

Théoréme 3.2.1 Le portefeuille efficace du probléme de moyenne variance corres-

pondant o la valeur terminale attendue d, en fonction du temps t, le montant de richesse

Y, est .
A e O 10
T(ty) = [y (d C)i)(t) o2 (1)
C=d dj‘ij(o)yo‘
kE(0) —1

De plus, la frontiére efficiente (ou fonction de valeur optimale) pour le probléme de

variance moyenne (3.3|) est

Varf/(T) = Vv (0, o)
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ot ®(t), W (t) et k(t) sont donnés par

B(t) =B (exp (7 (U (5) = 20(5)) ds) ) .
T (t) = ]E(exp(ft —p(s ))d))
kt)zl—]E( )
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Conclusion

Dans ce mémoire nous avons étudié un principe du maximum stochastique suffisant pour
les problémes de controle optimal et le systéeme gouverné par une martingale normale.
Et nous étudions la relation entre le principe du maximum stochastique et le principe
de programmation dynamique pour les diffusions avec des sauts. A titre d’exemple, nous

résolvons explicitement un probléme de la sélection de portefeuille moyenne-variance.
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