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Introduction

En statistique et en théorie des probabilités, la fonction caractéristique d’une variable aléa-
toire réelle X détermine de facon unique sa loi de probabilité. Si cette variable aléatoire
a une densité, alors la fonction caractéristique est la transformée de Fourier de la den-
sité. Les valeurs en zéro des dérivées successives de la fonction caractéristique permettent
de calculer les moments de la variable aléatoire. Les fonctions caractéristiques sont aussi
trés utiles pour étudier la convergence de suites de variable aléatoire. Il s’agit aussi d’une

méthode alternative d’estimation des parameétres de certans lois de probabilités.

Historiquement, la notation de fonction caractéristique a été établie par Francois Massieu
dans ses deux courtes publications parues en 1869, il y définit deux fonctions aujourd’hui
appelées fonction de Massieu et fonction de Plank. Dés sa découverte des fonctions ca-
ractéristiques et sans avoir besoin de déterminer leur forme précise, il tira de leur simple
existence des relations qui permirent en particulier de prouver l’incohérence de certains tra-
vauz existants. Les fonctions caractéristiques de Massieu, redécouvertes par Max Planck
enl1897 et désignées sous des noms divers, n'ont été mises en avant que plus récemment
par Herbert Callen en 1960. Flles différent des fonctions traditionnellement enseignées de
Gibbs et de Helmholtz par le choiz de 1/T au lieuw de T comme variable caractérisant la
température. De maniére trés générale, sous sa forme actuelle introduite en 1937 par Paul
Levy, la fonction caractéristique d’une variable aléatoire est la transformée de fourier de
sa probabilité image. Elle prend une expression trés simple pour des variables aléatoires

discrétes ou a densité.



Introduction

Le mémoire est organisé comme suit :
Dans le premier chapitre, nous donnons la définition et les propriétés générales de la fonc-
tion caractéristique. Le cas des lois stables qui sont définit uniquement par leurs fonctions

caractéristiques est étudier.

Nous définissons dans le deuxiéme chapitre, comme cas particulier la fonction caractéris-
tique dans un réseau. Nous rappelons aussi les fonctions caractéristiques de quelques lois

de probabilités discrétes et continues.

Nous donnons dans le dernier chapitre, des applications de la fonction caractéristique :
en mettons l'accent sur les méthodes d’estimation basée sur la fonction caractéristique des

parametres des lois stables.



Chapitre 1

Fonction Caractéristique : Propriétés

et Distributions

De maniére trés générale, sous sa forme actuelle introduite en 1937 par Paul Lévy, la
fonction caractéristique (FC) d’une variable aléatoire est la transformée de fourier de
sa probabilité image. Dans ce chapitre, nous donnons la définition et les propriétés générale

de la fonction caractéristique.

1.1 Généralités

Définition 1.1.1 Soit u une mesure de probabilité sur R. La transformée de Fourier de

la mesure . est la fonction définie pour tout t € R par

Fo(t) = /R ¢ dp ().

La fonction F,, est définie pour tout t € R ,car | expitzx |[< 1 et [1du = 1.

Définition 1.1.2 Soit X une varaible aléatoire (v.a) réelle. La FC de X est la transformée
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de Fourier de la mesure Px ;c’est la fonction définie pour tout t € R par :

bx (1) = Fpy (1) = /R ¢ dPy (z) = E (). (1.1)

Remarque 1.1.1 Soit P de densité f par rapport a la mesure de Lebesque A. Par exten-

sion , on appelle transformée de f la quantité :

or(t) = /Rei“C f(z)dXr(z).

1l en est de méme si f est une application intégrable o valeurs réelles.

Remarque 1.1.2 Sous réserve d’existence, on montre aisement en intégrant par partie
que

dru0 (1) = (=1 (i) o5 (1), pour K > 1.
La définition des FCs se généralise au cas des v.a. vectorielles.

Définition 1.1.3 Soit X un vecteur aléatoire (2, A, P) — (RP, RP); on appelle FC de X,

la transformée de Fourier de Px :

ox (1) = ¢py () = /eittﬂcdpx (z)=FE (eittX> '

avec des notations évidentes, on a : ¢x (t1,...,tp) = Be(iTiatXs),

En particulier, si X est une v.a réelle définie sur (2, A, P) :

Vi€ R, ¢x (t) = E (™) = / ™ dPx (x).
R

Remarque 1.1.3 Y = ¢'X est une v.a.réelle dont la FC est :py (s) = E(e*Y) =
E (eiSttX) . En particulier, la FC de X vérifie : ¢x (t) = dpex (1).
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Exemple 1.1.1 a) Soit X une v.a qui stuit une loi uniforme sur [a,b], noté X ~» Upgy).

Sa FC est donnée par :

1 b eitb o eita

b itx o itx — _
d)x(t):/a@Z f(ﬂf)dx—m[e la= it(b—a)’

b) Soit X une v.a a valeurs dans (N, P (N)), alors

¢X(t)zzeim P{X =uz},teR.

zeN

Ainsi, si suit la loi de Poisson de paramétre A : X ~» P (\), alors

P A\ (e it
¢X (t) Zeztac € _ €—>\ Z ( € ) _ €—>\ 6)\6
=0

| |
0 a g

/\(e” —1)

I
o

Remarque 1.1.4 Si la loi de X se décompose en une somme Px = i+ v d’une mesure

discréte (1 = Y piby, et d’une mesure v de densité f, alors :

ox (1) = Fu () + F (6) = 3 pue™™ + / [ (2)e™ d.

Prenons par exemple une v.a X a valeurs dans lintervalle |0, +o00[, qui a pour densité
Ix (z) = e 10400 (¥). Soil la v.a tronquée X, = min (X, a) a pour loi :
Px,=e " dq+p, a>0

a

ol la mesure p, admet pour densité la fonction x — e "1y yoo[ (x) .La fonction carac-

téristique de X, est donc :

ox, (t)=e* glat —I—/ e~ et dt .
0
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1.1.1 Cas particulier : la fonction génératrice

Soit X une v.a.r discréte a valeurs non négatives; on appelle fonction génératrice de X la

fonction :

Gx(t)=E(t") =) t"P(X=ux),

zeN

définie pour tout t € C, | ¢t |< 1.

Onal|tXP (X =x)|<| t|¥, et lasérie de terme général X P (X = x) est donc absolument
et uniformément convergente pour t appartenant au disque unité.

La définition de G'x revient a remplacer formellement exp it par ¢ dans la fonction carac-

téristique de X :
¢X (t) = GX (eit) .

En pratique, néanmoins, les utilisations de G'x (t) seront faites avec t réel, —1 < ¢ < 1.

On remarque en outre que Gx (1) = 1.

Exemple 1.1.2 a) Si X ~» G (P):

t
Gx ()= topgmt = L.
x (1) ; pq T
it
pe
t) = :
¢x (1) [ got
b) Si X ~ B(n,p):
G (t) =D _tCip"q"™ =3 Crltn)"a" ™ = (tp+ )"
z=0 =0

ox (1) = (" p+q)".

1.1.2 Propriétés

Théoréme 1.1.1 La fonction ¢ est une FC si et seulement si elle posséde les propriétés

suwvantes :
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a)$(0)=1let|o(t)|< 1 pour tout t.
b) ¢ est uniformément continue sur R.

c) ¢ est définie positive, c’est-a-dire :

> ox (te —t) 27 > 0,

k=1
=1

pour tout tq, ..., t, réels, et tout z, ..., z, complezes.
Preuve. a) Soit ¢ une FC. Alors ¢ (0)=FE (1) =1, et | ¢ (t) [< E(] e |) = 1.

b) On a également,
| ¢(t+8) _ ¢(t) :| E<6i(t+s)X _ ez‘tX) |S E (| ez‘tX (eisX _ 1) |) — F (| 6z‘sX -1 |)

Soit y(s) =| €% —1|; 000 <y < 2 et lim,_qy(s) = 0. Par conséquent, le théoréme
de convergence dominée implique que limg o E (y (s)) = 0, et la continuité uniforme est
établie.

c) Pour la positivité, il suffit d’observer que :

n n

n
doox(ti—t)ma=FE|) acge Y| = <| POET |2> > 0.
=1

k=1 k=1
=1 =1

Nous ne démontrerons pas la réciproque (Théoréme de Bochner) ici. m

Proposition 1.1.1 Pour tout t et toute variable aléatoire X, on a :

Si la distribution de X est symétrique par rapport a l'origine, ¢x est réelle et si X est a

une dimension, ¢x est paire.



Chapitre 1.Fonction Caractéristique : Propriétés et Distributions

Preuve. On a

ox (—) = B () = B (%) = (™) = ox (1),
En outre si la distribution de X est symétrique on a :

/f x) px (dx) /f x) px (dx)  pour toute fonction fux-intégrable,

dot,
ox (-0 = [ (dn) = [ e (dn) = ox (1),

ce qui entraine

Ox (—t) = ¢x (t) = ox (1)

D’ou les conclusions de la proposition. m

Remarque 1.1.5 On déduit évidemment de ce qui précéde la partie réelle (Re) et imagi-

naire (Im) de ¢x :

Re(¢x (1) =
m(¢x (1)) =

(ox (—t) + ¢x (t)) , . est une fonction paire.

[\Dlr—kwlr—t

(ox (—t) — dx (t)) , est une fonction impaire.
Théoréme 1.1.2 On a ¢ux s (t) = €ox (at) . En effet,
Gaxss (1) = E (£HaX0)) = ¢ith p (eila)X)
Théoréme 1.1.3 (Injectivité) Si P et ) sont deux probabilités définies sur (RF, RY) :

dp = Pq — P=Q



Chapitre 1.Fonction Caractéristique : Propriétés et Distributions

Si X et'Y sont deux vecteurs aléatoires : (Q, A, P) — (RF, RF) :
Ox = ¢y — PX =pY¥

Théoréme 1.1.4 (Inversion) Si X est un vecteur aléatoire & valeurs dans (R”, RY) de
FC ¢ (t) intégrable par rapport a Ap,la loi de X posséde une densité continue f(x) définie

par :

fa)=ea " [ et oman ).

En particulier, pour une v.a.réelle ;

Fo =5 [ e g

:% .

Lemme 1.1.1 Soit X une v.a réelle. Pour toutb € R, on a :

+T )
P(X =1b)= lim — / e Py (t)dt.
-T

Théoréme 1.1.5 Soit {x1,...,z,,...} ensemble des éventuels points de discontinuité de la

fonction de répartition de X donc

fim o [ 1ox (O F dt= 3 (P(X = 5))"

oo 2T T n>1
Preuve. La preuve est donnée dans [5]. m

Corollaire 1.1.1 La FC de lois continues n'est pas périodique (on remarque sa d’aprés

les courbes).

Théoréme 1.1.6 Soit a; tel que : a; > 0 et Y ja; =1, et f;(t), i =1,...,n sont des
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fonctins caractéristiques, alors

n

g(t) = Zaifz' (t),

=1

est une FC.

Théoréme 1.1.7 (Bochner, 1932) Une condition nécessaire et suffisante pour qu’une
fonction ¢ : R — C soit une FC est que soient vérifiées :
a) ¢ (t) continue.

b)V N,V (t,...ty) € RN V (2, ...,2y) € CV:

est réeelle et non négative.

¢) 6(0) = 1.

Le théoréme de Bochner est d’une application peu aisée, on pourra lui préférer une condi-

tion suffisante, par exemple :

Théoréme 1.1.8 (Polya, 1934) Soit ¢ (t) une fonction continue ,définie pour tout t réel.
Si ¢ (t) satisfait aux conditions :

a) ¢(0) = 1.

b) ¢(=t) =¢(t).

c) —¢(t) est convexe pourt > 0.

d) lim,_.. 6 (1) = 0.

Alors ¢ est la FC d’une v.a.r X absolument continue.
Les fonctions caractéristiques sont aussi trés utiles pour étudier la convergence de v.a.

Théoréme 1.1.9 (Paul Lévy, 1937) a) Si la suite (j1,) de mesures bornées converge

étroitement vers la mesure bornée p, la suite ¢, (t) converge vers ¢, (t) pour tout t € R.

10
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b) Réciproquement si des FC’s ¢, convergent simplement sur R vers une fonction ¢

continue en 0, ¢ est la FC d’une mesure bornée 1 telle que (u,) converge étroitement vers

1L
c) Dans les 2 hypothéses précédentes la convergence de (¢y,, ), o vers ¢, est uniforme sur

tout intervalle borné [—T,+T].

1.1.3 Fonctions caractéristiques des variables marginales et condi-

titonnelles

La FC de la variable marginale X, s’obtient apartir de celle de la variable X en fisant
tg == tn =0:

dx, (t1) = E (") = ¢x (41,0, ...,0) .

Plus généralement, la FC de la variable marginale X ) projection de X sur I’espace des

p premiers axes de coordonnées, est :

dxw (t1, ., tp) = ox (t1, ..., 1,0,...,0) .

Soit un couple de variables aléatoires X et Y que nous supposons absolument cotinu pour

fixer les idées. La FC du couple est :
Oxy (t,s)=F [ei(XHYS)] =FE, [exp X (Ey/x exp isY)] ,

soit :

too
by () = / e by (5) f (2) de,

o0

11



Chapitre 1.Fonction Caractéristique : Propriétés et Distributions

en désignant par ¢,/ x—, (v) la FC de la variable aléatoire conditionnelle Y/X = x.

D’ou en appliquant le théoréme de réciprocité de fourier :

1 +A

Oy/xes (8) fwe) = o lim » e gy (t,s)dt.

Par ailleurs, en appliquant ce méme théoréme :

1 +A

_ : —itx
fla) =52 Jim [ e oy (10)dt

D’ou la FC de la variable conditionnelle Y| X = x :

: A _ita
%hmA—»JroofjAe " pxy (t,s)dt

. A ; :
% hmAH+oo fj—A et (bX,Y (t, 0) dt

¢Y|X=z (8) =

Ce résultat vaut encore pour un couple de variables aléatoires discrétes.

1.2 Exemple de loi définie par sa fonction caractéris-
tique

Nous allons utiliser le théoréme pour engendrer une famille de lois de probabilités
définie par sa FC. En 1925 Paul Lévy définit la loi appelée par la suite loi de Paul Lévy

par I’équation (1.2)) dans la définition suivante :

Définition 1.2.1 Une v a r X est dite avoire une distribution stable si et seulement si il

existe quatre parameétres uniques :0 < a« <2, -1 < < 1,7 >0 et un réel o tels que :

exp (—y* | t|* (1 —ifBsign (t) tan &) + it st # 1,
b (6) = ( ( >) +idt) 12
exp (=™ | ¢t |* (1 +iB2sign (t)log | t|) + idt) si o =1,

12
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1 sit >0,
ou sign(t) =< 0 sit=0,
—1 sttt <O.

Une variable aléatoire réelle qui a cette expression pour sa FC est notée X ~ S, (v, 3,0) .

Mais cette represéntation de la F'C, qui s’appelle paramétrisation standard, a le désavan-
tage de ne pas étre continue en ses parameétres. En fait, il y a discontinuité en les points
ol o =1 et § = 0. Par aiilleurs il existe d’autre parameétrisations de la FC plus adaptées

aux différentes problémes. Ici, on fait référence & deux paramétrisations proposées par

Zolotarev :
exp (—y* | ¢ |* {1 +iBsign (t) tan 2= [(v | t D 1] +idot}), sia#l,
ox (t) =
exp (— | t | {1+iBZsign (t)log (v | t])} +idot) , sia=1.
(1.3)

Cette representation S° se note X ~ S (v, 3,8) . Les paramétres «, 3 et v de la parame-

trisation standard, mais 0 et dy sont reliés par

do — v tan (am/2) pour o # 1,

0o —f (%) log vy pour a = 1.

Cette parameétresation est trés importante parce que la FC, la densité et la fonction de
répartition sont continues par rapport aux quatre parameétres. Donc, elle est bien condition-
nées numériquement pour le calcul. Pour g = 0, les deux représentations sont équivalentes,
cependant dans le cas général la représentation S° est préféré.

Une autre parameétrisation S* est donnée par

exp (=78 | ¢ |* exp {—ifesign (t) ZK (o)} +idt), sia#1,
ox () = (1.4)
exp (= | t | {T +ifasign (t)log |t |} +idt) , sia=1,

13
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ou

o sia <1,
K(a)=a—-1+sign(l—a)=

oa—2 sia > 1.

Les paramétres a et 0 sont les mémes que pour la parameétrisation standard, les autres

parametres satisfont les relations suivantes

tan (62%@) = [Btan ¢ sia#£ 1,

B2 =p3 sia=1.

Et

Y2 =7 (1+ (2 tan? a—;)l/za sia#l,

Yo = %fy sia=1.
Nous donnons ici 'interprétation des quatre parametres :
¢ Le parameétre « est appelé exposant caractéristique ou index de stabilité. Il détermine
la vitesse de décroissance de la queue de distribution, c’est-‘a-dire que plus « tend vers 0,
plus lourde est la queue.
#Le parameétre 3 est le paramétre d’asymétrie. Lorsque 5 = 1 la distribution de X est dite
asymétrique (totalement asymétrique) a droite et lorsque 8 = —1 on dit que la distribution
de X est asymétrique (totalement asymétrique) a gauche. Quand 8 = 0, la distribution
de X est symétrique par rapport a 4.
¢Le parametre 0 est le paramétre de position. En terme de FC, une distribution est
symétrique autour de 0 si et seulement si sa FC est réelle.

#Le parameétre v est le paramétre d’échelle.

Remarque 1.2.1 On remarque d’aprés [’équation que :

a) poura=2,3=0,7v=3,6=0:logg(t) = —%, (t) = e %*/2 La loi de Paul Lévy se
rameéne alors & la loi N (0,1).

b) poura=1,5=0,v=1,0=0:log¢(t) = — | t|.On retrouve la loi de Cauchy.

c¢) La loi normale N(m,~?*) est une loi So(f3, %, m) (et réciproquement une loi Sy (5,7, i)

14
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est une loi normale N (u,27?).

d) La loi de Cauchy généralisée de densité f(x) = 1#)2 est une loi S1(0,v,m).

T 2+ (z—m

e) La loi de Poisson P (\) n’est pas stable.

Remarque 1.2.2 Le principal inconvénient est que les densités des lois stables sont in-

connues sauf dans trois cas :

a) La distribution gaussienne S2(0,7v, p) ou f(z) = 271/; exp (_(14;,;)2> .

. . . . . 2v
b) La distribution de Cauchy Sy (0,7, 1) ou f(z) = —ﬂg(wfu)2+472)'

¢) La distribution de Lévy Si (1,9,p) ot f(z) = (5£)2 (z — ,u)_% exp (—ﬁ) X 1y +oof-

Remarque 1.2.3 Pour o # 1, nous avons l’équivalence suivante :

X suit une loi So(B,7v, 1) < Y = - B suit une loi Sa(8,1,0).

En effet, d’aprés le théoréme on a :

¢aX+b (t) — FE (eit(aXer)) — eitb¢X (at) .

Si on pose a = i+ et b= —- nous avons donc :

¥ ¥

tut wut t . . t aT
oy (t) = exp (——1) exp {——1 7| —=| [1 - Zﬁ.szgn(—l).taHT :
’YQ ’}/a ’yoz ’)/a

t
T
’704

Or sign(—1) = sign(t) car 0 < donc :

oy (t) = exp {— | ¢|® [1 —if.sign(t). tan %] } ,

2

qui est bien la forme de la fonction caractéristique d’une loi S, (0,3,1).
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Chapitre 1.Fonction Caractéristique : Propriétés et Distributions

1.2.1 Détermination de la densité

Les conditions du théoréme étant réunies, en notant f (x,«, 8,7, 9) la densité de la
v.a de FC ¢ de l'équation (1.2)) :

+o00
faasad =5 [ e oma

—00

En développant , on a :

£z, B,7,0) = o / Gill5-2)t-Bylt1sign(Wlt.a] ] ;111 gy
Y J 9 J 2’/’{' R

1 [t o

— / cos [(6 — z)t — Byt W [t,a]] e " dt,

T Jo
ou :

tan ¢ pour o # 1
Wit,a] = 2
2log | t| pour a =1

pour « # 1, on obtient donc :

+o0o
[z, a,B,7,6) = l/ cos [(iU —d)t + Syt tan ﬂ] e 7 dt.
T Jo 2

1.2.2 Particularités de la densité

(1.5)

La densité donnée par (L.5)) vérifié :

> f(z+d,a,8,7,8) = f(z,a,5,7,0); on peut prendre 6 = 0.

> f(z,a,8,7) = f(=z,a—-057).
f @ 8.y) =7 f (Em0,8.1).
f (@0 8,7) = B (5,0 8,7/8)
> f(@.a,8,9) = (60 F (a/ (39)" 0. 8,1/8).
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Chapitre 1.Fonction Caractéristique : Propriétés et Distributions

On peut standardiser la loi de Lévy en prenant § = 0 et v = 1. La densité ([1.5]) est alors :

1 [T a
fz,a,p) = —/ cos (xt + [t tan %) e dt.
T Jo

17



Chapitre 2

Fonction caractéristique de lois des

probabilités usuelles

Nous rappelons dans ce deuxiéme chapitre, les fonctions caractéristiques de quelques
lois de probabilités usuelles (discrétes et continues). Ainsi que leurs représentation gra-

phique, par lintermédiére du logociel statistique R.

2.1 Fonction caractéristique des lois discreéts

2.1.1 Loi uniforme discréte

Si X est a valeurs sur {1,...,n} et uniforme, alors sa FC est :

3

it n—1 itn

eitr 1 & ” e etl—e
S wyr — 7 = . 2.1
n nz<€ ) n n _ezt ( )

x=1 r=1 :0

8

Sa représentation graphique est la suivante :
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Chapitre 2. Fonction caractéristique des lois de usuelles

04 06

phit)
02
|

00

0.2
|

-40 -20 0 20 40

F1a. 2.1 — Fonction caractéristique de loi uniforme (n = 10)

2.1.2 Loi de Dirac

On établit immédiatement, pour une v.a de loi de Dirac :

¢s, (1) = €.

phig

10

-50 -40 -20 O 20 40 S0

F1G. 2.2 — Fonction caractéristique de Dirac (masse de Dirac en 6)
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Chapitre 2. Fonction caractéristique des lois de usuelles

2.1.3 Loi géométrique

Si X une v.a de loi géométrique notée G(p), p €]0, 1[. Alors,

bx(t) = (pe/1 — ge™) D €]0,1[,g=1—p. (2.3)

phi)
4

-50 -40 -20 o 20 40

F1G. 2.3 — Fonction caractéristique de loi G (0.2)

2.1.4 Loi de Bernoulli

Soit X une v.a de loi de Bernoulli de parametre p €]0,1[: X~ B(p), alors

bx(t) = p.expit + q.exp it = pexpit + q = pe' + q. (2.4)

2.1.5 Loi binomiale

Soit X une v.a de loi de binomiale de paramétres n € N* et p €]0,1[: X — B(n,p), donc

¢X(t) — Z itx C«az X 1 o ZCI pez a: n T (pezt+q)n (25)

=0
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Chapitre 2. Fonction caractéristique des lois de usuelles

10

prif)

00

-30 -20 -10 (o] 10 20 30

F1G. 2.4 — Fonction caractéristique de loi B(5,0.3)

2.1.6 Loi de Poisson

Considérons une v.a de loi de Poisson de paramétre A : X~ P()). La FC de X est donnée

par :
0 ) ;
L ATe A Ae't)® it it
¢X(t) _ E it — e—)\E ( ) _ 6—)\6)\@ _ €>\(e —1). (26)
x! x!
T T T T T T T
s 10 20 30 40 50 50

F1c. 2.5 — Fonction caractéristique d’une loi P(6)
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Chapitre 2. Fonction caractéristique des lois de usuelles

2.1.7 Loi multinomiale

Soit X = (Ny, ..., Ni) un v.a de dimension k de loi multinomiale M (n;py, ..., px). La FC

de la v.a définie par
k
ttX - Z thja
j=1

est

n! ko
Prex(s) = Z — 'p?l...pzke”ZFItJ”J,

ou la somme porte sur tous les k—uples (nq, ..., ny) vérifiant ijl nj =n,

n' ist1\n st \n
Prex(s) ZZW(MB )M (et

k
= (D _pe”).
j=1

En s=1
k

ox(t) = (3 pyeo). (2.7)

j=1
2.2 Fonction caractéristique des lois continues

2.2.1 Loi exponentielle

Considérons une v.a X de loi Exponentielle de paramétre A : X ¢ (\). La FC de X est

donnée par :

A

ox(t) = / e NN dy = / Ae™ A=) g — —. (2.8)
0 0 A—it

Sa représentation graphique est donnée comme suit
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Chapitre 2. Fonction caractéristique des lois de usuelles

1.0

08

06

phi(t)

04

F1G. 2.6 — Fonction caractéristique de loi £(4)

2.2.2 Loi normale

Soit Y une v.a qui suit la loi Normale centrée et réduite Y N(0,1). La FC de X est

donnée par :

o dy > y? — 2ity\ dy
1) = ity ,—y?/2 2 :/ <_
ortt) = [ emern [ e (L) S
> (y—it)" = (it)*\ dy > (y—it)"\ _pp dy
= e — = e —— e —=
/_oo Xp( 2 Vor L 2 Var

00 - \2
_ t2/2/ _(y —it) dy
=e e ,
oo P ( 2 V2

En déduit que

by (t) = exp —t2/2. (2.9)
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Chapitre 2. Fonction caractéristique des lois de usuelles

Car avec le changement de variable (complexe) z =y — it , on a :

/Ooexp _(y—it)2 dy _ mexp<—2—2> dz _
oo 2 V2r o 2 ) \2r

Considérons maintenant le cas générale de la la loi Normale de moyenne m et de variance

02 i.e., X" N(m,o?). Dans ce cas, il suffit de remarquer que X = m + oV, et la FC de X

est définie comme suit :

CbX(t) _ E(eit(m—i-aY)) _ eitmgby(at) _ eitme—t202/2‘

1.0

0.8

phit)

04

02

0.0
I

Fic. 2.7 — Fonction caractéristique de loi N(2,5)
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Chapitre 2. Fonction caractéristique des lois de usuelles

2.2.3 Loi de Cauchy

Si X est de densité f(z) = a € R%. On dit alors que X suit la loi de Cauchy de

___a
m(a2+z2)’

FC:

dx(t) = exp—{a|t]}, a €R’. (2.10)

1.0

06

phit)

04

02

-10 -5 0 5 10

Fi1c. 2.8 — Fonction caractéristique de la loi de Cauchy C'(5)

2.2.4 Loi du khi deuX

Soit X une v.a qui suit la loi de khi-2, notée X ~X(2n).

La FC de X est donnée par :
1

ox(t) = ETIE (2.11)
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Chapitre 2. Fonction caractéristique des lois de usuelles

deux

10

(3]

phi(t)
04

02

oo

10.pdf

F1G. 2.9 — Fonction caractéristique de la loi X(24)

2.2.5 Loi Gamma

Soit X une v.a de densité f (z) = 22 e "8 4 > (. Dans ce cas, la v.a est dite de loi

Pla)p>

Gamma notée I'(«, 5), sa FC est définie comme suit :

B +o00 . xa—le—w/ﬁ B 1 +o00 y . E .
ox(t) = /0 exp (itz) T 5 dx = T (o) 5~ /o exp (zt:L‘ ﬂ) x* dx

— W /0+oo exp{—z (% — it) Yo ldr = - (al) 5o (;_(CZ>M

Alors,
ox(t)=(1-pit)" , aeN,BeR]. (2.12)

elle est représentée graphiquement comme suit :
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Chapitre 2. Fonction caractéristique des lois de usuelles

deux

08 10
|

(3]

phi(t)
04

02

oo

11.pdf

F1G. 2.10 — Fonction caractéristique de loi I'(3,2.5)

Loi de Laplace

Soit X la v.a de densité f(z) = 3exp— | z | , € R. On dit alors que X suit la loi de

Laplace, dont la FC est :

1 0 ) 1 +o0 )
ox(t) = —/ ") dy 4+ 5/ e~ 0= g
—00 0

1 +oo ) ) +oo
= —/ [e7®(HiD) 4 eme (=] gy — / costr.e”” du.
0 0

En particulier par intégration par parties :

Ox(t) = [—e “costx]® — t/ sintr e der=1-— t/ sintz.e™ dx
0 0
+oo
=1+ tle “sintx]f™ — t2/ costr.e”™ dx
0

=1—t*x(t).
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Chapitre 2. Fonction caractéristique des lois de usuelles

D’ou :

ox() =15 (2.13)

1.0

06
I

phit)

04

0.2
I

0.0

-10 -5 0 5 10

F1G. 2.11 — Fonction caractéristique de loi Laplace
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Chapitre 3

Caractérisation de la fonction

caractéristique

3.1 Applications de la FC

La FC est un outil de calcul de probabilités qui aide a établir un certain nombre de

résultats. On en développera trois ci-dessous :

3.1.1 Caractérisation de I'indépendance de deux vecteurs aléa-

toires

Théoréme 3.1.1 Soient X; et Xy deux vecteurs aléatoires a valeurs respectivement dans
(RP, RP) et (RY, R?), On note : X = ( X, X, )t de dimension p + q.

a) V(t;,ty) € RP X RY oy, (t1) = ¢x (t1,0) et ¢x, (t2) = ¢x (0,12) .

b) X, et Xy sont indépendants si et seulement si ¥ (t1,12) € RP x R,

ox (t1,t2) = ¢x, (t1) dx, (t2) -
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Chapitre 3. Caractérisation de la fonction caractéristique

Preuve. Pour a), on a
Ox (ti,ts) = E (ei(ttlxﬁtémz)) , donc ¢x (t1,0) = E <€it§x1> = ¢x, (t1),

et de méme,
¢x (0,t3) = F <€it5X2> = ¢x, (t2) -
b) Si X et Xy sont indépendants alors :

Ox (ti,ts) = E (6ittlxleitgx2) —F (eiﬁXl) E (eitéXz)

= ¢x, (t1) Px, (t2) -

Réciproquement, on suppose que ¢x (t1,t2) = dx, (t1) dx, (t2) .Pour montrer que X; et X
sont alors indépendants, il suffit de prouver que Py = Px, ® Px, (d’aprés théoréme de

Fubini). Calculons la transformée de Fourier de P = P*' @ PX2 :

¢P (tla t2) _ /ei[tﬁxl-&-tgxg]dp (371; x2> _ /ei[tﬁm-&-téxz]d (PXl ® PXQ) (1’1,332)

_ /ez‘tmmld_pxl (351) /eittzmdpxl (x2> — ¢X1 (tl) ¢X2 (t2) .

Donc, pp = ¢p, ,ce qui entraine P = Px d’apres la propriété d'injectivité et X, et Xy

sont indépendants. ®

3.1.2 Loi d’une somme de vecteurs aléatoires

Théoréme 3.1.2 Soient X et Y deux vecteurs aléatoires indépendantes & valeurs dans

(RP . RP ) ,de FC respectives ¢px et ¢y alors:

bx iy (1) = ox (1) Py (t).
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Chapitre 3. Caractérisation de la fonction caractéristique

Preuve. On a,

Ox1y () =FE <€itt(x+y)) - B (ez‘ttX eiﬁy) '

Par séparation des intégrales, puisque X et'Y sont indépendantes :

Oxiv (1) = B (") B () = ox (1) 6v (1).

Cette propriété se généralise sans difficulté au cas de n vecteurs aléatoires indépendants.

Si (X;), i=1 an, sont indépendants ,¢; étant la FC de X; ,alors,

n

oux, (1) = [[ o ().

=1

Remarque 3.1.1 (Contre-exemple) Soit X une v.a réelle qui suit une loi de Cauchy
C(1). Sa FC est :
VteR:ox (t) =€l

Le couple (X,Y), avec X =Y wvérifier

Vi€ R: gxyy (1) = dox (1) = e = (€7|t‘)2 = ox (t) oy (1) -

mais X et'Y ne sont pas indépendantes.

Exemple 3.1.1 a)Soient X et Y deux v.a.r indépendantes de lois respectives B (n,p) et

B(m,p) .La v.a. X +Y suit la loi B (n+ m,p). En effet :

m

dxsy (t) = (e +q)" (e +q)" = (pe’ + )",

qui est la FC d’une loi B (n+ m,p).

b) Soient X etY deux v.a.r indépendantes de lois respectives C (a) et C' (b) .La v.a.X +Y
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Chapitre 3. Caractérisation de la fonction caractéristique

suit la loi C' (a+b). En effet :
bxqy (t) = e~ ¢7bItl — o= (atD)t]

qui est la FC d’une loi C (a + D).

Remarque 3.1.2 La fonction ¢x, .. x,) est une fonction dépendant de n variables réelles
(t1,...,tn). Si on la restreint & la droite engendrée par vy, = (0, ...,1,...,0) (le 1 est en k-éme

position), on obtient la fonction caractéristique de Xy, car :

Ox1xn) (0, ety 0) = E (") = ¢, (1)

On peut aussi remarquer que pour toutt € R on a :
¢(X17---7X'n) (t7 M t) = E (elt(XlJ'_—"_Xk)) = ¢(X1++Xn) (t) °

3.1.3 Obtention des moments non centrés

Théoréme 3.1.3 Soit X une v.a.r appartenant a L, (2, A, P) c’est-a-dire :
VEkE<n, E(lX ") <o
Alors, la FC ¢x est dérivable au moins jusqu’a l’ordre n, et pour tout k, k=0 a n :
) (0) = E (X7) .

Preuve. Pour toutk, k=1 an:

(k)() ¢ () dk /eita: dPX:/ dk zt:c dPX
X dtk X dtF L dtt©

/ iFake qpX,
R
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Chapitre 3. Caractérisation de la fonction caractéristique

En effet ,la fonction (t,x) — expitx est continue sur R x R ; elle admet pour dérivée

d’ordre k -

qui forme une suite de fonctions continues sur R x R.

En outre, i* fR ke dPX est uniformément convergente sur R car :
| /mkem dPX |< B (| X F) < oo,
R

et on peut donc permuter les opérations d’intégration et de dérivation , Il suffit alors de
prendre t = 0 pour obtenir :

Y (0) =B (x*).

Remarque 3.1.3 Réciproquement, si ¢x admet des dérivées en 0 jusqu’a lordre n, alors

X admet des moments non centrés au moins jusqu’a [’ordre n.

Exemple 3.1.2 Soit X une v.a.r absolument continue de densité :

f (@) = e, 7 €0, +o0),
sa FC est :
A
ox () =315

alors

, ) o i 1

¢X(t)—m 00 0 ¢y (0) = Y et B(X)=

» P22\ . » %2 9 2 1

¢X(t):()\_—7jt)3 ,0u ! ¢X(O>:ﬁ s et E(X ) :ﬁ 7d07’LC V(X):X

Remarque 3.1.4 Notons que si X est dans L' (), autrement dit si E (X) est bien dé-
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Chapitre 3. Caractérisation de la fonction caractéristique

finie, alors la fonction ¢x est dérivable en 0 (et ¢y (0) = iE (X)) Mais, la réciproque est
fausse. Pour le voir, il suffit de considérer la v.a X qui prend ses valeurs dans 7 et dont

la loi est :

C

PX:Zanén,avecagzalza_lzo etVnZQ:an:a_n:m,

nez

ot la constante de normalisation ¢ vérifie ) =1, et Comme la loi de X est

C
n#£0,1 72 Tn([n])

symétrique, ¢x est une fonction a valeurs réelles : :

On peut montrer que ¢x est dérivable et que sa dérivée s’obtient en dérivant sous le signe

somme :
¢/ (t) . —QCZ Sln(nt)
X nin(|n|)
n>2
On a donc ¢ (0) = 0 - Pourtant, la variable aléatoire X n'est pas dans L* (Q) , car :

E(|X|):2Zkak:2zm:oo

keN*

Remarque 3.1.5 Le théoréme peut étre étendu aux vecteurs aléatoires X = (X1, ..., Xp)t

de dimension p :

<an§b(t1,...7tp)> —i"E (Xa1 Xap)
o ap - 1 ----- 9
atl 1 ----- tp (07 7O) p

avec Y 0| oy =

Remarque 3.1.6 Un résultat analogue existe pour les v.a.r a valeurs entiéres non néga-

tives en considérant leur fonction génératrice. En effet :

G® (t Zm (z—1)..(z—k+1D)t"*P(X =21),
=k
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Chapitre 3. Caractérisation de la fonction caractéristique

et donc G (1) donne le moment factoriel d’ordre k.

pwy=E@@—-1).. (x—-k+1)).

Exemple 3.1.3 Pour X "G (p), on a

pt
Gx (t) = —— =1-
x (t) T P,
et donc :
Elpgh—!
W (1) = .
D’ot
o1y =T g
p =Gy’ (1) = PR

3.2 Meéthode d’estimation basée sur la FC

L’expression de la Fc empirique est donnée par la formule suivante :
50 = 1S expiex)
= — exp{t :
n P

Comme | 5 () |est borée par 1, alors tous les moment de 5 (t) sont fini. A partir de la
loi des grands nombres, ¢ (t) est un estimateur convergent de ¢ (¢), la FC théorique. Les
méthodes d’estimation dans cette section sont des méthodes basées sur cette expression.
Chacune des méthodes essaye d’obtenir la FC d’une v.a stable plus proche de la FC
empirique en un certain sens. Un autre avantage de ces méthodes est qu’elles peuvent étre

étendues a des cas qui ne sont pas i.i.d.
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Chapitre 3. Caractérisation de la fonction caractéristique

3.2.1 Meéthode de Minimum de Distance

Ces méthodes calculent la quantité :

ou 0 = («,3,7,0) est un point de 'espace paramétrique O et || . |lest une norme. Habi-
tuellement, on considére la norme L* ou une norme pondérée L", le premier cas posant
le probléme de la non-différentiabilité de g (6) = sup, | ¢ (t) — ¢ (t) |, ce qui rend la mi-
nimisation de ¢ trés complexe. C’est pourquoi on considére plutét les normes pondérées
L
+o0 N
ho)= [ e -d W

o
ou W (t) est une fonction de poids garantissant la convergence de l'intégrale. Les estima-

teurs de minimum de distance minimisent g ou h.

3.2.2 Meéthodes des Moments

Press a proposé une autre méthode basée sur une transformation de la FC. Pour tout «,

| ¢ (t) [=exp (=7 [t ]*) alors —log | ¢ (t) =[] (3.1)

Il y a deux cas a considérer,a # 1 et a = 1. Dans le premier cas, pour I’estimation de « et
~ on utilise I’équation (3.1]). Pour I’éstimation de § et 6 on consideére u () = Im (log ¢ (t)) ,

alors,

t am
u(t) =0t +~% | tg |* ﬁmtaHT.

Le cas @ = 1 est plus simple, en suivant le méme raisonnement. Pour plus de détails voir

2]

Remarque 3.2.1 La méthode des moments est trés facile a implémenter et elle est trés
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Chapitre 3. Caractérisation de la fonction caractéristique

efficace en temps de calcul mais trés imprécise si l’échantillon n’est pas normalisé.

3.2.3 Meéthode de Régression

Koutrouvelis présente une méthode de type régression qui construit une expression linéaire
a partir de certaines fonctions de la FC et des paramétres «;, . On utilise la FC empirique
pour estimer «, qui est précisément la pente de la droite, puis on estimer 7. Une autre
expression linéaire des paramétres 5 et o s’obtient apartir de la FC avec des relations
non linéaires en « et 7, donc, une fois ces derniers parameétres estimés. L’algorithme de ce
méthode peut se décliner de la fagon suivante :
— Fixer un K approprié , et pour les points ¢}, = g—'g, k=1,2, ..., K calculer la FC empirique
qg(tk) .(telle que K entre 9 et 134)
— Calculer y;, = log(—log | 0 (tx) |*)-(qui est la premiére expression s’obtient & partir de
I'équation (1.1) et égale log(2v*) + alog | ¢ ] )
— Ajuster laregression linéaire y = m + awy, + e, pour obtenir des estimateurs a et m.
— Obtenir I'estimateur 7 & partir de m = log(27)°.
i

— Calculer, pour un L approprié, z (u;) pour u; = &5, et i = 1,2, ..., L.

— Ajuster la régression

~

z; = Ou; + 77 tan %sign(ui) |ug |® 4mi,i=1,2, ..., L.

pour obtenir les estimateurs de § et 3.
La méthode de regression est facile a implémenter et elle est tres efficase en temp calcul.
Les propriétés asymptotiques (convergence et normalité) des estimateurs de moindre carrés
dans une régression linéaire sont bien connues. Le principal inconvénient de cette méthode
est que les résultats sont insatisfaisonts quand 1’échantillon n’est pas normalisé. Pour
résoudre ce probléme Koutrouvelis a proposé la variante suivante de la méthode dont les

résultats sont bien meilleurs pour une plus grande région de I’espace paramétrique.
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Chapitre 3. Caractérisation de la fonction caractéristique

3.2.4 Méthode de régression Itérative

Au pas k de I'algorithme on utilise les estimateurs 7;_; et gk,l pour normaliser 1’échan-
tillon selon ces valeurs, c’est-a-dire, pour chaque X de I’échantillon on fait la transfor-
mation <X - gk,1> /7k—1. Le nouvel échantillon est presque normalisé et ’on estime ses
parameétres par la méthode de regression. Si les estimateurs obtenus pour ’échantillon
normalisé sont (&\k, 5, Bk, EZ) , alors on actualise les parameétrs d’échelle et de position de

I’échantillon original de la facon suivante :

ﬁy\k = %fﬁz :

et

5k = %_16; + 5k—1-

Les valeurs 7, et g@ pour initialiser I'algorithme doivent étre des estimateurs proches des

valeurs réelles des paramétres.

38



Chapitre 4

Conclusion

Nous avons étudier dans les trois chapitre de ce mémoire une nouvelle fonction dite fonc-
tion caractéristique, qui permetra de caractériser la loi d’une variable aléatoire, mais de

facon plus intérissante que la fonction de répartition ou la densité de probabilités.

Cette fonction est bien adaptée pour :

— étudier lindépendance de variables aléatoires,

— étudier la convergence de variables aléatoires,

— étudier le comportement asymptotique de la somme de variables aléatoires indépendant,
— éstimer les paramétres des lois stable par des méthodes différents,

— retrouver la stabilité d’un grand nombre de lois usuelles par somme indépendante,

— calcul des moments.
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Annexe : Abréviations et notations

Les différentes abrévariations et notations utilisées tout au long de ce mémoire sont expli-

quées ci-dessous :

F transformée de fourier

1.4.d indépendantes et identiquement distribuées
ox (1) Fonction caractéristique de X.

FC fonction caractéristique

v.a. variable aléatoire.

(X1,...,X,)  échantillon de taille n de v.a’s

v.a.r variable aléatoire réelle
E(X) espérance ou moyenne de X
~ suit la loi

R ensemble réel

R+ ensemble réel positif
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Annexe : Abréviations et Notations

Liap| la fonction indicatrice :/ =1 si x € [a,b] et [ = 0 sinon .
Px mesure de probabilité sur RY.
f(z) Fonction de densité en z.

S (B,7,0)  loi stable de paramétres «, (3,7, 0.

Gx fonction génératrice de X

Re (z) partie réelle du nombre complexe z

Im (2) partie imaginaire du nombre complexe z
Xt transposé de X
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