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Introduction

Grâce aux méthodes de statistique non paramétrique, il est tout à fait possible

d�extraire des informations pertinentes d�un échantillon sans connaitre la loi de

probabilité dont il est issu. Cependant, si c�est possible, il est préférable d�adopter un

modèle probabiliste. En e¤et, les estimations seront toujours plus précises dans un cadre

paramétrique que dans un cadre non paramétrique. Par ailleurs, un grand nombre de pro-

cédures statistiques standard ne sont utilisables que si on fait des hypothèses particulières

sur la loi de probabilité des observations (par exemple, les tests dans les modèles linéaires

gaussiens).

Par conséquent, il est fondamental de disposer de méthodes permettant de déterminer s�il

est vraisemblable de considérer que des observations proviennent d�un modèle probabiliste

donné. Ces méthodes sont appelées les tests d�ajustement ou d�adéquation. Elles sont

destinées à véri�er si un échantillon observé peut être considéré comme extrait d�une

population donnée. Il existe plusieurs types de ces procédures : les graphes de probabilité,

qui sont des tests d�adéquation graphiques, le test du khi-deux, le test de Kolmogorov-

Smirnov, etc... Pour une description détaillée sur ces tests, on réfère le lecteur à [6], [3],

[8],...

Dans le cadre de ce mémoire, on va étudier les tests d�ajustement qui sont basés sur la

fonction de répartition empirique.

Ce mémoire compose de deux chapitres
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Introduction

�Premier chapitre : Fonction de répartition empirique.

Ce chapitre est dédié à la dé�nition de la fonction de répartition empirique et à ses pro-

priétés fondamentales.

�Deuxième chapitre : Tests d�ajustement.

Dans ce chapitre, après un bref rappel sur les di¤érents tests d�ajustement, on présente,

avec plus de détails, les trois principales procédures utilisant la fonction de répartition

empirique, à savoir les tests de Kolmogorov-Smirnov, Cramer-von Mises et Anderson-

Darling, puis on va donner des exemples d�applications de ces tests sur des données simulées

et réelles, à l�aide du logiciel d�analyse statistique R version 3.5.0.
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Chapitre 1

Fonction de répartition empirique

En statistique, une fonction de répartition empirique est une fonction de répartition

qui attribue la probabilité 1=n à chacun des n nombres dans un échantillon, c�est

l�estimateur non paramétrique de la fonction de répartition.

On va étudier, avec plus de détails, les propriétés fondamentales de cet estimateur, pour

une description détaillée sur cette fonction, consulter, par exemple, [9], [10], [11],...

1.1 Fonction de répartition

La fonction de répartition est utilisée pour dé�nir de façon uni�ée la loi de probabilité

d�une variable aléatoire (v.a) qu�elle soit discrète ou continue. Si cette fonction est connue,

il est possible de calculer la probabilité de tout intervalle et donc, en pratique, de tout

événement.

Soit X une v.a dé�nie sur un espace de probabilités (
; T ; P ) :

Dé�nition 1.1.1 On appelle fonction de répartition de X, que l�on note F , la fonction

dé�nie de R dans [0; 1] par

F (x) := P (X � x); x 2 R:

3



Chapitre 1. Fonction de répartition empirique

La valeur prise par la fonction de répartition au point x est donc la probabilité de l�évé-

nement ]�1; x]:

Propriété 1.1.1 Les propriétés principales de la fonction de répartition sont les sui-

vantes :

1. F est non décroissante.

2. F continue à droite en tout point x de R:

3. lim
x!�1

F (x) = 0 et lim
x!+1

F (x) = 1:

Remarque 1.1.1 Les résultats suivants sont des conséquences directes de la dé�nition.

1. Si X est discrète de valeurs x1; x2; :::; xn; alors :

F (x) =
X
xk�x

P (X = xk):

C�est une fonction en escaliers, son graphe est un diagramme en escaliers comme le

montre la �gure (1.1) (panneau de droite).

2. Si X est continue de densité f; alors

F (x) =

Z x

�1
f(t)dt;

dans ce cas, la probabilité de tout intervalle réel de bornes a et b; avec a � b est égale

à F (b)� F (a):

Exemple 1.1.1 La �gure (1.1) présente les graphes des fonctions de répartition de la loi

normale centrée réduite N (0; 1) et de la loi de Poisson de paramètre 5:

L�inverse de la fonction de répartition est appelée fonction des quantiles. Elle est donnée

dans la dé�nition 1.1.2.

4



Chapitre 1. Fonction de répartition empirique

Fig. 1.1 �Fonction de répartition d�une v.a normale standard et d�une v.a de Poisson de
paramètre 5:

Dé�nition 1.1.2 (fonction des quantiles) Soit X une v.a et F sa fonction de répar-

tition, la fonction des quantiles, notée par F ; associée à F est dé�nie par

F (q) := inffx 2 R : F (x) � qg; 0 � q � 1:

On l�appelle aussi inverse généralisée de F: Il est à noter que si F est strictement croissante

et continue, alors elle est bijective et dans ce cas on a F (q) = F�1(q):

Exemple 1.1.2

� F (0:5) est la médiane de X:

� F (0:25) et F (0:75) sont respectivement les premier et troisième quartiles de X:

� La fonction des quantiles de la loi exponentielle E (�) ; � > 0; est dé�nie par

F (q) = �1
�
log(1� q); 0 � q � 1:

5



Chapitre 1. Fonction de répartition empirique

En e¤et, on a F (x) = (1� exp(��x))1R+(x); bijective. Alors F (q) = F�1(q):

1.2 Statistiques d�ordre

Dé�nition 1.2.1 Soit (X1; X2; :::; Xn) un échantillon, de taille n � 1; d�une v.a X: On

appelle statistiques d�ordre associées à cet échantillon la suite classée par ordres crois-

sants des v.a�s X1; X2; :::; Xn: On les note généralement par X(1) � X(2) � ::: � X(n) ou

X1;n; X2;n; :::; Xn;n:

Pour k = 1; 2; :::; n; la v.a X(k) est dite statistique d�ordre de rang k ou k�eme statistique

d�ordre. Les v.a�s

X(1) := min
1�i�n

Xi et X(n) := max
1�i�n

Xi;

sont deux statistiques d�ordre particulières, elles représentent la plus petite et la plus

grande observation respectivement.

1.2.1 Distribution d�une statistique d�ordre

Proposition 1.2.1 (lois de X(1) et X(n)) Les lois de probabilité des v.a�s X(1) et X(n)

sont données par leurs fonctions de répartition respectives

FX(1)(x) = 1� [1� F (x)]
n et FX(n)(x) = [F (x)]

n; x 2 R:

Preuve. On a

FX(1)(x) = P (X(1) � x) = 1� P (X(1) > x):

Il est clair que l�évènement (X(1) > x) est équivalent à (X1 > x;X2 > x; :::; Xn > x); Par

conséquent

FX(1)(x) = 1� P (X1 > x;X2 > x; :::; Xn > x);

6



Chapitre 1. Fonction de répartition empirique

qui par l�indépendance des Xi devient

FX(1)(x) = 1� P (X1 > x)P (X2 > x):::P (Xn > x):

Finalement, on obtient le résultat en utilisant l�équidistribution des observations, alors

FX(1)(x) = 1� [P (X1 > x)]
n

= 1� [1� F (x)]n:

Par le même principe, on montre le résultat relatif au maximum.

Proposition 1.2.2 (loi de X(k)) De façon générale, pour 1 � k � n; la fonction de

répartition de la k�eme statistique d�ordre est la suivante

FX(k)(x) =
nX
i=k

n!

i!(n� i)!F
i(x)[1� F (x)]n�i; x 2 R:

Preuve. Soit x 2 R �xé. Dire que l�événement
�
X(k) � x

�
est réalisé est équivalent à dire

que parmi les variables X1; X2; :::; Xn; au moins k sont plus petites que x: En d�autres

termes, on a

X(k) � x()
nX
j=1

1(Xj�x) � k;

ce qui implique que

P (X(k) � x) = P
 

nX
j=1

1(Xj�x) � k
!
:

Par ailleurs
Pn

j=1 1(Xj�x) suit la loi binomiale de paramètres n et F (x), alors on a, pour

i = 1; 2; :::; n;

P

 
nX
j=1

1(Xj�x) = i

!
=

n!

i!(n� i)!F
i(x)[1� F (x)]n�i:

En prenant la somme de i = k à n; on obtient le résultat.
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Chapitre 1. Fonction de répartition empirique

1.3 Fonction de répartition empirique

1.3.1 Distribution empirique

Soit (X1; X2; :::; Xn) un échantillon, de taille n � 1; d�une v.a X de distribution P , on

dé�nit une distribution discrète sur R muni de la tribu borélienne B concentrée aux

réalisations (x1; x2; :::; xn) par Pn(xi) = 1=n; i = 1; 2; :::; n:

La probabilité empirique d�un borélien B 2 B est alors dé�nie par

Pn(B) :=
�(B)

n
;

où 0 � �(B) � n représente le nombre de réalisations xi qui sont dans B.

Proposition 1.3.1 (convergence de Pn) Soit B 2 B; alors

1. Pn(B)
p�! P (B); quand n �!1:

2. Pn(B)
p:s�! P (B); quand n �!1:

Preuve. On applique les lois des grands nombres. Pour cela, on dé�nit les v.a�s indépen-

dantes identiquement distribuées (iid)

Yi := 1Xi(B) =

8><>: 1 si Xi 2 B;

0 si Xi =2 B;
; i = 1; 2; :::; n:

Alors �(B) =
Pn

i=1 Yi et Pn(B) =
Pn

i=1 Yi=n; c�est la moyenne empirique �Yn des Yi:

D�autre part, on a E[Y1] = P (Y1 = 1) = P (X1 2 B) = P (B): Pour le premier résultat, on

applique la loi faible des grands nombres et pour le deuxième, on applique la loi forte.

Remarque 1.3.1 Ce résultat implique que la distribution inconnue P (de la variable X)

peut être approchée, en considérant un échantillon de taille élevée. En d�autres termes, Pn

est la meilleure approximation de P:

8



Chapitre 1. Fonction de répartition empirique

1.3.2 Fonction de répartition empirique

La fonction de répartition empirique, qu�on notera Fn; est la probabilité empirique du

borélien particulier B =]�1; x]:

Dé�nition 1.3.1 La fonction de répartition empirique Fn associée à un échantillon

(X1; X2; :::; Xn) est dé�nie par

Fn(x) :=
1

n

nX
i=1

1(Xi�x); x 2 R:

C�est la proportion des éléments de l�échantillon qui sont inférieurs ou égaux à x: En

d�autres termes, la fonction de répartition empirique est la moyenne empirique des fonc-

tions d�indicatrices des événements (Xi � x) :

Sa représentation par les statistiques d�ordre est donnée par

Fn(x) =

8>>>><>>>>:
0 si x < x(1);

i
n
si x(i) � x < x(i+1); i = 1; 2; :::; n� 1;

1 si x � x(n):

(1.1)

Fn est une fonction en escaliers qui fait des sauts de hauteur 1=n en chaque point de

l�échantillon.

La �gure (1.2) représente le graphe de la fonction de répartition empirique d�un échantillon,

de taille 20; de la loi N (0; 1).

Propriété 1.3.1 Les propriétés principales de la fonction de répartition empirique sont :

1. Fn est croissante.

2. Fn continue à droite sur R: En fait, elle est discontinue aux points
�
x(i)
�
1�i�n et

constante sur [x(i); x(i+1)[ pour i = 1; 2; :::; n� 1:

3. lim
x!�1

Fn(x) = 0 et lim
x!+1

Fn(x) = 1:

9



Chapitre 1. Fonction de répartition empirique

Fig. 1.2 �Fonction de répartition empirique d�un échantillon de taille 20 de loi normale
standard.

Exemple 1.3.1 (fonction empirique uniforme) Soit (Un)n�1 une suite de v.a�s iid

uniformes sur [0; 1], la distribution empirique uniforme Gn associé à U1; U2; :::; Un est

dé�nie par

Gn(t) :=
1

n

nX
i=1

1(Ui�t) =

8>>>><>>>>:
0 si t < u(1);

i
n
si u(i) � t < u(i+1); i = 1; 2; :::; n� 1;

1 si t � u(n):

(1.2)

L�inverse de la fonction de répartition empirique est appelée fonction des quantiles empi-

riques. Elle est donnée dans la dé�nition 1.3.2.

Dé�nition 1.3.2 La fonction des quantiles empiriques associée à Fn est dé�nie par

F n (q) := inffx 2 R : Fn(x) � qg; 0 � q � 1:

10



Chapitre 1. Fonction de répartition empirique

Remarque 1.3.2 L�équation (1.1) entraîne que

F n (q) = X(i); pour
i� 1
n

< q � i

n
; i = 1; 2; :::; n:

Alors on a pour 0 � q � 1; F n (q) = X([nq]); où [nq] est la partie entière de nq:

Dé�nition 1.3.3 (fonction des quantiles empiriques uniformes) La fonction des quan-

tiles uniformes associée à U1; U2; :::; Un est dé�nie par

Vn(t) :=

8>>>><>>>>:
0 si t < 0;

G n (t) si 0 � t < 1;

1 si t � 1:

Remarque 1.3.3 La forme (1.2) entraîne que

Vn(t) = U(i); pour
i� 1
n

< t � i

n
; i = 1; 2; :::; n:

1.3.3 Distribution de probabilité de la v.a Fn(x)

Pour chaque x �xé dans R; Fn(x) est une fonction des v.a�s X1; X2; :::; Xn; donc elle-

même est une v.a. Les fonctions 1(Xi�x) sont des v.a�s iid de loi de Bernoulli de paramètre

p := P
�
1(Xi�x) = 1

�
= P (Xi � x) = F (x): Par conséquent, la v.a nFn(x) =

Pn
i=1 1(Xi�x)

suit une loi binomiale de paramètres n et F (x):

Paramètres de la v.a Fn(x)

Les moyenne et variance de la v.a nFn(x) sont nF (x) et nF (x)(1�F (x)) respectivement.

D�où les paramètres de Fn(x); pour x 2 R �xé, sont :

Espérance-Variance

E[Fn(x)] = F (x) et V ar(Fn(x)) =
1

n
F (x)(1� F (x)):

11



Chapitre 1. Fonction de répartition empirique

En e¤et, on a

E[Fn(x)] =
1

n
E[nFn(x)] =

1

n
nF (x) = F (x);

et

V ar(Fn(x)) =
1

n2
V ar (nFn(x)) =

1

n2
nF (x)(1� F (x)) = 1

n
F (x)(1� F (x)):

Biais-Erreur quadratique moyenne (ou MSE pour "mean squared error")

Biais(Fn(x)) = 0 et MSE(Fn(x)) =
1

n
F (x)(1� F (x)):

En e¤et, on a

Biais(Fn(x)) = E[Fn(x)]� F (x) = 0;

et

MSE(Fn(x)) = E[(Fn(x)� F (x))2] = (E[Fn(x)]� F (x))2 + V ar(Fn(x))

= V ar(Fn(x)) =
1

n
F (x)(1� F (x)):

Donc, pour tout x 2 R; Fn(x) est un estimateur sans biais de F (x):

Les résultats de convergence de la v.a Fn(x) sont donnés dans la proposition 1.3.2.

Proposition 1.3.2 (convergence de Fn(x))

1. Consistance : pour tout x, on a Fn(x)
p�! F (x), quand n!1:

2. Consistance forte : pour tout x, on a Fn(x)
p:s�! F (x), quand n!1:

3. Convergence uniforme : par le théorème de Glivenko-Cantelli, la convergence de Fn

vers F est presque sûrement uniforme, c�est à dire que

sup
x2R

j Fn(x)� F (x) j
p:s�! 0; quand n!1:

12



Chapitre 1. Fonction de répartition empirique

Preuve. Les deux premiers résultats, sont des cas particuliers de la proposition 1.3.1, pour

B =]�1; x]: Pour le troisième résultat, se référer à [1], pages 4-6.

Ces trois résultats sont fondamentaux et justi�ent l�utilisation des échantillons en statis-

tique.

La �gure (1.3) illustre l�approximation de la fonction de répartition de N (0; 1) par la

fonction de répartition empirique correspondant à un échantillon de taille n = 100.

Fig. 1.3 � Approximation de la fonction de répartition de N (0; 1) par la fonction de
répartition empirique basée sur 100 observations.

Loi asymptotique de Fn(x); pour x 2 R �xé

Pour obtenir cette distribution asymptotique de Fn(x), on applique le résultat suivant qui

est d�une importance capitale en statistique.
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Chapitre 1. Fonction de répartition empirique

Théorème 1.3.1 (théorème central limite) Si X1; X2; :::; Xn est une suite de v.a�s iid

d�espérance � et de variance �2 �nie, alors

p
n( �Xn � �)

L�! N (0; �2); quand n!1;

où �Xn désigne la moyenne empirique. Par conséquent, pour Fn(x); on a

p
n(Fn(x)� F (x))

L�! N (0; F (x)(1� F (x))); quand n!1: (1.3)

Le résultat (1.3) est illustré par la �gure (1.4) obtenue pour des échantillons, de tailles

n = 30; :::; 200; d�une v.a de loi uniforme sur [0; 1], au point x = 0:5:

Fig. 1.4 �Illustration du théorème central limite pour la fonction de répartition empirique.
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Chapitre 1. Fonction de répartition empirique

Intervalle de con�ance asymptotique de F (x)

Le résultat (1.3) nous permet, après avoir estimé la variance par Fn(x)(1 � Fn(x)); de

construire des intervalles de con�ance asymptotiques pour F (x):

Corollaire 1.3.1 Soit 0 � � � 1; l�intervalle de con�ance asymptotique de F (x); de

niveau 1� �; est

"
Fn(x)� z�

2

r
Fn(x)(1� Fn(x))

n
; Fn(x) + z�

2

r
Fn(x)(1� Fn(x))

n

#
;

où z�=2 est le quantile d�ordre 1� �=2 de la loi N (0; 1): En d�autres termes, on a

P

 
F (x) 2

"
Fn(x)� z�

2

r
Fn(x)(1� Fn(x))

n
; Fn(x) + z�

2

r
Fn(x)(1� Fn(x))

n

#!
= 1� �:

Intervalle de con�ance exact de F (x)

Pour déterminer un intervalle de con�ance exact pour F (x); on applique l�inégalité de

Dvoretzky-Kiefer-Wolfowitze (voir [16], page 14).

Proposition 1.3.3 (inégalité de Dvoretzky-Kiefer-Wolfowitz)

Pour tout � > 0; on a

8n 2 N; P
�
sup
x2R

j Fn(x)� F (x) j> �
�
� 2 exp(�2n�2):

Corollaire 1.3.2 Soit 0 < � � 1; l�intervalle de con�ance exact de F (x); de niveau 1��

(au moins), est "
Fn(x)�

r
1

2n
log(

2

�
); Fn(x) +

r
1

2n
log(

2

�
)

#
:

En d�autres termes, on a

P

 
F (x) 2

"
Fn(x)�

r
1

2n
log(

2

�
); Fn(x) +

r
1

2n
log(

2

�
)

#!
� 1� �:
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Chapitre 1. Fonction de répartition empirique

Preuve. Pour tout x 2 R; on a

P (F (x) 2 [Fn(x)� �; Fn(x) + �]) = 1� P (j Fn(x)� F (x) j> �)

� 1� P
�
sup
x2R

j Fn(x)� F (x) j> �
�
� 1� 2 exp(�2n�2):

En choisissant � > 0 tel que 2 exp(�2n�2) = �, c�est à dire �2 = 1
2n
log(2=�); on obtient le

résultat.

Remarque 1.3.4

� Comme F (x) 2 [0; 1], si n est petit on peut souvent ra¢ ner cet intervalle de con�ance

en prenant plutôt

"
Fn(x)�

r
1

2n
log(

2

�
); Fn(x) +

r
1

2n
log(

2

�
)

#
\ [0; 1]:

� Bien qu�asymptotique le premier intervalle de con�ance peut s�avérer meilleur que l�in-

tervalle exact car ce dernier est fondé sur une borne uniforme qui peut être mauvaise

pour certaines valeurs de x (voir [9]).

1.4 Fonctionnelles d�une distribution

On appelle fonctionnelle T; une application d�un espace fonctionnel z dans R :

T : z ! R

F ! T (F ):

Exemple 1.4.1

�Moyenne : E[F ] :=
R
xdF (x):

� Variance : V ar(F ) :=
R
(x� E[F ])2dF (x) =

R
x2dF (x)�

�R
xdF (x)

�2
:
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Chapitre 1. Fonction de répartition empirique

� Quantile : pour 0 � q � 1; Qq(F ) := F (q): Le cas q = 1=2 correspond à la médiane

de la distribution.

� Coe¢ cient de dissymétrie (asymétrie) : cd(F ) :=
�R
(x� E[F ])3dF (x)

�
= (V ar(F ))

3
2 :

� Coe¢ cient d�aplatissement : ca(F ) :=
�R
(x� E[F ])4dF (x)

�
= (V ar(F ))2 :

1.4.1 Fonctionnelles linéaires et fonctionnelles de moment

� Une fonctionnelle T est dite linéaire s�il existe une fonction a : R! R telle que

T (F ) =

Z
a(x)dF (x):

� Une fonctionnelle T est dite de moment s�il existe un entier k � 1 et une fonction

� : Rk ! R telle que

T (F ) = E[�(X1; :::; Xk)] =

Z
�(x1; :::; xk)dF (x1):::dF (xk):

Remarque 1.4.1

1. Les fonctionnelles linéaires sont des fonctionnelles de moment.

2. La moyenne est une fonctionnelle est linéaire et de moment.

3. Les variance, quantile et les coe¢ cients d�asymétrie et d�aplatissement ne sont ni

linéaires ni de moment.

1.4.2 Estimateurs par substitution ("plug in")

Un estimateur naturel (non paramétrique) de T (F ) est obtenu en substituant la fonction

de répartition empirique Fn dans l�expression de T: En d�autres termes, T (Fn) est un

estimateur naturel de T (F ):
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Chapitre 1. Fonction de répartition empirique

Exemple 1.4.2

1. La moyenne empirique �Xn :=
R
xdFn(x) =

Pn
i=1Xi=n est l�estimateur de la moyenne

théorique E[X] :=
R
xdF (x):

2. La variance empirique S2n est l�estimateur de la variance, est dé�nie par

S2n :=

Z
x2dFn(x)�

�Z
xdFn(x)

�2
=
1

n

nX
i=1

X2
i �
 
1

n

nX
i=1

Xi

!2
=
1

n

nX
i=1

(Xi� �Xn)
2:

3. L�estimateur par substitution d�une fonctionnelle linéaire est

Z
a(x)dFn(x) =

nX
i=1

a(Xi)=n:

1.4.3 Fonction d�in�uence

La fonction d�in�uence est une dérivée de la fonctionnelle T , elle est utilisée pour approxi-

mer l�erreur standard d�un plug-in estimateur.

Pour dé�nir une dérivée, il faut dé�nir un taux d�accroissement. Comme une fonctionnelle

T a pour argument F 2 z, il faut dé�nir un accroissement élémentaire dans l�espace z.

Dé�nition 1.4.1 Soit T : F ! T (F ) une fonctionnelle. La fonction d�in�uence de T en

F en un point x0 2 R est dé�nie par la limite suivante, si elle existe

LT;F (x0) = lim
�!0

T ((1� �)F + �G�x0 )� T (F )
�

;

où, pour tout t 2 R; G�x0 (t) = 1(x0�t) représente la fonction de répartition associée à la

masse de Dirac �x0 :

Exemple 1.4.3 (la moyenne) 8� > 0; 8x0 2 R; on a

E
�
(1� �)F + �G�x0

�
= (1� �)E [F ] + �E

�
G�x0

�
;
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Chapitre 1. Fonction de répartition empirique

car E[:] est linéaire. De plus, E[G
�x0
] = x0; alors on a

E
�
(1� �)F + �G�x0

�
� E [F ]

�
=
(1� �)E [F ] + �x0 � E[F ]

�
= x0 � E[F ]:

Ainsi, LE;F (x0) = x0 � E[F ]:

Plus généralement, il est facile de voir que, pour une fonctionnelle linéaire, on a

LT;F (x0) = a(x0)� T (F ):

Fonction d�in�uence empirique

Dé�nition 1.4.2 La fonction d�in�uence empirique de T en F au point x0 est

LT;Fn(x0) = lim
�!0

T
�
(1� �)Fn + �G�x0

�
� T (Fn)

�
:

Exemple 1.4.4 La fonction d�in�uence empirique associée à la moyenne en F au point

x est

LE;Fn(x) = x� �Xn:

Dans ce cas, la quantité LE;Fn(Xi) mesure la contribution de l�observation Xi à la variance

empirique

S2n :=
1

n

nX
i=1

(Xi � �Xn)
2 =

1

n

nX
i=1

(LE;Fn(Xi))
2:

Plus généralement, la quantité LE;Fn(Xi) mesure la contribution de l�observation Xi à

n�importe quel moment empirique.

Proposition 1.4.1 Si T (F ) est une fonctionnelle linéaire, alors on a

1. La fonction d�in�uence empirique

LT;Fn(x) = a(x)� T (Fn) = a(x)�
1

n

nX
i=1

a(Xi):
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Chapitre 1. Fonction de répartition empirique

2. E[LT;F (X)] =
R
LT;F (x)dF (x) = 0.

3. V ar(LT;F (X)) =
R
(a(x)� T (F ))2 dF (x) =

R
a2(x)dF (x)� T 2(F ):

Preuve. Ces résultats sont directs car on considère une fonctionnelle linéaire.

Théorème 1.4.1 Si � 2 := V ar(LT;F (X)) <1, alors

p
n(T (Fn)� T (F ))

L�! N (0; � 2); quand n!1:

En estimant � 2 par

�̂ 2 =
1

n

nX
i=1

L2T;Fn(Xi) =
1

n

nX
i=1

"
a(Xi)�

1

n

nX
i=1

a(Xi)

#2
;

on a p
n(T (Fn)� T (F ))

�̂

L�! N (0; 1); quand n!1:

Preuve. Voir [16], pages 18-19 (étapes 4, 5 et 6).
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Chapitre 2

Tests d�ajustement

Les tests d�ajustement sont des procédures non paramétriques permettant de juger

l�adéquation entre une situation réelle et un modèle théorique. Ils ont pour but

de véri�er si un échantillon, d�une population X de fonction de répartition F inconnue,

provient ou non d�une v.a de distribution connue F0. Il s�agit donc de tester les hypothèses

suivantes :

�
H0 : F = F0
H1 : F 6= F0

ou bien

8><>: H0 : X � une certaine loi spéci�ée,

H1 : X � cette loi.

Il existe une grande variété de tests d�ajustement, parmi lesquels on peut citer :

� Le test du khi-deux, basés sur les e¤ectifs.

� Les tests qui reposent sur la fonction de répartition empirique : tests de Kolmogorov-

Smirnov, d�Anderson-Darling et de Cramer-von Mises.

� Les tests basés sur les moments, comme celui de d�Agostino�s K-squared.

� Les tests d�ajustement appliqués à la loi normale, appelés tests de normalité, comme

les tests de Lilliefors (fonction de répartition empirique), de Jarque-Bera (moments) et

de Shapiro-Wilk (L-statistiques). Pour une description détaillée de ces tests, on recom-

mande de voir [15], [2], [4],...

On note qu�il est conseillé de faire une étude descriptive préliminaire des données dans
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Chapitre 2. Tests d�ajustement

le but d�avoir une idée sur la distribution adéquate à ces données. Les éléments les plus

pertinents à la modélisation sont :

� Discussion de la forme de l�histogramme.

� Véri�cation sommaire de certaines propriétés des paramètres statistiques.

� Ajustement graphique : quantile-quantile plot (Q-Q plot), probability-probability plot

(P-P plot),...

La conclusion à laquelle on arrive sera ensuite con�rmée ou in�rmée par les tests statis-

tiques d�ajustement.

Dans ce chapitre, on s�intéresse aux tests construits sur la base de la fonction de répartition

empirique, cités ci-dessus. L�idée générale de ces tests est la suivante : si l�hypothèse H0

est vraie, alors la fonction de répartition empirique Fn doit être proche, par rapport à une

certaine distance, de la fonction de répartition hypothétique F0: Par conséquent, di¤érents

choix de la distance engendrent di¤érents types de procédures.

2.1 Test de Kolmogorov-Smirnov

C�est le plus populaire parmi les tests d�adéquation qui sont basés sur la fonction de

répartition empirique. Il a été proposé par Andreï N. Kolmogorov en 1933 et étendu par

Vladimir I. Smirnov en 1939.

2.1.1 Statistique du test

La distance utilisée pour dé�nir la statistique Dn de ce test est celle de la norme uniforme.

La statistique de Kolmogorov-Smirnov est alors dé�nie par

Dn := sup
x2R

jFn(x)� F0(x)j :

Remarque 2.1.1 Puisque 0 � F0(x) � 1 et 0 � Fn(x) � 1; alors 0 � Dn � 1:
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Chapitre 2. Tests d�ajustement

Pour calculer les valeurs de la statistique Dn; il su¢ t d�évaluer la di¤érence entre Fn et

F0 aux points x(i) comme l�indique la proposition 2.1.1.

Proposition 2.1.1 La statistique de Kolmogorov-Smirnov s�écrit comme suit :

Dn = max

�
max
1�i�n

�
i

n
� F0(x(i))

�
; max
1�i�n

�
F0(x(i))�

i� 1
n

�
; 0

�
: (2.1)

Preuve. La statistique Dn peut s�écrire Dn = max(D
+
n ; D

�
n ); avec

D+
n := sup

x2R
(Fn(x)� F0(x)) et D�n := sup

x2R
(F0(x)� Fn(x)) :

On a

D+
n = sup

x2R
(Fn(x)� F0(x)) = max

0�i�n
sup

x(i)�x<x(i+1)
(Fn(x)� F0(x)) :

On dé�nit x(0) = �1 et x(n+1) = +1; on peut écrire Fn(x) = i=n pour x(i) � x < x(i+1);

i = 0; 1; :::; n; alors on a

D+
n = max

0�i�n
sup

x(i)�x<x(i+1)

�
i

n
� F0(x)

�
= max

0�i�n

�
i

n
� inf
x(i)�x<x(i+1)

F0(x)

�
:

Or, F0 est une fonction croissante, d�où

D+
n = max

0�i�n

�
i

n
� F0(x(i))

�
= max

�
max
1�i�n

�
i

n
� F0(x(i))

�
; 0

�
:

Par le même principe, on montre le résultat relatif à D�n : Pour une description détaillée

de ce résultat, on recommande de voir [5], pages 109-110.

Remarque 2.1.2 Dans le cas où F0 est continue, les lois de Dn, D+
n et D

�
n sont indépen-

dantes de F0: En e¤et, si F0 est continue, les v.a�s F0
�
X(i)

�
, i = 1; 2; :::; n, sont uniformes

sur [0; 1] ; c�est-à-dire F0
�
X(i)

� L
= U(i), pour i = 1; 2; :::; n; indépendamment de F0: Par

conséquent, Dn, D+
n et D

�
n ont des distributions indépendantes de la F0:
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Par le changement de variable y = F0(x), on peut écrire

Dn = sup
0�y�1

jGn(y)� yj ;

où Gn est la fonction de répartition empirique uniforme.

En 1933, Kolmogorov a proposé une approximation à la loi (d�une fonction) de la statis-

tique Dn et Smirnov a donné, en 1939, une démonstration plus simple du résultat. Cette

distribution asymptotique est présentée, sans démonstration, dans le théorème 2.1.1.

Théorème 2.1.1 Pour tout t > 0; on a

lim
n!1

P (
p
nDn < t) =

+1X
k=�1

(�1)k exp(�2k2t2):

La distribution exacte de Dn est présentée dans le théorème 2.1.2.

Théorème 2.1.2 Dans le cas où F0 est continue, on a, pour tout réel t et n � 1,

P (Dn < t) =

8>>>><>>>>:
0 si t � 1

2n
;R t

1=n�t
R t�1=6n
5=6n�t :::

R (n�1)=n+t
1�t f(u1; u2; :::; un)du1du2:::dun si 1

2n
< t < 1;

1 si t � 1;

où

f(u1; u2; :::; un) = n!1(0<u1<u2<:::<un<1):

Preuve. Voir [5], pages 111-112.

Pour une description détaillée de la distribution commune aux deux statistiques D+
n et

D�n ; voir [5], pages 115-116.

2.1.2 Principe du test

On calcule la distance entre Fn et F0 en utilisant la relation (2:1) puis on décide du rejet

ou non du modèle proposé. L�exécution du test de Kolmogorov-Smirnov est donnée par
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les étapes suivantes :

1. classer les valeurs observées par ordre croissant ;

2. calculer, pour i = 1; les valeurs absolues des écarts

��F0(x(i))� i=n�� et ��F0(x(i))� (i� 1)=n�� ;
3. prendre le plus grand des deux écarts absolus ;

4. répéter les étapes 2 et 3 pour i = 2; :::; n ;

5. la valeur de la distance de Kolmogorov-Smirnov est égale au maximum des plus

grands écarts.

La région critique du test est de la forme fDn > Dcritg ; où Dcrit est une certaine valeur

critique véri�ant, P (Dn > Dcrit=H0 est vraie) = �; 0 � � � 1: On conclut le test en

acceptant, au seuil de signi�cation, l�hypothèse H0 si la distance Dn calculée est inférieure

Dcrit: La distribution théorique spéci�ée est alors acceptée, c�est à dire : F = F0:

La valeur critique Dcrit est lue dans la table de Kolmogorov-Smirnov (voir, par exemple,

[12], pages 585-586). Pour les petites tailles d�échantillon, il y a, dans [5], pages 113-114,

un exemple de calcul de Dcrit (pour n = 2) à partir de la loi exacte de Dn: Pour n � 50;

les valeurs critiques sont données, selon quelques valeurs de �; dans le tableau 2.1.

2.2 Test de Cramer-von Mises

Le test était développé par Harald Cramer et Richard E. von Mises (1928-1930).

2.2.1 Statistique du test

Ce test est basé sur la di¤érence quadratique entre la fonction de répartition empirique

et la fonction de répartition théorique. La statistique du test d�ajustement de Cramer-von
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Mises �w2n est dé�nie par

�w2n := n

Z +1

�1
(Fn(x)� F0(x))2dF0(x): (2.2)

En pratique, son calcul est simpli�é comme l�indique la proposition 2.2.1.

Proposition 2.2.1

�w2n =
1

12n
+

nX
i=1

(
2i� 1
2n

� F0(xi))2: (2.3)

Preuve.On découpe l�intégrale de la formule (2:2) sur les intervalles de la forme
�
x(i); x(i+1)

�
;

pour écrire

�w2n = n

(Z x(1)

�1
(Fn(x)� F0(x))2dF0(x) +

Z x(2)

x(1)

(Fn(x)� F0(x))2dF0(x) + :::

+

Z x(n)

x(n�1)

(Fn(x)� F0(x))2dF0(x) +
Z +1

x(n)

(Fn(x)� F0(x))2dF0(x)
)
:

On utilise maintenant l�équation (1:1) ; pour avoir

�w2n = n

(Z x(1)

�1
(0� F0(x))2dF0(x) +

Z x(2)

x(1)

(
1

n
� F0(x))2dF0(x) + :::

+

Z x(n)

x(n�1)

(
n� 1
n

� F0(x))2dF0(x) +
Z +1

x(n)

(1� F0(x))2dF0(x)
)
:

Par le changement de variable y = F0(x); ceci devient

�w2n = n

(Z F0(x(1))

0

y2dy +

Z F0(x(2))

F0(x(1))

�
1

n
� y
�2
dy + :::+

Z F0(x(n))

F0(x(n�1))

�
n� 1
n

� y
�2
dy+

Z 1

F0(x(n))

(1� y)2dy
)

=
n

3

(�
F0(x(1))

�3
+

"�
1

n
� F0(x(1))

�3
�
�
1

n
� F0(x(2))

�3#
+ :::

+

"�
n� 1
n

� F0(x(n�1))
�3
�
�
n� 1
n

� F0(x(n))
�3#

+
�
1� F0(x(n))

�3)
:
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On ordonne les termes de façon à écrire

�w2n =
n

3

(�
1

n
� F0(x(1))

�3
�
�
0

n
� F0(x(1))

�3
+

�
2

n
� F0(x(2))

�3
�

�
1

n
� F0(x(2))

�3
+ :::+

�n
n
� F0(x(n))

�3
�
�
n� 1
n

� F0(x(n))
�3)

: (2.4)

On remarque que ces termes sont du type (a3 � b3) avec b = a� 1=n et a = i=n�F0(x(i));

pour i = 1; 2; :::; n: On a

a3 � b3 = 1

n

�
3a2 � 3a

n
+
1

n2

�
=
1

n

�
3

�
a2 � a

n
+

1

4n2

�
� 3

4n2
+
1

n2

�
=
1

n

"
3

�
a� 1

2n

�2
+

1

4n2

#
=
3

n

"�
2i� 1
2n

� F0(x(i))
�2#

+
1

4n3
:

En remplaçant dans l�équation (2:4), on obtient

�w2n =
n

3

"
3

n

nX
i=1

�
2i� 1
2n

� F0(x(i))
�2#

+
nX
i=1

1

12n2
=

1

12n
+

nX
i=1

�
2i� 1
2n

� F0(xi)
�2
:

C�est ce qu�il fallait trouver.

Remarque 2.2.1 Comme pour le test de Kolmogorov-Smirnov, la loi de �w2 est indépen-

dante de F0; si elle est continue: Par le changement de variable y = F0(x) ; dans la relation

(2:2) on peut écrire

�w2n = n

Z 1

0

(Gn(y)� y)2dy:

La distribution asymptotique de la statistique �w2 est présentée dans le théorème 2.2.1.

Théorème 2.2.1

�w2n
L�!

+1X
j=1

1

j2�2
Z2j ; quand n!1;

où Z1; Z2; ::: sont des v.a�s de la loi normale standard.

Preuve. Voir [15], pages 131-132.

27



Chapitre 2. Tests d�ajustement

2.2.2 Principe du test

On calcule la distance entre Fn et F0 en utilisant la relation (2:3) ; puis on décide du rejet

ou non du modèle proposé. L�exécution du test de Cramer-von Mises est donnée par les

étapes suivantes :

1. classer les valeurs observées par ordre croissant ;

2. utiliser la fonction de répartition de la loi pour obtenir les valeurs de F0(xi); pour

i = 1; 2; :::; n ;

3. calculer
Pn

i=1(
2i�1
2n
� F0(xi))2; puis la valeur de la statistique �w2n:

On rejette l�hypothèse H0 si cette dernière est supérieure à une certaine valeur critique

n�ayant qu�une probabilité � d�être dépassée, sous l�hypothèse H0. Il existe une table sta-

tistique, connue sous le nom de table de Cramer-von Mises, dans laquelle sont résumées les

valeurs critiques pour les niveaux de signi�cation usuelles avec di¤érentes tailles d�échan-

tillon (voir, par exemple, [12], page 584). Pour n � 50; les valeurs critiques sont données,

selon quelques valeurs de �; dans le tableau 2.1.

2.3 Test d�Anderson-Darling

Construit en 1954 par Theordore W. Anderson et Donald A. Darling dans une première

version, puis généralisé par Michael A. Stephens en 1974. Il s�agit d�une modi�cation du

test de Cramer-von Mises, il donne plus d�importance aux queues de distribution.

2.3.1 Statistique du test

La statistique du test d�Anderson-Darling A2n est dé�nie par

A2n := n

Z +1

�1

(Fn(x)� F0(x))2
F0(x)(1� F0(x))

dF0(x):
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Remarque 2.3.1 Une simpli�cation de cette statistique est donnée par

A2n = �
1

n

 
nX
i=1

(2i� 1) flog(F0(xi)) + log(1� F0(xn+1�i))g
!
� n;

ou

A2n = �
1

n

 
nX
i=1

(2i� 1) log(F0(xi)) + (2n+ 1� 2i) log(1� F0(xi))
!
� n: (2.5)

La loi de A2n est, comme pour les deux tests précédents, indépendante de F0 dans le cas où

cette dernière est continue.

La distribution asymptotique de la statistique A2n est présentée dans le théorème 2.3.1.

Théorème 2.3.1

A2n
L�!

+1X
j=1

1

j(j + 1)
Z2j ; quand n!1;

où Z1; Z2; ::: sont des v.a�s de la loi normale standard.

Preuve. Voir [15], page 133.

2.3.2 Principe du test

On calcule la distance entre Fn et F0 en utilisant la relation (2:5) puis on décide du rejet

ou non du modèle proposé. L�exécution du test d�Anderson-Darling est donnée par les

étapes suivantes :

1. ordonner les observations de manière croissante ;

2. obtenir les fréquences théoriques F0(xi); puis déduire log(F0(xi)) et log(1�F0(xi)) ;

3. calculer
Pn

i=1(2i � 1)(log(Fi) + (2n + 1 � 2i) log(1 � F0(xi)); puis la valeur de la

statistique A2n ;
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Pour faire la décision, on compare la valeur A2n avec une certaine valeur critique A
2
crit au

certain seuil de signi�cation �; l�hypothèse H0 est rejetée lorsque la statistique A2n prend

des valeurs trop élevées, c�est à dire que : A2n > A
2
crit:

Les valeurs critiques de A2n ont été tabulées (voir, par exemple, [4], page 112 et [14]).

Pour n � 50; les valeurs critiques sont données, selon quelques valeurs de �; dans le tableau

2.1.

Kolmogorov-Smirnov Cramer-von Mises Anderson-Darling
n Niveau de signi�cation

0:05 0:10 0:15 0:20 0:05 0:10 0:15 0:20 0:05 0:10 0:15 0:20
50 0:15 0:16 0:17 0:19 0:24 0:28 0:34 0:45 1:43 1:62 1:90 2:42
100 0:11 0:11 0:12 0:14 0:24 0:29 0:36 0:47 1:39 1:60 1:91 2:41
200 0:08 0:08 0:09 0:10 0:24 0:24 0:28 0:45 1:39 1:59 1:92 2:49
500 0:05 0:05 0:05 0:06 0:23 0:28 0:33 0:44 1:41 1:61 1:93 2:50
800 0:04 0:04 0:04 0:05 0:24 0:29 0:35 0:47 1:41 1:62 1:90 2:40
1000 0:03 0:04 0:04 0:04 0:25 0:29 0:35 0:45 1:42 1:64 1:95 2:51
2000 0:02 0:03 0:03 0:03 0:24 0:29 0:35 0:48 1:39 1:59 1:91 2:44

Tab. 2.1 �Quelques valeurs critiques des tests de Kolmogorov-Smirnov, Cramer-von Mises
et Anderson-Darling (source [13]).

2.4 Test de normalité de Lilliefors

Les tests précédents sont des tests généraux qui s�appliquent à n�importe quelle distribution

F0 de l�hypothèse nulle. Lorsque cette dernière est la loi normale, on parle de test de

normalité. Il s�agit donc de véri�er l�ajustement d�un ensemble d�observations à un modèle

Gaussien. Les hypothèses suivantes à tester sont donc

8><>: H0 : les données suivent une loi normale,

H1 : les données ne suivent pas une loi normale.

Il existe plusieurs procédures de ce type, parmi lesquelles le test de Lilliefors qui a été

introduit en 1967 par Hubert Lilliefors. C�est une approche non paramétrique visant à

tester si une variable continue X suit une loi normale de paramètres � et �2 inconnus et
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qui sont alors estimés par leurs contre parties empiriques �xn et s2n respectivement.

La statistique de Lilliefors L est dé�nie par :

L := max

�
max
1�i�n

�
i

n
� �

�
z(i)
��
; max
1�i�n

�
�
�
z(i)
�
� i� 1

n

�
; 0

�
; (2.6)

où � désigne la fonction de répartition de la loi normale centrée réduite et z(i) est la valeur

ordonnée de zi, où zi := (xi � �xn)=sn; i = 1; 2; :::; n:

2.4.1 Principe du test

Le principe de calcul est très similaire au test de Kolmogorov-Smirnov, à la di¤érence que

les paramètres de la loi sont estimés et que les valeurs critiques sont modi�ées. L�exécution

du test de Lilliefors est donnée par les étapes suivantes :

1. ordonner les observations de manière croissante ;

2. calculer les paramètres �xn et s2n ;

3. calculer alors les données centrées et réduites zi ;

4. obtenir les valeurs �
�
z(i)
�
;

5. calculer la valeur de la statistique L:

Pour faire la décision, on compare la valeur L avec une certaine valeur critique Lcrit

correspondant à un seuil de signi�cation � �xé. Si L > Lcrit; l�hypothèse H0 est rejetée

avec un risque maximum de se tromper égal à �; sinon elle est acceptée. Les valeurs

critiques Lcrit sont tabulées (voir, par exemple, [17]).

2.5 Application sous R

On illustre les résultats théoriques de ce chapitre sur des exemples de données simulées et

réelles. Les résultats numériques sont obtenus à l�aide du logiciel d�analyse statistique R.
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2.5.1 Données simulées

Le but est d�appliquer les procédures ci-dessus pour véri�er si un ensemble de données

s�ajustent à un modèle de probabilité proposé. Pour cela, on génère 1000 échantillons, de

100 observations chacun, d�une population X de distribution exponentielle de paramètre

1: La statistique et la p-valeur de chaque test sont prises comme les moyennes sur les 1000

réplications des quantités correspondantes. On considère les deux tests suivants :

8><>: H0 : X � E(1);

H1 : X � E(1);
et

8><>: H0 : X � U([0; 10]);

H1 : X � U([0; 10]):

Les résultats de cette étude de simulation sont présentés dans le tableau 2.2. Mais, tout

d�abord on commence par une investigation graphique des Q-Q plots illustrée par la �gure

(2:1). Comme attendu, on constate une allure linéaire dans le panneau de gauche et une

forme non linéaire dans le panneau de droite.

Fig. 2.1 �Q-Q plots des hypothèses d�exponentialité de paramètre 1 (à gauche) et d�uni-
formité sur [0; 10] (à droite) d�un échantillon exponentiel E(1):
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Exponentiel-Exponentiel Exponentiel-Uniforme
Test statistique p-valeur statistique p-valeur
Kolmogorov-Smirnov 0:086 0:521 0:689 0
Cramer-von Mises 0:165 0:499 20:391 0
Anderson-Darling 0:996 0:500 1 0

Tab. 2.2 �Résultats des tests d�exponentialité et d�uniformité d�un échantillon exponen-
tiel.

La troisième colonne du tableau 2.2 indique que tous les tests ont accepté l�hypothèse

d�exponentialité des observations pour chacun des niveaux de signi�cation usuels. En e¤et,

les p-valeurs des trois tests sont supérieures aux seuils 1%; 5% et 10%: D�autre part, la

dernière colonne montre que l�hypothèse d�uniformité est rejetée par les trois tests pour

chacun des niveaux de signi�cation usuels. Les p-valeurs étant nulles, elles sont donc

inférieures aux seuils cités ci-dessus.

On note que ces conclusions ne contredisent pas la �gure (2:1) où les points du Q-Q plot

sont approximativement alignés dans le graphe de gauche et ne le sont pas dans celui de

droite.

2.5.2 Données réelles

L�objectif de cette étude est de véri�er la normalité d�un ensemble de données réelles.

Ces dernières représentent les résultats (en mètres) de l�épreuve du "lancer de poids", de

33 joueurs au concours de décathlon des jeux olympiques de Séoul (Corée du Sud) en

1988 (voir [7], page 293). C�est un exemple qui est adopté par le logiciel R, sous le nom

"olympic" dans le package ade4.

Les paramètres statistiques de cette série sont résumés dans le tableau 2.3.

minimum 1er quartile mediane 3�eme quartile maximum
10:27 13:15 14:12 14:97 16:60
moyenne variance mode asymétrie aplatissement
13:98 1:72 14:05 �0:41 3:23

Tab. 2.3 �Paramètres statistiques des données réelles.
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On voit sur ce dernier que les moyenne, médiane et mode sont approximativement égaux,

ce qui implique une symétrie de la distribution. De plus, la valeur du coe¢ cient d�aplatis-

sement favorise le modèle gaussien pour les observations. D�autre part, l�examen du Q-Q

plot et de l�histogramme des fréquences, donné par la �gure (2.2), permet de conclure que

les données suivent loi normale. En e¤et, on remarque que l�histogramme a une forme plus

ou moins symétrique et que le Q-Q plot présente une allure linéaire.

Fig. 2.2 �Q-Q plot et Histogramme de fréquences des données réelles.

Test Statistique p-valeur
Kolmogorov-Smirnov 0:069 0:998
Cramer-von Mises 0:024 0:992
Anderson-Darling 0:180 0:995
Lilliefors 0:069 0:957

Tab. 2.4 �Résultats des tests avec des données réelles d�une hypothèse de normalité.

En�n, les tests statistiques, dont les résultats sont résumés dans le tableau 2.4, permettant
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Chapitre 2. Tests d�ajustement

d�ajuster les observations à une distribution normale et con�rment ainsi les conclusions

obtenues par les considérations numériques et graphiques ci-dessus. En e¤et, on voit clai-

rement que les p-valeurs des quatre tests sont largement supérieures à tous les niveaux de

signi�cation usuels, ce qui implique que l�hypothèse de normalité ne peut être rejetée.
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Conclusion

L�objectif principal de ce travail est de passer en revue les tests d�ajustement, d�un en-

semble d�observations à un modèle de probabilité, basés sur la fonction de répartition

empirique. Pour ce faire, ce mémoire est consacré premièrement aux dé�nitions et pro-

priétés fondamentales de cette dernière et deuxièmement aux tests d�ajustement dont

les statistiques représentent des distances entre les fonctions de répartition théorique et

empirique. L�intérêt a surtout porté sur les tests de Kolmogorov-Smirnov, Cramer-von

Mises, Anderson-Darling ainsi que celui de Lilliefors relatif à la normalité. Appliquées à

des distributions continues, ces procédures sont plus �ables que le test d�ajustement du

khi-deux (basé sur les e¤ectifs) qui repose sur le regroupement des observations en classes,

entraînant ainsi une perte d�information sur les données.

Le calcul des puissances, qui reste à faire, permettra de comparer ces tests entre eux ainsi

qu�avec d�autres basés sur des outils statistiques autres que la fonction de répartition

empirique.
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Annexe : Abréviations et Notations

Les di¤érentes abrévariations et notations utilisées tout au long de ce mémoire sont expli-

quées ci-dessous.

A2n Statistique d�Anderson-Darling.

A2crit Valeur critique d�Anderson-Darling.

a Fonctionnelle linéaire.

� Risque de premier espèce.

Dn Statistique de Kolmogorov-Smirnov.

Dcrit Valeur critique de Kolmogorov-Smirnov.

E(�) Loi exponentielle de paramètre �:

E [X] Espérance mathématique de X.

exp Fonction exponentielle.

F Fonction de répartition.

F0 Distribution hypothétique.

Fn Fonction de répartition empirique.

F Fonction des quantilles.

F n Fonction des quantilles empiriques.

F Espace fonctionnel.

f Densité de probabilité.

� Fonction de répartition de la loi normale centrée réduite.

Gn Fonction de répartition empirique uniforme.
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iid Indépendantes identiquement distribuées.

inf (A) Borne inférieure de A:

L Statistique de Lilliefors.

Lcrit Valeur critique de Lilliefors.

LT;F Fonction d�in�uence de la fonctionnelle T en F:

LT;Fn Fonction d�in�uence empirique de la fonctionnelle T en F:

log Fonction logarithme.

max (A) (ou min (A)) Maximum de A (ou minimum de A).

MSE Erreur quadratique moyenne.

N (0; 1) Loi normale centrée réduite.

sup (A) Borne supérieure de A:

S2n Variance empirique.

T Fonctionnelle.

U([a; b]) Loi uniforme sur l�intervalle [a; b]:

v.a Variable aléatoire.

V ar (X) Variance mathématique de X.

Vn Fonction des quantiles empiriques uniformes.

�w2n Statistique de Cramer-von Mises.

X Population.

�Xn Moyenne empirique.

(X1; X2; :::; Xn) Échantillon de taille n de X.

(X(1); X(2); :::; X(n)) Statistiques d�ordre associées à (X1; X2; :::; Xn):

1A Fonction indicatrice de l�ensemble A.

L�! Convergence en loi.

L
= Égalité en loi.
p�! Convergence en probabilité.
p:s�! Convergence presque sûrement.

:= Égalité par dé�nition.
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