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Introduction

L’origine du mot régression vient de Sir Francis Galton. En 1885, travaillant sur
I’hérédité. Cependant, ’analyse de causalité entre plusieurs variables est plus ancienne
et remonte au milieu du xviiie siécle. En 1757, R. Boscovich, né a Ragusa, 'actuelle
Dubrovnik, proposa une méthode minimisant la somme des valeurs absolues entre un
modele de causalité et les observations. Ensuite Legendre, dans son célebre article de
1805, « Nouvelles méthodes pour la détermination des orbites des cométes », introduisit
la méthode d’estimation par moindres carrés des coefficients d’'un modeéle de causalité
et donna le nom & la méthode. Parallelement, Gauss publia en 1809 un travail sur le
mouvement des corps célestes qui contenait un développement de la méthode des moindres

carrés, qu’il affirmait utiliser depuis 1795 (Birkes & Dodge, 1993).

Un modeéle de régression linéaire est un modele de régression d’une variable expliquée
(cas de la régression linéaire simple) ou plusieurs variables explicatives (cas de régression
linéaire multiple) dans lequel on fait ’hypothése que la fonction qui relie les variables

explicatives a la variable expliquée est linéaire dans ses parameétres.

Ce modele de régression linéaire est bien utilisé pour chercher a prédire un phénomene
que pour chercher & 'expliquer. Aprés avoir estimé un modeéle de régression linéaire, on
peut prédire quel serait le niveau de Y pour des valeurs particulieres de X . Il permet
également d’estimer ’effet d’une ou plusieurs variables sur une autre en controlant par un
ensemble de facteurs par exemple, dans le domaine des sciences de I’éducation, on peut

évaluer Deffet de la taille des classes sur les performances scolaires des enfants en controlant



Introduction

par la catégorie socio - professionnelle des parents ou par 'emplacement géographique de

I’établissement en apprentissage statistique.

Dans ce mémoire, qui s’articule autour de trois chapitres, on essaie d’étudier :
Chapitre 1 : Régression linéaire simple
On a rappelé les formules de la régression linéaire simple et les notions d’estimation des
parameétres du modeéle, 'estimation de 'intervalle de confiance, tester la signification des
parametres.
Chapitre 2 : Régression linéaire multiple
La régression linéaire multiple constitue une généralisation naturelle de la régression li-
néaire simple (le nombre des variables explicatives supérieure ou égal 2).
Chapitre 3 : Régression linéaire multiple avec R
Le dernier chapitre est réservé a ’application des modéles de régression linéaire multiple,
traités théoriquement dans le chapitre 2.
On mentionne que tous les travaux, présentés dans ce mémoire, sont traités a l’aide du

logiciel R.



Chapitre 1

Régression linéaire simple

Ce chapitre introduit la notion de modele linéaire par la version la plus élémentaire :
expliquer Y par une fonction affine de X . Aprés avoir expliciter les hypothéses nécessaires
et les termes du modele, les notions d’estimation des paramétres du modele, de prévision

par intervalle de confiance, la signification des tests d’hypothése sont discutées.

1.1 Modéle de régression linéaire simple

1.1.1 Modélisation statistique

Définition 1.1.1 ( modéle de régression linéaire simple) :- Un Modéle de régres-

sion linéaire simple est défini par une équation de la forme :

Vie{l,..,n} yi = Bo + Brix; + &

n . est le nombre d’obsarvation.
x; . est la variable explicative et indépendante (valeur fixée).
Yi . est la variable expliquer et dépendante (valeur observé et aléatoire).

Bo et By : sont les paramétres inconnue du modéle (sont les coefficients).



Chapitre 1. Régression linéaire simple

La quantité ¢; : est une erreur (viennent du fait que les points ne sont jamais
parfaitement alignés sur une droite).
La distribution des erreurs : FE(g;) =0, E(g?) = o? Cov(gie;) = 6;02.

Les erreurs sont donc supposées centrées, de méme variance (homoscédasticité) et nom

corrélées entre elles (0;; est le symbole de Kronecker, i.e 0;; = 1 sii = j , dij = 0 si
i£])

Le modeéle est linéaire en = par rapport deux paramétres.

1.1.2 Modéle linéaire simple sous forme matricelle

Notons que le modéle de régression linéaire simple de la définition peut encore s’écrire de
facon vectorielle :

Y =61 + 51 X +¢,

Ou :
— Le vecteur Y = [y, ..., yn]/ est aléatoire de dimension n.

— Le vecteur 1 = [1, ..., 1] est le vecteur de R" dont les n composante valent toutes 1.

! . . 2 2. :
Le vecteur X = [z, ........ x| est un vecteur de dimension n donné (non aléatoire ).

Les coefficients Spet 51 sont les parameétres inconnus (mais non aléatoire ) du modéle.
’ L, . . .
— Le vecteur € = [eq, ...,,] est aléatoire de dimension n.
Cette notation vectorielle sera commode notamment pour 'interprétation géométrique du

probléme.

Exemple 1.1.1 :- La concentration d’ozone Osdans l'aire (en microgrammes par mil-
lilitre). En particulier, on cherche a savoir s’il est possible d’expliquer le tauz mazimal

d’ozone de la journée par la température 115 a midi.Les données sont :

D’un point de vue pratique, le but de cette régression est double :



Chapitre 1. Régression linéaire simple

Température al2 h

23.8

16.3

72.2

7.1

25.1

27.5

19.4

19.8

32.2

20.7

Ogmax

1154

76.8

113.8

81.6

1154

125

83.6

75.2

136.8

302.8

TAB. 1.1 — données journalieres de température et d’ozone

Ajuster un modéle pour expliquer O3 en fonction de T} ; prédire les valeur d’O3 pour de

nouvelle valeur de 7735.

Avant toute analyse, il est intéressant de représenter les données, comme sur la figure 1

Pour analyser la relation entre les x; (température) et les y;(ozone) ,nous allons chercher

une fonction f telle que :

En code R :

Yyi ~ f(r;)

tab=read.table("ozone-2.txt" header= T')

plot(O3~Ti5,data=tab,xlab="T3," ,ylab="03")

03
0100 110 130
\ \ | \

il

Fic. 1.1 — 10 données journaliéres de température et d’ozone.




Chapitre 1. Régression linéaire simple

1.2 Estimation

1.2.1 Meéthode de Moinndres carrés Ordinaires

Définition 1.2.1 (estimateurs des MCO) On appelle estimateurs des moindres carrés

(MCO) de By et By, les estimateurs Bg et 51 obtenus par minimisation de la quantité :

n

S (Bo, 1) = Z (yi — Bo — Pri)” = |Y — Boll — B X ||?,

=1

ot 11 est le vecteur de R™ dont tous les coefficients valent 1. Les estimateurs peuvent

également s’écrire sous la forme suivante :

(Bo, B1) = argmin S (B, B1)

(Bo,B1)ERXR

Echantillon avec 10 ocbservations Echantillon avec 100 observations
=3 ==
w | o o o
[=1 =1 < o
- @ e T
P=1 = . - ® ~8® = Se. o
T o= N = T o= Dy =% e °<srg°° o%o
= - =3 P &
= | £ o Fowo oy
@ = @, 2
< <
T T
0.8

1.0

00 05

FiG. 1.2 — Exemple de différentes liaisons possibles entre x et y.



Chapitre 1. Régression linéaire simple

1.2.2 Calcul des estimateurs de 3, et 5,
Les estimateurs du maximum de vraisemblance

La fonction de vraisemblance des trois parameétres, associée aux réalisations yi, Yo, ..., Yn,

est :

o1 1
2y _ 2
00 50 0®) = T g 30 { ~ggalo — G+ .
D’ou la log vraisemblance :

n

1

In L(fBo, Br,0°) = —n(Inv/2m + %m o) — §Z[yi — (Bo + Brx)]*.

i=1
En annulant les dérivées partielles par rapport [y, 31, on obtient les equations de vraisem-

blance :

( n

> i — (Bo + Brzi)] = 0

=1

Zwi lyi — (Bo + Brx;)] =0

\ =1

Les deux équations étant linéaires de (3 et 3; peuvent étre résolues.De la premiére équation

on déduit

puis en remplacant dans :

e (fo - fzwz> = Z%yi - QZ%-
=1 =1 =1 =1

n

n n n

2 _ - 2 -2 -2
E xi—azg T = E Ty —nITt = E (x; — T)
=1 i=1 i=1

=1



Chapitre 1. Régression linéaire simple

et de méme fagon :
n

Y owyi— gy wi=y wyi—nzy =y (v —2)(y 7).
i=1 1=1 i=1

=1

D’ou finalement, en substituant les Y; aux y; les estimateurs du MV de 3y et (3 :

Propriétés des estimateurs

Théoréme 1.2.1 (biais des estimateurs) :- [y et B, sont des estimateurs sans biais

de By et [, c’est-a-dire que

Preuve. On a :
Z?:l (i —T)¢g
Z?:l(xi — )2

dans cette expression, seuls les bruits €; sont aléatoires, et puisqu’ils sont centrés, on en

31:51-1-

déduit bien que :
E [51] = b1

Pour BO on part de ’expression : BO =9 — 551 d’ou l'on tire :

E[Bo] = E[j] — ZE[B)] = § — 31 = Bo + ST — 1 = fo.



Chapitre 1. Régression linéaire simple

Théoréme 1.2.2 (Variances de [y et 31) :- Les variances et covariance des

teurs des parameétres valent :

v (%) =% V(k) =

Cov

N

607 Bl) = _m

Preuve. :- On part & nouveau de I'expression de (3; utilisée dans la preuve du non

Z (xl — .f') E;

p1=P1 + S (i j)2 .

estima-

- biais :

Or les ¢; sont décorrélées et de méme variance o2donc la variance de la somme est la

somme des variances :

A _Z(zi—:f)QUQ_ o?
Var (51) = (3 (2 — j)2>2 - S (1 —2)

Par ailleurs la covariances entrey et (3; s’ecrit :

Cov <g,31> — Cov ( Y M) — 0

n' ¥ (wi—3)

d’ou il vient pour la variance de [3; :

n

Var (Bg) =Var (Zyl — ﬁlx) = % + ?—0)2 —2zCov (gj, 51>

NI
Var (%) = S S T e

Enfin, pour la des deux estimateurs :

Cov (Bo;@) = Cov (g - 515751) = Cov <§751> —Var(p) = ——=——



Chapitre 1. Régression linéaire simple

Remarque 1.2.1 A chaque valeur de x correspond la valeur estimée ou ajustée de y :

Ui = Bo + 31%’

1.3 Analyse des résidus

Résidus et variance résiduelle

Nous avons estimé 3, et 3;.La variance o2 des ¢; est le dernier parameétre inconnu a estimer.

Pour cela, nous allons utiliser les résidus, ce sont des estimateurs des erreurs iconnues .

Définition 1.3.1 :- Les résidus sont définis par :

Remarque 1.3.1 :- Dans un modéle de régression linéaire simple, la somme des résidus

est nulle.

Proposition 1.3.1 (Estimateur de la variance du bruit) :- La stastique

2 A2 ~2
S =0 _n—QE é;

est un estimateur sans biais de o2.

10



Chapitre 1. Régression linéaire simple

-b"':

yen x dec pente g et
d’origine b

B

Fic. 1.3 — Droite et résidu de la régression linéaire.

1.4 Qualité d’ajustement

1.4.1 Coefficient de détermination R2

Proprieté des moindres carées

SV = () e (i)

Sctot = SOreg + Scres

Le coefficient de détermination est défini par :

SC,
R2 — reg
SCtot

Intuitivement ce coefficient de détermination quantifie la capacité du modeéle & expliquer

les variations de Y.
Si R? est proche de 1 alors le modeéle est proche de la réalité.

Si R? est proche de 0 alors le modéle expliquer trés mal la réalité.

11



Chapitre 1. Régression linéaire simple

1.4.2 Lois des estimateurs

Les estimateurs et 1 sont des variables aléatoires réelles de matrice de covariance :

>a? -z
M = o2 nY (zi—z)> (n—1)S3
—z 1

(n—1)S2  (n—1)S3
qui est estimée en remplacant 0% par son estimation S?. Sous I’hypothése que les résidus

sont gaussiens, on montre que :

(n—2)5° 2
2~ Xy
et donc que les statistiques :
(o — fo)
Sa? \Z
S <”Z($i—5)2>
et
(81— Bi)

— 1
1 2
S ((n—l)sz)
suivent des lois de student a (n — 2) degrés de liberté. Ceci permet de tester ’hypothése

de nullité d’un de ces parameétres.

1.4.3 Intervalles de confiance
Intervalles de confiance pour les ccoefficients de régression

Théoréme 1.4.1 :- Soit a €]0,1[. On note t,,—o(u) le u-quantile de la loi T'(n —2). Un

intervalle de confiance de niveau de confiance(l — «) pour By est donné par :

n n
52 E 2 ~2 E 2
o . xi 0 o . xi

i=1 i=1

Bo_t'ﬂ—2<]‘_g n 2730+tn—2(]—__ n 9
nzizl (2; — 1) ”Zizl (z; — )

2 2

12



Chapitre 1. Régression linéaire simple

Un intervalle de confiance de niveau de confiance (1 — a)pour By est donné par :

A o ~ (0%
51—%—2(1—— _2751‘1‘%—2(1——)

2> Z; (z; — 7) 2 Z:‘_l (2 — 7)°

Un intervalle de confiance de Y

Un intervalle de confiance de niveau de confiance (1 — a)pour Yy = Bg + leo est donné

par :

- 1 _7)? . 1 )2
Yo-tua(1-5)0, =+ (70— 7) Vortaa(1-5)0 |-+ (2o~ 2)

1.4.4 Test sur les paramétres du modéle
Test de student de signification d’un coefficient §; (j =0,1)

On souhate de tester :

H()Iﬁj:o

Hl . ﬁj 7£ 0
qui est un test bilatérale de signification de ;.

p-valeur : On considére des hypothéses de la forme :

Hy: A contre H, : contraire de A
La p-valeur est le plus petit réel « €]0, 1] calculé a partir des données tel que 1’on puisse
se permettre degrés de significativité : Le rejet de Hy sera :
1. Significatif si p-valeur €]0.01,0.05].
2. Treés significatif si p-valeur €]0.001,0.01].

13



Chapitre 1. Régression linéaire simple

3. Hautement significatif si p-valeur < 0.001.

4. presque significatif si p-valeur €]0.05,0.1].

On considere une variable 7'~ T (n — 2) .

Alors la p-valeur associée est :

p —valeur = p (|T] > |tg,|)

Si
1. l'influence de X sur Y est significative.
2. Tinfluence de X; sur Y est trés significative.
3. l'influence de X sur Y est hautement significative.
ou : )
Régle de décision au niveau « : on rejette Hy si tg, = s
Bj

Exemple 1.4.1 :- Pour un enquéte on a eu recours a 54 enquéteurs. Pour chacun d’entre
eux on dispose du nombre d’entretiens qu’il a effectués et de la durée médiane .On cherche
a vérifier si le nombre d’entretiens effectués X est un facteur explicatif de la durée de

Uentretien Y. On calculé initialement :

54 54 54
T=53, §=30.535 » a7 =42748, ) y?=957.32, » ay; = 15317
=1 =1 =1

On déduit les estimation suivantes :

By = 33.668, f3; = —0.05911, &% =20.437

62 =1.1057, &3 =0.0002589, Cou (Bo,ﬂl) 001371

Pour tester Hy : 1 =0

14



Chapitre 1. Régression linéaire simple

La statistique de test prend la valeur ¢t = \/517 = —3.68, qui suit la loi de student ¢(52), a
81

p-valeur de l'ordre de 0.001.

Alors X est un facteur explicatif trés significatif.Pour 2 = 50 entretiens on une estimation

de la durée médiane des entetients égale a :
Bo + f1.50 = 30.713.

et un intrvalle de confiance de niveau 0.95 associé :

_l’_
ICS2 (By + B150) = |30.713  ¢52)..0.618

t((f9235 = 2.007, l'intervalle est : [29.47, 31.95].

15



Chapitre 2

Régression linéaire multiple

Dans ce chapitre nous généralisons et étendons les résultats précédents au cas plus intéres-
sant ot I’on cherche & expliquer une variable Y par un ensemble de variables X. De facon a
simplifier la notation, on utilisera la notation matricielle. Le modeéle de régression linéaire
multiple est 'outil statistique le plus habituellement mis en ceuvre pour 1’étude de don-
nées multidimensionnelles. Cas particulier de modeéle linéaire, il constitue la généralisation

naturelle de la régression simple.

2.1 Modeéle de régression linéaire multiple.

2.1.1 Ecriture du modéle

Le modele de régression linéaire multiple s’écrit :

p=2

Y = Bo+ 51X + BoXio + 5 1=1:n

p>2

Yi = 0Bo+ 051X + BoXig + ... + 5 Xip + & 1=1:n

16



Chapitre 2. Régression linéaire multiple

— Xj; est le j-éme variable explicative (indépendante) pour I'individu ¢ (j =1 : p).
— g, est indépendante de X et suit une loi normale ¢ ~ N(0, 021).

— Bo, B1...Bp sont les paramétres inconnus du modeéle.

2.1.2 Le modéle sous forme matricielle

Ce modeéle peuvent s’écrire sous forme matricielle :

Y=XB+¢
telle que :
Yy I X X ... Xy
Y = : X =
Y, I X Xn2 . Xy
o €
B = : €=
By €,

Exemple 2.1.1 :- Dans une maternité, on a recensé les données suivantes sur plusieurs
femmes qui viennent d’accoucher : poids, dge et temps d’aménorrhée. On cherche o savoir

sl y a une relation entre le poids du bébé a la naissance et chacune de ces variables.

17



Chapitre 2. Régression linéaire multiple

Le modeéle est :

Y = Bo+ 51Xy + B2 Xo + B3X5

telle que :'Y poids du bébé, X, poid de la mére, Xs dge de la mére, X3 temps d’aménorrhée.

2.2 Estimation

2.2.1 Estimateurs des moindres carrés

Définition 2.2.1 (Estimateur des MCO) :- On appelle estimateur des moindres carrés

(noté MCO) (3 de § la valeur suivante

n p 2
B:argminz <yi—Zﬁjxij> :argmin(Y—Xﬁ)/ (Y —Xp).
j=1

B1,---Bp i=1 BERP

Théoréme 2.2.1 (Expression de l'estimateur des MCO) :- Si Uhypothése Hy est vérifiée,

Uestimateur des MCO j3 de 8 vaut :

~

A= (X’X) XYy
2.2.2 Calcul des estimateurs de B

B=(B,..5,)) BeR’

Les estimateurs du maximum de vraisemblance

La log-vraisemblance s’écrit comme en chapitre 1 en remplacant Sy +51x; par By + Srx:1 +
...Bpxp1. Les équations de vraisemblance obtenues en d“érivant par rapport a chacun des

p+1 parameétres forment un systéme linéaire de p+ 1 équations dont |’ “ecriture matricielle

est (X'X)B = X'Y.
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Chapitre 2. Régression linéaire multiple

On suppose que les vecteurs colonnes de X sont linéairement indépendants (i.e. n > p et
pas de redondance d’information dans les vecteurs prédicteurs ni de Combinaison linéaire
entre eux donnant un vecteur constant, ce qui signifierait une sur paramétrisation du

modele). Alors la matrice X*X est inversible et on a la solution unique :
B=(X'X)"'XtY

Remarque 2.2.1 :- B est également le vecteur des estimateurs des moindres carrées,
c’est a dire :

IY = XB|* = min Y — X B

2 ) .
I.II” représente la norme euclidienne usuelles d’un vecteurs de R™.

2 .

Par la méthode du mazimum de vraisemblance, on obtient [’estimateur de oZ :

Propriétés des estimateurs

— L’estimateur B est le meilleur estimateur non-biaisé de B :

Preuve. :- En exprimer B en fonction de B :

B=(X'X)"'X'Y
B=(X'X)"'X'(XB+e¢)

B=B+ (X'X)"'X
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Chapitre 2. Régression linéaire multiple

Alors :
E|B] = B+ E[(X'X)'X"]
E|B|] = B+ (X'X)'X'E[]
E|B] =B

|

— La variance de B est :

Var(B) = c2(X'X)™!

Preuve.
B— B =(X'X)"X'
. . t]
E (B - B) <B - B) = (X'X) 1 XE [ee!] X (XPX)
E (B - B) (B - B)t = o2(X'X)!
Car :
E [ee'] = Var [e£'] = 021,
Alors :

Var(B) = c2(X'X)™!
[ ]
— L’estimateur de la variance résiduelle est donné par :

i=n
YT
a. _ =1

T n—p—1

13

Preuve. On a :
oy =0(X'X)™
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Chapitre 2. Régression linéaire multiple

Alors :
55 = GHXX) !
et on a :
=Y -Y =(XB+¢)—XB
= (XB+¢)— X(B+ (X'X)'X)
= (I - X(X'X)'X"e
On pose

I-X(X'X)'XH)=4A

telle que : A est symétrique (A’ = A) et idempotente (A% = A) , de taille (n,n).

Alors :

E [g'¢] = o2tr(A)

Car tr(A) degrés de liberté est égaln — (p+ 1) =n —p — 1.
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Chapitre 2. Régression linéaire multiple

2.3 Qualité d’ajustement

2.3.1 Coefficient de détermination R2
Coefficient de détermination R?

On appelle coefficient de détermination R? de :

) Y -Y
N
ou
. . N [
Y = XB, Y==-> vy
n4

et 1, désigne le vecteur colonne & n composantes égales & 1. Ce R? est un coefficient réel
toujours compris entre 0 et 1.

Il mesure de la qualité du modeéle de rlm ; plus R? est proche de 1, meilleur est le modéle.

Comme le R? dépend fortement de p, on ne peut pas 1'utiliser pour comparer la qualité de
2 modeéles de rlm qui different quant au nombre de variables explicatives. C’est pourquoi

on lui préfére sa version ajustée présentée ci-dessous.

Coefficient de détermination R? ajusté

On appelle coefficient de détermination ajusté R? de :

rfro-osn ey

Vi, = Y[/ (n—1) (n—(p+1))<

D2
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Chapitre 2. Régression linéaire multiple

2.3.2 Lois des estimateurs

Loi de Bj : pour tout j € {0...p} , en notant {(XtX)fl] la j + 1-éme composante
J+1,j+1
diagonale de (X*X)™" , on a :
; B = B

~ N(0,1).

B o N8, 07 [(XtX>1]j+1,j+l)] U\/KXtX)—l] |

Degrés de liberté : Dans ce qui suit, on travaillera avec le nombre de degrés de liberté :
v=n—-(p+1)

Loi associée a 62 :
/\2 2
n—(p+1)— «~ X(¥)

Apparition de la loi de Student : Pour tout j € {0...p} , en posant :

~

5(3) = o/ [(X0) 7] oy )]

On a:

i b T(9)
(5;)

2.3.3 Intervalles de confiance
Intervalles de confiance pour f;

Intervalles de confiance pour j3; : Pour tout j € {0...p} , un intervalle de confiance pour

B; au niveau (1 — ) , o €]0,1] est :

I, = [B =t J[(X) 7] 0D B+ )6y (X)L )]
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Chapitre 2. Régression linéaire multiple

ol t, (1) est le réel vérifiant :

P(|T| =z ta(V)) = a

avec T~ T'(0)

Intervalles de confiance pour v,

Soient y, la valeur moyenne de Y quand (X ..., X)) = (z1,...,7,) =z etz = (1,21, ...

Un intervalle de confiance pour y, au niveau (1 — «), a €]0; 1] est :

T

I, = [@x — to()or/z, (XEX) " 2t G + ta(9)oy/ 2, (XEX) 7 mt}

2.3.4 Test sur les paramétres du modéle

Test de student :
Soit j € {0...p}.Le test de Student permet d’évaluer l'influence de X; sur Y.

On considére les hypotheéses :
Hy:B; =0 contre Hy:3;#0

On calcule Tﬁj :

Bj

On consideére une variable T' ~ T' (¢)) .

Alors la p-valeur associée est :
p —valeur = p (|T| > |T5j‘)

La regele de décision est comme la chapitre 1.

24
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Chapitre 2. Régression linéaire multiple

Exemple 2.3.1 :- On s’intéresse a leffet du nombre d’années d’études des parents (M :
mére et P : pére ) sur le nombre d’années d’études de leurs enfants noté Y .On dispose du
nombre d’années d’études de 26 familles (enfant, meére et pére). On décide d’ajuster ces

données par le modéle linéaire suivant :

Yi = 5iM; + B2 P + ¢ ;

telle que :

£« N(0,0?) i=1:26

On vous donne les sommes suivantes :

26 26 26 26
> MP =288, > P =202, > M;P; =144, > YiM; = 184
=1 i=1

i=1 i=1

26
ZYZ-Pi = 158
=1

Le modéle sous forme matricielle :

Y=XB+¢
Y1 M, P B €1
= +
Ya6 Mg  Psg B2 €26

25



Chapitre 2. Régression linéaire multiple

et ona

26 26
ZMZ'2 ZMlPZ 288
i=1 =1

(xx) =

26 26
Swp S
=1 =1

144
26
ZY;Mz 184
i=1
XY =
26
2V 151
=1
Lestimateur B de B :
B=(x'X)"' X'
) 1 202 —144
(XX)" = 5
STA0 14 288
R 0.39 B
B= N
0.51 By
2
L’estimateur 6% de 0 sachant que Zéi =36 :
i—1
p=2
26
1 36
As = Az’ = =15
7 n— pizl8 24

26

144

202




Chapitre 2. Régression linéaire multiple

Les variances estimées de chacun des coefficients &%l et 6;2 :

. ) _1 0.008  —0.0057
Var(B) =62 (X'X) =
—0.0057  0.01

~9 A
53, =0.008 4% =0.01

On teste la signification des paramétres 1 et B a 90 :

Hoﬂ]:() j:1,2

HI:BJ-#O j:1,2

TB1 = 436, T52 = 51, t0.95(24)

ng > t0.95(24) j = 1, 2

Alors On rejet Hy et on accepte Hy

Un intervalle de confiance des parameétres 1 et By a 90 .

Pour 3 :

Bi € Bl — 0p,t0.95(24), Bl + 0,t0.95(24)

By € [0.236,0.540]

Pour (3, :

By € | By — G,t0.95(24), Ba + Gpyt0.95(24)
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Chapitre 2. Régression linéaire multiple

B, € [0.33,0.688]

La variable M a une contribution dans ’explication de Y ainst que le nombre d’étude des
meres a un effet sur ce lui de leur enfant car 31 # 0.

Et le méme pour le nombre d’année d’étude des péres car (35 # 0.
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Chapitre 3

Régression linéaire multiple avec R

R est un logiciel libre et gratuit et un langage de traitement statistique qui a notamment
été présenté ici. Le langage R ( R Développent Core Team, 2013) est dit orienté objet
comme Python ou Ruby. Un des avantages de R réside dans la possibilité de communiquer
des scripts par écrit, car le plus souvent on l'utilise en mode console. Cela évite de se soucier
des problemes techniques produits par la variété de versions des systémes d’exploitation
et d’avoir recours a des copies d’écrans, mais permet surtout de communiquer des calculs

et des analyses statistiques en quelques lignes de texte.

3.1 Initiation a la régression linéaire avec R

3.1.1 Génération d’une variable aléatoire
Meéthode de la fonction inverse :

On veut simuler une variable aléatoire continue X de fonction de répartition F'.

Théoréme 3.1.1 : Soit X une variable aléatoire de fonction de répartition I strictement
croissante, on a

F(X) « Upony
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Chapitre 3.Application sous R

Preuve : On pose

u=F(z) = o=F")),

par définition, on a

F(z)=P(X <12

Donc F (F~! (u)) par définition de la réciproque et
P{X <F'(u}=P{F(X)<u}
car F est strictement croissante. On a donc
u=P{F(X)<u}

et on reconnait la fonction de répartition de la loi uniforme.

Méthode : si on connait la fonction de répartition F'~!, réciproque de F il suffit de tirer

X=F(U)

3.1.2 Génération d’un vecteur aléatoire

Soit X = (X, ..., X,,) ou X; est une v.a d'un loi F; (z) = P (X; < z) loi marginale et

F(z,,...z,) =P (X1 <z ..,X,<uz,),

17 °°

loi conjointe de vecteur X.

- Si X1, ..., X, sont indépendants,

F (fL‘l, ,In) = Fl(x1)'F2(I2)""FTL(In)'
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Chapitre 3.Application sous R

On a

et la densité conditionnelle;

Donc

fxy (z,y) = fr (y) -fX/Y (z/y).
Ainsi

Fxy (z/y) = /fX/Y (z/y) dx

Théoréme 3.1.2 Soit X = (Xi,...,X,) un vecteur aléatoire de loi conjointe F. Soit

Ui, ..., U, une suite de v.a indépendants uniforme sur [0, 1].

FX1 (331) =U;

FXQ/XI (x2/$1) =Us

Fxo Xasnn (/10,1 ) = Un
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Chapitre 3.Application sous R

3.1.3 Les fonctions simples dans R

Les fonctions de R étant nombreuses, nous ‘en citons que quelques-unes qui peuvent s’avé-

rer utiles.

Fonction

Description

sum(z), prod(x)

Sommes et produit des composantes de x.

max(zx), min(z)

Maximum et minimum des composantes de x.

which.mazx(z)

Retourne l'indice du maximum des composantes de x.

range(x)

Idem que c¢(min(zx), max(x)).

length(x)

Nombre d’éléments dans z.

mean(z), median(z)

La moyenne et la médiane des éléments dans z.

var(z), cov(x,y)

La variance des éléments dans x, la covariance entre x et y.

t(),diag()

La transposée, la diagonale.

det(), solve()

Le déterminant , I'inverse d’une matrice.

round(z,n) Arrondi les éléments de x a n chiffres aprés la virgule.

rank Rangs des éléments de z.

sort(x) Trie les éléments de x dans ordre croissante.

cumsum(x) Idem pour le somme.

cumprod(x) Idem pour le produit.

rev(z) Inverse l'ordre de z.

table(x) Retourne un tableau avec les effectifs de différentes valeurs de z.

cbind Regrouper toutes les variables explicatives sous forme d’une matrice.

Im Estimation du modele linéaire.

read.table A privilégier pour des jeux de données organisés sous la forme de
tableaux, comme cela est souvent le cas en statistique.

summary Description des résultats du modéle.

confint Intervalle de confiance des parameétres de régression.

TAB. 3.1 — Les principales fonctions a utiliser afin d’effectuer une régression linéaire.

Les graphiques dans R

Possibilité de voir des exemples de graphiques avec demo(graphics) ou demo(persp). Lors-

qu’une fonction graphique est tapée sur la console, une fenétre graphique va s’ouvrir avec

le graphe demandé.

Voici un apercu des fonctions graphiques principales de R.
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Chapitre 3.Application sous R

plot(x) Graphe des valeurs de x en fonction des valeurs de x.

plot(z,y) Graphe des valeurs de y en fonction des valeurs de .

boxplot(x) Boxplot de x.

hist(x) Histogramme de = (pour x quantitative).

borplot(x) Diagramme en colonnes (pour x qualitative) pour chaque
fonction, on aplusieurs options mais certaines sont communes.

type "p” points, 71”7 : lignes, ”b” les deux, "h” : lignes verticales.

xlab, ylab Noms des axes, variables caracteéres entre ””.

main Title, variable de type caractere sub : sous-titre.

points(x,y)

Ajoute des points.

Ilines(z,y)

Idem mais avec des lignes.

abline(a,b)

legend(x,y, legend)

Trace une ligne de pente b et ordonnée a ’origine a.
Ajoute une légende au point de coordonnées (x,y),
avec les symboles donnés par légende.

TAB. 3.2 — Fonctions graphiques dans R

3.1.4 Les lois de probabilité

Lot Fonction
Gauss (normale) | rnorm(n, mean=0, sd=1)
Ezxponentielle rexp(n, rate=1)
Gamma rgamma(n, shape, scale=1)
Poisson rpois(n, lambda)
Cauchy reauchy(n, location=0, scale=1)
Binomiale rbinom(n, size, prob)
Uniforme runif(n, min=0, max=1)
Beta rbeta(n, shapel, shape2)

TAB. 3.3 — Lois usuelles..

d : correspond a la densité de probabilité.
p : correspond a la fonction de répartition (valeur inverse du quantile).
q : correspond au quantile.

r : correspond a la génération aléatoire de nombre.

Le premier argument est ‘z’ (une valeur) pour dnom loi, ‘¢’ (un quantile) pour pnom loi,

‘p’ (une probabilité) pour qnom loi et ‘n’ (un nombre) pour rnom loi.
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3.1.5 Le modéle linéaire sous R
La fonction Im

Pour « linear model » : s’utilise avec le concept de formule :

— 1 variable explicative avec intercept (régression linéaire)
Im(y™ X +1),
— 2 variables explicatives sans intercept

Im(y”" X1+ X2 —1).

3.2 Partie pratique

Exemple 3.2.1 X; =runif(20,min= —2,max= 2)

Xy =runif(20,min= —2,mazr= 2)

X3 =rexp(20,1)

Xy =rexp(20,1)

M =cbind(X1, Xs, X3, X,)

Z=02%X;4+04%Xy+0.3% X34+ 0.5% Xy + 1.5+rnorm(20,0,1)
modeéle=Im(Z~ M)

Call:
Im(formula = 2 ~ M)

Coefficients:

[ Intercept) MX1 M2 MX3
1.078%9 0.3668 0.68613 0.3262

summary(modéle)
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Chapitre 3.Application sous R

Call:
Im{formala = Z -~ M)
Fesiduals=s:

Mim 19 Median 30 HMax
—1.147928 —0.43£98 O.D0097& 0.43367 1.55998
Coefficients:

Ezstimate 5td.

Error «

walue Pri(>|t])

{Intercept) 1.8966 0.3548 5.345 2.17=-05
M1 0.1360 0.1608 D.846 0.4110
M2 0.4070 0.1583 2.572 0.0213
M3 0.1531 0.2451 0.625 0.5415
M4 0.4524 0.1617 z.728 0.0135
confint(modele,level= 0.99)
0.5 % 93.5 F
(Imtercept) 0.15450330 2.843381
MX1 " —-0.09162643 1.107098
M2 0.20054837 1.579346
MX3 —0.73292163 1.005333
M4 -0.32474638 1.254587
pairs(M)
-15 0.0 1.0 01 2 3 4
11111 Iclv - | IO | | |
o R OOO Og 00 000 . o |
@ ° OO OOOS i wg o —
X1 ® .
i e o e o 00 000 a of
o = ® % Log o o o% o, A Ogoo Y
= v s8° ° oo °
gq° X2 i 1
2: o0 ° i "o o ] 000 o
-3 -3 -3 :
OO o a" i ° 0%0 X3 Og @ o T
2o oo o = Ha oy o ~
& i o ) * o B0 o o L
- o o o o c °
ade T | ° wlp e ° X4
-] a = o Gl e
S oS S Y A N
T T T T’ T T T T TT
-1 0 1 01234586

Fic. 3.1 — Matrice des nuages de points.
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Chapitre 3.Application sous R

Exemple 3.2.2 L’entreprise CITRON fabrique un matériau en matiére plastique qui est
utilisé dans la fabrication de jouets. Le département de contrdle de qualité de [’entreprise
a effectué une étude qui a pour but d’établir dans quelle mesure la résistance a la rupture
(en kg/cm2) de cette matiére plastique pouvait étre affectée par l’épaisseur du matériau
ainsi que la densité de ce matériau. Douze essais ont été effectués et les résultats sont

présentés dans le tableau ci-dessous :

Essai numéro | Résistance a la rupture Y | Epaisseur du matériau X; | Densité X,
1 37.8 4 4
2 22.5 4 3.6
3 17.1 3 3.1
4 10.8 2 3.2
5 7.2 1 3
6 42.3 6 3.8
7 30.2 4 3.8
8 19.4 4 2.9
9 14.8 1 3.8
10 9.5 1 2.8
11 324 3 3.4
12 21.6 4 2.8

TAB. 3.4 — 12 données de (Résistance a la rupture,Epaisseur du matériau,Densité)de la

matiére plastique

Données=read.table("Données.txt" header=T )

RégMulti=Im(Y ™~ X, + Xs,data=Données)
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Call:
Im(formula = ¥ ~ X1 + X2

Coefficients:

[Intercept) X1
-30.081 4.905

summary (RégMulti)

Call:

Im({formmla = ¥ ~ X1 + X2, data =

3 [

, data = Données)
M2
11.072
Données)

-2.

.B38 0.000523

Residuals:

Min 10 Median 30 M
-6.897 -2.135 -1.126 1.714 10.1
Coefficients:

Eztimate 5td. Error t
(Intercept) -30.081 11.455
X1 4.8905 1.014
X2 11.072 3.621

confint(RégMulti,level= 0.99)

0.5 %
(Intercept) -67.3090320
X1 1.6101788

X2 -0.68498777

el

Y]

value Pr(>|t])

4
3

-]

[ R

626 0.027542

.058 0.013el17

899.5 %

147188
1992486
.85389592
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Conclusion

La régression linéaire multiple traitent des données quantitatives. C’est une méthode d’in-
vestigation sur données d’observations, ou d’expérimentations, ot I'objectif principal est
de rechercher une liaison linéaire entre une variable Y quantitative et une ou plusieurs

variables X également quantitatives.

Dans ce mémoire, on explique les hypothéses nécessaires et les termes du modele, les
notions d’estimation des parameétres du modeéle, il existe de nombreuses méthodes pour
estimer ce modéele, telle que dans ce travaille en utilise la méthode de maximum de vrai-
semblance, avec les tests de signification du parameétres du modeéle et I'estimation des

intervalles de confiances.
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Notations

8|

i,
o?, Var(X)

IC

Cov
N (s, 0?)
T (9)

A%(n)

RLM

MCO
MV

RQ

tnip’lf %

SCtot
SCleq
SCres

La moyenne.

La variance.

Intervale de confiance.

Estimation de la variance et degrés de liberté.

Covariance.

Loi normale d’espérance p € R et de variance 02 € R.

Loi de Student.

Loi du chi-deux & n € N° degrés de liberté.

Est un matrice de taille n (p + 1) comme appelée matrice du plan d’expérince.
Régression Linéaire Multiple

Est le vecteur de dimension p + 1.des parametres.
Estimateurs des Moindres Carrés Ordinaires.

Maximum De Vraisemblance.

Le coefficient de détermination.

L’erreure.

Quantile d'order (1 —2) de la loi de student & (n — p) ddl
Somme des carrés totale.

Somme des carrés régression.

Somme des carrés résiduelle.

40



	Remerciements
	Table des matières
	Liste des figures
	Liste des tableaux
	Introduction
	blueRégression linéaire simple
	Modèle de régression linéaire simple
	Modélisation statistique
	Modèle linéaire simple sous forme matricèlle

	Estimation
	Méthode de Moinndres carrés Ordinaires
	Calcul des estimateurs de 0 et 1

	Analyse des résidus
	Qualité d'ajustement
	Coefficient de détermination R2
	Lois des estimateurs
	Intervalles de confiance
	Test sur les paramètres du modèle


	blueRégression linéaire multiple
	Modèle de régression linéaire multiple.
	Ecriture du modèle
	Le modèle sous forme matricielle

	Estimation
	Estimateurs des moindres carrés
	Calcul des estimateurs de B

	Qualité d'ajustement
	Coefficient de détermination R2
	Lois des estimateurs
	Intervalles de confiance
	Test sur les paramètres du modèle


	blueRégression linéaire multiple avec R
	Initiation à la régression linéaire avec R
	Génération d'une variable aléatoire
	Génération d'un vecteur aléatoire
	Les fonctions simples dans R
	Les lois de probabilité
	Le modèle linéaire sous R

	Partie pratique

	Conclusion
	Bibliographie
	 Notations

