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Introduction Générale

Les équations différentielles stochastiques rétrogrades (EDSR on abrégé) sont une nou-
velle classe d’équations différentielles stochastiques. Les EDSR ont réservé une attention
considérable dans la recherche en probabilité, car sont fournissent une représentation pro-
babilité pour les solutions de certaine classe d’équations aux dérivées partielles. La théorie
des EDSR & trouvé beaucoup d’applications telles que la théorie du controle stochastique,
économie et des problémes de mathématiques financiéres.

En 1973, les équations différentielle stochastiques linéaires ont été d’abord introduites par
(Bismut, [1]), dans le cas ou f est linéaire par rapport aux variable Y et Z, qui a utilisé
ces EDSR pour étudies les problémes du controle optimal.

Dans le début des années 90, E.pardoux et S.peng [5] sont les premiers a considérer les

équations non-linéaires :

dY, = —f(t,Yy, Z,)dt + Z,dB,

Yr=¢

(1)

Ot le coefficient f : [0, T] x R¥ xR**? ( f appelé le générateur) est uniformément Lipshitzien
par rapport au variable Y, Z et la condition terminale £ est de carré intégrable. La solution
d’une EDSR est un couple de processus adaptés par rapport a la filtration de Mouvement
Brownien (B;),, est vérifie (1)) .

Notre objectif est d’étudier une propriété dés équations défférentielle stochastiques rétro-

grades ce résultat est du Z,chen [4] qui est étudier la réciproque de théoréme de comparai-



Introduction

sons ce théoréme permet de comparer des solutions d’EDSR dés qu’ on peut comparer leur
générateur, on montrant que si pour chaque condition de 'EDSR associéés a la données
standard (&, f1) est égale a 'instant ¢ = 0 a la solution de 'EDSR associeé a la donnée
(&, f2) , alors on doit avoire f; = fs.

chapitre 1 :

Dans ce chapitre, nous allons expliquer la théorie du calcul stochastique, on donne les
définitions et les propriétés des processus continues ainsi que leurs résultats principaux
(processus stochastiques, mouvement brownien, martingales) qui nous permettre de définir
'intégrale stochastique.[2] et [7]

chapitre 2 :

Dans ce chapitre, nous allons montrer d’existence et d’unicité de la solution de ’équations
différentielles stochastique rétrogrades,ce résultat est dit E.Pardoux et S.Peng [5] et c’est
le premier résultat d’existence et d’unicité pour les équations différentielles stochastiques
rétrogrades (EDSR) dans le cas ou le générateur non-linéaire, et on donne une estimation a
priori pour la solution de EDSR et ensuite on énonce théoréme de comparaison en utilisant
les équations différentielles stochastiques rétrogrades linéaires. [3] et [0]

chapitre 3

Dans ce chapitre, nous somme intéressé au résultat d’inverse de théoréme de comparaison,
puis nous donnons deux contre-exemples. La premiére prouve que le théoréme n’est pas
réalisé dans le cas au , g1 (0,0,-) # 0, g2 (0,0,-) # 0.la seconde confirme que le théoréme

n’est pas réalisé dans le cas au g (y,0,-) #0, g2 (y,0,-) # 0 Yy € R.



Chapitre 1

Une revue générale sur les calculs

stochastiques

1.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous donnons des définitions de base et des résultats principaux pour

utiliser aux prochains chapitre.

1.2 Deéfinitions

Soit (€2, F,P) un espace de probabilité complet.

Définition 1.2.1 (Processus Stochastique) : Soit T un ensemble. On appelle proces-
sus stochastique indexé par T et a valeurs dans RY, une famille (X;);er d’applications

mesurables de (Q, F) dans (R, B(R?)); pour tout t € T; X, est une variable aléatoire.

Remarque 1.2.1 Dans ce section, nous aurons T' = N ce qui correspond auz processus a

temps discret, T =R, ou T = [0, a] pour les processus a temps continu.

Définition 1.2.2 Un processus X est mesurable si lapplication (t,w) — Xy (w) de

R, x Q dans R? est mesurable par rapport auz tribus B(R,) @ F et B(R?).

3



Chapitre 1. Une revue générale sur les calculs stochastiques

On peut noter qu’un processus stochastique peut étre vu comme une fonction aléatoire a

chaque w, on associe la fonction t — X,(w) qui est appelée trajectoire.

Définition 1.2.3 Soient (X;),.p et (Y}),ep deux processus stochastique définis sur méme

espace (0, F,P).

i) X est une modification de Y si : pour toutt > 0 les v.a X; et'Y; sont égales

P—ps:Vt>0P(X,=Y,) =1

it) X et'Y sont indistinguables si P — p.s les trajectoires de X et de' Y sont les mémes

P(X, =Y, Vt >0) = 1.

Définition 1.2.4 Une filtration {F;}i>0 de (2 ,F) est une famille croissante de sous-
tribus de F i.e. pour s <t, Fs C Fy C F. On définit alors Foo = 0{UF;} ainsi que, pour

tout t, Fi+ = NesoFtie-

Remarque 1.2.2 On dit qu’une filtration {F;}1>0 est continue & droite si Fy = Fi+ pour
tout t. On dit qu’elle vérifie les conditions habituelles si elle est continue a droite et si Fy
contient tous les ensembles P—négligeables de F, noté N dans la suite.

Si lon se donne un processus X, on introduit la filtration G, = o{ X, s < t}. Cette
filtration s’appelle la filtration naturelle de X. Mais Gy ne contient pas nécessairement
N. C’est pour cela que l'on introduit souvent la filtration naturelle augmentée de X

définie par F¥ = o{N UG, }.

Définition 1.2.5 Un processus stochastique (Xi),., est adapté par rapport a la filtration

{Fi }i>08i, pour tout t, X, est F,—mesurable.

Remarque 1.2.3 Si N C Fy, et si X est adapté par rapport a {F; }i>o0 alors toute modi-

fication de X est encore adaptée.
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Définition 1.2.6 Un processus stochastique (X)i>o est progressivement mesurable par
rapport a {F; }i>o si, pour tout t > 0, lapplication (s,w) — X,(w) de [0,t] x Q dans R?

est mesurable par rapport a B([0,t]) ® F; et B(RY).

Remarque 1.2.4 Un processus progressivement mesurable est mesurable et adapté. On
note ausst que st X est un processus mesurable et adapté alors il posséde une modification

progressivement mesurable .

Proposition 1.2.1 Si X est un processus stochastique dont les trajectoires sont continues
a droite (ou a gauche), alors X est mesurable et X est progressivement mesurable s’il est

de plus adapté.

1.3 Mouvement Brownien

Définition 1.3.1 On appelle Mouvement Brownien "MB'" un processus stochastique

(Bt)i>0 o valeurs réelles tel que :

i) Continuité P — p.s; la fonction s — Bg(w) est une fonction continue.

it) Indépendance des accroissements: si 0 < s < t; B, — By est indépendant de F; =

0 (Bu,u < s) et de loi gaussienne centrée de variance t — s.

ii1) Stationnarité des accroissements: si 0 < s < 't, la loi de est B; — By identique a celle

de Btfs — BO = Btfs'
Remarque 1.3.1 On dit qu’un mouvement brownien par rapport a x si By = x.
Définition 1.3.2 Un mouvement brownien est dit standard si

i) By=0P —p.s
ii) E[B] =0

iii) E[B? =t
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Proposition 1.3.1 Soit B un mouvement brownien Standard, on a:

1. pour tout T > 0; {Byr — BT}tzo est un mouvement brownien indépendant de

0 (By,u <T).

2. pour tout ¢ > 0; {CBL} : est un mouvement brownien.
>0

c

3. Le processus défini par Xy =0 et X; = tW% est un mouvement brownien.

Définition 1.3.3 On appelle MB standard & valeurs dans RY, un vecteur B = (B*,..,B%)

ot les B' sont des MB réels indépendants.

Proposition 1.3.2 Soit B un MB. La filtration{ FP };>¢ vérifie les conditions habituelles
et B est un{FP}i>0 MB.

1.4 Martingales

Définition 1.4.1 Un processus (M), est dit martingale si :

i) Pour tout ¢t > 0; M, est F; —mesurable;
ii) Pour tout t > 0; M, est intégrable i.e E (|M;]) < oo;

iii) Pour tout 0 < s <t, E(M;/F,;) = M. P —p.s.

Remarque 1.4.1 Une sous-martingale si (iii) est remplacé par
E (M;/Fs) > M. P —p.s.
Et sur-martingale si (i1i)est remplacé par

E(M;/F,) < M. P—p.s.Vt>s>0
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Théoréme 1.4.1 Si X est une martingale et si o et T sont deux temps d’arrét bornés tels
que :

o <, alors, E(X;|F,) =X, P—p.s.

Rappelons aussi qu’un processus X adapté et intégrable est une martingale si et seulement

st pour tout temps d’arrét borné T,
E[X,] = E[Xj].

Proposition 1.4.1 Soit X une martingale locale continue. Il existe un unique processus

croissant et continu, (X, X) nul en 0 tel que X? — (X, X)soit une martingale locale.
Remarque 1.4.2 Si B est un MB, on a (B, B); =t car {B? —t};>0 est une martingale.
Proposition 1.4.2 Soit X une martingale locale continue. Il y a équivalence entre :

i) Xo€ L? et B(X,X)y] < 00.
ii) X est une martingale bornée dans L?.

Mentionner pour finir ce paragraphe les inégalités de Burkholder—Davis—Gundy connues

aussi sous le nom d’inégalités BDG.

Théoréme 1.4.2 (Inégalités Burkholder-Davis-Gundy "BDG") Soitp > 0 un réel.
Il existe deux constantes cyet C,, telles que, pour toute martingale locale continue X, nulle

en 0.

¢y BI(X, X)) < Elsupezol Xe["] < G, B(X, X)2/7]

Remarque 1.4.3 En particulier, st T > 0

& B[(X, X)}/?] < E[ sup |X,["] < C, E[(X, X)%/?]

0<t<T
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Théoréme 1.4.3 (Théoréme de représentation des martingales) Soit {F;},_, . la

filtration naturelle du mouvement brownien standard {B} _ _ . Soit M une martingale

<t<T

continue de carré intégrable par rapport o {F;} Alors il existe un processus adapté Z

0<t<T "

tel que
T

E /Z?ds < 00,
0

et, pour tout t € [0,T7],
t

M, = M, +/ZSdBS P—ps

0

1.5 Calcul d’Ito6

On se donne (£2,F,P) un espace de probabilité complet et un mouvement Brownien B
sur cet espace. On désigne par F; = o(Bs;s < t) la filtration naturelle du mouvement

Brownien.

1.5.1 Intégrale stochastique générale

On cherche a définir

/ B, (L)

quand {1)s; s > 0} est un processus stochastique.

Définition 1.5.1 On dit que {1);;t > 0} est un bon processus s’il est (FP)-adapté, caglad

E[/ﬂt@bjds} < o0

et st

pour tout t > 0
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1.5.2 Cas des processus étagés

ce sont les processus du type

Pn

wf = Zwil]tiati+1](t> (12)
=0

oup, € N,O =ty <t.... < t,, et ¢, € L*(Q, F,, P) (les processus de carré intégrables
et F;,—mesurable) pour tout i = 0,....,p,. On voit emmédiatement que 9" est un bon

processus. On définit alors :

t Pn
It(qu)n) - / ¢?dBS = Z¢l (thz+1 - Bti) (13)
0 i=0
Propriété 1.5.1

B [1,(6")] = 0
el = & | [ was

les processus I,(y") et T2(4") — [1/(47)?ds sont des martingales.

1.5.3 Cas général

Si ¢ est un bon processus, il existe {¢)",n > 0} suite de processus étagés telle que

E [ / (- st] —0 (1.4)

quand n T co il existe une v.a. I;(¢) de carré intégrable telle que

E [llt(¢) - It(¢)[t(¢)n|2] —0

quand n T co. On pose
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Li(y) = /Ot YsdB;

pour tout ¢ > 0.

Propriété 1.5.2

B [1,()] = 0
wrln)] = | [ t s

Proposition 1.5.1 (Linéarité) Pour toust > 0,a1,as € R et 11,19 des bons proces-

sus,on a

I (a1 + azhs)

c’est-a-dire

I (a1t + agtpa) = ar Ly (1) + asly (12)

Proposition 1.5.2 (Propriétes des Martingales) Pour tout bon processus 1, les pro-

Cessus

t— L(1)) et t — L,(¢?) —/wgds

sont des FP martingales continues. On a done, pour tout s <t

E [L()/F]] = L) (1.5)

donc
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car (I; (1) est une martingale). D’autre part

EKMW—LWWM?kﬂﬂL%mWHﬂ.

Proposition 1.5.3 Soit 1 est un bon processus. On a

t T
E { sup | 1/}8st\2} <4E U wsds} (1.6)
0<t<T Jo 0

st T est un temps d’arret alors
T T
/ 77Z)sst = / 15§7’¢5st7 P — b-.s.
0 0

Proposition 1.5.4 (Propriétes d’ Isométrie d’Ito) Pour tout bons processus p,1) et

tout s,t > 0, on a

MM@MM=AS%%M.

De plus, le processus

mwmw—lwwmu

est une FP martingale.

Définition 1.5.2 On dit que {1;,t > 0} est un bon processus local s’il est caglad FP
adapté et vérifie

t
/ Yids < 0o p.s
0

pour tout t > 0

Soit 1 un bon processus local. On pose
t
T, = inf {t > O,/ Yids = n}
0

11
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comme :

ﬁ%>ﬂ={4%@%§n}

pour tout n € N, ¢ > 0 on voit que 7, est un FP-temps d’arrét pour tout n € N par
adaptation de 1.
De plus, 'hypothése d’intégrabilité sur v entraine facilement que 7, — +oo p.s. Enfin

par construction

Tn/\t
E [ wgds] <n < +00.
0

Ainsi, par le partie précédent. On peut définir I, (7)) comme une martingale. Lorsque
Tn — +00 P.S.
On peut définir aussi I; (¢) pour tout ¢ > 0, comme une martingale locale. De méme, en

prenant la méme suite de temps d’arrét. Le processus

uwfjéﬁw

est une martigale locale.

1.5.4 Processus d’Ito

Nous introduisons a présent une classe de processus qui sera tres utile dans la suite.
Définition 1.5.3 On appelle processus d’Ité un processus X a valeurs réelles tel que :
t t
PpsV0<t<T, Xt:Xo—i-/ bsds—i—/ o.dB,
0 0

ot Xy est Fo—mesurable, b et o sont deux processus progressivement mesurables vérifiant

les conditions, P — p.s.

T T
/ |bs|ds < oo et / |o|?ds < oo.
0 0

12
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Théoréme 1.5.1 (Formule d’Itd) Soient (t,z) — f(t,x) une fonction réelle deuz fois

différentiable en x et une fois différentiable ent (f € C*?) et X un processus d’ It6. On a

F050 = 10,50 + [ L6, X0+ [ Ll Xs+ 5 [ fs. Xotis

ce qui ’on note

(0.0 = [ 7000 + 5720 X002 de-+ £ )0,

—=f,(t, X,)dt + f.(t, X,)dX, + %f;’m(t, X;)d (X)), .

Proposition 1.5.5 La formule d’It6 montre que
d[X1Xs5] (t) = Xq(t)dXa(t) + Xao(t)dX 1 (t) + o1(t)oa(t)dt.

Cette formule est connue sous le nom d’intégration par parties. La quantité oy (t)oy(t)

correspond au crochet de X7, X5 noté (X7, Xs) est défini comme le processus a variation

fini (X1, Xo) = [ 01(s)02(s)ds.

1.6 Espérance conditionnelle

Nous donnons dans cette section quelques définitions et propriétés qui nous seront utiles
dans la suite.
Notons L%(£2, P) 'ensembles des fonctions réelles F —mesurables et intégrables par rapport

a la mesure de probabilité P.

Définition 1.6.1 Soit X € L:(Q, P) et G une sous tribu de F. On définit l’espérance

conditionnelle de X sachant G, l'unique variable aléatoire E (X|G) G—mesurable sur )

13
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telle que :
/X dP:/E[X|Q]dP, VB e g,
B B

1.6.1 Propriétés dé ’espérance conditionnelle

Soient X,Y € LL(Q, P) et G une sous tribu de F, presque stirement on a :

1. Linéarité : si X,V € LL(Q, P) Vu, A € R alors :
EAX +pY|G] = AE[X |G]+ pnE[Y |g]
2. Monotonie : si X, Y € LL(Q, P) alors :
X >Y =E[X|G] >E[Y|F],

en particulier

X>0=E[X |G] >0.

3. Si X est G—mesurable alors :

E[X|G] =X

4. Soit (X,Y') un couple de variables aléatoires, si Y est G—mesurable alors :
E[XY|G] =Y E[X|F],

en particulier

BEE[X|g]Y|g] = E[X|GIE[Y]|]].

5. Si X est indépendante de G alors :
E[X|G] = X.

14
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6. Si Gy C Gy C F alors :
E[E[X[G,] |Gi] = E[X]|Gi].

15



Chapitre 2

Equations Differentille Stochastique

Rétrograde

2.1 Introduction

L’objectif de ce chapitre est d’introduire la notion d’équations différentielles stochastiques
rétrogrades, EDSR en abrégé, et de préciser la terminologie employée dans ce contexte.
Nous montrerons le résultat classique d’existence et d’unicité de la solution dans le cas

linéaire et non-linéaire.

2.2 Vocabulaire et notations

2.2.1 Présentation du probléme

Soit (2, F,F, P) un espace de probabilité filtré et B un mouvement brownien d-dimensionnel.
Pour appliquer le théoreme de la représentation martingale, nous supposerons toujours

dans ce chapitre.

F=F={F, 0<t<T} (2.1)

16
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Comme EDS est une extension non-linéaire de I'intégration stochastique, EDS Rétrograde

est une version non-linéaire du théoréme de la représentation martingale. En fait, les
résultats et les arguments de ce chapitre sont analogues a ceux de I’ EDSs, combinés avec
le théoréme de la martingale.

Soit ¢ € IL*(FF), il induit naturellement une martingale
Y, =E[{/F].

Par le théoréme de représentation de martingale, il existe un unique Z € L*(F) tel que

T
dY; = Z;dB; ou équivalent Y; = £ — /stBS (2.2)
t

Ceci est un EDS linéaire avec condition terminale Y, = £, et donc appelé EDS Rétrograde.
Nous affirmons que la solution d’'un EDSR est un couple de processus F-mesurable (Y, 7).
Le composant Z est essentiellement dérivé de Y avec ce qui concerne B et est donc unique
déterminé par Y (et B). Nous soulignons également que la présence de Z est important
pour assurer la F-mesurabilité de Y.

Dans ce chapitre, nous considérons le non-linéaire EDSR :
T T
m:§+/)ﬂ0;&M&—/ Z.dB., 0<t<T, P—ps, (2.3)
t t

ou Y € L3(F,R¥), Z € L%(F, R4 ) pour une dimension k. Nous appelons f le générateur

et £ la condition terminale de 'EDSR. Nous supposerons toujours.
Hypothése (2.7
1. F=F".
2. [:]0,T] x Q x R¥ x R**4 — RF est F-mesurable dans toutes les variables.
3. f est uniformément lipschitz continue en (y, z) avec une constante lipschitz L.
4, £ € L2(Fr,R¥) et 0= £(0,0) € L12(F,R*).

17
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Pour la simplicité de notation, nous supposerons k = d = 1 dans la plupart des preuves.
Nous remarquons que dans la littérature standard, il est nécessaire que f° € IL?(F). Notre

condition ici est 1égérement.

2.2.2 Notations

Soient (2, F,P) un espace de probabilité complet et B un mouvement Brownien de d-
dimensionnel (dans R?) sur cet espace.

On notera {F} la filtration naturelle de mouvement Brownien.

Tout processus de  x Rt dans ou R¥*¢ mesurable par rapport a la tribu previsible
B, x F est dit prévisible.

Soit S? (]F, Rk) I’espace vectoriel formé des processus Y progréssivement mesurables a
valeur dans R? telle que :

IV = E [ sup W} < o0
0<t<T

et S2 (]F , Rk) est un sous espace de S? (]F , Rk) formé par les processus continus.
Soit L2 (IF, ]R’“d) celui formé par les processus Z progréssivement mesurables & valeur dans

R¥*4 telle que :

T T
1Z|2, = E /HZHth =E /trace(ZZ*)dt < 00
0

0

Les espaces S$2, S? et L2 sont des espace de Banach pour ces normes.
Y C

2.3 Equations Différentielles Stochastiques Rétrogrades
Linéaires

Dans cette section, nous étudions le cas ou f est linéaire. Nous obtenons d’abord le résultat

simple suivant.

18
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Proposition 2.3.1 Soit ¢ € L* (Fr,R¥) et f© € L' (F,R*). Alors I'EDSR linéaire

suivante posséde une unique solution (Y, Z) € S?(F,R¥) x L2(F, R**9) :

T T
Y, =¢+ / fods — / Z,dB, (2.4)
t t
Preuve. il est évident que
T
Y, =E [£+ / f?ds/ft}
t

Notez que
R t T
YthtJr/fdeZE[er/ fde/ft]
0 0

est une martingale de carrée intégrable. Par le théoréme représentation de martingale, il
existe Z € L2(F,R"™") telle que :

dY, = Z,dB;.

On peut vérifier facilement que le couple (Y, Z) vérifie (2.3.1), et a partir de la dérivation
ci-dessus, c’est la solution unique. m

Nous considérons le général linéaire EDSR avec k =1 :

T T
Y=+ / [0.Y, + Z.B + f0] ds — / Z.dB.. (2.5)
t t

La bonne posture de ce EDSR découlera de la théorie générale. Ici, nous fournissons une

formule de représentation pour sa solution.

Proposition 2.3.2 soit k = 1, £ € L?(Fr,R), a € L*(F,R), 8 € L* (F,R?), et
P e LY (F,R), si (Y,Z) € L*(F,R) x L?(F,R'"*?) satisfait le EDSR linéaire (2.5)), puis

Y, =T;'E [m + / ' stﬁds/ft] (2.6)

t
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O

t

t t
I, = 1+/ [y [asdt + B - dBs], ou dis, Ty := exp (/ B - dB, +/ [ozs — 1/2\ﬁs|2] ds) .
0 0 0

(2.7)
Preuve. En appliquant la formule d’It6 nous avons
d(I\Y;) = —Tufidt + Ty [Yif] + Z,] dB,.
Dénoter
Vi =T, Z, =T, [Vif] + 2], €:=Tp&, fO:=T,f° (2.8)

Ensuite, on peut récrire (2.5) comme
Y =§+/ ffds—/ Z,dB,.
t t

C’est une EDSR linéaire de la forme (12.4) ; nous voyons que fot Z,d B est une martingale.
Alors

T
Y —E {54 / ftods/f-t} |

ce qui implique (22.6) immédiatement. m

2.4 Estimations a priori pour les EDSR

Nous étudions maintenant 'EDSR non-linéaire (2.3)) .

Théoréme 2.4.1 Supposons que I’hypothése [2.1) soit valide et que (Y, Z) € L*(F,R¥) x
L2(FF, R**?) soit une solution de EDSR (2.3)). AlorsY € S*(F,R¥) et il existe une constante

C qui dépendant que de T, L et d, k, telle que

T T
||<xz>||2=E[|Y;|2+ / |zt|2dt] <CR. o f§=E[|§|2+< / |ft°\dt>2] (2.9)
0 0
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Preuve. Pour simplifier, nous supposons d = k = 1. Nous procédons en plusieurs étapes.

Etape 1. Nous montrons d’abord que
T
E[|Y7]’] <CE [/ [1Yi|* + | Z:|?] dt} +CI3 < .
0
En effet, notez que

T
Vi<l [ 8]+l + Clz ds+
t

T
/ Z4d By
t
t
/ ZsdBy
0

En appliquant I'inégalité Burkholder-Davis-Gundy, nous avons

€1 + (/OT}f?\dt)2+/0T (V2> +|Z7] dt] .

ce qui implique (2.10)) immédiatement.

alors

T
vy sc[w/ [17°] + Y2l + 12.) dé + sup
0

0<t<T

|

E[Yz]"] <CE

Etape 2. nous montrons ensuite que, pour tout € > 0,

T
sup E[|Y;"] +E [/ | Z,|? dt} <e[|Y7]}] +CeT 1.
0<t<T 0
En effet, par la formule d’It6.

d|Y|? = 2Y,dY; + |Z,[> dt = =2V, f, (Yy, Z,) dt + 2Y,Z,dB, + | Z,|” dt.

Ainsi,

T T T
m|2+/ |Zs|2ds=|£|2+2/ nfs(m,zs)dsw/ Y, ZdB,.
t t t
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Par (2.10)) nous savons que fg Y, ZdB; est une vraie martingale. Maintenant, en prenant

I'espérance des deux cotés de (2.13) et en notant que :
ab < 1/2a® +1/2b°
nous avons,

T r T
E{\KM/ |Zs\2ds]=E 15|2+2/ stsm,zgcls]
t . 2 tT
<Elef+C [ NS+ 1Y+ 12 s
L t

r T T
<E |§|2+CY;5/ |f£\ds+0/ [[Va* +12,Y]] ds]
L 0 0

- T T T
gEya?Hn?/|ﬁWm+c/|mﬁm+Lm/\4E¢}

L 0 ¢ t
Cela meéne a

T T T
E {thF + 1/2/ |ZS\2ds} <E {0/ Ya>ds + |€]° + CYT*/ |2 ds] : (2.14)
¢ t 0
Ce qui, avec théoreme Fubini, implique que
T T
B (i) <[+ ovg [ 1] vo [ E(mEas
0 t
En appliquant I'inégalité de Gronwall (rétrograde), nous obtenons
T
E[V:’] <CE [|§|2+Y;/ \f§|ds] , Vtelo,T]. (2.15)
0

Ensuite, en laissant ¢t = 0 et prise (2.15)) dans to (2.14]) nous avons

T T
EUO |Zs|2ds] §CE{|§|2+Y;/O |f§}ds]. (2.16)
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Par (2.15)) et (2.16]) et notant que 2ab < ea®+¢7'b?, nous obtenons (2.11)) immédiatement.
Etape 3. prise (2.11)) pour (2.10)), nous obtenons

E[|Y7)?] < CeE (V7] + Ce'IL.
En choisissant ¢ = %C’ pour la constante C' ci-dessus, on obtient
E[Yz]’] < OF.

Ceci, avec (2.11)), prouve (2.9). =

Remarque 2.4.1 semblable a théoréme (2.4.1) reste vrai si nous affaiblissons la condition

de Lipschitz de [’hypotheése (1ii) a la condition de croissance linéaire :
e, ) < |+ LIV +121). (2.17)

Théoréme 2.4.2 pouri = 1,2. supposons (&, f*) satisfont Uhypothése (2.1)) et (Y, Z%) €
L2(F,R*) x L*(F, R**4) est une solution de I’EDSR (2.3)) avec coefficients (&;, f). Puis

I(AY, AZ)P < CE [\Aﬁf n ( [ 1z dt) ] | (2.18)

)
AY =Y Y2 ANZ=7"— 7% Ne =& — &, ANf = L — f2,

Preuve. Supposons encore d = k = 1. Notez que

T T
avi=n¢+ [ (R0 2D - 207 2] s - [ Az,
t t

T T
— A§+/ (ALY Z0) + s AY, + B,AZ] ds—/ NZ.dB;.
t t
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Ou

QYI,Zl . 2y2721 2Y2,Z1 - 2y2’22
;= ft ( t t)AY;ft ( t t)l{AYﬁéO}y ﬁt — ft ( t t)Atht ( t t)l{AZt;«éO} (219)

sont bornés par L. Puis par théoréme (2.4.1) nous obtenons le résultat immédiatement. m

2.5 Existence et ’unicité du solution d’un EDSRs
Nous établissons maintenant la bonne posture de I’ EDSR (2.3)) .

Théoréme 2.5.1 Sous U’hypothese (2.1), EDSR (2.3)) posséde une unique solution (Y, Z) €
L2(F, R¥) x L2(F, R**4),

Preuve. 'unicité découle directement du théoréme (2.4.2). En particulier, I'unicité signifie
Y =Y pour tout t € [0,T], P —p.s. et Z} = Z2 dt x dP — p.s. (2.20)

Nous prouvons maintenant ’existence en utilisant I’itération de Picard. Nous devons uti-
liser ’approche locale et laisser ’approche globale. Pour la simplicité, nous supposons
d=k=1.

Etapel. Soit 4 > 0 une constante qui sera spécifiée plus tard, et supposons T < §. Nous
insistons sur le fait que § ne dépendra que de la constante Lipschitz L (et des dimensions).
En particulier, elle ne dépend pas de la condition terminale &.

Dénoter Y =0, Z? = 0. Pour n = 1,2, ...., soit
T T
Y :§+/ f (Yt 7 Yds —/ Z™dB,. (2.21)
t t
Supposons (Y"1, Z"71) € L3(F) x L*(F). Notez que

ROz < 0]+ [ + |2
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Alors f,(Y," ', Z1) € LY*(F). d’aprés la Proposition (2.3.1), le linéaire EDSR
détermine uniquement (Y, Z") € L? (F) xL*(F), et ensuite théoréme (2.4.1) implique
plus loin que (Y™, Z") € §? (F) xIL%(F). Par récurence alors nous avons (Y™, Z") € S? (F) x
L?(F) pour tous n > 0.

Dénoter AY,* = Y* — Y"1 AZM = 7 — Z' Lalors;
T T
AY = / a2 P AY T BT A Z T ds — / NZ"dB,.
t ¢

ot o", " sont définis de la méme maniére que dans [2.19) et sont délimités par L. En

appliquant la formule d’It6 nous avons
d(|AY ) = =2 A [ LAY 4 8p Tt A ZP T d + 2 AY A ZRAB + |AZP)

remarquons que fot AY] A Z'dBs est une vraie martingale. Notant que AY]' = 0 nous

obtenons
T T
E {|mft"y2 + / |AZM? ds] =E {2/ [AY [a DAY 4 B A ZE ] ds
t t
t
<CE [/ IAYP[|AY T + |Az ] ds] (2.22)
0
Ainsi,

T T
E[/ |AYt”|2dt}§Oc5E[/ |IAY?"| Umg”—1|+\AZ;l—1|]ds]
0

0

T
< CSE U [\AY[‘F Ay \Azg-ﬂ dt} .
0
Supposons § < % pour la constante ci-dessus C' et donc 1 — C'§ < %, puis

T T 9 9
E[/ |AYt"]2dt} gcaEU oyt + |azp ]dt].
0 0
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De plus, en mettant t = 0 dans (2.22)), nous avons
T T 1 T ) )
E [/ |AZt”]2dt} <CE [/ \A};”th] +<-E [/ [[AYH + | Az ]dt}
0 0 8 0
1 r —112 —112
< |Co+ 2| B [[AY] "+ |Azp~Hde| .
0
Ainsi,
T 2 2 1 g —1|2 -12
E [|AY ] + |AZPP)dt| < |C6 + 3| E [|AY 7+ |AZp T de |
0 0
Soit § = % pour C' ci-dessus. Puis
T 2 2 1 T 112 112
E U |AY? + | A 27 ]dt] <7 E U [|AY T+ | azpY ]dt].
0 0
Par récurence, nous avons
r C
E [/ |AY ] + |AZf]2]dt} <>l
0
Maintenant, on peut voir qu’il existe (Y, Z) tel que
lim [|(Y," =Y, 2" — Zy)[| = 0

n—oo

Par conséquent, en laissant n — oo dans EDSR ([2.21)), nous savons que (Y, Z) satisfait

EDSR (2.3) .

Etape 2. Nous prouvons maintenant 'existence arbitraire 7. Soit § > 0 la constante &
I’étape 1. Considérons une partition 0 =ty < ..... <t, =T telle que t;y; — t; < 9§, Définir

Y;, =& etpouri=n—1,...,0 et t € [t;, t;11), soit (Y3, Z;) la solution de 'EDSR suivante
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sur [t;, tiy]

tir1 tit1
Vo= Y+ [ f(Ve Zo)ds — / ZudBot € [t tiya].
t

t

Depuis t; 11 — t; < 9, par I’étape 1 'EDSR ci-dessus est bien posé. De plus, puisque n est
fini ici, on voit que (Y, Z) € L? (F) xL*(F), et donc ils sont une solution globale sur tout

I'intervalle [0,7]. m

Remarque 2.5.1 Supposons que f vérifie Uhypothése (2.1), 7 € S(F), et & € L*(F,).

Considérons U'EDSR suivant

T T
Yi—e+ / J (Yo, Z,)ds — / Z.dB,.0u fo(y,2) = fuly, 2) 1 (5) (2.23)

On peut facilement voir que f satisfait aussi Uhypothése (2.1), et donc I’EDSR ci-dessus

a une solution unique. Depuis & € F,, on voit immédiatement que Yy =&, Z, = 0, satisfait

(2.23)) pour s € [1,T]. Donc, on peut récrire (2.23|) comme

Y, =¢ +/ fs(Ys, Zs)ds — / Z,dB,.0 <t <. (2.24)
t

t

et c’est aussi bien posé.

2.6 Propriétés de base des EDSRs

Ce théoréme permet de comparer les solutions de deux EDSR (dans R), des que l'on
sait comparer les conditions terminales et les générateurs. Ce théoréme est de 'origine a

S.Peng.

Théoréme 2.6.1 (Théoréeme de Comparaison) Soit k = 1. Supposons que, pour i = 1,2.
(&, ) satisfait Uhypotheése (2.1)) et (Y, Z) € S*(F,R) x L2(FF, R**9) est la solution unique
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au EDSR suivant :
T
=&+ f’ (Y! Z')ds — / Z'dB,. (2.25)
t

Supposons en outre que & < &, P-p.s, et fX(y,2) < f2(y,z) ,dt x dP — p.s.que pour tout
(y, z), alors
Y}<Y? 0<t<T,P—ps. (2.26)

Preuve. Dénoter
AY, =Y = Y2 AL =2 =22 DNe=6—&, Af=f =/
alors

AYt:Aer/T[f(Yl O =[R2 Z2)] ds—/ NZ,dB,

T
= A€+ / [045 NY, + NZBs+ Nf (Y2, Zf)} ds — / NZdB;.
t t
ol « et [ sont bornés. Définir I' par (2.7) nous avons
T
AY,=T;'E {FT VANS —|—/ Lo A f(Y2 Z2)ds /.7—}} (2.27)
t

nous avons aussi

f(y,2) < f3(y, z) pour tous (y,2), dt x dP — p.s.

Cela implique que Af (Y2, Z?) < 0; dt x dP —p.s. depuis ' > 0 et A < 0. m
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Chapitre 3

Une propriété des équations
différentielles stochastique

rétrogrades

3.1 Présentation du probléme

Ce chapitre confirme et explore une conjecture de S.Peng concernant les équations diffé-
rentielles stochastique rétrogrades (EDSR).
Le résultat principal de ce chapitre est le suivant :

Soit pour i = 1,2 la solution (V" Z5/+T) de 1a EDSR suivante :

T T
Y; =§+/fi(YS,ZS,s)ds—/ZSdBS. 0<t<T.
t t
avec I’hypothése ci-dessous :
f1(Y;0,t) = fo(Y,0,t) =0 V(Y,t) e R x [0,T]. (H)

On a le résultat suivant :
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Théoréme 3.1.1 Sous les hypothéses précédentes, si
Yt =Yg Pt ve e 12(Q, 71, P),
alors nécessairement

A, Z.8) = fo(Y, Z,t) ps VY, Z,t) € R x R x [0,T] .

3.2 Rappelle

Soit (£2, F,F,IP) un espace de probabilité filtré.
On T € (0,00); soit & € L2(Q, Fr,P) et f € L(u), alors il existe une unique couple

(Yf’f’T, Zf’f’T)ogth, qui dépend (&, T, f), résoudre I’ EDSR suivant :

T T
m:§+/f(Ys,Zs,s)ds—/stBs 0<t<T. (3.1)
t t

T T
De plus, E/ Y.]? ds < oo et E/ 1 Z,” ds < oo, o
0 0

- {B} +>0€st un mouvement brownien ¥, standard de d-dimension sous [P, pour une proba-
bilité donnée (2, F,{F;},P), et F; est la filtration générée par le mouvement brownien
{Bi},ie. Fy=0(Bs:s<t).

— L%(Q, Fr,P) est 'ensemble de tous variables aléatoires Fr—mesurables telles que E [¢?] <
0.

— L(p) est Pensemble de toutes les fonctions f: R x R x [0, 7] x Q — R.
1. pour tout (Y, Z) € R {f(Y, Z, ) }o<i<T est progressivement mesurable et continue

T
en t tel que E /f2(Y, Z,s)ds| < 0.
0

2. f satisfait la condition de Lipschitz avec la constante de Lipschitz L>0, i.e V (Y?, Z%) €
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R (j =1,2)
FYL 208 — f(V2, 22 0| < L([Y' = Y2+ |2" = 2%|), vt € [0,T].
Nous supposons en outre que f satisfait la condition suivante :
f(Y,0,t) =0,V (Y,t) € R x [0,T7, (H)

Plus récemment, S. Peng a proposé la conjecture suivante :

Supposer fi, fo € L(u) satisfaire ’hypothése , soit (Yf’fl’T, Zf’fl’T> et (Yf’f?’T, Zf’f2’T>
les solutions de EDSR (83.1)) correspondant & f = f; et f = fo ,respectivement.

Puis le fait que

YET = YET ¥E € LX(Q, Fr )

implique

LY, Zt) = fo(Y, Z,t),ps ¥V (Y, Z,t) € R x R x [0,T].

L’objectif de ceci est de prouver la conjecture ci-dessus. De plus, nous donnons deux

contre-exemples pour montrer que la conjecture de Peng ne tient pas sans ’hypothése

(H) -

3.3 Reésultat principal

Pour prouver la conjecture de Peng sous I'hypothese , Nous donnons d’abord les

lemmes suivants

Lemme 3.3.1 On a T € [0,00), soit & € L*(Q, Fr,P) et f € L(u) satisfaire Uhypothése
(H), supposer (Yf’f’T, Zf’f’T> est la solution de EDSR (3.1)), alors pour tout A € F,,

0<t<T
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(0<r<T), nous avons
}/;]Agmf»T — IA}/’;‘E’sz O S r S T'

ot I est la fonction d’indicateur de I’événement A.

Preuve. On pose (Y}, Z;) = (Yf’f’T, Zf’f’T> ,pour tout A € F, multipliant /4, nous avons

T T
14, = €14 + /IAf(Ys, Z,,8)ds — /IAZSst, 0<t<T.

t t

Notez que f(14Y,Zda,t) = Iaf(Y,Z,t) V(Y,Z) € R*? vérifier pour '’hypothese (H) .

Nous pouvons obtenir le fait que (Y; 14, Z;14) résoudre 'EDSR suivante lorsque r <t < T,

T T
Y, = €I, + /f(ffs, Zs,s)ds — /stBs, 0<t<T (3.2)
t

t

alors par I'unicité de la solution de EDSR (3.2)) que
Vil =Y, Vte[rT].

ce qui signifie [,V 55T = Y18/ T u

Le lemme suivant est la direct de I'hypothese (H)).

Lemme 3.3.2 On T € [0,00) ,s0it & € L2(Q, Fr,P) (0 < r < T). supposer f € L(u)
satisfait ’hypothése (H), soit (Yt&’f’T,Zf’f’T) la solution de EDSR (3.1), ensuite nous
avons :

Yol T =YE (0 < <),
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o YEI est la valeur de la solution (y;) de VEDSR suivant aut = 0

T

5@—€+/f(Y;,Zs,s)ds—/stBs,ogtgr,
t

t

Preuve. 1l est facile de vérifier que :

Yg’f’T _ }/;E,f,r st t S r, Zg"f’T _ Zt&f’r st t S r,
! Esit>r, 0sit>r,

particulierement Y(f’f T = Yoé’f . Pour la simplicité de notation, nous adoptons les notations

de f-espérance introduit par S.peng dans [§] m

Définition 3.3.1 On a T € [0,00), soit £ € L2(Q, Fp,P) (0 < r < T), f € L(u)
satisfaire Uhypothése (H) , et <Y;§’f’T,Zf’f’T> la solution de EDSR (3.1), nous appelons

e¢(§), défini par :
es(§) =Yg

l’espérance de & générée par f.

Lemme 3.3.3 supposer £ € L%(Q, Fr,P), alors il existe une unique variable aléatoire

n € L%(Q, F, P), tel que
ef(laf) =es(lan) VA€ F, (0 <t <T).

on appelle n ’espérance conditionnelle de variable aléatoire & générée par la fonction f

sous Fy, et Uécrire comme €¢(&/F:). En outre
ef(&/F) =V

ot Yf’f’T est la valeur de la solution {Yf’f’T} de EDSR (3.1)) a l’instant t.
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Preuve. pour tout A € F;, par la définition de £¢() et le lemme (3, 3,1), nous avons
e1(148) = ep(VIT) = o (LaVS7T).

Définir n = Y257 puis n € IL2(Q, F;,P), nous prouvons maintenant que 7 est unique. En

effet, §’il existe un autre 77 € L%(Q, F;, P) tel que
€f(IA?7> = €f(IA77> VA e F (33)

mais P(n # 77) > 0.
Définir B = {n > 7}, sans perte la généralité, on suppose que P(B) > 0, il s’ensuit un

théoréme de comparaison strict en [7]

ef(Ipn) > €5 (I0),

ce qui est contraire a 'égalité (3.3). m

Remarque 3.3.1 les notations €;(§) et e(./F;) proviennent de [§]. De toute évidence,
si f =0, alors €4(€) et €4(§/F:) sont Uespérance mathématique classique et l’espérance

conditionnelle ,respectivement, par exemple.

er(€) = E(E), e(&/F) = E(/F).

En outre, Peng a prouvé que ¢(.) et e¢(./F;) préservent respectivement de nombreuses pro-
priétés de l’espérance mathématique et [’espérance conditionnelle classique et s’attendent
a une linéarité. Pour cette raison, Peng appelle l’espérance générale et l’espérance condi-

tionnelle générale, f-l’espérance et f-l’espérance conditionnelle respectivement [8]

Dans les notations de ¢(.), la conjecture de Peng peut étre récrite comme suit :
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Chapitre 3.Une propriété des équations defférentielles stochastique rétrogrades

Théoréme 3.3.1 On a T € [0,00), soit fiand f> € L(pn) satisfaire U'hypothése (H) , si

8f1<€) = €f2(£), V¢ € L2(Qva7P)'

puLs

LY, Z,t) = fo(Y, Z,1), psV(Y,Zt) € Rx R x [0,T].

Preuve. pour tout £ € L?(Q, Fr,P) et pour tout A € F; (0 <t < T), par la définition de

f-I’espérance et I’hypothése de la théoréme, nous avons

en(Iep,[§/F]) = ef,(1a8) = e, (1a€) = ep1(Laes [§/ Fi]) = ep, (1acp [/ F)).

Il s’ensuit ensuite I'unicité de f-I’espérance conditionnelle dans le lemme (3, 3,3) que

enl§/F) =epl&/F].
définir
ys =epn |6/ F) =eplé/F.

par la définition de ey, [£/F], i = 1,2. 1l existe z'et 22 tel que (Y4, Z%) i = 1,2 sont les

solutions des EDSR suivants, respectivement :

T T
VE=v [1vE zhis— [Ziapi= 12 (3.4)
t t
ofvi )

immeédiatement, Zf =7} =7} = 24—+, ou <Yt€, Bt>est la variation quadratique de Yf

et B;. De plus, pour tout ¢ € L2(€, Fr, P), la solution (Y¢, Z¢) de EDSRs (3.4)) satisfait

A, ZEt) = RV, Z;, 1) V€ [0,T) (3.5)
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montrons maintenant que, pour arbitraire (a, b,t5) € R x R? x [0, T, il existe une variable

aléatoire £ € L%(Q, Fr,P) telle que la solution (Yf, Zf ) de EDSR ({3.4) satisfait
(Yo, Z3) = (a,b). (3.6)

en effet, pour tout donné (a,b,ty) € R x R? x [0, 7], considérons I'équation différentielle

stochastique (EDS) suivante :

t

t
th:a—/fl(?;,b,s)der/des,togth
to

to

Y,=a. 0<t<t

évidemment, 'EDS ci-dessus admet une solution unique (fﬁ) 1<per POUT f € L(u). Nous
choisissons ¢ = Yy, évidemment & € L2(Q, Fp,P), 11 est fa(:il_e de vérifier que (Y;,b)
(to <t <T) résout 'EDSR correspondant & & = Y; ie. la solution (Y, Z%) de
EDSR satisfait

(YE, Z5) = (Vi,b) tg <t <T

Il s’ensuit alors que Y, = a, on peut obtenir (3.6), ceci avec (3.5)) peut obtenir le résultat
souhaité. Nous donnons maintenant deux conter exemples . m

— Le premier montre que la conjecture ci-dessus ne tient pas lorsque f1(0,0,.) # 0 et

f2(0,0,.) # 0.

Exemple 3.3.1 soit (Y1, Z') et (Y?,Z?) sont les solutions des EDSRs suivants, respec-

tivement :

T T T T
Yt1=§+/f1(8)ds—/stBs ot Yf:é“Jr/fg(s)ds—/stBs.
t t t t
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ol
(1 site0,%] [0 site]0,%]
fit) = {o site[L,T] f2 (1) = {1 site [L,T] (3.7)

évidemment

T T

i (et [feas| =Ele+ [pas| =33 veer @z

0 0

mais fi # fa.

— Le deuxiéme contre-exemple montre que la conjecture ci-dessus ne tient pas f1(Y,0,.) #

0et f(Y,0,.) £ 0 VY € R.

Exemple 3.3.2 Soit (y',2') et (y2,2?) étre les solutions des EDSR suivants, respective-

ment

T

T T
Vi [fi@vias— 2B, evi ¢+ [n(o)Yias- [Zab,
t t

t

T

t

ot fiet fosont définis dans (3.7).Résoudre les EDSR linéaires ci-dessus, nous pouvons

obtenir :

T
Y/ =E [fe /f,-(s)ds JF | i=1,2.0<t<T.
0

évidemment

T

T
Yy =E [¢e /fl(s)ds =E [¢e /fg(s)ds =Y§, V¢ € LA(Q, Fr,P).
0

0

mais f1 7 fa.
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Conclusion

L’étude des équations différentielles stochastiques rétrogrades est trés importante, pour
cela nous avons étudiés les résultats d’existences et I'unicité de la solution de '’EDSR dans
le cas ou le générateur soit :

— Linéaire.

— Non linéaire.

On démontre aussi propriétés de base des EDSR le théoréme de comparaison et la réci-
proque de le théoréme.

En générale des nombreux travaux sur l’étude de 'EDSR qui détermine ’existence et

I'unicité de la solution sur des conditions minimales.
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Annexe A

A.1 Lemme de Gronwal :

Lemme A.1.1 Soit T > 0 et g une fonction positive mesurable bornée telle que;
t

g(t) <a-+ b/g(s)ds. pour tout t < T
0

ot a et b sont des constantes positives alors,

g(t) < a eB pour tout t <T

A.2 Lemme de Fatou

Lemme A.2.1 Soit (X,,),>1 une suite de variables aléatoire réelles positives alors

E[lim inf X,,| < lim inf E[X,].

n—=o0 n—~aoQ

A.3 Inégalité de Holder :

soit p, q, conjugués avec 1 < p<qg<oo, X €l et Y € IL4. Alors

XY, < 11X, Y7l -
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Conclusion

A.4 Inégalité de Cauchy-Schwarz :

Soient X et Y deux variables aléatoires de L? pour tout p =¢ =2 on a :

EIXY] < (E[X1)* E[VF])?.

A.5 Inégalité de Chebychev :

Soit X variable aléatoire d’espérance et de variance o? finie, pour réel strictement positif

57

0.2

P(X_MZﬁ)S@-

A.6 Théoréme de convergence dominée de Lebesgue :

Théoréme A.6.1 Soit (X,),>1 une suite de variables aléatoire convergeant p.s vers X.
Supposons qu’il existe une variable aléatoire Y intégrable telle que |X,| <Y alors X est

intégrable et E[|X,, — X|] — 0 quand n — 0.
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Conclusion

A.7 Notation et Abréviations

Les différentes abréVariations et notations utilisées tout au long de ce mémoire sont ex-

pliquées ci-dessous.

(Q, F,P) Espace de probabilité.
{ft}tzo Filtration.

(2, F,{Fi};50,P)  Espace de probabilité filtré.

(Bt)i>0 Mouvement Brownien.

R? L’espace réel euclidien de dimension d.

N L’ensemble P-négligeable.

F La filtration naturelle de B.

L2 (IFT, ]Rk) L’espace des processus Fr-mesurable et de carré intégrable.

Yr supg<i<7 |V -

P—p.s Persque stirement pour la mesure de probabilité P.

L (1) L’ensemble des fonctions linéaires continues de R x R? dans R.
er (V) f — Despérence.

er(/F) f — Vespérence conditionnelle.
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