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Introduction

La théorie du controle optimal a commencé dans les années 50 avec la formulation
du principe du maximum de Pontryagin qui est connue aussi sous le nom "conditions
nécessaires d’optimalité" elle est basée sur la minimisation de la fonction de cotit sur un
certain ensemble. Il est dit que n’importe quel controle optimal avec la trajectoire associe

doit résoudre le soi-disant systéme hamiltonien.

Ce travail est divisé en trois chapitres, dans le premier on présente quelques généralité

sur calcul stochastique (mouvement Brownien, intégrale stochastique, formule d’Ito,.....).

Le deuxiéme chapitre on va étudier le controle optimal dans les deux cas déterministe
et stochastique et ce dernier se divise en deux formulations "forte" et "faible" et cette étude

est fait pour connaitre la différence entre les problémes déterministes et stochastiques.

Le dernier chapitre, intitulé "Principe du maximum : Cas convexe" ce que nous allons
étudier le principe du maximum stochastique dans le cas convexe selon la méthode de

Bensoussan [2].

On considére le probleme de controle optimal qui consiste & minimiser une fonction de

cotlit donnée par :

Jw()) = [/0 08, X (8), u(®))dt + h(X (T))
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tel que X (t) est une solution de ’équation différentielle stochastique suivante :

dX () = b(t, X (), u(t))dt + o(t, X (1), u(t))dB (t)
X(0) = X, ot (X, € R?)

Pour établir les conditions nécessaires d’optimalité on suppose que la fonction de cott est
différentiable et admet un minimum qu’ on la note @ vérifiant J(u (.)) < J(u (.)) pour tout

u € Uy , puis on perturbe le controle u, de la maniére suivante

up (t) = (t) + 0 (u(t) —u(t)

oll uy est controdle admissible

L’obtention des ces conditions nécessaires d’optimalité est basée sur la dérivation de

J(up (.)) au point 6§ = 0.



Chapitre 1

Bases de calcul stochastique

Ce chapitre est I'entrée des deux chapitres suivants et dans lequel on va rappeler
premiérement les notions essentielles en théorie des calculs stochastiques, ensuite nous
rappelons l'intégrale stochastique et formule d’Itd, ces derniers sont des bases essentiels
dans les études des équations différentielles stochastiques, enfin on va rappeler le théoréme

d’existence et unicité.

1.1 Processus stochastique

Définition 1.1.1 (Filtration) Une filtration (Ft),5, de (2, F)est une famille de sous-

tribus de Fqui est croissante (i.e. : Vs <t Fs CFy CF)
Remarque 1.1.1 (Q,]:, (Ft) =0 ,IP’) est un espace de probabilité filtré.

Remarque 1.1.2 On dit que la filtration (‘E)tZO est standard ou vérifier les conditions
usuelles si pour tout t € Ry, F; continue a droite (i.e. : Fy = (| Fs) et Fo contient les

s>t

tous ensemble P-négligable (i.e.. VA€ F :P(A) =0 = A € Fy).

Définition 1.1.2 (Processus)
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Soient (€2, F,P) un espace probabilisé, (E, &) un espace mesurable, II ensemble des temps
muni de la tribu £

On appelle processus stochastique (ou simplement processus) défini sur Q, admettant
IT comme ensemble des temps et E comme espace d’états, toute famille (X (t)),cindexée

par 11 de variables aléatoires a valeurs dans E .

X @ (IxQLLR®F) — (B
(t,w) — X (t,w)

(souvent (I, £) = (Ry, B(Ry)) ou (I, £) = (N ,P(N)) )

Pour tout w € Q, lapplication ¢t — X (t,w) de II dans E est appelée la trajectoire
associée a w.

Pour tout t € II, 'application w — X (¢,w) de Q2 dans F est une variable aléatoire sur

I'espace de probabilité (Q, F,P) .

Nous allons utiliser & partir de maintenant (II, £) = (R, B(R.)) et nous utilisons la

filtration standard.

Remarque 1.1.3 On note (F;X),_ la tribu engendré par la famille (X (t)),.,autrement

>0 >0

dit pour tout t € R, FX = o(X (s),s < t)est appellés la filtration naturelle de (X (t))

t>0"

Définition 1.1.3 (Processus mesurable) Un processus (X (t)),., est dit mesurable si

Uapplication (t,w) — X (t,w) de Ry xQ dans (F, &) est mesurable par rapport & B(Ry)®
F .

Définition 1.1.4 (Processus adapté) Un processus (X (t))i>o est dit adapté a la filtra-

tion (Ft)y81 X (t) est Fi-mesurable pour tout t € R,.

Définition 1.1.5 (Processus progressivement mesurable) Un processus (X (t)):>oest
dit progressivement mesurable si Uapplication X : (s,w) € [0,t] x Q@ — (E,§) est mesu-

rable par rapport a la tribu B([0,t]) @ F;.
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Lemme 1.1.1 Si le processus (X (t))i>0adapté a (F),5, et a des trajectoires continues a

droite (ou & gauche) alors (X (t))i>oest progressivement mesurable.

Remarque 1.1.4 On dit que le processus (X (t))i>0 est cadlag si il est continu o droite

et pourvu de limites a gauche finies.

Définition 1.1.6 (Processus équivalents) Soient (X (t));>0et (X' (t))i>odeuz proces-
sus stochastiques ayant méme espace d’états (E, &) basés sur (2, F,P) et (U, F',P) res-
pectivement, Alors on dit que (X (t))isoet (X' (t))i>0 sont équivalents si pour tout subdi-
vision de [0,T] (i.e. Yn € N : 0 < t; <ty < ... <t, =T) et pour tout Ay, As, ... A, €&

on a :

P (X, € A, Xy, € As, o, Xy, €A4,) =P (X, € A1, X], € As,..., X, € A,)

Définition 1.1.7 (Modification d’un ptocessus, Indistinguabilité) Soient (X (t)):>oet
(X' (t))esodeuz processus stochastiques basés sur le méme espace probabilité (Q, F,P) a va-

leurs dans le méme espace d’états.

On dit que (X' (¢))i>oest une modification de (X (¢));>0si pout tout ¢t € Ry, X (t) =
X'(t) P ps , autrement dit V¢t € R, 3N, € F ou P(N;) = 0 telle que Vw € NF
P(X (t,w)=X"(t,w))=1.

On dit que (X (t))s>0et (X' (t))i>0 sont deux processus indistinguables si 'on a pour
presque tout w € Q X (t,w)=X'(t,w) pour tout ¢ € R, autrement dit IN € F ou
P(N) =0 telle que Yw € NVt e R, X (t,w) = X' (t,w) .

Remarque 1.1.5 Si (X (t))s0et (X' (t))i>0s0nt indistinguables, alors chacun de ces pro-

cessus est une modification de [’autre.

Remarque 1.1.6 Prenons (E,£) = (R, B(R)). Si (X (t))o0et (X' (t))i>0 sont des trajec-
toires continus & droite et si (X' (t))i>oest une modification de (X (t))i>o, alors (X (t))i>oet

(X' (t))i>0 sont indistinguables.
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1.2 Mouvement Brownien
A partir de maintenant nous étudierons ’espace de probabilité filtré (Q, F,(F) >0 ,]P’).

Définition 1.2.1 Un processus (B (t)):>o & valeur réelles est appelé mouvement Brownien

1ssu de 0 ou mouvement Brownien standard si :

ii) 'application t — B (t,w) est continue pour ¢t € R, et pour tout w € €.
iii) Pour tout ¢t,h > 0, B (t + h) — B (t) est indépendante de {B (u) : 0 < u < t} et sont

de loi normale centrée et de variance h .

Remarque 1.2.1 les condition i) et iii) essentielle dans la difinition par contre & la 1°"
condition car on a le processus (W (t))i>0 = (¢ + B (t))i>0 est un mouvement Brownien

pour tout € > 0 mais W (0) = e.

Proposition 1.2.1 Soit (B (t));>0 un processus continue issu de 0 & valeur réelles on a

les conditions suitvantes sont équivalentes

1. (B (t))i>o0est un mouvement Brownien.

2. (B (t))s>0 est un processus gaussien centré et de fonction de covariance E [B (t) B (s)] =

s At pour tout ¢, s € R,.

3. (B (t))i>0est un processus & accroissements indépendants et stationnaires tel que

B (t) ~ N(0,t) pour tout t € R.

Exemple 1.2.1 (Mouvement Brownien) Soit (B (t));>0 un mouvement Brownien issu

de 0 & valeur réelles on a :

1. le processus (—B (t))s>0 est un mouvement Brownien.

2. pout tout € > 0, le processus (W (t))i>0 = (B (t +¢) — B (t))i>0 €st un mouvement

Brownien.
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3. pout tout a > 0, le processus (aB (;—2)) +>0 €St un mouvement Brownien.

Théoréme 1.2.1 Presque stirement, les trajectoires du mouvement Brownien ne sont dif-

férentiables en aucun point .

Remarque 1.2.2 Soit (B (t));>0 un un mouvement Brownien issu de 0 on a B (t) = \/tZ
en loi ou Z ~ N(0,1) , mais (X (t))>0 = (VtZ);>0 n'est pas mouvement Brownien car

E[X (t) X (s)] =st# sAt pourtout s#t ous,teRy.

1.2.1 Mouvement Brownien multidimensionnel

Définition 1.2.2 On dit que le processus (B (t))i>0 @ valeurs dans R™est un mouvement

Brownien standard m-dimensionnel st :

i) B(0) =0.

ii) V0 < s < t, le vecteur aléatoire B (t) — B (s)est indépendante de {B (u) : 0 < u < s}
et de loi normale avec zéro moyen et matrice de covariance égale a (t — s) I,,, ou I,,, est la
matriceidentité de R™*™.

iii) 'application t — B (t,w) est continue.

Remarque 1.2.3 Les processus (B* (t))i>0 sont des mouvement Browniens standards in-

dépendants pour tout i = 1,....,m ou B*(t) sont les coordonner de B (t) .

1.3 Variation totale et Variation quadratique

Définition 1.3.1 On appelle variation infinitésimale d’ordre p d’un processus (X (t)):cjo,)

associée a un subdivision m, = (t7,t5,....t}) de [0, T] la quantité

-

Vi (ma) = 321X (87) — X (7)) I

=1
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Si Vi (m,) admet une limite de certains sens(Proba,L?, ...) lorsque ||7,| — 0 la limite ne
dépond pas de de la subdivision et on I'appelle variation d’ordre p sur [0,77] ou

Imall = max £ — 4]

_ Si p=1 la limite s’appelle variation totale de (X (t)):cjo,1]-

_ Si p=2 la limite s’appelle variation quadratique de (X (Z))¢co,r) et on la note par

<X, X >p.

Proposition 1.3.1 la variation quadratique d’un mouvement Brownien sur [0,T] eziste

dans L? (Q)et vaut T, autrement dit (B (t))iepo,rj MB alors

lim E

n—-4oo

(é!B(tm—B(?_lw—T)? "y

Remarque 1.3.1 Si la subdivision (m,) vérifie > ||m| < +oo alors < B,B >r=T
n>1

presque strement et en L2,

Proposition 1.3.2 la variation totale du mouvement Brownien sur toute intervalle est

infini.

Proposition 1.3.3 Si (X (t))icp,r) est un processua a trajectoire continue et a variation

bornée, alors sa variation quadratique est nulle.

Remarque 1.3.2 Si (B (t))i>0 est un mouvement Brownien standard m-dimensionnel
0 siij

1 sii=j

alors < Bi, BI >p= T5U ol 62']' =

1.4 Intégrale stochastique par rapport un M-B

Soit (B (t));>oun mouvement Brownien défini sur (€2, F, (Ft)e=0 ,IP) dans (R, B(R) .

On cherche de définir I'intégrale suivante

1) = /OTe (t)dB (1) (1.1)

8
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telle que (0 (t))¢cjo,r) certain processus.

Mais on a la fontion t — B (t) n’est pas dérivable donc le probléme est dans 1’élément
dB (t) . Malheureusement le mouvement Brownien n’est pas & variation bornée donc on
peut pas défini 'intégrale comme intégrale de Stieltjes .

Cependant, puisque le variation quadratique de B () est fini sur [0, 7] (i.e.: < B, B >p=T
dans L2 (©2)) alors on défini I'intégrale comme limite dans L? ou le processus (0 (¢))icjor)

appartient L2

1.4.1 Intégrale stochastique de processus élémentaire

Définition 1.4.1 Un processus (0" (t))ico,r)est dit élémentaire s’il existe une subdivision

de Uintervalle [0,T) (i.e. : 0 =tg < t; < ... < t, =T) et des variables aléatoire discrétes
n—1

appartiennent & L* tel que, Vt € [0,T] Yw € Q on a 0™ (t,w) = > 07 (w) Ly, (2), et
i=0

pour tout i€ {0,1,...,n — 1}, OF est F;, mesurable .

On note £2 I'ensemble de tous les processus élémentaire sur [0, 7] de carée intégrable.

Définition 1.4.2 Pour chaque processus élémentaire appartenant & £2, nous pouvons dé-

finir lintégrale stochastique comme suit :
n—1
107) =>_07(B (1) = B(1)
=0
Remarque 1.4.1 Comme 0} est F;, mesurable, Alors 07 est indépendent de B (t7,,) —
B (t?) car B (ti+1) - B (tz) 11 ]:tL

Propriété 1.4.1 Pout tous 0" € £ on a :

EI(6"] = 0
Bluw) = B[[ 002
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Preuve.
BII(6")] = T BB () - B()
=5 B0 BB (1) - B(1)]
=0
E [(16"))"
=SB (O (B (tn) — B()] + 3 S B [(07) (B (ti2) — B(t)) (67) (B (1) = B (1)

pour tout j > ¢, alors j > ¢ + ldonc F, C F4,41 C Fyj, ceci implique

E[(07) (B (tiv1) — B () (07) (B (tj41) — B ()]

=B [(07) (B (tisa) = B (t:)) (07) | E[(B (tj1) — B(t)))]

-

0

=0
la méme méthode pour j <i. m
1.4.2 Intégrale stochastique cas général

On note I? ([0, T] x Q) P'espace des processus (F;),-,adapté et caglad (i.e. : continus

T
a gauche et limit & droite) tel que E [ / 62 (t) dt} < +00.
0

10
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autrement dit

(6 (t))icpo,mprocessus stochastique (F),s, adapté
L2([0,T] x Q) = T -
caglad, telle que [/ 02 (1) dt} < 400
0

Remarque 1.4.2 L2 ([0,7] x Q) est un espace de Hilbert associe a la produit scalaire

T
<0,p>=E {/ H(t)gp(t)dt] :

0
Remarque 1.4.3 E%est un sous-espace vectoriel de 1.2 ([0,T] x Q).

Proposition 1.4.1 £? est dense dans L* ([0,T] x )

i.e. : pout tout 6 € L2 ([0, T] x Q) il existe 0" € & telle que[|0” — O[> 77.q) — 0 ot
T
167 = 0oy =B | [ 07 )= 00
Alors
E[I(6)] =0 (1.2)

E[(1(0))"] =B [ /0 "6 (1) dt] (1.3)

pour tout 6 € L? ([0, 7] x Q) .11 est possible de définir I (#) sous la condition
T

/9%@&<+m P p.s.

0

Si on note

) (6 (t))iepo,rprocessus stochastique (F;),,adapté
L >

loc

([0,7] x Q) = T
caglad, telle que / 62 (t)dt < +oo
0

Donc on dit que I (#) est défini si § € L2 _([0,7] x ).

loc

Remarque 1.4.4 £2 C L?([0,7] x Q) Cc L2 _([0,T] x Q).

loc

11
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1.5 Processus d’Ito

Définition 1.5.1 Soit (X (t))sco,mun processus défini sur (2, F,P) et adapté a la filtation
(Ft)iso €t (B(t))i=0 un (Ft)o —mouvement Brownien.On dit que (X (t))icp,r) est un

processus d’Ito s’il est de la forme suivante

X(t)=Xo + /Otb(s) ds + /Ota (s)dB(s) (Vte[0,T]) (1.4)

ol

1. Xo— Fy mesurable.
T
2. (b(t))tco,m est un processus (F),-,adapté tel que / |b(s)|ds < +oo P p.s.
- 0

3. 0 L2 ([0,T] x Q).

loc

Définition 1.5.2 Pour traduir [’égalité (1.4]), on dira que le processus (X (t))icpo,r) admet

la différentielle stochastique
dX (t)=b(t)dt +o(t)dB(t) (Vtel0,T)) (1.5)
Le cofficient b s’appelle la dérivé (ou le drift), et o son coefficient de diffusion.

1.5.1 Formule d’It6
Théoréme 1.5.1 Soit (X (t))icom) un processus d’Ito, de différentielle stochastique :
dX (t) =0b(t)dt + o (t)dB (t) (vt € [0,7))

Soit f : (t,#) — f(t,x),une fonction définie sur R, x R de classe C! par rapport a t,
de classe C?par rapport a x et on note f € C'?(R, x R), Alors (f(¢, X (1)))1ejo.r> €st un
processus d’Ito qui a pour différentielle stochastique :

10°f
2 0x2

df (t, X (t)) = g(t,X (t))dt + g(t,X (1))dX (t) +

ot Oz (t, X () (t)dt  (1.6)

12
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Prenez la forme de I'intégration comme suit :

FEX @) = 0%+ [ T x ()i

t t (1.7)
—i—/o %(S,X (s))dX (s)+ 3 i %(S,X (s))a? (s)ds.
o 02 (s)ds =d < X, X >, Alors la forme générale est :
taf
FEX @) = 70X+ [ G X (s)ds s

t t
+/0 %(S,X(s))dx (s)+3 i %(S,X(s))d< X, X >

1.6 Equations différentielles stochastique

Soit (€, F, (F+) =0 ,IP) un espace de probabilité filtré et (B (t)) 150 un(Ft) 5o —mouvement

Brownien .

Définition 1.6.1 On appelle équation différentielle stochastique (EDS) sur [0,T] toute

relation de la forme :

(1.9)
Cela signifie que (X (t)),co.r) satisfait Uéquation :
X (t) = Xo+ /tb(s,X (s))ds + /ta(s,X (s))dB(s) Vtel0,T]. (1.10)
0 0

ot b(t,x) et o(t,x) deux fonctions mesurables définies sur [0,T] X R dans R et Xo— Fy

mesurable.
Définition 1.6.2 On dit un processus (X (1)), 7 €st solution de Uéquation (1.10))si -
L. (X (t))sepo.r) est continue et (F),., —adapté.

13



Chapitre 1. Bases de calcul stochastique

t t
2. Pour tout ¢t € [0,7], les intégrales /b(s,X(s))ds et /O'(S,X(S))dB (s) ont un
0 0
sens

t ¢
/ |b(s, X (s))|ds < 400 et / lo(s, X (s))|?ds < +00  Pp.s.
0 0

3. (X ()sejor) vérifie (L.10) c’est-a-dir :
¢ ¢
Vie[0,T] X (t)=Xo+ / b(s, X (s))ds —I—/ o(s,X (s))dB(s) Pp.s.
0 0

Définition 1.6.3 On dit pour l’équation (1.10) qu’il y a :

_ existence faible s'il existe une solution de ([1.10)).

__existence d’une solution forte si ’équation admet une solution (X ()),¢(o 7 adapté
Z;L(‘;I:IEB)QO ’

_unicité faible si tous les solutions de ([1.10)) ont méme loi.

__unicité trajectorielle si, I’espace de probabilité filtré (Q, F, (ft)tzo ,IP’) et le mouvement

Brownien (B (t)),5, é¢tant fixé, deux solution quelconques X et X' de ([1.10) sont indistin-

guables.

Théoréme 1.6.1 (Existence et unicité pour EDS) Sibet o deux fonctions continues

et pour tout z,y € R et t € [0,T] on ait

1 |b(t,z) = b(t,y)| + |o(t,z) — o(t,y)| < Lz —y.
2_|b(t, z)[ + |o(t, 2)] < K (1+|z]).
ou L, K sont des constantes strictement positives. Alors ’équation ([1.10) admet une unique

solution forte sur I'intervalle[0, T, De plus cette solution (X (t)),c(o 7 vérifie

E { sup |X(t)\2] < +00

0<t<T

Preuve. Voir J. Yong, X.Y Zhou [I] ; page 42-44 m
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Chapitre 1. Bases de calcul stochastique

Théoréme 1.6.2 (Yamada-Watanabe) S’il y a ezistence faible et unicité trajectorielle,alors
il y a aussi unicité faible. De plus, pour tout choix de l’espace de probabilité filtré (Q, F, (.7-}),520 ,]P’) et

(B (1)) un (Fi),o —mouvement Brownien, il exicte pour chaque v € R une unique so-

lution forte de ’équation (1.10]).

Lemme 1.6.1 (Gronwall) Soit T > 0 et une fonction positive mesurable bornée telle

que

git) <a + b/otg(s)ds.

pour tout t € [0,T], ot a et b sont des constantes positives alors

g(t) < aexp(bt) vVt e [0,77].

15



Chapitre 2

Controle optimal

L’objectif de cette partie est de présenter le probléme de controle optimal de point de

vue locale dans les deux cas déterministe et stochastique.

2.1 Controle optimal dans le cas déterministe

Soit g € R", 0 < T < 400 et U espace métrique étre donné, la formulation générale de

probléme de controle optimal et représenter par I’équation différentielle ordinaire suivante :

da(t) = b(t, (1), u(t))dt ot € [0,T] 2.1)

x(0) = o

tel que
1.0:[0,T] x R*x U — R™.
2. u:[0,T) — U .

u est appelé controle et o est appelé état initial et aussi x(.) solution de ({2.1)) est appelé

une trajectoire d’état correspondant a wu(.).

Remarque 2.1.1 Lorsque T' = +oo lintervale doit étre [0, +00l.

16



Chapitre 2. Controle optimal

On appele aussi (2.1)) le systéme de controle.

La fonction de cotit qui mesure la performance des controles est :

J(u(.)) = /0 U(s,z(s),u(s))ds + h(z(T)) (2.2)

tel que

1. £:]0,7] x R" x U — R.“cotit de fonctionnement”.

2. h:R" — R .“colt terminal”.

On note V [0, T| 'ensemble des controles mesurables qui prennent ces valeurs dans U i.e :
V[0, 7] ={u:[0,T] — U / u est mesurable }

Définition 2.1.1 On dit que le controle u(.) est admissible et (x(.),u(.)) paire admissible

St

i) u(.) € VI[0,T7].
ii) z(.) est 'unique solution de '’équation sous u(.) .
iii) ¢t — 0(t, z(t), u(t)) € L0, T7].

iv) L’état x(.) vérifie sa contrainte (s’il y’ a une contrainte).

On note V,4 [0, 7] 'ensemble de tous les controles admissibles.

Le systéme linéaire de controle est un cas particulier de (2.1 et donnér comme suite :
de(t) = (A(t)x (t)+ D (t)u(t))dt outel0,T] (2.3)
z(0) =z

tel que

a) A: [0, 7] — R™™,

b) D:[0,T] — Rk .

17



Chapitre 2. Controle optimal

ou A, D deux applications mesurables; La solution z (.) du systéme (2.3) associée au

controle u est donnée par
t
x(t) = M(t)xg +/ M(t)M(s)"*D(s)u(s)ds ¥t € [0,T]
0

ou M(.) : [0,7] — R™, la résolvante du systéme homogene dz(t) = A (t) x (t) dt définie
comme suivante :

dM(t) = A(t) M (t) dt 24

M(0) = I,

Lorsque A, D ne dépond pas de temps tel que A € R™*" D € R™* le systéme appelée

systéme autonome et M (t) = exp(tA).

Probléme 2.1.1 Le probléme de controle dans le cas déterministe est de minimiser (2.2)
sur Voq [0, T7.

Le Probléme est dit fini si le cotit a une borne inférieure finie, et aussi dit (uniquement)

résoluble sil existe un unique u(.) satisfaisant

J@()) = inf J(u(.)). (2.5)

uevad [OvT]

Définition 2.1.2 On dit que u(.) est contréle optimal si u(.) € V,a[0,T], et on appeles

z()et (u(.),x(.)), une trajectoire d’état optimale et une paire optimale respictivement.

Hypothéses

(D1) (U,d) espace polonais et T > 0.

18



Chapitre 2. Controle optimal

(D2) Les applications b, ¢, h sont toutes continues. Il existe un constant L > 0, et un
b(t,z,u)
module de continuité @ : [0, 00| — [0, o] tel que pour (¢, z,u) = 4(t,x,u) on a
h(z)
([0t 2,u) — (2, 0)] < Ll — 3] 4+ @ (d (u; )
Vte [0,T] =z, €R™ u, 0 €U

(2.6)
(t,0,u)| < L

| V(tu) €[0,T]x U

(D3) Pour chaque (¢,z) € [0, 7] x R™ ensemble
A(t,z,U) = {(b;(t,z,u), l(t,x,u)/ue U, i=1,..,n}

est convexe et fermé dans R™1!.

(D4) x n’est pas contrainte.

Théoréme 2.1.1 Sous I’hypothéses précédentes, si le probléme est fini, alors il ad-

met un controle optimal.

Preuve. Soit u; (.) une suite de minimisation (i.e. :J(u; (.)) - infyev, 017 J(u(.)))
jtoo

assoiées les trajectoires z; (.), par (D2) onaque b(.,z; (), u; (.)), €(.,z; (), u; (1)) et x; (.)

sont uniformément bornées en j, par conséquent z; (.) est équicontinue (par ’équation

d’état), alors

zj () — z(.) dans C ([0,7],R")
b(.,z;(.),u; () — b(.)  faiblement dans L2 ([0, T)
0z (), uy () — () faiblement dans L% ([0, 7])

hz; (T)) — h(z (T)) dans R
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Chapitre 2. Controle optimal

Par la premiére convergence et théoreme de Mazur (voir K. Yosida [7] p 120 théoréme 2)

ona a;; >0, et 2221 a;; = 1 tel que

> imt @i T () uing () — b(.) fortement dans 1.2 ([0, 77)

Jmtee (2.8)
Doim1 il (T () uig (1) faved 0() fortement dans L% ([0, T1)
et par hypothese (D3)
(b(t), £(t)) € A(t, z(t),U). (2.9)

par conséquent, par le lemme de Filippov (voir X. Li, J. Yong [6] p 102 corollaire 2.26), il

existe un w € V[0, 7] tel que
b(t) =b(t,z (t),u(t)), L(t)=4L(tx(t),u(t)) Vtel0,T]. (2.10)

Ainsi (Z (.),u(.)) est une paire admissible; et par le lemme de Fatou (voir K. Yosida [7] p

17), on obtient

J(@(.) = [y s, @(s), u(s))ds + h (Z(T))

< lm Sy ailfy s 2ii(5); i ()ds + h (s (1)} @.11)
- jE—TOO Y i1 Qi (i (1) = infueppr J(u (L))

Ainsi, w(.) € V[0, 7] est un controle optimal. m

Remarque 2.1.2 On peut extraire une sous-suite de x; (.) qui converge vers Z(.), si né-

cessaire
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Chapitre 2. Controle optimal

2.2 Controle optimal dans le cas stochastique

Les systémes qu’on va étudiés dans cet section sont dynamiques, qui sont évoluent au
fil du temps, et sont décrite par les équations différentielles stochastiques et parfois appelés
modeles de diffusions, ces derniers sont etudiés a cause de l'incertitude qui provient du
bruit blanc qui représente les effets conjoints d’'un grand nombre de forces aléatoire indé-
pendantes agissant sur les systéme; ces derniers (systémes) représentent des problémes
de controéle optimal pour le cas stochastique, et ces derniers sont intéressants dans la vie

quotidienne, par exemple : ’assurance, la finance, la fabrication, et I'industrie...etc.

Il y a deux formultions mathématiques (forte et faible) qui représentent les deux

probléemes de contréle optimaux stochastiques.

2.2.1 Formulation forte

Soit (Q, F, (ﬂ)tzo , ]P’) est un espace probabilité filtré satisfaisant les conditions usuelles
et (B (t)),>, mouvement Brownien m—dimensionnel.

Considérons le systéme de controle pour les équations différentielles stochastiques suivant :

dX (t) = b{t, X (£), u(t))dt + o(t, X (t), u(t))dB () (2.12)

X(0) = X, ot (Xo € R

tel que :
1.0:[0,T] x R*x U — R™.
2. 0:0, T xR" x U — R™™,
3. U espace métrique séparable donné, et T' > 0 fixé.

Remarque 2.2.1 “F,” représente les informations en cet temps ‘t”, mais pas capable de

prédire qu’arrivera-t-il ensuite cause de l'incertitude.
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Chapitre 2. Controle optimal

Le controle u est pris de la ensemble suivante
U, T ={u:[0,T] x Q@ — U Juest (F),5, — adapté}

Tout u € U [0,T] est appelé un controle faisable.

Nous présentons le cotit fonctionnel comme suit :

J(u () =E [ /0 0(t, X (1), u(t))dt + h(X (T)) (2.13)

Définition 2.2.1 Soit(Q, F, <-7:t)t20 ,]P’) est un espace probabilité filtré satisfaisant les condi-
tions usuelles et (B (t)),~, mouvement Brownien m—dimensionnel, On dit que le controle

u est F-admissible et (X, u) une pair F-admissible si

i) uel0,T].

ii) X est l'unique solution de (2.12)) .

iii) L’état vérifie sa contrainte (si elle est contrainte).
iv) £ € L' ([0,T] x Q) et h(X (T)) € Ly, (Q).

On note UL, [0, T] 'ensemble de toutes les controles F-admissibles.

Probléme 2.2.1 La formule forte qui represente, le probléme du contréle optimal sto-

chastique est

J@()) = if J(u()). (2.14)

weldF}[0,T]

Pour tout 4 € UL, [0,T] vérifie (2.14) appelé controle F-admissible et le processus corés-

pondant (X (t)) +~o appelée processus d’état F-optimal.

2.2.2 Formulation faible

On a dans la formulations forte ’espace de probabilité filtré et le mouvement Brownien

(B (t)),>¢sont fixé, Cependant dans certaines situations il est nécessaire varient 'espace
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Chapitre 2. Controle optimal

filtre (Q,F, (Ft) =0 ,P) ainsi que (B (t));>0 et de les considerer comme des parties de

controle.

Définition 2.2.2 On dit quen = (Q,F, (F1);50, P, (B ()5, u) est controle f-admissible

et (X, u) est pair f-admissible si

i) (Q, F o (Ft) =0 ,IP’) espace probabilité filtré satisfaisant les conditions usuelles .
ii) (B (t)),», mouvement Brownien m—dimensionnel défini sur (Q,F, (Ft) =0 ,P).
iii) u est un un processus (F;),,-adapté sur (Q, F,P) prenant des valeurs dans U.
iv) X est 'unique solution de .

v) L’état vérifie sa contrainte (si elle est contrainte).

vi) (€ L' ([0,T] x Q) et h(X (T)) € Ly, (Q).

On note U/, [0, T] 'ensemble de toutes les controles f-admissibles.

Probléme 2.2.2 Le probléme est de minimiser (2.13)) sur Z/{C{d [0,T] ; autrement dit cherche
7 e Ul 0,T) tel que
J(7@)= inf J(m). (2.15)

reu! 0,7

Nous soulignons ici que la formulation forte est celle qui provient du monde pratique,
tandis que la formulation faible sert parfois de modéle mathématique auxiliaire mais ef-
ficace visant a résoudre finalement des problémes avec la formulation forte. Une raison
principale pourquoi ceci pourrait fonctionner est que I’objectif d’un probléme stochastique
de controle est de réduire au minimum ’attente mathématique d’une certaine variable aléa-
toire qui dépend seulement de la distribution des processus impliqués. Par conséquent, si
les solutions de dans différents espaces de probabilité ont la méme distribution de
probabilité, puis un a plus de liberté en choisissant un espace de probabilité commode pour
travailler avec. Un bon exemple est quand on essaye d’utiliser le principe de programma-
tion dynamique pour résoudre le probleme. Cependant la formulation faible échoue si les
coefficients indiqués 1'uns des b, o, ¢, et h sont également aléatoires (ils dépendent de w),

parce que dans ce cas ’espace de probabilité doit étre spécifié et fixé a priori.
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2.2.3 Existence sous la formulation forte

Soit (Q,F, (Fi),50,P) satisfaisant les conditions usuelles et (B (t)),, mouvement Brow-

nien undimensionnel ; Considérez le systéme linéaire autonomes dans le cas stochastique

dX(t) =[AX(t)+ Bu(t)]dt + [CX(t)+ Du(t)]dB (t)

(2.16)
X(0) =Xp vt € [0,T]
a) A, B,C, D sont des matrices de tailles appropriées.
b) X prend valeurs dans R".
c) Le contrdle u appartien I’ensemble suivante
U0, 7] ={uec L*([0,T] x Q) /u(t) € U}. (2.17)

Si U est borné alors le cotit fonctionnel est :

Jw()) = E [/0 (X (), u(t))dt + h(X (T)) (2.18)

oul:R"xU —Ret h: R" — R.

Probléme 2.2.3 Le probléme du contréle optimal est de minimiser (2.18)) sous réserve
[2.16) surU*[0,17.

Hypothéses
(FL1) L’ensemble U est convexe et fermé, et les fonctions ¢ et h sont convexes, et il éxiste

0, K > 0 tel que :
Uz,u) > 6lul?— K, h(zr)>-K.
(2.19)
V(z,u) e R* x U
(FL2) L’ensemble U est convexe et compact, et les fonctions ¢ et h sont convexes.

Théoréme 2.2.1 Si le probléme est fini et (FL1) ou (FL2) est vérifier alors le

probléme admet un contréle optimal .
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Preuve. On va démontrer seulment lorsque (FL1) véifier, Soit (X (.),u; (.)) un suite de

minmisation, on a par ([2.19))

T
E/ lu; (1) Pdt <k Vj>1
0

(2.20)

Ainsi, il y a une sous-suite de u; (.), qui converge faiblement dans I’espace de Hilbert mais

on note la sous-suite par u; (.) i.e.

u; () — a(.) faiblement dans L% ([0, 7] x Q).

j—+oo

Par le théoréeme de Mazur, nous avons une suite de combinaisons convexes
i (.) = Zz‘ZI it () et az; >0, Zi21 i =1
tel que

a; () — u(.) fortement dans I.? ([0, 7] x Q).

j—too
Comme I'ensemble U est convexe et fermé, alors @ (.) € U* [0, 7] .

et d’autre part, si X (.) est état sous le controle i, (.), Alors on a

i) — X() fortement dans C ([0,77) .

Clairement, (X (.),a ()) est admissible, et la convexité de ¢ et h implique

J@()) = lim J(a,;(.))

j—-+oo

< lim 2121 i (Wit (1))

Jj—+oo

= inf,(yeyror) J(u(.))-

Par conséquent, ()_( (), u ()) est optimal. m
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Chapitre 2. Controle optimal

2.2.4 Existence sous la formulation faible

Hypotheéses
(f1) (U, d) espace métrique compacte et T > 0.

(f2) b, 0, ¢, h sont toutes continues.

b(t,z,u)
o(t,z,u
(f3) 1l existe un constant L > 0, tel que pour ¥(t, x,u) = ( ) on a
0tz u)
| A(@)
[Y(t, 2, u) —P(t, 2, u)| < Lz — 2
Vte [0,T] =z, €R" uwelU (2.25)
|9 (t,0,u)] < L V(t,u) €[0,T] x U

(f4) Pour chaque (¢, X) € [0,7] x R" I’ensemble
{(bs(t, X, U), (o0 ") (¢, X,U), 6, X,U))Ju €U, i=1,...,n, j=1,..,m}

est convexe dans R+l

(f5) X n’est pas contrainte.

Théoréme 2.2.2 Sous I’hypothéses précédentes, si le probléme [2.2.9 est fini, alors il ad-

met un controle optimal.

Preuve. Voir J. Yong, X.Y Zhou [I] ; page 71-75 m
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Chapitre 3

Principe du maximum : Cas convexe

Dans ce chapitre on va étudier le principe du maximum stochastique dans le cas
convexe cette étude a pour but la condition nécessaire d’optimalité, cependant pour obtenir
cette condition on perturbe le contréle optimal premiérement.

L’intérét de la perturbation de contréle optimal u est d’introduire un controle uy sur

lequel nous pouvons dériver la fonction J(up (.)).

3.1 Définitions et Notions

Soit b(t, z,u), o(t,x,u) deux applications telle que

b:]0,T] x R" x U — R".et continuement différentiables en x et u (3.1)
0:]0,T] x R" x U — R™" et continuement différentiables en x et u (3.2)
by, by, 04, 0, sont bornés (3.3)
[b(t, 2, u)| < Ky (14 |] 4 [u]) (3.4)
lo(t,x,u)| < Ky (14 |z| + |u]) (3.5)
Remarque 3.1.1 Les dérivées b, b, appartenant a R™" et o, = (ol,....,0"),
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Chapitre 3.Principe du maximum : Cas convexe

o, = (ol ....,0") telle que pour tout i = 1,n; ¢’ 0! € R™"ou o = (d,....,0") et
014

ol =
Oni

Soit (Q, F, (]—"t)tzo , ]P’) est un espace probabilité filtré satisfaisant les conditions usuelles
et (B (t)),», mouvement Brownien n—dimensionnel, et soit I/ un sous ensemble de R™ non

vide.

Définition 3.1.1 On appelle controle admissible tout processus (u (t))te[[) 7] appartient

a L2 ([0,T] x Q) a valeur dans U.

Notation 3.1.1 On note U,q ’ensemble de tous les controles admissibles
Ug={u:[0,T] xQ—U / uel?([0,T] x )}

et Uyq est un sous-ensemble convexe, fermé de L2 ([0, 7] x Q).

Pour tout controle admissible.(i.e. Yu € Uy,q) on définit PEDS comme suit :

dX(t) = b(t, X (t),u (t))dt + o(t, X (t) ,u (t))dB (t)
X(0) = X, ot (Xp € R

Ou X, est déterministe

On a le cotlt définit comme suit :
Ju())=E {/0 0(t, X (t),u(t))dt + h(X (T)) (3.7)
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mais avec des propriétés précises

¢ est continuement différentiables en = et u

[0 (t, z,u)| < Cy(1+ || + |ul)
[u(t, 2, u)| < Co (14 [2] + [ul)
£(+,0,0) € L* ([0,71)

La dérivé de h est continue et
|he (2) | < C3 (1 + |2])

On perturbe le controle u de la maniére suivant :

ug (t) = u(t)+0(u(t)—u(t))

= Ou(t)+(1-0)u(t)

ou
1. u est controle optimal

2. 0 est plus petit.

Remarque 3.1.2 wuy est un contréle admissible.

Les EDSs associées a 1, ug respictivement sont :

dX(t) =b(t, X (t),u (t))dt +o(t, X (t),u(t))dB (t)

dXg(t) = b(t, Xo(t), ug(t))dt + o (t, Xo(t), ug(t))dB (¢)

Xp(0) = Xy
ol Xy est ’état acossie a uyg.
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_ 0
Notation 3.1.2 Pour tout W =b,0,¢ onnote V (t) = W(t, X (t),u(t)); ¥ (t) = V(t, Xo(t), ug

3.2 Lemmes

Lemme 3.2.1 Pour toutt € [0 T] on a Xy converge en L2 a X autrement dit :

BIX, (1) — X ()2 — 0 (3.15)

Preuve. | X, (t |</ b(s) — b (s |ds+|/ $)dB(s)|
ona,(a:+y) <2(ac + y?) donc

| Xp (1) — X (1) |><2 (/ b(s) —b(s |d$> +2|/ s)dB (s)|?

d’aprés ([1.3]) chapitre 1 et I'inégalité de Cauchy-Schwarz on trouve que
E| Xy (t) — X (t) |*’<2E { t]Z( —b(s) [%ds +/ |O' lzdsl
comme b, o sont lipschitzgennes alors
0B (0 -XOF < 28] [l - |2ds] _
0

0(s) = a(5)Pds| 0

6—0

t
2k0%E {/
0

d’ou (3.15) =

On définit Z (t) de la maniére suivante

dZ (t) = (b, (t) Z (t) + by, (t) (u(t) —a(t))) dt
+(5, (1) Z () + 7, () (u(t) —u(t)dB(t) (3.16)
Z(0) = 0

Comme b, b,, 0., 0, sont bornés et continues alors Z € L% ([0,T] x Q) .

Lemme 3.2.2 Pour tout t € [0 T| on a la convergence suivante

Xo () X()—Z(t)]z — 0 (3.17)

E’ 6 6—0
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Preuve. On note X, (1) = 22 - XO g eto@y=ul) —a).

dX,(t) = 1 [b <t, X () +0(Z(t) + Xo (1)), ug (t)) —b(t) — Oy (£) Z (t) — O, (£) v (t)] dt
+1 [a <t, X (8)+0(Z (1) + Xp (1), ug (t)) 5 (t) — 06, (1) Z (1) — 05, (t) v (t)] dB (t)
Xy(0) = 0
Alors

dX(t) = I, (t X (8) + \0(Z (1) + Xg (£)), @ () + \u (t)) (z (t) + Xy (t))
X (t) + MN(Z () + Xp (1)), @ (£) + \0v (t)) v (t)] d)\) dt
(02 (t) + by (t) v (t)] d)\) dt

o <t,X(t)+)\0(Z( ) + X

+
S o
@;.
S|

—
S

+
NN

0),@(6) + M0 (1)) (Z (1) + X (1))
i (t) + v (t)) v (t)] dA) dB (t)
[0:(8)Z (t) + 7, (t) v (1)] d)\) dB (t)

h&

X (1) +M(Z (1) + Xp (1)),

+
Q
<
RS
=+

S—

—

Il
+ |
/\/\/\/—\c\/\
| —|
-
Q —~
~
P
—~
+
>~
=
N
S—
+
<
>
=~
S~—
S—
|
=
+
>~
>
S
=
N—
<
>
=~
S—
—_
oY
>~
~__
oW
~

_|_

+

\\c\:%
T

:bu (t, X () + \(Z (t) + Xo (1), @ () + A (t)) - Bu(t)} v (t) d)\) dt
)

1)+ N(Z () + Xy (1)), (t) + N0v (1) 6u(t}v(t)d)\)d
d’aprés et (1.3 } et I megahte de Cauchy Schwarz, on trouve que

E| X, (t) [ < cB[ f | Xo (s) |%ds] + pg

Sy
~~
-
~—

ps = b (/ 1Z (s |/ $) £ M(Z (5) + Xp (), (s) + \v (s)) —Bx(s)) d)\ds)2
teB ( / v (s)] / )+ NO(Z (5) + X (5)), @ (5) + A (s)) - l_)u(s)> d/\ds>2
+03E/ Z (s |2/ o (5. () + M(Z () + X (5)). () + M (5) ) — 34(s) dds

+C4E/ v (s ]2/ |0u 5, X (5) + N0(Z (5) + Xy (5)), @ (s) + N (s)) — 7u(s)|2d\ds

comme b, b,, 0., 0, sont continue, Alors py P 0.
—0
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et on trouve aussi d’aprés le lemme [1.6.]]
0 < E| Xy (t)]* < pgexp(ct) — 0.

6—0
don B17). m

On défini aussi ¢ (t) par
(3.18)

ouv(t) =wu(t) —u(t)

Lemme 3.2.3 La fonction J est différentiable au sens de Giteaux au u qui donner par

la formule suivante :

GO =B (HT).Z(D)+ (1) (319

Preuve. On a
d () = J@ ()
)| = lim S
Ainsi

T () = J(a ()

0
[ [T 0000 R 0.00) ], [HT) = HED)
; 0 7
=1 + 1
X () 00 (1) — 0 X (1), 5 (1)
I,=F [/0 ; dt]
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_E /O o (X(T) + NXo(T)) ~ X(T))) . (X (1) + 2 (1)) dn

Alors
I o E[C(T)] et L o E[h,(X(T)).Z (T)] & cause de la continuité de /., h, et

(3:15).(3-17)
dott (3.19). m

3.3 Principe du maximum

Le principe du maximum vise a trouver une condition nécessaire d’optimalité.

Définition 3.3.1 Soit i(t) un contéle optimal et X (t) la trajectoire optimale correspon-

dante, L’équation adjointe est donnée par :

—dp(t) = [(bx(t))Tp(t)Jrfx(t)]dt—é(ai(ﬂfqi(t)dt
+q(t)dB (t) (3.20)
p(T) = h(X(]))

p(t) s’appelle processus adjoint.

ou

qii

q=(q1,-,qn) € R q; =

Qni

On définissons "'Hamiltonien H : [0, 7] x R™ X UyqxR" xR™*" — R comme suit :
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H (6, X (1) u(t),p(t),q(t) = bt, X (£) ,u(t).p (6)+0(t, X (8) ,u(t)—tr (¢" (t)o (£, X (1) u(t

otr (¢" (t)5(1)) _ i (@ (1) "a(t).

81’ i=1

Remarque 3.3.1

Remarque 3.3.2 Nous pouvons écrire [’équation (3.20) comme suit :

—dp(t) = H,(t, X (¢),u(t),p(t),q(t))dt+q(t)dB(t)
p(T) = he(X(T))

Théoréme 3.3.1 Soit (u(t), X(t)) une paire optimale, Alors il existe un processus adjoint

p (t) vérifie ’équation (3.20)) telle que pour tout u (t) € Uaqa on a
T
B[ HL (X (0),5(0).p(0).0(0) (u(t) ~ a(0)dt > 0 (3:21)
0

Preuve. On a J(u (.)) = infyey,, J(u(.))
donc J(ug (.)) > J(u(.)) ceci implique que

70| =B(XM)Z(T)+¢(1)] 20

Il reste de montrer que

E/O H, (X (1), a (), p(t),q(t) - (u(t) —a(t))dt = B[h(X(T)).Z (T) + ((T)]
premiérement en va calculer par la formule d’It6 E[p (t) .Z (1) ]

p(t).Z(t) = p(0).Z(0)+ /Otp(s) dZ (s) + /OtZ (s).dp(s) + /Otd <p, 7 >

- /Otp(s).dZ(s)—i—/OtZ(s).alp(s)4—/0d<]0,Z>S

on a

d<pZ>, = —tr(q" () (5. (s)Z(s) + 5 (s) (u(s) —(s)))) ds
— —tr(q" (). () Z (5)) ds — tr (q" ()5 (s) (u(s) — 0 (s)) ds

par calcule simple on trouve
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ol )5 (0 20) _ 2l 000) 4,
SN ONIORAC
(a7 )50 () —a@y)) = 20U ag)ﬂt)) ) — 5 )
\ = i(%(t))Tq@-(t) (u(t) —u(t))
d’aprés on a
Elp(t).Z (¢)]

—/0 Otr (4 a(j“(s)) (u (s) — @ (s))ds
=5 | [@ e - 27O g ayas- [ 70 @(s)ds]

don (3:21) m
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Conclusion

Dans ce travail, nous nous sommes intéressés aux probléme de contrbéle pour obtenir
des conditions nécessaires d’optimalité, mais tout d’aborde on a parler sur 'existence
de controéle optimal, 'importance de cette recherche est mentionnée dans ces points

— L’existence de controle optimal dans le cas déterministe.

— Discussion d’existence de controle optimal dans le cas stochastique par les deux formules.
— Des relations publique résultant de la perturbation du controle optimal.

— Le principe du maximum.

Perspectives

— Approfondir dedans les équations différentielles rétrogrades et le mouvement Brownien
fractionnel.

— Continuez la recherche dans le domaine de la théorie du controle.
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Annexe : Abréviations et Notations

Les différentes abréVariations et notations utilisées tout au long de ce mémoire sont ex-

pliquées ci-dessous.

min
P p.s

SNt

AT

|

S

Espace de probabilité.

Espace de probabilité filltré.

Le temps terminal.

Mouvement Brownien.

Equation différentielle ordinaire
Equations différentielles stochastiques.
Variation quadratique de X sur [0,77].
Exponentiel.

Limite inférieur

Drift.

Cofficient de diffusion.

Minimum.

Presque stirment pour la mesure de probabilité P.
min (s, 1) .

Matrice identité n x n.

Transposée de la matrice A.

Controle optimal.

Trajectoire associé a .

38



Annexe : Abréviations et Notations

Ug

Xy

p(t)

H(t, X, u,p,q)

Controéle perturbé.
Trajectoire associé a ug.
Processus adjoint.

Hamiltonian.
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