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Introduction

La théorie du contrôle optimal a commencé dans les années 50 avec la formulation

du principe du maximum de Pontryagin qui est connue aussi sous le nom "conditions

nécessaires d�optimalité" elle est basée sur la minimisation de la fonction de coût sur un

certain ensemble. Il est dit que n�importe quel contrôle optimal avec la trajectoire associe

doit résoudre le soi-disant système hamiltonien.

Ce travail est divisé en trois chapitres, dans le premier on présente quelques généralité

sur calcul stochastique (mouvement Brownien, intégrale stochastique, formule d�Itô,.....).

Le deuxième chapitre on va étudier le contrôle optimal dans les deux cas déterministe

et stochastique et ce dernier se divise en deux formulations "forte" et "faible" et cette étude

est fait pour connaitre la di¤érence entre les problèmes déterministes et stochastiques.

Le dernier chapitre, intitulé "Principe du maximum : Cas convexe" ce que nous allons

étudier le principe du maximum stochastique dans le cas convexe selon la méthode de

Bensoussan [2].

On considère le problème de contrôle optimal qui consiste à minimiser une fonction de

coût donnée par :

J(u (:)) = E
�Z T

0

`(t;X(t); u(t))dt+ h(X (T ))

�
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Introduction

tel que X(t) est une solution de l�équation di¤érentielle stochastique suivante :

dX(t) = b(t;X(t); u(t))dt+ �(t;X(t); u(t))dB (t)

X(0) = X0 où (X0 2 Rn)

Pour établir les conditions nécessaires d�optimalité on suppose que la fonction de coût est

di¤érentiable et admet un minimum qu�on la note �u véri�ant J(�u (:)) � J(u (:)) pour tout

u 2 Uad , puis on perturbe le contrôle �u, de la manière suivante

u� (t) = �u (t) + � (u (t)� �u (t))

où u� est contrôle admissible

L�obtention des ces conditions nécessaires d�optimalité est basée sur la dérivation de

J(u� (:)) au point � = 0.
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Chapitre 1

Bases de calcul stochastique

Ce chapitre est l�entrée des deux chapitres suivants et dans lequel on va rappeler

premièrement les notions essentielles en théorie des calculs stochastiques, ensuite nous

rappelons l�intégrale stochastique et formule d�Itô, ces derniers sont des bases essentiels

dans les études des équations di¤érentielles stochastiques, en�n on va rappeler le théorème

d�existence et unicité.

1.1 Processus stochastique

Dé�nition 1.1.1 (Filtration) Une �ltration (Ft)t�0 de (
;F)est une famille de sous-

tribus de Fqui est croissante (i.e. : 8s � t Fs � Ft � F)

Remarque 1.1.1
�

;F ; (Ft)t�0 ;P

�
est un espace de probabilité �ltré.

Remarque 1.1.2 On dit que la �ltration (Ft)t�0 est standard ou véri�er les conditions

usuelles si pour tout t 2 R+; Ft continue à droite (i.e. : Ft =
T
s>t

Fs) et F0 contient les

tous ensemble P -négligable (i.e.: 8A 2 F : P(A) = 0 =) A 2 F0):

Dé�nition 1.1.2 (Processus)

3



Chapitre 1. Bases de calcul stochastique

Soient (
;F ;P) un espace probabilisé, (E; �) un espace mesurable, � ensemble des temps

muni de la tribu L

On appelle processus stochastique (ou simplement processus) dé�ni sur 
; admettant

� comme ensemble des temps et E comme espace d�états, toute famille (X (t))t2�indexée

par � de variables aléatoires à valeurs dans E .8><>: X : (�� 
;L 
 F) �! (E; �)

(t; !) �! X (t; !)

(souvent (�;L) = (R+; B(R+)) ou (�;L) = (N ;P(N)) )

Pour tout ! 2 
, l�application t �! X (t; !) de � dans E est appelée la trajectoire

associée à !:

Pour tout t 2 �, l�application ! �! X (t; !) de 
 dans E est une variable aléatoire sur

l�espace de probabilité (
;F ;P) .

Nous allons utiliser à partir de maintenant (�;L) = (R+; B(R+)) et nous utilisons la

�ltration standard.

Remarque 1.1.3 On note
�
FX
t

�
t�0la tribu engendré par la famille (X (t))t�0autrement

dit pour tout t 2 R+, FX
t = �(X (s) ; s � t)est appellés la �ltration naturelle de (X (t))

t�0 :

Dé�nition 1.1.3 (Processus mesurable) Un processus (X (t))
t�0 est dit mesurable si

l�application (t; !) �! X (t; !) de R+�
 dans (E; �) est mesurable par rapport à B(R+)


F .

Dé�nition 1.1.4 (Processus adapté) Un processus (X (t))t�0 est dit adapté a la �ltra-

tion (Ft)t�0si X (t) est Ft-mesurable pour tout t 2 R+:

Dé�nition 1.1.5 (Processus progressivement mesurable) Un processus (X (t))t�0est

dit progressivement mesurable si l�application X : (s; !) 2 [0; t] � 
 �! (E; �) est mesu-

rable par rapport à la tribu B([0; t])
Ft.
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Chapitre 1. Bases de calcul stochastique

Lemme 1.1.1 Si le processus (X (t))t�0adapté à (Ft)t�0 et à des trajectoires continues à

droite (ou à gauche) alors (X (t))t�0est progressivement mesurable.

Remarque 1.1.4 On dit que le processus (X (t))t�0 est càdlàg si il est continu à droite

et pourvu de limites à gauche �nies.

Dé�nition 1.1.6 (Processus équivalents) Soient (X (t))t�0et (X 0 (t))t�0deux proces-

sus stochastiques ayant même espace d�états (E; �) basés sur (
;F ;P) et (
0;F 0;P0) res-

pectivement, Alors on dit que (X (t))t�0et (X 0 (t))t�0 sont équivalents si pour tout subdi-

vision de [0; T ] (i.e. 8n 2 N : 0 � t1 � t2 � :::: � tn = T ) et pour tout A1; A2; :::An 2 �

on a :

P (Xt1 2 A1; Xt2 2 A2; :::; Xtn 2 An)= P
�
X 0
t1
2 A1; X 0

t2
2 A2; :::; X 0

tn 2 An
�

Dé�nition 1.1.7 (Modi�cation d�un ptocessus, Indistinguabilité) Soient (X (t))t�0et

(X 0 (t))t�0deux processus stochastiques basés sur le même espace probabilité (
;F ;P) à va-

leurs dans le même espace d�états.

On dit que (X 0 (t))t�0est une modi�cation de (X (t))t�0si pout tout t 2 R+; X (t) =

X 0 (t) P p.s , autrement dit 8t 2 R+ 9Nt 2 F où P (Nt) = 0 telle que 8! 2 NC
t

P (X (t; !)=X 0 (t; !)) = 1 .

On dit que (X (t))t�0et (X 0 (t))t�0 sont deux processus indistinguables si l�on a pour

presque tout ! 2 
 X (t; !)=X 0 (t; !) pour tout t 2 R+, autrement dit 9N 2 F où

P (N) = 0 telle que 8! 2 NC 8t 2 R+ X (t; !) = X 0 (t; !) .

Remarque 1.1.5 Si (X (t))t�0et (X 0 (t))t�0sont indistinguables, alors chacun de ces pro-

cessus est une modi�cation de l�autre.

Remarque 1.1.6 Prenons (E; �) = (R; B(R)) : Si (X (t))t�0et (X 0 (t))t�0 sont des trajec-

toires continus à droite et si (X 0 (t))t�0est une modi�cation de (X (t))t�0, alors (X (t))t�0et

(X 0 (t))t�0 sont indistinguables.
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Chapitre 1. Bases de calcul stochastique

1.2 Mouvement Brownien

A partir de maintenant nous étudierons l�espace de probabilité �ltré
�

;F ; (Ft)t�0 ;P

�
.

Dé�nition 1.2.1 Un processus (B (t))t�0 à valeur réelles est appelé mouvement Brownien

issu de 0 ou mouvement Brownien standard si :

i) B0 = 0:

ii) l�application t �! B (t; !) est continue pour t 2 R+ et pour tout ! 2 
:

iii) Pour tout t; h � 0; B (t+ h) � B (t) est indépendante de fB (u) : 0 � u � tg et sont

de loi normale centrée et de variance h .

Remarque 1.2.1 les condition ii) et iii) essentielle dans la di�nition par contre à la 1er

condition car on a le processus (W (t))t�0 = (" + B (t))t�0 est un mouvement Brownien

pour tout " > 0 mais W (0) = ":

Proposition 1.2.1 Soit (B (t))t�0 un processus continue issu de 0 à valeur réelles on a

les conditions suivantes sont équivalentes

1. (B (t))t�0est un mouvement Brownien.

2. (B (t))t�0 est un processus gaussien centré et de fonction de covariance E [B (t)B (s)] =

s ^ t pour tout t; s 2 R+:

3. (B (t))t�0est un processus à accroissements indépendants et stationnaires tel que

B (t) � N (0; t) pour tout t 2 R+:

Exemple 1.2.1 (Mouvement Brownien) Soit (B (t))t�0 un mouvement Brownien issu

de 0 à valeur réelles on a :

1. le processus (�B (t))t�0 est un mouvement Brownien.

2. pout tout " � 0, le processus (W (t))t�0 = (B (t+ ")� B (t))t�0 est un mouvement

Brownien.
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Chapitre 1. Bases de calcul stochastique

3. pout tout a > 0, le processus
�
aB
�
t
a2

��
t�0 est un mouvement Brownien.

Théorème 1.2.1 Presque sûrement, les trajectoires du mouvement Brownien ne sont dif-

férentiables en aucun point .

Remarque 1.2.2 Soit (B (t))t�0 un un mouvement Brownien issu de 0 on a B (t) =
p
tZ

en loi où Z � N (0; 1) , mais (X (t))t�0 = (
p
tZ)t�0 n�est pas mouvement Brownien car

E [X (t)X (s)] = s:t 6= s ^ t pour tout s 6= t où s; t 2 R+:

1.2.1 Mouvement Brownien multidimensionnel

Dé�nition 1.2.2 On dit que le processus (B (t))t�0 à valeurs dans Rmest un mouvement

Brownien standard m-dimensionnel si :

i) B (0) = 0:

ii) 80 � s � t; le vecteur aléatoire B (t) � B (s)est indépendante de fB (u) : 0 � u � sg

et de loi normale avec zéro moyen et matrice de covariance égale à (t� s) Im; où Im est la

matriceidentité de Rm�m:

iii) l�application t �! B (t; !) est continue.

Remarque 1.2.3 Les processus (Bi (t))t�0 sont des mouvement Browniens standards in-

dépendants pour tout i = 1; ::::;m où Bi (t) sont les coordonner de B (t) :

1.3 Variation totale et Variation quadratique

Dé�nition 1.3.1 On appelle variation in�nitésimale d�ordre p d�un processus (X (t))t2[0;T ]

associée a un subdivision �n = (tn1 ; t
n
2 ; ::::t

n
t ) de [0; T ] la quantité

V P
T (�n) =

nP
i=1

jX (tni )�X
�
tni�1

�
jp

7



Chapitre 1. Bases de calcul stochastique

Si V P
T (�n) admet une limite de certains sens(Proba,Lq; :::) lorsque k�nk ! 0 la limite ne

dépond pas de de la subdivision et on l�appelle variation d�ordre p sur [0; T ] où

k�nk = max
0�i�n

jtni � tni�1j

_ Si p=1 la limite s�appelle variation totale de (X (t))t2[0;T ]:

_ Si p=2 la limite s�appelle variation quadratique de (X (t))t2[0;T ] et on la note par

< X;X >T :

Proposition 1.3.1 la variation quadratique d�un mouvement Brownien sur [0; T ] existe

dans L2 (
)et vaut T , autrement dit (B (t))t2[0;T ] MB alors

lim
n!+1

E

"�
nP
i=1

jB (tni )�B
�
tni�1

�
j2 � T

�2#
= 0 .

Remarque 1.3.1 Si la subdivision (�n) véri�e
P
n�1

k�nk < +1 alors < B;B >T= T

presque sûrement et en L2.

Proposition 1.3.2 la variation totale du mouvement Brownien sur toute intervalle est

in�ni.

Proposition 1.3.3 Si (X (t))t2[0;T ] est un processua à trajectoire continue et à variation

bornée, alors sa variation quadratique est nulle.

Remarque 1.3.2 Si (B (t))t�0 est un mouvement Brownien standard m-dimensionnel

alors < Bi; Bj >T= T�ij où �ij =

8><>: 0 si i 6= j

1 si i = j
:

1.4 Intégrale stochastique par rapport un M-B

Soit (B (t))t�0un mouvement Brownien dé�ni sur
�

;F ; (Ft)t�0 ;P

�
dans (R; B(R) :

On cherche de dé�nir l�intégrale suivante

I(�) =

Z T

0

� (t) dB (t) (1.1)

8



Chapitre 1. Bases de calcul stochastique

telle que (� (t))t2[0;T ] certain processus.

Mais on a la fontion t �! B (t) n�est pas dérivable donc le problème est dans l�élément

dB (t) : Malheureusement le mouvement Brownien n�est pas à variation bornée donc on

peut pas dé�ni l�intégrale (1:1) comme intégrale de Stieltjes .

Cependant, puisque le variation quadratique deB (t) est �ni sur [0; T ] (i.e. :< B;B >T= T

dans L2 (
)) alors on dé�ni l�intégrale comme limite dans L2 où le processus (� (t))t2[0;T ]

appartient L2.

1.4.1 Intégrale stochastique de processus élémentaire

Dé�nition 1.4.1 Un processus (�n (t))t2[0;T ]est dit élémentaire s�il existe une subdivision

de l�intervalle [0; T ] (i.e. : 0 = t0 < t1 < ::: < tn = T ) et des variables aléatoire discrètes

appartiennent à L2 tel que, 8t 2 [0; T ] 8! 2 
 on à �n (t; !) =
n�1P
i=0

�ni (!)1[ti;ti+1[ (t), et

pour tout i2 f0; 1; :::; n� 1g; �ni est Fti mesurable .

On note E2 l�ensemble de tous les processus élémentaire sur [0; T ] de carée intégrable.

Dé�nition 1.4.2 Pour chaque processus élémentaire appartenant à E2, nous pouvons dé-

�nir l�intégrale stochastique comme suit :

I(�n) =

n�1X
i=0

�ni (B
�
tni+1

�
�B (tni ))

Remarque 1.4.1 Comme �ni est Fti mesurable, Alors �ni est indépendent de B
�
tni+1

�
�

B (tni ) car B (ti+1)�B (ti)q Fti.

Propriété 1.4.1 Pout tous �n 2 E2 on a :

E [I(�n)] = 0

E
�
(I(�n))2

�
= E

�Z T

0

(�n (t))2 dt

�

9



Chapitre 1. Bases de calcul stochastique

Preuve.

E [I(�n)] =
n�1P
i=0

E [�ni (B (ti+1)�B (ti))]

=
n�1P
i=0

E [�ni ]E [(B (ti+1)�B (ti))]| {z }
0

= 0

E
�
(I(�n))2

�
=

n�1X
i=0

E
�
(�ni )

2 (B (ti+1)�B (ti))
2
�
+

n�1X
i=0

n�1X
j=0
j 6=i

E
�
(�ni ) (B (ti+1)�B (ti))

�
�nj
�
(B (tj+1)�B (tj))

�

=
n�1X
i=0

E (�ni )
2 E
�
(B (ti+1)�B (ti))

2
�
+

n�1X
i=0

n�1X
j=0
j 6=i

E
�
(�ni ) (B (ti+1)�B (ti))

�
�nj
�
(B (tj+1)�B (tj))

�| {z }
0

=
n�1X
i=0

E
�
(�ni )

2� (ti+1 � ti)

= E
�Z T

0

�2 (t) dt

�

pour tout j > i; alors j � i+ 1donc Fti � Fti+1 � Ftj, ceci implique

E
�
(�ni ) (B (ti+1)�B (ti))

�
�nj
�
(B (tj+1)�B (tj))

�
= E

�
(�ni ) (B (ti+1)�B (ti))

�
�nj
��
E [(B (tj+1)�B (tj))]| {z }

0

= 0

la même méthode pour j < i .

1.4.2 Intégrale stochastique cas général

On note L2 ([0; T ]� 
) l�espace des processus (Ft)t�0adapté et càglàd (i.e. : continus

à gauche et limit à droite) tel que E
�Z T

0

�2 (t) dt

�
< +1:

10



Chapitre 1. Bases de calcul stochastique

autrement dit

L2 ([0; T ]� 
) =

8><>:
(� (t))t2[0;T ]processus stochastique (Ft)t�0 adapté

càglàd, telle que E
�Z T

0

�2 (t) dt

�
< +1

9>=>; :

Remarque 1.4.2 L2 ([0; T ]� 
) est un espace de Hilbert associe à la produit scalaire

< �; ' >= E
�Z T

0

� (t)' (t) dt

�
:

Remarque 1.4.3 E2est un sous-espace vectoriel de L2 ([0; T ]� 
) :

Proposition 1.4.1 E2 est dense dans L2 ([0; T ]� 
)

i.e. : pout tout � 2 L2 ([0; T ]� 
) il existe �n 2 E2 telle quek�n � �k2L2([0;T ]�
) �! 0 où

k�n � �k2L2([0;T ]�
) = E
�Z T

0

(�n (t)� � (t))2 dt

�
Alors

E [I(�)] = 0 (1.2)

E
�
(I(�))2

�
= E

�Z T

0

�2 (t) dt

�
(1.3)

pour tout � 2 L2 ([0; T ]� 
) :Il est possible de dé�nir I (�) sous la conditionZ T

0

�2 (t) dt < +1 P p.s.

Si on note

L2loc ([0; T ]� 
) =

8><>:
(� (t))t2[0;T ]processus stochastique (Ft)t�0 adapté

càglàd, telle que
Z T

0

�2 (t) dt < +1

9>=>;
Donc on dit que I (�) est dé�ni si � 2 L2loc ([0; T ]� 
) :

Remarque 1.4.4 E2 � L2 ([0; T ]� 
) � L2loc ([0; T ]� 
) :

11



Chapitre 1. Bases de calcul stochastique

1.5 Processus d�Itô

Dé�nition 1.5.1 Soit (X (t))t2[0;T ]un processus dé�ni sur (
;F ;P) et adapté à la �ltation

(Ft)t�0 et (B (t))t�0 un (Ft)t�0�mouvement Brownien.On dit que (X (t))t2[0;T ] est un

processus d�Ito s�il est de la forme suivante

X (t) = X0 +

Z t

0

b (s) ds +

Z t

0

� (s) dB (s) (8t 2 [0; T ]) (1.4)

où

1. X0� F0 mesurable.

2. (b (t))t2[0;T ] est un processus (Ft)t�0adapté tel que
Z T

0

jb (s) jds < +1 P p.s.

3. � 2 L2loc ([0; T ]� 
) :

Dé�nition 1.5.2 Pour traduir l�égalité (1:4), on dira que le processus (X (t))t2[0;T ] admet

la di¤érentielle stochastique

dX (t) = b (t) dt + � (t) dB (t) (8t 2 [0; T ]) (1.5)

Le co¢ cient b s�appelle la dérivé (ou le drift), et � son coe¢ cient de di¤usion.

1.5.1 Formule d�Itô

Théorème 1.5.1 Soit (X (t))t2[0;T ] un processus d�Ito, de di¤érentielle stochastique :

dX (t) = b (t) dt + � (t) dB (t) (8t 2 [0; T ])

Soit f : (t; x) �! f(t; x);une fonction dé�nie sur R+ � R de classe C1 par rapport à t,

de classe C2par rapport à x et on note f 2 C1;2(R+ � R), Alors (f(t;X (t)))t2[0;T ], est un

processus d�Ito qui a pour di¤érentielle stochastique :

df(t;X (t)) =
@f

@t
(t;X (t))dt+

@f

@x
(t;X (t))dX (t) +

1

2

@2f

@x2
(t;X (t))�2 (t) dt (1.6)
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Prenez la forme de l�intégration comme suit :

f(t;X (t)) = f(0; X0) +

Z t

0

@f

@t
(s;X (s))ds

+

Z t

0

@f

@x
(s;X (s))dX (s) + 1

2

Z t

0

@2f

@x2
(s;X (s))�2 (s) ds:

(1.7)

où �2 (s) ds = d < X;X >s Alors la forme générale est :

f(t;X (t)) = f(0; X0) +

Z t

0

@f

@t
(s;X (s))ds

+

Z t

0

@f

@x
(s;X (s))dX (s) + 1

2

Z t

0

@2f

@x2
(s;X (s))d < X;X >s

(1.8)

1.6 Équations di¤érentielles stochastique

Soit
�

;F ; (Ft)t�0 ;P

�
un espace de probabilité �ltré et (B (t))t�0 un(Ft)t�0�mouvement

Brownien .

Dé�nition 1.6.1 On appelle équation di¤érentielle stochastique (EDS) sur [0; T ] toute

relation de la forme :

8><>: dX (t) = b(t;X (t))dt+ �(t;X (t))dB (t)

X (0) = X0

(1.9)

Cela signi�e que (X (t))t2[0;T ] satisfait l�équation :

X (t) = X0 +

Z t

0

b(s;X (s))ds+

Z t

0

�(s;X (s))dB (s) 8t 2 [0; T ] : (1.10)

où b(t; x) et �(t; x) deux fonctions mesurables dé�nies sur [0; T ] � R dans R et X0� F0

mesurable.

Dé�nition 1.6.2 On dit un processus (X (t))t2[0;T ] est solution de l�équation (1:10)si :

1. (X (t))t2[0;T ] est continue et (Ft)t�0�adapté:

13
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2. Pour tout t 2 [0; T ], les intégrales
Z t

0

b(s;X (s))ds et
Z t

0

�(s;X (s))dB (s) ont un

sens Z t

0

jb(s;X (s))jds < +1 et
Z t

0

j�(s;X (s))j2ds < +1 Pp:s:

3. (X (t))t2[0;T ] véri�e (1:10) c�est-à-dir :

8t 2 [0; T ] X (t) = X0 +

Z t

0

b(s;X (s))ds+

Z t

0

�(s;X (s))dB (s) Pp:s:

Dé�nition 1.6.3 On dit pour l�équation (1:10) qu�il y a :

_ existence faible s�il existe une solution de (1:10).

_ existence d�une solution forte si l�équation (1:10) admet une solution (X (t))t2[0;T ] adapté

à
�
FB
t

�
t�0 :

_ unicité faible si tous les solutions de (1:10) ont même loi.

_ unicité trajectorielle si, l�espace de probabilité �ltré
�

;F ; (Ft)t�0 ;P

�
et le mouvement

Brownien (B (t))t�0 étant �xé, deux solution quelconques X et X 0 de (1:10) sont indistin-

guables.

Théorème 1.6.1 (Existence et unicité pour EDS) Si bet � deux fonctions continues

et pour tout x; y 2 R et t 2 [0; T ] on ait

1_ jb(t; x)� b(t; y)j+ j�(t; x)� �(t; y)j � Ljx� yj:

2_ jb(t; x)j+ j�(t; x)j � K (1 + jxj) :

où L;K sont des constantes strictement positives. Alors l�équation (1:10) admet une unique

solution forte sur l�intervalle[0; T ], De plus cette solution (X (t))t2[0;T ] véri�e

E
�
sup
0�t�T

jX (t) j2
�
< +1

Preuve. Voir J. Yong, X.Y Zhou [1] ; page 42-44
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Théorème 1.6.2 (Yamada-Watanabe) S�il y a existence faible et unicité trajectorielle,alors

il y a aussi unicité faible. De plus, pour tout choix de l�espace de probabilité �ltré
�

;F ; (Ft)t�0 ;P

�
et

(B (t))t�0 un (Ft)t�0�mouvement Brownien, il exicte pour chaque x 2 R une unique so-

lution forte de l�équation (1:10).

Lemme 1.6.1 (Gronwall) Soit T > 0 et une fonction positive mesurable bornée telle

que

g(t) � a + b

Z t

0

g(s)ds:

pour tout t 2 [0; T ], où a et b sont des constantes positives alors

g(t) � a exp(bt) 8t 2 [0; T ] :

15



Chapitre 2

Contrôle optimal

L�objectif de cette partie est de présenter le problème de contrôle optimal de point de

vue locale dans les deux cas déterministe et stochastique.

2.1 Contrôle optimal dans le cas déterministe

Soit x0 2 Rn, 0 < T < +1 et U espace métrique être donné, la formulation générale de

problème de contrôle optimal et représenter par l�équation di¤érentielle ordinaire suivante :

8><>: dx(t) = b(t; x(t); u(t))dt o�u t 2 [0; T ]

x (0) = x0

(2.1)

tel que

1. b : [0; T ]� Rn � U �! Rn:

2. u : [0; T ] �! U :

u est appelé contrôle et x0 est appelé état initial et aussi x(:) solution de (2:1) est appelé

une trajectoire d�état correspondant à u(:):

Remarque 2.1.1 Lorsque T = +1 l�intervale doit étre [0;+1[:
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On appele aussi (2:1) le système de contrôle.

La fonction de coût qui mesure la performance des contrôles est :

J(u(:)) =

Z T

0

`(s; x(s); u(s))ds+ h (x(T )) (2.2)

tel que

1. ` : [0; T ]� Rn � U �! R:�coût de fonctionnement�.

2. h : Rn �! R :�coût terminal�.

On note V [0; T ] l�ensemble des contrôles mesurables qui prennent ces valeurs dans U i.e :

V [0; T ] = fu : [0; T ] �! U = u est mesurable g

Dé�nition 2.1.1 On dit que le contrôle u(:) est admissible et (x(:); u(:)) paire admissible

si :

i) u(:) 2 V [0; T ] :

ii) x(:) est l�unique solution de l�équation (2:1) sous u(:) :

iii) t �! `(t; x(t); u(t)) 2 L1 [0; T ] :

iv) L�état x(:) véri�e sa contrainte (s�il y�a une contrainte).

On note Vad [0; T ] l�ensemble de tous les contrôles admissibles.

Le système linéaire de contrôle est un cas particulier de (2:1) et donnér comme suite :

8><>: dx(t) = (A (t)x (t) +D (t)u (t)) dt o�u t 2 [0; T ]

x (0) = x0

(2.3)

tel que

a) A : [0; T ] �! Rn�n:

b) D : [0; T ] �! Rn�k .

17
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où A;D deux applications mesurables ; La solution x (:) du système (2:3) associée au

contrôle u est donnée par

x(t) =M(t)x0 +

Z t

0

M(t)M(s)�1D(s)u(s)ds 8t 2 [0; T ]

où M(:) : [0; T ] �! Rn; la résolvante du système homogène dx(t) = A (t)x (t) dt dé�nie

comme suivante : 8><>: dM(t) = A (t)M (t) dt

M(0) = In

(2.4)

Lorsque A;D ne dépond pas de temps tel que A 2 Rn�n; D 2 Rn�k le système appelée

système autonome et M(t) = exp(tA):

Problème 2.1.1 Le problème de contrôle dans le cas déterministe est de minimiser (2:2)

sur Vad [0; T ].

Le Problème 2.1.1 est dit �ni si le coût a une borne inférieure �nie, et aussi dit (uniquement)

résoluble s�il existe un unique �u(:) satisfaisant

J(�u (:)) = inf
u2Vad[0;T ]

J(u (:)): (2.5)

Dé�nition 2.1.2 On dit que �u (:) est contrôle optimal si �u (:) 2 Vad [0; T ], et on appeles

�x (:)et (�u (:) ; �x (:)), une trajectoire d�état optimale et une paire optimale respictivement.

Hypothèses

(D1) (U; d) espace polonais et T > 0:
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(D2) Les applications b; `; h sont toutes continues. Il existe un constant L > 0, et un

module de continuité $ : [0;1]! [0;1] tel que pour  (t; x; u) =

8>>>><>>>>:
b(t; x; u)

`(t; x; u)

h(x)

on a

8>>>>>>><>>>>>>>:

j (t; x; u)�  (t; x̂; u)j � Ljx� x̂j+$ (d (u; û))

8t 2 [0; T ] x; x̂ 2 Rn u; û 2 U

j (t; 0; u)j � L

8 (t; u) 2 [0; T ]� U

(2.6)

(D3) Pour chaque (t; x) 2 [0; T ]� Rn l�ensemble

�(t; x; U) = f(bi(t; x; u); `(t; x; u))=u 2 U; i = 1; ::::; ng

est convexe et fermé dans Rn+1:

(D4) x n�est pas contrainte.

Théorème 2.1.1 Sous l�hypothèses précédentes, si le problème 2.1.1 est �ni, alors il ad-

met un contrôle optimal.

Preuve. Soit uj (:) une suite de minimisation (i.e. :J(uj (:)) �!
j!+1

infu2Vad[0;T ] J(u (:)))

assoiées les trajectoires xj (:), par (D2) on a que b(:; xj (:) ; uj (:)); `(:; xj (:) ; uj (:)) et xj (:)

sont uniformément bornées en j, par conséquent xj (:) est équicontinue (par l�équation

d�état), alors

8>>>>>>><>>>>>>>:

xj (:) �! �x(:) dans C ([0; T ] ;Rn)

b(:; xj (:) ; uj (:)) �! �b(:) faiblement dans L2 ([0; T ])

`(:; xj (:) ; uj (:)) �! �̀(:) faiblement dans L2 ([0; T ])

h(xj (T )) �! h(�x (T )) dans R

(2.7)
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Par la première convergence et théorème de Mazur (voir K. Yosida [7] p 120 théorème 2)

on a �ij � 0, et
P

i�1 �ij = 1 tel que

8><>:
P

i�1 �ijb(:; �x (:) ; ui+j (:)) �!j!+1
�b(:) fortement dans L2 ([0; T ])P

i�1 �ij`(:; �x (:) ; ui+j (:)) �!j!+1
�̀(:) fortement dans L2 ([0; T ])

(2.8)

et par hypothèse (D3) �
�b(t); �̀(t)

�
2 �(t; �x(t); U): (2.9)

par conséquent, par le lemme de Filippov (voir X. Li, J. Yong [6] p 102 corollaire 2.26), il

existe un �u 2 V [0; T ] tel que

�b(t) = b(t; �x (t) ; �u(t)); �̀(t) = `(t; �x (t) ; �u(t)) 8t 2 [0; T ] : (2.10)

Ainsi (�x (:) ; �u(:)) est une paire admissible ; et par le lemme de Fatou (voir K. Yosida [7] p

17), on obtient

J(�u (:)) =
R t
0
`(s; �x(s); �u(s))ds+ h (�x(T ))

� lim
j!+1

P
i�1 �ijf

R t
0
`(s; xi+j(s); ui+j(s))ds+ h (xi+j(T ))g

= lim
j!+1

P
i�1 �ijJ(ui+j (:)) = infu2V[0;T ] J(u (:)):

(2.11)

Ainsi, �u (:) 2 V [0; T ] est un contrôle optimal.

Remarque 2.1.2 On peut extraire une sous-suite de xj (:) qui converge vers �x(:), si né-

cessaire
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2.2 Contrôle optimal dans le cas stochastique

Les systèmes qu�on va étudiés dans cet section sont dynamiques, qui sont évoluent au

�l du temps, et sont décrite par les équations di¤érentielles stochastiques et parfois appelés

modèles de di¤usions, ces derniers sont etudiés à cause de l�incertitude qui provient du

bruit blanc qui représente les e¤ets conjoints d�un grand nombre de forces aléatoire indé-

pendantes agissant sur les système ; ces derniers (syst�emes) représentent des problèmes

de contrôle optimal pour le cas stochastique, et ces derniers sont intéressants dans la vie

quotidienne, par exemple : l�assurance, la �nance, la fabrication, et l�industrie...etc.

Il y à deux formultions mathématiques (forte et faible) qui représentent les deux

problèmes de contrôle optimaux stochastiques.

2.2.1 Formulation forte

Soit
�

;F ; (Ft)t�0 ;P

�
est un espace probabilité �ltré satisfaisant les conditions usuelles

et (B (t))t�0 mouvement Brownien m�dimensionnel.

Considérons le système de contrôle pour les équations di¤érentielles stochastiques suivant :

8><>: dX(t) = b(t;X(t); u(t))dt+ �(t;X(t); u(t))dB (t)

X(0) = X0 où (X0 2 Rn)
(2.12)

tel que :

1. b : [0; T ]� Rn � U �! Rn:

2. � : [0; T ]� Rn � U �! Rn�m:

3. U espace métrique séparable donné, et T > 0 �xé.

Remarque 2.2.1 �Ft�représente les informations en cet temps �t�, mais pas capable de

prédire qu�arrivera-t-il ensuite cause de l�incertitude.
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Le contrôle u est pris de la ensemble suivante

U [0; T ] = fu : [0; T ]� 
 �! U =u est (Ft)t�0 � adaptég

Tout u 2 U [0; T ] est appelé un contrôle faisable.

Nous présentons le coût fonctionnel comme suit :

J(u (:)) = E
�Z T

0

`(t;X(t); u(t))dt+ h(X (T ))

�
(2.13)

Dé�nition 2.2.1 Soit
�

;F ; (Ft)t�0 ;P

�
est un espace probabilité �ltré satisfaisant les condi-

tions usuelles et (B (t))t�0 mouvement Brownien m�dimensionnel, On dit que le contrôle

u est F -admissible et (X; u) une pair F -admissible si

i) u 2 U [0; T ] :

ii) X est l�unique solution de (2:12) :

iii) L�état véri�e sa contrainte (si elle est contrainte).

iv) ` 2 L1 ([0; T ]� 
) et h(X (T )) 2 L1FT (
) :

On note UFad [0; T ] l�ensemble de toutes les contrôles F -admissibles.

Problème 2.2.1 La formule forte qui represente, le problème du contrôle optimal sto-

chastique est

J(�u (:)) = inf
u2UFad[0;T ]

J(u (:)): (2.14)

Pour tout �u 2 UFad [0; T ] véri�e (2:14) appelé contrôle F -admissible et le processus corés-

pondant
�
�X (t)

�
t�0 appelée processus d�état F -optimal.

2.2.2 Formulation faible

On à dans la formulations forte l�espace de probabilité �ltré et le mouvement Brownien

(B (t))t�0sont �xé, Cependant dans certaines situations il est nécessaire varient l�espace
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�ltré
�

;F ; (Ft)t�0 ;P

�
ainsi que (B (t))t�0 et de les considerer comme des parties de

contrôle.

Dé�nition 2.2.2 On dit que � =
�

;F ; (Ft)t�0 ;P; (B (t))t�0 ; u

�
est contrôle f-admissible

et (X; u) est pair f-admissible si

i)
�

;F ; (Ft)t�0 ;P

�
espace probabilité �ltré satisfaisant les conditions usuelles .

ii) (B (t))t�0 mouvement Brownien m�dimensionnel dé�ni sur
�

;F ; (Ft)t�0 ;P

�
:

iii) u est un un processus (Ft)t�0-adapté sur (
;F ;P) prenant des valeurs dans U:

iv) X est l�unique solution de (2:12) :

v) L�état véri�e sa contrainte (si elle est contrainte).

vi) ` 2 L1 ([0; T ]� 
) et h(X (T )) 2 L1FT (
) :

On note Ufad [0; T ] l�ensemble de toutes les contrôles f -admissibles.

Problème 2.2.2 Le problème est de minimiser (2:13) sur Ufad [0; T ] ; autrement dit cherche

�� 2 Ufad [0; T ] tel que

J(��) = inf
�2Ufad[0;T ]

J(�): (2.15)

Nous soulignons ici que la formulation forte est celle qui provient du monde pratique,

tandis que la formulation faible sert parfois de modèle mathématique auxiliaire mais ef-

�cace visant à résoudre �nalement des problèmes avec la formulation forte. Une raison

principale pourquoi ceci pourrait fonctionner est que l�objectif d�un problème stochastique

de contrôle est de réduire au minimum l�attente mathématique d�une certaine variable aléa-

toire qui dépend seulement de la distribution des processus impliqués. Par conséquent, si

les solutions de (2:12) dans di¤érents espaces de probabilité ont la même distribution de

probabilité, puis un a plus de liberté en choisissant un espace de probabilité commode pour

travailler avec. Un bon exemple est quand on essaye d�utiliser le principe de programma-

tion dynamique pour résoudre le problème. Cependant la formulation faible échoue si les

coe¢ cients indiqués l�uns des b, �, `, et h sont également aléatoires (ils dépendent de !),

parce que dans ce cas l�espace de probabilité doit être spéci�é et �xé a priori.
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2.2.3 Existence sous la formulation forte

Soit
�

;F ; (Ft)t�0 ;P

�
satisfaisant les conditions usuelles et (B (t))t�0 mouvement Brow-

nien undimensionnel ; Considérez le système linéaire autonomes dans le cas stochastique

8><>: dX(t) = [AX(t) +Bu(t)] dt + [CX(t) +Du(t)] dB (t)

X(0) = X0 8t 2 [0; T ]
(2.16)

a) A;B;C;D sont des matrices de tailles appropriées.

b) X prend valeurs dans Rn:

c) Le contrôle u appartien l�ensemble suivante

UL [0; T ] = fu 2 L2 ([0; T ]� 
) = u (t) 2 Ug: (2.17)

Si U est borné alors le coût fonctionnel est :

J(u (:)) = E
�Z T

0

`(X(t); u(t))dt+ h(X (T ))

�
(2.18)

où ` : Rn � U �! R et h : Rn �! R:

Problème 2.2.3 Le problème du contrôle optimal est de minimiser (2:18) sous réserve

(2:16) sur UL [0; T ] :

Hypothèses

(FL1) L�ensemble U est convexe et fermé, et les fonctions ` et h sont convexes, et il éxiste

�;K > 0 tel que :

`(x; u) � �juj2 �K; h(x) � �K:

8(x; u) 2 Rn � U
(2.19)

(FL2) L�ensemble U est convexe et compact, et les fonctions ` et h sont convexes.

Théorème 2.2.1 Si le problème 2.2.1 est �ni et (FL1) ou (FL2) est véri�er alors le

problème admet un contrôle optimal .
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Preuve. On va démontrer seulment lorsque (FL1) véi�er, Soit (Xj (:) ; uj (:)) un suite de

minmisation, on a par (2:19)

E
Z T

0

juj (t) j2dt � k 8j � 1 (2.20)

Ainsi, il y a une sous-suite de uj (:), qui converge faiblement dans l�espace de Hilbert mais

on note la sous-suite par uj (:) i.e.

uj (:) �!
j!+1

�u (:) faiblement dans L2 ([0; T ]� 
) : (2.21)

Par le théorème de Mazur, nous avons une suite de combinaisons convexes

~uj (:) =
P

i�1 �ijui+j (:) et �ij � 0,
P

i�1 �ij = 1

tel que

~uj (:) �!
j!+1

�u (:) fortement dans L2 ([0; T ]� 
) : (2.22)

Comme l�ensemble U est convexe et fermé, alors �u (:) 2 UL [0; T ] :

et d�autre part, si ~X (:) est l�état sous le contrôle ~uj (:), Alors on a

~Xj (:) �!
j!+1

�X (:) fortement dans C ([0; T ]) : (2.23)

Clairement,
�
�X (:) ; �u (:)

�
est admissible, et la convexité de ` et h implique

J(�u (:)) = lim
j!+1

J(~uj (:))

� lim
j!+1

P
i�1 �ijJ(ui+j (:))

= infu(:)2UL[0;T ] J(u (:)):

(2.24)

Par conséquent,
�
�X (:) ; �u (:)

�
est optimal.
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2.2.4 Existence sous la formulation faible

Hypothèses

(f1) (U; d) espace métrique compacte et T > 0:

(f2) b; �; `; h sont toutes continues.

(f3) Il existe un constant L > 0, tel que pour  (t; x; u) =

8>>>>>>><>>>>>>>:

b(t; x; u)

�(t; x; u)

`(t; x; u)

h(x)

on a

8>>>><>>>>:
j (t; x; u)�  (t; x̂; u)j � Ljx� x̂j

8t 2 [0; T ] x; x̂ 2 Rn u 2 U

j (t; 0; u)j � L 8 (t; u) 2 [0; T ]� U

(2.25)

(f4) Pour chaque (t;X) 2 [0; T ]� Rn l�ensemble

f(bi(t;X; U);
�
��>

�ij
(t;X; U); `(t;X; U))=u 2 U; i = 1; ::::; n; j = 1; ::::;m g

est convexe dans Rn+nm+1:

(f5) X n�est pas contrainte.

Théorème 2.2.2 Sous l�hypothèses précédentes, si le problème 2.2.2 est �ni, alors il ad-

met un contrôle optimal.

Preuve. Voir J. Yong, X.Y Zhou [1] ; page 71-75
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Chapitre 3

Principe du maximum : Cas convexe

Dans ce chapitre on va étudier le principe du maximum stochastique dans le cas

convexe cette étude a pour but la condition nécessaire d�optimalité, cependant pour obtenir

cette condition on perturbe le contrôle optimal premièrement.

L�intérêt de la perturbation de contrôle optimal �u est d�introduire un contrôle u� sur

lequel nous pouvons dériver la fonction J(u� (:)):

3.1 Dé�nitions et Notions

Soit b(t; x; u); �(t; x; u) deux applications telle que

b : [0; T ]� Rn � U �! Rn:et continuement di¤érentiables en x et u (3.1)

� : [0; T ]� Rn � U �! Rn�n:et continuement di¤érentiables en x et u (3.2)

bx; bu; �x; �u sont bornés (3.3)

jb(t; x; u)j � K1 (1 + jxj+ juj) (3.4)

j�(t; x; u)j � K1 (1 + jxj+ juj) (3.5)

Remarque 3.1.1 Les dérivées bx; bu appartenant à Rn�n et �x = (�1x; ::::; �nx) ;
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Chapitre 3.Principe du maximum : Cas convexe

�u = (�1u; ::::; �
n
u) telle que pour tout i = 1; n ; �iu; �

i
x 2 Rn�n:où � = (�1; ::::; �n) et

�i =

0BBBBBBBBBB@

�1i

:

:

:

�ni

1CCCCCCCCCCA

Soit
�

;F ; (Ft)t�0 ;P

�
est un espace probabilité �ltré satisfaisant les conditions usuelles

et (B (t))t�0 mouvement Brownien n�dimensionnel, et soit U un sous ensemble de Rn non

vide.

Dé�nition 3.1.1 On appelle contrôle admissible tout processus (u (t))t2[0;T ] appartient

à L2 ([0; T ]� 
) a valeur dans U :

Notation 3.1.1 On note Uad l�ensemble de tous les contrôles admissibles

Uad =
�
u : [0; T ]� 
 �! U = u 2 L2 ([0; T ]� 
)

	
et Uad est un sous-ensemble convexe, fermé de L2 ([0; T ]� 
).

Pour tout contrôle admissible.(i.e. 8u 2 Uad) on dé�nit l�EDS comme suit :8><>: dX(t) = b(t;X (t) ; u (t))dt+ �(t;X (t) ; u (t))dB (t)

X(0) = X0 où (X0 2 Rn)
(3.6)

Où X0 est déterministe

On a le coût dé�nit comme suit :

J(u (:)) = E
�Z T

0

`(t;X(t); u(t))dt+ h(X (T ))

�
(3.7)
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Chapitre 3.Principe du maximum : Cas convexe

mais avec des propriétés précises

` est continuement di¤érentiables en x et u (3.8)

j`x(t; x; u)j � C1 (1 + jxj+ juj) (3.9)

j`u(t; x; u)j � C2 (1 + jxj+ juj) (3.10)

`(t; 0; 0) 2 L1 ([0; T ]) (3.11)

La dérivé de h est continue et

jhx (x) j � C3 (1 + jxj)
(3.12)

On perturbe le contrôle �u de la manière suivant :

u� (t) = �u (t) + � (u (t)� �u (t))

= �u (t) + (1� �) �u (t)

où

1. �u est contrôle optimal

2. � est plus petit.

Remarque 3.1.2 u� est un contrôle admissible.

Les EDSs associées à �u; u� respictivement sont :8><>: d �X(t) = b(t; �X (t) ; �u (t))dt+ �(t; �X (t) ; �u (t))dB (t)

�X(0) = X0

(3.13)

8><>: dX�(t) = b(t;X�(t); u�(t))dt+ �(t;X�(t); u�(t))dB (t)

X�(0) = X0

(3.14)

où X� est l�état acossie à u�:
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Chapitre 3.Principe du maximum : Cas convexe

Notation 3.1.2 Pour tout 	 = b; �; ` on note �	 (t) � 	(t; �X (t) ; �u (t));
�

	(t) � 	(t;X�(t); u�(t)):

3.2 Lemmes

Lemme 3.2.1 Pour tout t 2 [0 T ] on a X� converge en L2 a �X autrement dit :

EjX� (t)� �X (t) j2 �! 0
��!0

(3.15)

Preuve. jX� (t)� �X (t) j�
Z t

0

j
�

b (s)� �b (s) jds+ j
Z t

0

�
� (s)� �� (s) dB (s) j

on a (x+ y)2 � 2 (x2 + y2) donc

jX� (t)� �X (t) j2�2
�Z t

0

j
�

b (s)� �b (s) jds
�2
+ 2j

Z t

0

�
� (s)� �� (s) dB (s) j2

d�aprés (1:3) chapitre 1 et l�inégalité de Cauchy-Schwarz on trouve que

EjX� (t)� �X (t) j2�2E
�Z t

0

j
�

b (s)� �b (s) j2ds+
Z t

0

j �� (s)� �� (s) j2ds
�

comme b, � sont lipschitziennes alors

0 � EjX� (t)� �X (t) j2 � 2kE
�Z t

0

ju� (s)� �u (s) j2ds
�
=

2k�2E
�Z t

0

ju (s)� �u (s) j2ds
�
�! 0
��!0

d�où (3:15)

On dé�nit Z (t) de la manière suivante

8>>>><>>>>:
dZ (t) =

�
�bx (t)Z (t) + �bu (t) (u (t)� �u (t))

�
dt

+(��x (t)Z (t) + ��u (t) (u (t)� �u (t))) dB (t)

Z (0) = 0

(3.16)

Comme bx; bu; �x; �u sont bornés et continues alors Z 2 L2 ([0; T ]� 
) :

Lemme 3.2.2 Pour tout t 2 [0 T ] on a la convergence suivante

EjX� (t)� �X (t)

�
� Z (t) j2 �! 0

��!0
(3.17)
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Chapitre 3.Principe du maximum : Cas convexe

Preuve. On note ~X� (t) =
X� (t)� �X (t)

�
� Z (t) et v (t) = u (t)� �u (t) :

d ~X�(t) = 1
�

h
b
�
t; �X (t) + �(Z (t) + ~X� (t)); u� (t)

�
� �b(t)� ��bx (t)Z (t)� ��bu (t) v (t)

i
dt

+1
�

h
�
�
t; �X (t) + �(Z (t) + ~X� (t)); u� (t)

�
� �� (t)� ���x (t)Z (t)� ���u (t) v (t)

i
dB (t)

~X�(0) = 0

Alors

d ~X�(t) =

�Z 1

0

h
bx

�
t; �X (t) + ��(Z (t) + ~X� (t)); �u (t) + ��v (t)

��
Z (t) + ~X� (t)

�
+bu

�
t; �X (t) + ��(Z (t) + ~X� (t)); �u (t) + ��v (t)

�
v (t)

i
d�
�
dt

�
�Z 1

0

�
�bx(t)Z (t) + �bu (t) v (t)

�
d�

�
dt

+

�Z 1

0

h
�x

�
t; �X (t) + ��(Z (t) + ~X� (t)); �u (t) + ��v (t)

�
(Z (t) + ~X� (t))

+�u

�
t; �X (t) + ��(Z (t) + ~X� (t)); �u (t) + ��v (t)

�
v (t)

i
d�
�
dB (t)

�
�Z 1

0

[��x(t)Z (t) + ��u (t) v (t)] d�

�
dB (t)

=

�Z 1

0

h
bx

�
t; �X (t) + ��(Z (t) + ~X� (t)); �u (t) + ��v (t)

�
~X� (t)

i
d�

�
dt

+

�Z 1

0

h
�x

�
t; �X (t) + ��(Z (t) + ~X� (t)); �u (t) + ��v (t)

�
~X� (t)

i
d�

�
dB (t)

+

�Z 1

0

h
bx

�
t; �X (t) + ��(Z (t) + ~X� (t)); �u (t) + ��v (t)

�
� �bx(t)

i
Z (t) d�

�
dt

+

�Z 1

0

h
�x

�
t; �X (t) + ��(Z (t) + ~X� (t)); �u (t) + ��v (t)

�
� ��x(t)

i
Z (t) d�

�
dB (t)

+

�Z 1

0

h
bu

�
t; �X (t) + ��(Z (t) + ~X� (t)); �u (t) + ��v (t)

�
� �bu(t)

i
v (t) d�

�
dt

+

�Z 1

0

h
�u

�
t; �X (t) + ��(Z (t) + ~X� (t)); �u (t) + ��v (t)

�
� ��u(t)

i
v (t) d�

�
dB (t)

d�aprés (3:3) et (1:3) et l�inégalité de Cauchy-Schwarz, on trouve que

Ej ~X� (t) j2 � cE[
R t
0
j ~X� (s) j2ds] + ��

où

�� = c1E
�Z t

0

jZ (s) j
Z 1

0

�
bx

�
s; �X (s) + ��(Z (s) + ~X� (s)); �u (s) + ��v (s)

�
� �bx(s)

�
d�ds

�2
+c2E

�Z t

0

jv (s) j
Z 1

0

�
bu

�
s; �X (s) + ��(Z (s) + ~X� (s)); �u (s) + ��v (s)

�
� �bu(s)

�
d�ds

�2
+c3E

Z t

0

jZ (s) j2
Z 1

0

j�x
�
s; �X (s) + ��(Z (s) + ~X� (s)); �u (s) + ��v (s)

�
� ��x(s)j2d�ds

+c4E
Z t

0

jv (s) j2
Z 1

0

j�u
�
s; �X (s) + ��(Z (s) + ~X� (s)); �u (s) + ��v (s)

�
� ��u(s)j2d�ds

comme bx; bu; �x; �u sont continue, Alors �� �!
��!0

0:
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Chapitre 3.Principe du maximum : Cas convexe

et on trouve aussi d�aprés le lemme 1.6.1

0 � Ej ~X� (t) j2 � �� exp(ct) �!
��!0

0:

d�où (3:17) :

On dé�ni aussi � (t) par

8><>:
d� (t)

dt
= �̀

x (t) :Z (t) + �̀u (t) :v (t)

� (0) = 0
(3.18)

où v (t) = u (t)� �u (t)

Lemme 3.2.3 La fonction J est di¤érentiable au sens de Gâteaux au �u qui donner par

la formule suivante :

d

d�
J(u� (:))

����
�=0

= E[hx( �X(T )):Z (T ) + � (T ) ] (3.19)

Preuve. On a
d

d�
J(u� (:))

����
�=0

= lim
�!0

J(u� (:))� J(�u (:))

�
:

Ainsi

J(u� (:))� J(�u (:))

�

= E

"Z T

0

` (t;X� (t) ; u� (t))� `
�
t; �X (t) ; �u (t)

�
�

dt

#
+ E

�
h(X�(T ))� h( �X(T ))

�

�
= I1 + I2

où

I1 = E
�Z T

0

` (t;X� (t) ; u� (t))� `(t; �X (t) ; �u (t))

�
dt

�
= E

Z T

0

Z 1

0

h
`x
�
t; �X(t) + �(X� (t)� �X(t)); �u (t) + ��v (t)

�
:
�
Z (t) + ~X� (t)

�
+`u

�
t; �X(t) + �(X� (t)� �X(t)); �u (t) + ��v (t)

�
:v (t)

�
d�dt
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et

I2 = E
�
h(X�(T ))� h( �X(T ))

�

�
= E

Z 1

0

hx
�
�X(T ) + �(X�(T ))� �X(T ))

�
:
�
~X� (T ) + Z (T )

�
d�

Alors

I1 �!
��!0

E[� (T ) ] et I2 �!
��!0

E[hx( �X(T )):Z (T ) ] à cause de la continuité de `x, hx et

(3:15),(3:17)

d�où (3:19) :

3.3 Principe du maximum

Le principe du maximum vise à trouver une condition nécessaire d�optimalité.

Dé�nition 3.3.1 Soit �u(t) un contôle optimal et �X(t) la trajectoire optimale correspon-

dante, L�équation adjointe est donnée par :

8>>>><>>>>:
�dp (t) = [(�bx(t))

>p (t) + �̀x(t)]dt�
nP
i=1

(��ix(t))
>qi(t)dt

+q (t) dB (t)

p(T ) = hx( �X(T ))

(3.20)

p (t) s�appelle processus adjoint.

où

q = (q1; :::; qn) 2 Rn�n; qi =

0BBBBBBBBBB@

q1i

:

:

:

qni

1CCCCCCCCCCA
:

On dé�nissons l�Hamiltonien H : [0; T ]� Rn � Uad�Rn�Rn�n �! R comme suit :
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Chapitre 3.Principe du maximum : Cas convexe

H (t;X (t) ; u (t) ; p (t) ; q (t)) = b(t;X (t) ; u (t)):p (t)+`(t;X (t) ; u (t))�tr
�
q> (t)� (t;X (t) ; u (t))

�
Remarque 3.3.1

@tr
�
q> (t) ��(t)

�
@x

=
nP
i=1

(��ix(t))
>qi(t):

Remarque 3.3.2 Nous pouvons écrire l�équation (3:20) comme suit :

8><>: �dp(t) = Hx

�
t; �X (t) ; �u (t) ; p (t) ; q (t)

�
dt+ q (t) dB (t)

p(T ) = hx( �X(T ))

Théorème 3.3.1 Soit
�
�u(t); �X(t)

�
une paire optimale, Alors il existe un processus adjoint

p (t) véri�e l�équation (3:20) telle que pour tout u (t) 2 Uad on a

E
Z T

0

Hu

�
t; �X (t) ; �u (t) ; p (t) ; q (t)

�
: (u (t)� �u (t)) dt � 0 (3.21)

Preuve. On a J(�u (:)) = infu2Uad J(u (:))

donc J(u� (:)) � J(�u (:)) ceci implique que
d

d�
J(u� (:))

����
�=0

= E[hx( �X(T )):Z (T ) + � (T ) ] � 0

Il reste de montrer que

E
Z T

0

Hu

�
t; �X (t) ; �u (t) ; p (t) ; q (t)

�
: (u (t)� �u (t)) dt = E[hx( �X(T )):Z (T ) + � (T ) ]

premièrement en va calculer par la formule d�Itô E[p (t) :Z (t) ]

p (t) :Z (t) = p(0):Z (0) +

Z t

0

p (s) :dZ (s) +

Z t

0

Z (s) :dp (s) +

Z t

0

d < p; Z >s

=

Z t

0

p (s) :dZ (s) +

Z t

0

Z (s) :dp (s) +

Z t

0

d < p; Z >s

on a

d < p; Z >s = �tr
�
q> (s) (��x (s)Z (s) + ��u (s) (u (s)� �u (s)))

�
ds

= �tr
�
q> (s) ��x (s)Z (s)

�
ds� tr

�
q> (s) ��u (s) (u (s)� �u (s))

�
ds

par calcule simple on trouve
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8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:

tr
�
q> (t) ��x (t)Z (t)

�
=

@tr
�
q> (t) �� (t)

�
@x

:Z (t)

=
nP
i=1

(��ix(t))
>qi(t):Z (t)

tr
�
q> (t) ��u (t) (u (t)� �u (t))

�
=

@tr
�
q> (t) �� (t)

�
@u

:(u (t)� �u (t))

=
nP
i=1

(��iu(t))
>qi(t):(u (t)� �u (t))

d�aprés (1:2) on a

E [p (t) :Z (t)]

= E
�Z t

0

p (s) :
�
�bx (s)Z (s) + �bu (s) (u (s)� �u (s))

�
ds�

Z t

0

�
Z (s) :

�
�bx(s)

�>
p (s) + �̀x(s)

�
ds

+

Z t

0

Z (s) :
nX
i=1

(��ix(s))
>qi(s)ds�

Z t

0

@tr
�
q> (s) �� (s)

�
@x

:Z (s) ds

�
Z t

0

@tr
�
q> (s) �� (s)

�
@u

:(u (s)� �u (s))ds
#

= E

"Z t

0

(�bu (s) p (s)�
@tr

�
q> (s) �� (s)

�
@u

): (u (s)� �u (s)) ds�
Z t

0

Z (s) :�̀x(s)ds

#

on a la condition p(T ) = hx( �X(T )), alors

E [p(T ):Z (T ) + � (T )]

= E
�Z T

0

p (s) :�bu (s) (u (s)� �u (s)) ds�
Z T

0

Z (s) :�̀x(s)ds

�
Z T

0

@tr
�
q> (s) �� (s)

�
@u

: (u (s)� �u (s)) ds+
Z T

0

�̀
x (s) :Z (s) ds+

Z T

0

�̀
u (s) : (u (s)� �u (s)) ds

#

= E

"Z T

0

(�bu (s) p (s) + �̀u (s)�
@tr

�
q> (s) �� (s)

�
@u

): (u (s)� �u (s)) ds
#

= E
�Z T

0

Hu

�
s; �X (s) ; �u (s) ; p (s) ; q (s)

�
: (u (s)� �u (s)) ds

�

d�où (3:21)
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Conclusion

Dans ce travail, nous nous sommes intéressés aux problème de contrôle pour obtenir

des conditions nécessaires d�optimalité, mais tout d�aborde on a parler sur l�existence

de contrôle optimal, l�importance de cette recherche est mentionnée dans ces points

� L�existence de contrôle optimal dans le cas déterministe.

� Discussion d�existence de contrôle optimal dans le cas stochastique par les deux formules.

� Des relations publique résultant de la perturbation du contrôle optimal.

� Le principe du maximum.

Perspectives

� Approfondir dedans les équations di¤érentielles rétrogrades et le mouvement Brownien

fractionnel.

� Continuez la recherche dans le domaine de la théorie du contrôle.
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Annexe : Abréviations et Notations

Les di¤érentes abréVariations et notations utilisées tout au long de ce mémoire sont ex-

pliquées ci-dessous.

(
;F ;P) Espace de probabilité.�

;F ; (Ft)t�0 ;P

�
Espace de probabilité �lltré.

T Le temps terminal.

B Mouvement Brownien.

EDO Équation di¤érentielle ordinaire

EDSs Équations di¤érentielles stochastiques.

< X;X >T Variation quadratique de X sur [0; T ] :

exp Exponentiel.

lim Limite inférieur

b Drift.

� Co¢ cient de di¤usion.

min Minimum.

P p.s Presque sûrment pour la mesure de probabilité P:

s ^ t min (s; t) :

In Matrice identité n� n:

A> Transposée de la matrice A:

�u Contrôle optimal.

�X Trajectoire associé à �u.
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Annexe : Abréviations et Notations

u� Contrôle perturbé.

X� Trajectoire associé à u�.

p (t) Processus adjoint.

H(t;X; u; p; q) Hamiltonian.
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