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Introduction

Dans ce mémoire nous intéessons à l�existence du contrôle optimal relaxé pour les équations

di¤érentielles stochastiques rétrogrades.

Nous allons présenter dans ce qui suit la discription des chapitres de ce mémoire :

Le premier chapitre est consacré à la théorie du calcul stochastique, en donnant des dé�-

nitions et les théorèmes des processus continus ainsi qui leur résultats principaux qui nous

permettre de dé�nir le processus d�Itô qui sont : la �ltration, adaptation, intégrale d�Itô,

représentation des martingales browniennes, formule d�Itô,...etc.

Le deuxième chapitre nous avons présenté le résultat d�existence et d�unicité de la solution

d�équation di¤érentielle stochastique rétrograde (EDSR) dont les coe¢ cients sont globa-

lement lipschitziens. Ce résultat a été obtenu par Pardoux et Peng avec le générateur non

linéaire et une donné terminale de carré intégrable.

Dans le troisième chapitre nous démonstrons l�éxistence de contrôle optimal pour les équa-

tions di¤érentielles stochastiques progréssives rétrogrades (EDSPRs) dans le quel nous

avons basé sur la méthode de démonstration sur des arguments de tension des lois associées

aux processus en question et une version du théorème de représentation de Skorokhod.
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Chapitre 1

Rappel sur le calcul stochastique

Ce chapitre ayant pour but de mettre en relief les outils de notre étude. L�objet mathé-

matique fondamental est le mouvement brownien.

1.1 Mouvement brownien

Dans ce résumé, on supposera donné un espace probabilisé (
;F ; P ) :

Dé�nition 1.1.1 (Filtration ) Une �ltration fFt; 0 � t < +1g est une famille crois-

sante de sous-tribus de F : pour tout 0 � s � t < +1;Fs � Ft:

Dé�nition 1.1.2 (Processus adapté ) Un processus est dit adapté à la �ltration fFt; 0 � t < +1g

si pour tout t, la variable aléatoire Xt est Ft-mesurable.

Dé�nition 1.1.3 (Processus progressivement ) Un processus progressivement mesu-

rable par rapport à la �ltration fFt; 0 � t < +1g, si pour tout t � 0 :

([0; t]� 
; B ([0; t])
F)!
�
Rd; B

�
Rd
��
:

(s; w)! Xs (w)

est mesueable.
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Chapitre 1. Rappel sur le calcul stochastique

Dé�nition 1.1.4 (Mouvement brownien (M.B)) Un processus stochastique fWt; t � 0g

est apelé un mouvement brownien sur Rd s�il satisfait les conditions suivantes :

1. W0 = 0, P-p.s.

2. Pour tout 0 � s < t, l�accroissement Wt �Ws est indépendant de Fs:

3. Pour tout 0 � s < t, l�accroissementWt�Ws suite une loi normale centré, de covariance
p
t� s Idd; Idd la matrice identité de dimention d:

1.2 Intégrale stochastique

On suppose donné un mouvement brownien W avec sa �ltration (Ft)t�0. On dé�nit deux

classes de processus :

H2 =
�
H = (Ht)t�0 ; processus adapté, tel que 8t; E

Z t

0

H2
sds � +1

�
;

et M2
c l�ensemble des martingales (par rapport à la �ltration du Brownien), de carré in-

tégrable, continues et nulles à l�instant 0.

Théorème 1.2.1 (Intégrale d�Itô) Il existe une unique application linéaire, notée I, de

H2 dans M 2
c telle que pour tout H 2 H2 et tout t

E
�
I (Ht)

2� = E �Z t

0

H2
sds

�
:

On note :

I (Ht) =

Z t

0

Hsds:

Théorème 1.2.2 (Représentation des martingales browniennes) Soient fWt;Ft; 0 � t < +1g

un mouvement brownien et M = fMt; 0 � t < +1g une martingale brownienne de carré

intégrable et telle que M0 = 0: Alors il existe un processus H 2 H2 tel que pour tout t � 0 :

Mt =M0 +

Z t

0

HsdWs:
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Chapitre 1. Rappel sur le calcul stochastique

1.3 Formule d�Itô

La formule d�Itô est un outil particulièrement important dans l�étude des processus sto-

chastiques.

Dé�nition 1.3.1 (Processus d�Itô ou semi-martingales) Un processus X, à valeurs

dans Rk; est appelé processus d�Itô s�il de la forme suivante

pour tout t presque sûrement :

Xt = X0 +

Z t

0

Ksds+

Z t

0

HsdWs;

avec X0 et K à valeur dans Rk; H à valeur dans Rk�d; H 2 H2 et

Z t

0

j Ks j ds < +1 8t:

Cette décomposition est unique.

Théorème 1.3.1 (Formule d�Itô) Soit f une fonction dé�nie sur [0;+1[� Rk; à va-

leurs réelles, une fois continument dérivable en temps et deux fois en espace. Soit X une

semi-martingale à valeurs dans Rk donnée par :

X i
t = X

i
0 +

Z t

0

Ki
sds+

dX
j=1

Z t

0

H i;j
s dWs; t � 0; 1 � i � k; 1 � j � d:

Alors ff (t;Xt) ; 0 � t < +1g est aussi une semi-martingale et admet la décomposition

suivante :

f (t;Xt) = f (0; Xt)+

Z t

0

@f

@t
(s;Xs) ds+

nX
i=1

Z t

0

@f

@xi

�
s;XsdX

i
s

�
+
1

2

nX
i;j=1

Z t

0

@2f

@xi@xj
(s;Xs) dhX i; Xjis:
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Chapitre 1. Rappel sur le calcul stochastique

Si X et Y sont deux semi-martingales,

Xt = X0 +

Z t

0

Ksds+

Z t

0

HsdWs;

Yt = Y0 +

Z t

0

K
0

sds+

Z t

0

H
0

sdWs;

Z t

0

XsdYs = XtYt �X0Y0 �
Z t

0

YsdXs �
Z t

0

HsH
0

sds:

Dé�nition 1.3.2 (Inégalité de Doob) Soit (Xt)t�0 une sous-martingale positive .Alors

pour tout p > 1 et T > 0 on a :

E

�
sup
0�t�T

Xt

�p
�
�

p

p� 1

�p
E [(XT )

p] :

Lemme 1.3.1 (lemme de Gronwall) Soit � 2 L1 [a; b] une fonction qui satistait :

� (t) � f (t) + �
Z b

a

� (s) ds; 8t 2 [a; b] ;

où f 2 L1 [a; b] et � une constante positive. Alors on :

� (t) � f (t) + �
Z b

a

f (s) e�(t�s)ds:

En particulier, si la fonction f est une constante égale à � on :

� (t) � �e�(t�s); 8t 2 [a; b] :

Lemme 1.3.2 (lemme de Fatou) Soit (fn)n2N une suite. Alors :

Z
X

�
lim inf
n�!1

fn

�
d� � lim inf

n�!1

Z
X

fnd�:

Théorème 1.3.2 (Inégalité de Burkholder-Davis-Gundy) Pour tout p > 0, il existe
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Chapitre 1. Rappel sur le calcul stochastique

Cp tele que pour tout temps d�arrêt � on a :

E

�
sup
t��

j
Z t

0

f(s)dBs j
�p
� CpE

"�
j
Z t

0

f(s) j2 ds
� p

2

#
:

En particulier pour p = 2 et � = T on a :

E

�
sup
0�t�T

j
Z t

0

f(s)dBs j
�2
� CE

��
j
Z t

0

f(s) j2 ds
��
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Chapitre 2

Equations di¤érentielles

stochastiques rétrogrades

L�objectif de ce chapitre est de présenter le résultat classique d�éxistence et d�unicité

d�équations di¤érentielles stochastiques rétrogrades (EDSR) dont les coe¢ cients sont glo-

balement Lipschitiziens.Ce résultat à été obtenu par Pardoux et Peng avec le générateur

non linéaire et une donné terminale de carré intégrable.

2.1 Notation

2.1.1 Justi�cation de la stucture des EDSRs

Donnons nous un mouvement Brownien W , dé�ni sur un espace probabilisé complet

(
;F ; P ) dont la �ltration naturelle augmentée est notée fFtgt�0 : Imaginons à présent

que l�on souhaite résoudre l�équation di¤érentielle suivante :

�dYt
dt

= f(Yt); t 2 [0; T ] ; avec , YT = �;

7



Chapitre 2. Equations di¤érentielles stochastiques rétrogrades

où � est une variable aléatoire FT mesurable, c�est-à-dire une variable aléatoire connue à

l�instant T: Supposons pour simpli�er que f � 0: Le problème devient alors

dYt = 0; t 2 [0; T ] ; avec , YT = �;

un candidat solution à ce problème est alors Yt = �; Cependant, si nous demandons à la

solution de ne pas dépendre du future, c�est-à-dire d�être adapté à la �ltration générée

par le mouvement brownien (Ft)t�0, alors la solution proposée ne convient pas. Un moyen

naturel de rendre adapté � sans changer sa valeur terminale est de considérer son espérance

conditionnelle par rapport à la �ltration du mouvement brownien. Un nouveau candidat

solution est alors Yt = E(� j Ft): Comme ce terme n�est a priori pas di¤érentiable en temps

au sens usuel, nous utilisons le théorème de représentation des martingales browniennes

pour faire apparaître une intégrale stochastique. Yt étant une martingale brownienne, il

existe un processus Z adapté et de carré intégrable tel que, pour tout t 2 [0; T ] :

Yt = E (� j Ft) = E [�] +
Z t

0

ZsdWs:

En di¤erenciant la relation précédente il apparaît que Yt = E(� j Ft) résout l�équation

suivante :

Yt = � �
Z T

t

ZsdWs; i :e: � dYt = �ZtdWt; avec , YT = �:

Manifestement, la structure de l�équation initiale a été modi�ée, faisant apparaître un

nouveau terme ZtdWt qui permet de rendre adaptée la solution. Revenons à présent au

problème initial, comme nous introduisons un terme supplémentaire Z dans l�équation, il

est naturel d�autoriser la fonction f à dépendre de Z; ce qui nous conduit au problème :

�dYt = f (t; Yt; Zt) dt� ZtdWt; avec , YT = �:

8



Chapitre 2. Equations di¤érentielles stochastiques rétrogrades

2.1.2 Notation.

Soient l�espace de probabilité complet (
;F ; P ) etW unMouvement Brownien d-dimensionnel

sur cet espace.

On notera fFtgt�0la �ltration naturelle du MB W . On travaillera avec deux espaces de

processus :

Soit S 2
�
Rk
�
l�espace vectoriel formé des processus Y , progressisvement mesurable, à valeur

dans Rk, tels que :

k Y k2S2 := E
�
sup
0�t�T

j Yt j2
�
<1;

et S 2c
�
Rk
�
le sous -espace formé par les processus continus.

et M 2
�
Rk�d

�
l�espace des processus Z, progressivement mesurable, à valeurs dans Rk�d,

tels que :

k Z k2M 2 := E

�Z T

0

k Zt k2 dt
�
<1;

où si z 2 Rk�d; k z k2= trace (zz�) :M 2
�
Rk�d

�
désigne l�esemble des classes d�équivalence

de M 2
�
Rk�d

�
:

Les espaces S 2; S 2c et M
2 sont des espaces de Banach pour les normes dé�nies précédem-

ment. Nous désignerons B2 l�espace de Banach S 2c
�
Rk
�
�M 2

�
Rk�d

�
:

Nous nous indiquons une application aléatoire f dé�nie sur [0; T ] � 
 � Rk � Rk�d à

valeurs dans Rk telle que, pour tout (y; z) 2 Rk �Rk�d, le processus ff (t; y; z)g0�t�T soit

progressivement mésurable.

Alors, on voudrait bien résoudre l�équation di¤érentielle stochastique rétrograde (EDSR)

suivante :

�dYt = f (t; Yt; Zt) dt� ZtdWt; 0 � t � T; YT = �;

ou, d�autre manière, sous forme intégrale,

9



Chapitre 2. Equations di¤érentielles stochastiques rétrogrades

Yt = � +

Z T

t

f (r; Yr; Zr) dr �
Z T

t

ZrdWr; 0 � t � T: (2.1)

La fonction f s�appelle le générateur de l�EDSR, � la codition terminale Alors sans plus

tarder, précisions ce que l�on entend par solution de l�EDSR 2.1.

Dé�nition 2.1.1 Une solution de l�EDSR 2.1 est un couple de processus f(Yt; Zt)g0�tT
véri�ant

1. Y et Z sont progressivement mesurables à valeurs respectivement dans Rk et Rk�d ;

2. P-p.s.
R T
0
fj f (r; Yr; Zr) j + k Zr k2g dr <1;

3. P-p.s. on a

Yt = � +

Z T

t

f (r; Yr; Zr) dr �
Z T

t

ZrdWr; 0 � t � T:

Remarque 2.1.1 Retenir les deux points suivants est trés important :

1) Les intégrales de l�équation 2.1 étant bien dé�nies.

2) Y est une semi-martingale continue ; ensuite, le processus Y est adapté parce qu�il est

progressivement mesurable, et donc en particulier Y0 est une quantité déterministe.

Avant de donner le théorème principal du Pardoux et Peng d�existence et d�unicité, nous

allons prouver que sous une hypothèse faible sur le générateur f le processus Y appartient

à S 2:

Proposition 2.1.1 supposons qu�il existe un processus fftg0�t�T , positif, appartenant à

M 2
�
Rk�d

�
et une constante positive tels que :

8 (t; y; z) 2 [0; T ]� Rk � Rk�d , j f (t; y; z) j� ft + � (j y j + k z k) :

Si f(Yt; Zt)g0�t�T est une solution de l�EDSR 2.1 telle que Z 2 M 2 alors Y appartient à

S 2c :

Preuve. Le résultat se déduit principalement du lemme de Gronwall et du fait que Y0

10



Chapitre 2. Equations di¤érentielles stochastiques rétrogrades

est déterministe. En e¤et, on a, pour tout t 2 [0; T ] :

Yt = Y0 �
Z t

0

f (r; Yr; Zr) dr +

Z t

0

ZrdWr;

et par suite, utilisant l�hpothèse sur f;

j Yt j�j Y0 j +
Z T

0

(fr + � k Zr k) dr + sup
0�t�T

j
Z t

0

ZrdWr j +�
Z t

0

j Yr j dr:

Posons

� =j Y0 j +
Z T

0

(fr + � k Zr k) dr + sup
0�t�T

j
Z t

0

ZrdWr j :

Par hypothèse, Z appartient à M 2 et donc, via l�inégalité de Doob, le troisième terme est

de carré intégrable ; il en est de même pour fftg0�t�T ; et Y0; est déterministe donc de

carré intégrable ; il s�en suit que � est une variable aléatoire de carré intégrable.

Comme Y est un processus continu-cf. Remarque précédente, le lemme de Gronwall fournit

l�inégalité sup
0�t�T

j Yt j� �e�T qui montre que Y appartient à S 2:

Remarque 2.1.2 : Le résultat est encore valable lorsque k f k1 est une variable aléatoire

de carré intégrable.

Finissons par un résultat d�intégrabilité qui nous servira à plusieurs reprise.

Lemme 2.1.1 Soient Y 2 S 2
�
Rk
�
et Z 2 M 2

�
Rk�d

�
: Alors

nR t
0
Ys:ZsdWs; t 2 [0; T ]

o
est une martingale uniformément intégrable.

Preuve. Les inégalités BDG donnent

E

�
sup
0�t�T

j
Z t

0

YrZrdWr j
�
� CE

"�Z T

0

j Yr j2k Zr k2 dr
� 1

2

#

� CE
"
sup
0�t�T

j Yt j
�Z T

0

k Zr k2 dr
� 1

2

#
;

11



Chapitre 2. Equations di¤érentielles stochastiques rétrogrades

et par suite, comme ab � a2=2 + b2=2;

E

�
sup
0�t�T

j
Z t

0

Yr:ZrdWr j
�
� C 0

�
E

�
sup
0�t�T

j Yt j2
�
+ E

�Z T

0

k Zr k2 dr
��
:

Or cette dernière quantité est �nie par hypothèse ; d�où le résultat.

2.2 Le cas Lipschitz

2.2.1 le résultat de Pardoux-Peng

Dans ce paragraphe, nous allons montrer un premier résultat d�existence et d�unicité qui

sera généralisé au chapitre suivant. Ce résultat est dû à E. PARDOUX et S. PENG [6] :

C�est le premier résultat d�existence et d�unicité pour les EDSRs dans le cas où le géné-

rateur est non-linéaire.

Rappelons pour la dernière fois que f est dé�nie sur [0; T ]�
�Rk�Rk�d à valeurs dans Rk,

telle que, pour tout (y; z) 2 Rk�Rk�d, le processus ff (t; y; z)g0�t�T soit progressivement

mesurable. On considère également � une variable aléatoire, FT -mesurable, à valeurs dans

Rk:

Voici les hypothèses sous lesquelles nous allons travailler.

(L) Il existe une constante � telle que P-p.s,

1. condition de Lipschitz en (y; z) : pour tout t; y; y0; z; z0;

j f (t; y; z)� f (t; y0; z0) j� � (j y � y0 j + k z � z0 k) ;

2. condition d�intégrabilité :

E

�
j � j2 +

Z T

0

j f (r; 0; 0) j2 dr
�
<1:

Nous commençons par un cas trés simple, celui où f ne dépend ni de y ni de z i.e. On se

12



Chapitre 2. Equations di¤érentielles stochastiques rétrogrades

donne � de carré intégrable et un processus fFtg0�t�Tdans M 2
�
Rk�d

�
et on veut trouver

une solution de l�EDSR

Yt = � +

Z T

0

Frdr �
Z T

t

ZrdWr; 0 � t � T: (2.2)

Lemme 2.2.1 Soient � 2 L2 (FT ) et fFtg0�t�T 2 M 2
�
Rk
�
: L�EDSR 2.2 possède une

unique solution (Y; Z) telle que Z 2 M 2:

Preuve. Supposons dans un premier temps que (Y; Z) soit une solution véri�ant Z 2 M 2:

Si on prend l�espérance conditionnelle sachant Ft; on a nécessairement,

Yt = E

�
� +

Z T

t

Frdr j Ft
�
:

On dé�nit donc Y à l�aide de la formule précédente et il reste à trouver Z. Remarquons

que, d�aprés le théorème de Fubini, comme F est progressivement mesurable,
R t
0
Frdr est

un processus adapté à la �ltration fFtgt2[0;T ] ; en fait dans S 2c puisque F est de carré

intégrable. On a alors, pour tout t 2 [0; T ] ;

Yt = E

�
� +

Z T

0

Frdr j Ft
�
�
Z t

0

Frdr :=Mt �
Z t

0

Frdr:

M est une martingale brownienne ; via le théorème de représentation des martingales

brownienne on construit un processus Z appartenant à M 2 tel que :

Yt =Mt �
Z t

0

Frdr =M0 +

Z t

0

ZrdWr �
Z t

0

Frdr:

On véri�e facilement que (Y; Z) ainsi construit est une solution de l�EDSR étudiée puisque

13
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comme YT = �;

Yt � � =M0 +

Z t

0

ZrdWr �
Z t

0

Frdr �
�
M0 +

Z T

0

ZrdWr �
Z T

0

Frdr

�
=

Z T

t

Frdr �
Z T

t

ZrdWr:

L�unicité est évidente pour les solutions véri�ant Z 2 M 2:

Nous montrons à présent le théorème de Pardoux et Peng.

Théorème 2.2.1 PARDOUX-PENG 90. Sous l�hypothèse (L), l�EDSR 2.1 possède une

unique solution (Y; Z) telle que Z 2 M 2:

Preuve. Nous utilisons un argument du point �xe dans l�espace de Banach B2 en construi-

sant une application 	 de B2 dans lui-même de sorte que (Y; Z) 2 B2 est solution de

l�EDSR 2.1 si et seulement si c�est un point �xe de 	:

Pour (U; V ) élément de B2, on dé�nit (Y; Z) = 	 (U; V ) comme étant la solution de

l�EDSR :

Yt = � +

Z T

t

f (r; Ur; Vr) dr �
Z T

t

ZrdWr; 0 � t � T:

On remarque que cette dernière EDSR possède une unique solution qui est dans B2. En

e¤et, posons Fr = f (r; Ur; Vr). Ce processus appartient à M 2 puisque, f étant Lipschitz,

j Fr j�j f (r; 0; 0) j +� j Ur j +� k Vr k;

et ces trois derniers processus sont de carré intégrable. Par suite, nous pouvons appliquer le

Lemme 2.2.1 pour obtenir une unique solution (Y; Z) telle que Z 2 M 2: (Y; Z) appartient

à B2 : l�intégralité de Z est obtenue par construction et, d�aprés la proposition 2.1.1, Y

appartient à S 2c :

L�application 	 de B2 dans lui-même est donc bien dé�nie.

14
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Soient (U; V ) et (U 0; V 0) deux éléments de B2 et (Y; Z) = 	 (U; V ) ; (Y 0; Z 0) = 	 (U 0; V 0) :

Notons y = Y � Y 0 et z = Z � Z 0: On a yT = 0 et

dyt = �ff (t; Ut; Vt)� f (t; U 0t ; V 0t )g dt� ztdWt:

On applique la formule d�Itô à e�t j yt j2 pour obtenir :

d
�
e�t j yt j2

�
= �e�t j yt j2 dt�2e�tyt: ff (t; Ut; Vt)� f (t; U 0t ; V 0t )g dt+2e�tyt:ztdWt+e

�t k zt k2 dt:

Par conséquent, intégrant entre t et T , on obtient :

e�t j yt j2 +
R T
t
e�r k zr k2 dr =

R T
t
e�r (�� j yr j2 +2yr: ff (r; Ur; Vr)� f (r; U 0r; V 0r )g) dr

�
R T
t
2e�ryr:zrdWr;

et, comme f est Lipschitz, il vient, notant u et v pour U � U 0 et V � V 0 respectivement,

e�t j yt j2 +
R T
t
e�r k zr k2 dr �

R T
t
e�r(�� j yr j2 +2� j yr jj ur j +2� j yr jk vr k)dr

�
R T
t
2e�ryr:zrdWr:

Pour tout " > 0, on a 2ab � a2="+ "b2; et donc, l�inégalité précédente donne

e�t j yt j2 +
R T
t
e�r k zr k2 dr �

R T
t
e�r(��2�2=") j yr j2 dr �

R T
t
2e�ryr:zrdWr

+"
R T
t
e�r (j ur j2 + k vr k2) dr;

et prenant � = 2�2=", on a, notant R" = "
R T
t
e�r (j ur j2 + k vr k2) dr;

8t 2 [0; T ] ; e�t j yt j2 +
Z T

t

e�r k zr k2 dr � R" � 2
Z T

t

e�ryr:zrdWr: (2.3)

D�aprés le Lemme 2.1.1, la martingale locale
nR T

t
e�ryr:zrdWr:

o
t2[0;T ]

en réalité est une

martingale nulle en 0 puisque Y; Y 0 appartiennent à M 2:
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En particulier, prenant l�espérance - ce qui fait partir l�intégrale stochastique via la re-

marque précédente -, on obtient facilement, pour t = 0;

E

�Z T

0

e�r k zr k2 dr
�
� E [R"] : (2.4)

Revenant à l�inégalité 2.3, les inégalités BDG fournissent - avec C universelle -,

E

�
sup
0�t�T

e�t j yt j2
�
� E [R"] + CE

�
(

Z T

0

e2�r j yr j2k zr k2 dr)
1
2

�
;

puis, comme ab � a2=2 + b2=2;

E

�
sup
0�t�T

e�t j yt j2
�
� E [R"] +

1

2
E

�
sup
0�t�T

e�t j yt j2
�
+
C2

2
E

�Z T

0

e�r k zr k2 dr
�
:

Prenant en considération l�inégalité 2.4, on obtient �nalement

E

�
sup
0�t�T

e�t j yt j2 +
Z T

0

e�r k zr k2 dr
�
�
�
3 + C2

�
E [R"] ;

et par suite, revenant à la dé�nition de R";

E

�
sup
0�t�T

e�t j yt j2 +
Z T

0

e�r k zr k2 dr
�
� "

�
3 + C2

�
(1 _ T )E

�
sup
0�t�T

e�t j ut j2 +
Z T

0

e�r k vr k2 dr
�
:

Prenons " tel que " (3 + C2) (1 _ T ) = 1=2; de sorte que l�application 	 est alors une

contraction stricte de B2 dans lui-même si on le munit de la norme

k (U; V ) k�= E
�
sup
0�t�T

e�t j Ut j2 +
Z T

0

e�r k Vr k2 dr
� 1
2

;

qui en fait un espace de Banach - cette dernière norme étant équivalente à la norme usuelle

correspondant au cas � = 0: 	 possède donc un unique point �xe, ce qui assure l�existence

et l�unicité d�une solution de l�EDSR 2.1 dans B2:
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On obtient ensuite une unique solution véri�ant Z 2 M 2 puisque la proposition 2.1.1

implique qu�un telle solution appartient à B2:

Remarque 2.2.1 1/ A partir de maintenant et sans plus insister, l�expression ��la so-

lution de l�EDSR �� signi�era la solution de l�EDSR véri�ant Z 2 M 2:

2/ Nous allons voir que le rôle de Z, plus précisément celui du terme
R T
t
ZrdWr est de

rendre le processus Y adapté et que lorsque ceci n�est pas nécessaire Z est nul.
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Chapitre 3

Existence de contrôle optimal pour

les équations di¤érentielles

stochastiques progressives

rétrogrades (EDSPRs)

Les résultats de ce chapitre ont été fait par K. Bahlali et al [2]

Dans ce chapitre nous allons donner la démonstration de l�existence de contrôle optimal

relaxé pour les équations di¤érentielles stochastiques progréssives rétrogrades dans le cas

où les coe¢ cients b; � et f sont Lipschitziens et le processus de di¤usion ne dépond pas de

contrôle. La preuve d�existence d�un contrôle optimal relaxé est basée sur des arguments

de tension des lois associées aux processus en question et une version du théorème de

représentation de Skorokhod dans l�espaceD (des processus càdlàg) muni par la S-topologie

de Jakubowski [1] : Cette topologie est plus faible que la topologie de Skorokhod, mais les

critères de tension sont plus simple à véri�és. Ces critères de tension sont les mêmes que

ceux utilisés dans la topologie de Meyer et Zheng [4] :
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Chapitre 3.Existence de contrôle optimal pour les équations di¤érentielles stochastiques
progressives rétrogrades (EDSPRs)

3.1 Existence de contrôle optimal pour les EDSPRs

3.1.1 Formulation du problème et hypothèses

On considère le problème du contrôle stochastique optimal d�un système gouverné par l�

EDSPR suivante :

8>>>>>>><>>>>>>>:

dXt = b (t;Xt; ut) dt+ � (t;Xt) dWt;

x0 = x;

�dYt = f (t;Xt; Yt; ut) dt� ZtdWt � dMt;

yT = g (xT ) ; hM;W it = 0; t 2 [0T ] ;

(3.1)

ou, sous la forme intègrale suivante :

Xt = x+

Z t

0

b (s;Xs; Ys; us) ds+

Z t

0

� (s;Xs) dWs; (3.2)

Yt = g (XT ) +

Z T

t

f (s;Xs; Ys; us) ds+

Z T

t

ZsdWs � (MT �Mt): (3.3)

où u est un processus progressivement mesurable à valeurs dans un métrique compact A,

(Wt; t � 0) est un mouvement Brownien d-dimensionnel dé�ni dans un espace probabilité

�ltré
�

;F ; (Ft)t�0 ; P

�
véri�ant les conditions usuelles,X; Y; Z sont des processus adaptés

et de carré intégrable et M est une martingale orthogonale à W .

La fonction de coût à minimiser est donnée par :

J (u) = E

�
l (Y0) +

Z T

0

h (t;Xt; Yt; ut) dt

�
;

Supposons que :

(A1)
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b : [0; T ]� Rk � Rk � A! Rk;

� : [0; T ]� Rk ! Rk�d;

f : [0; T ]� Rk � Rk � A! Rk;

g : [0; T ]� Rk ! Rk;

sont des fonctions mesurables et continues. De plus on suppose qu�il existe une constante

K1 > 0 telle que pour tout (t; x; y; u) 2 [0; T ]� Rk � Rk � A;

j b (t; x; u) j + j � (t; x) j + j g (x) j� K1 (1+ j x j)

j f (t; x; y; u) j� K1 (1+ j x j + j y j)

(A2) Il existe une constante K > 0 telle que pour tout t 2 [0; T ] ; tout x; x0 2 Rk et tout

y; y0 2 Rk;

j f (t; x; y; u)� f (t; x0; y0; u) j� K (j x� x0 j + j y � y0 j) ;

j b (t; x; u)� b (t; x0; u) j� K j x� x0 j;

j � (t; x)� � (t; x0) j� K j x� x0 j :

(A3)

h : [0; T ]� Rk � Rk � A! Rk;

l : Rk ! R;

sont deux fonctions continues à croissance linéaire en (x; y) uniformement en (t; a). De

plus, on suppose que h := h (t; x; y; a) est Lipschitzienne en (x; y) uniformement en (t; a) :
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Dans la suite on note par :

U : l�ensemble de tous les contrôles admissibles.

C
�
[0:T ] ;Rk

�
: l�espace des fonctions continues de [0; T ] dans Rk, muni par la topologie de

la convergence uniforme.

D
�
[0; T ] ;Rk

�
: l�espace de Skorokhod des fonctions (càdlàg) dé�nissent de [0; T ] dans Rk;

sont les fonctions continues à droite et a limite à gauche.

M 2
�
t; T ;Rk�d

�
:=
n
Z : [0; T ]� 
! Rk�d; Z progressivement mesurable : E

R T
0
k Zt k2 dt <1

o
:

S 2
�
t; T;Rk

�
:=

�
Y : [0; T ]� 
! Rd; Y progressivement mesurable : E

�
sup
0�t�T

j Yt j2
�
<1

�
:

3.1.2 Le problème de contrôle relaxé

On sait qu�en théorie du contrôle stochastique dans le cas d�absence d�hypothèses sup-

plimentaires de convexité sur les coe¢ cients, le problème de contrôle ne possède pas de

solution optimale. L�idée serait d�injecter la classe U des contrôles admissibles dans un

espace plus large R des contrôles relaxés dans lequel le controlleur choisit à l�instant t une

mesure de probabilité qt (da) au lieu d�un élément ut 2 A:

C�est-à-dire dans le modèl relaxé, l�ensemble A des valeurs des processus ut est remplacé

par P (A) l�ensemble des valeurs du processus qt où P (A) est l�espace des mesures de

probabilités sur A muni de la topologie de la convergence faible.

Ce nouvel espace des contrôles relaxés, possède de bonnes propriétés de compacité et de

convexité.

Soit V l�ensemble des mesures sur [0; T ]� A; dont la projection sur [0; T ]coincide avec la

mesure de Lebesgue dt. Muni de la topologie de la convergence stable des mesures, V est un

espace compact métrsable voir Jacod et Mémin [3] : La convergence stable est preconisée

pour les fonctions mesures bornées h (t; a) telles que pour chaque t 2 [0; T ] ; h (t; :) soit

continue.

Dans ce cas le système est gouverné par l�équation di¤érentielle stochastique progressive

rétrograde suivante :
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8><>: Xt = x+
R t
0

R
A
b (s;Xs; a) qs (da) ds+

R t
0
� (s;Xs) dWs;

Yt = g (XT ) +
R T
t

R
A
f (s;Xs; Ys; a) qs (da) ds�

R T
t
ZsdWs � (MT �Mt) ;

(3.4)

où M est une martingale orthogonale à W:

La fonction coût associée au contrôle relaxé q est dé�nie par :

J (q) = E

�
l (Y0) +

Z T

0

Z
A

h (t;Xt; Yt; a) qt (da) dt

�
; (3.5)

Sous l�hypothèses (A1)et (A2) ; le système 3.4 possède une unique solution

(Xt; Yt; Zt) 2
�
S 2
�
t; T ;Rk

��2 � �M 2
�
t; T ;Rk�d

��
:

3.2 L�existence d�un contrôle optimal relaxé

Dans cette partie et moyenant d�un théorème de tension et le théorème de représentation de

Skorokhod dans l�espaceD (des porocessus càdlàg ) muni par la S-topologie de Jakubowski

[1], on démontrera l�existence d�un contrôle optimal relaxé minimisant le coût J (q) sur

l�ensemble R des contrôles relaxés.

Notre résultat dans ce chapitre donné par

Théorème 3.2.1 Sous les hypothèses (A1) ; (A2) et (A3), il existe un contrôle relaxé q 2

R tel que :

J (q) = inf
�2R
J (�) :

Pour prouver ce théorème, on a besoin de quelques résultats de tension des lois associées

aux processus en question.
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3.2.1 Les résultats de tension

Soit (qn)n�0 une suite minimisante, (c�est-à-dire limn!1
J (qn) = inf

�2R
J (�)). Soit (Xn; Y n; Zn)

la solution unique de l�EDSPR suivante :

8><>: Xn
t = x+

R t
0

R
A
b (s;Xn

s ; a) q
n
s (da) ds+

R t
0
� (s;Xn

s ) dWs;

Y nt = g (Xn
T ) +

R T
t

R
A
f (s;Xn

s ; Y
n
s ; a) q

n
s (da) ds�

R T
t
Zns dWs;

(3.6)

Proposition 3.2.1 Soit (Xn; Y n; Zn) la solution unique de l�équation 3.6.Il existe une

constante positive C telle que :

sup
n
E

�
sup
0�t�T

j Y nt j2 +
Z T

t

j Zns j2 ds
�
< C (3.7)

Preuve. Soit (qn)n�0 une suite minimisante. Utilisant l�hypothèse (A1). Il est facile de

trouver :

sup
n

�
E

�
sup
0�t�T

j Xn
t j2
��

<1 (3.8)

D�aprés l�inégalité de Burkholder-Davis-Gundy et l�inégalité de Schwartz la martingale

locale
R T
t
Y ns Z

n
s dws est une martingale uniformément intégrable.

Alors, en trouvant d�aprés l�hypothèse (A1) et l�application de la formule d�Itô à j Y nt j2

que

E

�
j Y nt j2 +

Z T

t

j Zns j2 ds
�
= E

�
j g (Xn

T ) j2 +2
Z T

t

Z
A

hY ns ; f (s;Xn
s ; Y

n
s ; a)iqns (da) ds

�
;

donc,

E
�
j Y nt j2 +

R T
t
j Zns j2 ds

�
� E (j g (Xn

T ) j2) + E
�R T

t
j Y ns j2 ds

�
+E

�R T
t

R
A
j f (s;Xn

s ; Y
n
s ; a) j2 qns (da) ds

�
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ce qui nous donne d�aprés le lemme de Gronwall que :

sup
n
E

�
sup
0�t�T

j Y nt j2 +
Z T

t

j Zns j2 ds
�
<1

Proposition 3.2.2 Soit (Xn; Y n; Zn) la solution unique de l�équation 3.4 la suite
�
Y n;

R :
0
Zns dWs

�
est tendue dans l�espace D

�
[0; T ] ;Rk

�
�D

�
[0; T ] ;Rk

�
muni par la S�topologie.

Preuve. Soit

0 = t0 < t1 < ::: < tn = T

En dé�nissant la variation conditionnelle par

CVt (Y
n) := supE

"X
i

j E
�
Y nti+1 � Y

n
ti

�
�FW

ti
j
#
;

où en prenant le "sup" sur les partitions de l�intervalle [0; T ] etFW
t la �ltration Brownienne.

D�aprés l�utilisation des mêmes techniques que ceux utilisées dans le travail de Pardoux

[5] ;on peut trouver que

CVt (Y
n) � E

�Z T

0

Z
A

f (s;Xn
s ; Y

n
s ; a) q

n
s (da) ds

�

Donc, d�aprés 3.7 et 3.8 on obtient :

sup
n

�
CVt (Y

n) + sup
0�t�T

j Y nt j + sup
0�t�T

E j
Z t

0

Zns dWs j
�
<1: (3.9)

Ce qui nous prouve que les deux suites fY ng et
�R :

0
Zns dWs

	
véri�ant les critères de tension

de Meyer et Zheng [4] :

Lemme 3.2.1 la famille des contrôles relaxés (qn)n�0 est tendue dans l�espace V:
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Preuve. [0; T ] � A est compact, alors d�aprés le théorème de Prokhorov, l�espace V des

mesures de probabilités sur [0; T ]�A est aussi compact pour la topologie de la convergence

faible. D�aprés le fait que qn; n � 0 est une variable aléatoire à valeurs dans l�ensemble

compact V; alors la famille des distributions associée à (qn)n�0est tendue.

Proposition 3.2.3 Soit Xn
t la solution de l�EDS suivante :

Xn
t =

Z t

0

Z
A

b (s;Xn
s ; a) q

n
s (da) ds+

Z t

0

� (s;Xn
s ) dWs: (3.10)

Alors, la suite des processus (Xn;W ) est tendue dans l�espace C
�
[0; T ] ;Rk

�
�C

�
[0; T ] ;Rk

�
muni par la topologie de la convergence uniforme.

Preuve. Soit p > 0 et pour tout s < t. En utilisant des arguments habituels de calcul

stochastique et le fait que les coe¢ cients b et � sont bornés, pour trouver que :

E
�
j Xn

t �Xn
s j2p

�
� Cp j t� s jp;

c�est-à-dire que la suite (Xn) véri�ant les critères de tension de Kolmogorov, alors on a la

tension du (Xn; n � 0) :

Par le même argument on trouve que (W ) est tendue.

Lemme 3.2.2 (Théorème de représentation de Skorokhod) Soit (D; S) est l�éspace

topologique dont il existe une famille dénombrable des fonctions S- continues séparants les

points dans X. Soit f�ngn2N est une suite des lois uniformément tendue dans D. Pour

toute sous-suite fXnkg on peut trouver une sous-suite
n
Xnkl

o
et un processus fYlg tel

que :

YlsXnkl
; l = 1; 2; :::

pour tout r 2 [0; T ]

Yl (r)!S Y0 (r) , lorsque l!1:
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progressives rétrogrades (EDSPRs)

et pour tout � > 0; il existe un sous-ensemble S-compact K� � D tel que :

P (fw 2 [0; T ] : Yl (w) 2 K�; l = 1; 2; :::g) > 1� �

Lemme 3.2.3 Soit (Xn;Mn) un processus de D
�
[0; T ] ;Rk

�
qui converge vers (X;M)

dans la S-topologie. Soit
�
FXn

t

�
t�0 la �ltration minimale complète de X

n( resp de X).

On suppose que sup
n
E

�
sup
0�t�T

jMn
t j
2

�
< CT , Mn est une martingale et M est FX-adapté.

Alors M est une FX-martingale.

Démonstration du théorème 3.2.1. Soit (qn)n�0 une suite minimisante et le triple

(Xn; Y n; Zn) est la solution unique de l�EDSPR suivante :

8><>: Xn
t = x+

R t
0

R
A
b (s;Xn

s ; a) q
n
s (da) ds+

R t
0
� (s;Xn

s ) dWs:

Y nt = g (Xn
T ) +

R T
t

R
A
f (s;Xn

s ; Y
n
s ; a) q

n
s (da) ds� (Mn

T �Mn
t ) ;

(3.11)

où Mn
t :=

R t
0
Zns dWs; et

lim
n!1

J (qn) = lim
n!1

E

�
l (Y n0 ) +

Z T

0

Z
A

h (t;Xn
t ; Y

n
t ; a) q

n
t (da) dt

�
= �: (3.12)

D�aprés la proposition 3.2.2, le lemme 3.2.1 et la proposition 3.2.3 nous obtenons que la

suite des processus


n = (Xn;W; qn; Y n;Mn) ;

est tendue dans l�espace

� =
�
C
�
[0; T ] ;Rk

��2 � V � �D �[0; T ] ;Rk��2 ;
muni par le produit de la topologie de convergence uniforme pour le premier facteur, la

topologie de convergence stable des mesures pour le deuxième facteur et la S�topologie

pour le troisième facteur.
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D�aprés la version de théorème de représentation de Skorokhod, présentée par Jakubowski

[1] (voir Lemme 3:2:2), il existe un espace de probabilité
�
^


;
^

F ;
^

P

�
; et deux suites

^


n =

�
^

Xn;
^

W n;
^

qn;
^

Y n;
^

Mn

�
et

^

 =

�
^

X;
^

W;
^
q;

^

Y ;
^

M

�

dé�nies sur cet espace telle que :

i) Pour tout n 2 N; lois (
n) = lois
�

^


n
�
:

ii) Il existe une sous-suite

 
^


nk

!
de
�

^


n
�
; qui on peut la notée par

�
^


n
�
, et qui converge

vers
^

;

^

P � p:s: dans l�espace �;

iii) La suite �
^

Y nt ;
^

Mn
t

�
converge vers

�
^

Yt;
^

Mt

�
; dt�

^

P � p:s:;

avec �
^

Y nt ;
^

Mn
t

�
converge vers

�
^

Yt;
^

Mt

�
lorsque n!1;

^

P � p:s:

iv) Et

sup
0�t�T

j
^

Xn
t �

^

X j! 0; lorsque n!1;
^

P � p:s:

D�aprés la propriété (i), on a :

8>><>>:
^

Xn
t = x+

R t
0

R
A
b

�
s;

^

Xn
s ; a

�
^

qns (da) ds+
R t
0
�

�
s;

^

Xn
s

�
d

^

W n
s ; t > 0;

^

Y nt = g

�
^

Xn
T

�
+
R T
t

R
A
f

�
s;

^

Xn
s ;

^

Y ns ; a

�
^

qns (da) ds�
�

^

Mn
T �

^

Mn
t

�
; t 2 [0; T ] ;

(3.13)

où
^

Mn
t :=

R t
0

^

Zns d
^

W n
s ; et

^

Y n0 = g

�
^

Xn
T

�
+

Z T

0

Z
A

f

�
s;

^

Xn
s ;

^

Y ns ; a

�
^

qns (da) ds�
�

^

Mn
T �

^

Mn
0

�
:

Etape 1 : Passage à la limite

D�aprés les propriétés (ii) ; (iii) ; (iv; ) l�hypothèses (A1) ; (A2) ; et par passage à la limite
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dans l�EDSPR 3.14 on trouve qu�il existe un ensemble dénombrable D � [0; T ) tel que

8>><>>:
^

Xn
t = x+

R t
0

R
A
b

�
s;

^

Xs; a

�
^
qs (da) ds+

R t
0
�

�
s;

^

Xs

�
d
^

Ws; t > 0

^

Y nt = g

�
^

XT

�
+
R T
t

R
A
f

�
s;

^

Xs;
^

Ys; a

�
^
qs (da) ds�

�
^

MT �
^

Mt

�
; t 2 [0; T ] nD;

(3.14)
^

Y0 = g

�
^

XT

�
+

Z T

0

Z
A

f

�
s;

^

Xs;
^

Ys; a

�
^
qs (da) ds�

^

MT :

Soit r 2 [0; T ] donc, il existe une suite rn 2 [0; T ]�D tel que rn & r;d�aprés le fait que

les processus
^

Y et
^

M sont "càdlàg", on a :

lim
n!1

^

Y rn =
^

Y r;

lim
n!1

^

M rn =
^

M r;

et

lim
n!1

Z T

rn

Z
A

f

�
s;

^

Xs;
^

Ys; a

�
^
qs (da) ds =

Z T

r

Z
A

f

�
s;

^

Xs;
^

Ys; a

�
^
qs (da) ds

Alors, on obtient pour tout r 2 [0; T ]

^

Yr = g

�
^

XT

�
+

Z T

r

Z
A

f

�
s;

^

Xs;
^

Ys; a

�
^
qs (da) ds�

�
^

MT �
^

Mt

�
(3.15)

Puisque tous les passages à la limite précédents (passage de l�équation 3.13 à l�équation

3.14) ont été prouvés par les mêmes arguments, en expliquant maintenant l�un de ces

passages à la limite

lim
n!1

Z T

t

Z
A

f

�
s;

^

Xn
s ;

^

Y ns ; a

�
^

qns (da) ds =

Z T

t

Z
A

f

�
s;

^

Xs;
^

Ys; a

�
^
qs (da) ds: (3.16)
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Utilisant les propriétés (i) ; (ii) ; (iv) ; le lemme de Fatou et le lemme 3.2.1, pour prouver

qu�il existe une constante positive C telle que :

^

E

�Z T

0

�
j
^

Xs j2 + j
^

Ys j2
�
ds

�
� C: (3.17)

D�autre part, on a

j
Z T

t

Z
A

f

�
s;

^

Xn
s ;

^

Y ns ; a

�
^

qns (da) ds�
Z T

t

Z
A

f

�
s;

^

Xs;
^

Ys; a

�
^
qs (da) ds j= I (n) + J (n) :

où

I (n) :=j
Z T

t

Z
A

f

�
s;

^

Xn
s ;

^

Y ns ; a

�
^

qns (da) ds�
Z T

t

Z
A

f

�
s;

^

Xs;
^

Ys; a

�
^
qs (da) ds j

et

J (n) :=j
Z T

t

Z
A

f

�
s;

^

Xs;
^

Ys; a

�
^

qns (da) ds�
Z T

t

Z
A

f

�
s;

^

Xs;
^

Ys; a

�
^
qs (da) ds j :

Prouvant que I (n) converge vers 0 en probabilité. Soit " > 0; en utilisant l�hypothèse (A2)

on obtient,

^

P

�
j
Z T

t

Z
A

f

�
s;

^

Xn
s ;

^

Y ns ; a

�
^

qns (da) ds�
Z T

t

Z
A

f

�
s;

^

Xs;
^

Ys; a

�
^

qns (da) ds j> "
�

� 1

"

^

E

Z T

t

j f
�
s;

^

Xn
s ;

^

Y ns ; a

�
� f

�
s;

^

Xs;
^

Ys; a

�
j ds

� K

"

�
^

E

Z T

t

j
^

Xn
s �

^

Xs j ds+
^

E

Z T

t

j
^

Y ns �
^

Ys j ds
�

Ensuite, les propriétés (i) ; (iv) et lemme 3.2.1 nous permètre a prouver que

^

E

Z T

t

j
^

Xn
s �

^

Xs j ds+
^

E

Z T

t

j
^

Y ns �
^

Ys j ds! 0
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quand n tend vers l�in�ni, ce qui implique que I (n) converge vers 0 en probabilité.

Prouvons maintenant que J (n) converge vers 0 en probabilité.

Soit R > 0 et, posons

B :=

�
j
^

Xs j + j
^

Ys j� R
�

et
�
B := 
�B:

On a

j
Z T

t

Z
A

f

�
s;

^

Xs;
^

Ys; a

�
^

qns (da) ds�
Z T

t

Z
A

f

�
s;

^

Xs;
^

Ys; a

�
^
qs (da) ds j= I1 (n) + J1 (n)

où

I1 (n) :=j
Z T

t

Z
A

f

�
s;

^

Xs;
^

Ys; a

�
1B

^

qns (da) ds�
Z T

t

Z
A

f

�
s;

^

Xs;
^

Ys; a

�
1B

^
qs (da) ds j :

J1 (n) :=j
Z T

t

Z
A

f

�
s;

^

Xs;
^

Ys; a

�
1�
B

^

qns (da) ds�
Z T

t

Z
A

f

�
s;

^

Xs;
^

Ys; a

�
1�
B

^
qs (da) ds j :

Comme la fonction (s; a) 7! f

�
s;

^

Xs;
^

Ys; a

�
1B est bornée, mesurable en (s; a) et continue

en a; on obtient d�aprés la propriété (ii) que I1 (n) tend vers 0 en probabilité quand n

tend vers 1:

Il nous reste à prouver que J1 (n) tend vers 0 en probabilité quand n tend vers 1: On a

^

E [J1 (n)] =
^

E

�
j
R T
t

R
A
f

�
s;

^

Xs;
^

Ys; a

�
1�
B

^

qns (da) ds� f
�
s;

^

Xs;
^

Ys; a

�
1�
B

^
qs (da) ds j

�
�

^

E
R T
t
j f
�
s;

^

Xs;
^

Ys; a

�
j 1�

B
ds+

^

E
R T
t
j f
�
s;

^

Xs;
^

Ys; a

�
j 1�

B
ds

� K
0

R2

^

E
R T
t

�
j
^

Xs j2 + j
^

Ys j2
�
ds

on passe successivement à la limite en n et R, pour trouver que lim
n!1

J1 (n) = 0 en proba-

bilité, ce qui prouve 3.16.

Etape 2 : Identi�cation de la limite
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Propriété du martingale pour la limite

On note par
^

Fs = F
^
X;

^
Y ;

^
q

s la �ltration minimale admissible et complète engendrée par�
^

Xr;
^

Yr;
^
qr; r � s

�
:

On combine entre l�estimation uniforme, Lemme 3.2.3; on trouve que
^

M est
^

Fs�martingale.

Alors, d�aprés le théorème de décomposition des martingales, il existe un processusn�
^

Zt

�
t

2 M 2
�
t; T ;Rk�d

�
tel que

^

Mt =

Z t

0

^

Zsd
^

Ws +
^

Nt; avec h
^

N;
^

W it = 0;

donc
^

MT �
^

Mt =

Z T

t

^

Zsd
^

Ws +

�
^

NT �
^

Nt

�
:

ce qui implique

^

Yt = g

�
^

XT

�
+

Z T

t

Z
A

f

�
s;

^

Xs;
^

Ys; a

�
^
qs (da) ds�

Z T

t

^

Zsd
^

Ws �
�

^

MT �
^

Mt

�
;

où
^

N est une martingale orthogonale à
^

W:

Etape 3 :
^
q est un contrôle optimal

On a d�aprés les propriétés (i) ; (iv) et l�hypothèse (A3) que

J (qn) = E

�
l (Y n0 ) +

Z T

0

Z
A

h (t;Xn
t ; Y

n
t ; a) q

n
s (da) dt

�
;

=
^

E

�
l

�
^

Y n0

�
+

Z T

0

Z
A

h

�
t;

^

Xn
t ;

^

Y nt ; a

�
^

qnt (da) dt

�
;
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où
^

E est l�espérance relativement à
^

P :

Donc

inf
q2R
J (q) = lim

n!1
J (qn)

= lim
n!1

E

�
l (Y n0 ) +

Z T

0

Z
A

h (t;Xn
t ; Y

n
t ; a) q

n
s (da) dt

�
= �;

alors

lim
n!1

^

E

�
l

�
^

Y n0

�
+

Z T

0

Z
A

h

�
t;

^

Xn
t ;

^

Y nt ; a

�
^

qnt (da) dt

�
= � (3.18)

D�autre part, d�aprés les propriétés (ii) ; (iii) ; (iv) ; le fait que l est continue et h est

uniformément Lipschitzienne en (x; y) ; par passage à la limite et par la même méthode

utilisée dans 3.16 on peut trouver que

lim
n!1

^

E

�
l

�
^

Y n0

�
+

Z T

0

Z
A

h

�
t;

^

Xn
t ;

^

Y nt ; a

�
^

qnt (da) dt

�

=
^

E

�
l

�
^

Y0

�
+

Z T

0

Z
A

h

�
t;

^

Xt;
^

Yt; a

�
^
qt (da) dt

�
;

et d�aprés l�unicité de la limite et l�égalité 3.17 on obtient

^

E

�
l

�
^

Y0

�
+

Z T

0

Z
A

h

�
t;

^

Xt;
^

Yt; a

�
^
qt (da) dt

�
= �;

ce qui implique

J
�
^
q
�
= inf

q2R
J (q) = �: (3.19)

Alors,
^
q est un cotrôle optimal relaxé.
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Conclusion

Dans ce mémoire nous avons considérées le problème d�éxistence de contrôle optimal relaxé

pour les équations di¤érentielles stochastiques rétrogrades (EDSRs). Nous avons étudiés

le problème de contrôle relaxé pour lesquels des contrôles admissibles sont des mesures de

probabilités est regi par des équations di¤érentielles stochastiques rétrogrades. la méthode

de démonstration est basée sur des arguments de tension des lois associées à la suite de

processus (Xn; Y n;W; q) et le théorème de représentation de Skorokhod.

Il était intéressant de voir comment généraliser ce résultat d�éxistence de contrôle optimal

relaxé pour les équations di¤érentielles stochastiques progressives rétrogrades (EDSPRs).
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Annexe B : Abréviations et

Notations

Les di¤érentes abréVariations et notations utilisées tout au long de ce mémoire sont ex-

pliquées ci-dessous.

U : l�ensemble de tous les contrôles admissibles.

C
�
[0:T ] ;Rd

�
:

l�espace des fonctions continues de [0; T ] dans Rd, muni par la topologie

de la convergence uniforme.

D
�
[0; T ] ;Rk

�
:

l�espace de Skorokhod des fonctions (càdlàg) dé�nissent de [0; T ] dans Rk,

sont les fonctions continues à droite et a limite à gauche.

M 2
�
t; T ;Rd�k

�
:=

n
Y : [0; T ]� 
! Rd�k; Y progressivement mesurable : E

R T
0
j Yt j2 dt <1

o
S 2
�
t; T;Rd

�
:=

�
Z : [0; T ]� 
! Rd; Z progressivement mesurable : E

�
sup
0�t�T

j Zt j2
�
<1

�
:
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