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Introduction

La géométrie est la branche des mathématiques qui étudie les formes et les figures dans
I’espace, leurs relations entre elles et leurs propriétés.

Il ya la géométrie analytique ayant recours avec le calcul algébrique et analytique ; elle fa-
cilite I’étude des propriétés géométriques des courbes et des surfaces et leur représentation
géométrique.

Il ya aussi la géométrie différentielle qui étude les proprités locales ( au voisinage d’'un
point ) et intrinseques des courbes et des surfaces.

L’un des applications de la géométrie différentielle est la géodisie qui étudie la forme de la
terre et dans ce but elle substitue a la surface topographique des surfaces plus ou moins
réguliéres. Dans ce mémoire on va étudier les courbes et les surfaces differentiables. Il est
composé de trois chapitres, dans le premier chapitre nous étudions les courbes paramétrées
( absisse curviligne, repere de Frénét, propriétés métriques,...), dans le deuxiéme on s’in-
teresse au surfaces paramétrées ( surface régulier, éléments différentielle, ...)

En fin, le troisiéme chapitre est consacré a I'étude de l'intégrale curvilligne et ces pro-

priétées



Chapitre 1

Courbes paramétrées

1.1 Généralités

Une courbe dans I’espace de dimension n est un objet qui peut étre décrit par un point
qui évolue au cours du temps. Autrement dit, il suffit d’'un parametre pour le décrire, le
temps. On dit d’un tel objet qu’il est 1-dimensionnel. Le fait de décrire une courbe par
un parametre qui évolue revient a considérer une application r : I — R". Quand le
parametre ¢ parcourt U'intervalle I, le point r(t) parcourt la courbe. Une telle application
r est une courbe paramétrée. On se concentre ici sur ’étude des courbes paramétrées de

R? et de R?

1.2 Préliminaire

Nous utiliserons les notations usuelles des ensembles classiques nous notons donc N, Z et
R les ensembles des nombres naturels, entiers et réels, ceci implique que, pour n € N, nous

avons la notation :

R" ={x = (z1,29,...,2,) Jr1 E R,z €R,... z,, € R}



Chapitre 1. Courbes paramétrées

Par ailleurs, I'ennsemble R™ est considéré avec 1'addition de la multiplication avec des
nombres reéls, auterement dit, pour z = (1, T9,...,2,), ¥ = (Y1,Y2,...,Yn) €t k € R,

nous définissons :
r+y=(r14+y,r2+ve, .., Tnt+yn), kr=(kxy kxs, ... kx,)

Certains point seront spécifés :

e =(1,0,0...,0), ¢€*=(0,1,0...,0),... , €"=(0,0,0.....,1)

Nous considérons le produit scalaire standard :

(2,y) = 2191+ Taya -+ TnlYn = D Tl
=1

Ainsi que la norme et la distance induites par ce produit scalaire :

N |—=

el = (,2)2,  dist (z,y) = [z, Y]]

Nous rapplons aussi la définition du produit exterieur dans R3, pour z = (1, xs,73),

Y = (Y1,Y2,Y3)

r1T T2 XT3
TNy = = (T2 Y3 — T3 Y2, T3 Y1 — T1 Y3, T1 Y2 — T2 Y1)
o Y2 Ys

1.3 Définitions

Définition 1.3.1 Une courbe paramétrée dans R™ est une application



Chapitre 1. Courbes paramétrées

Ou I C R est un intervalle non dégénéré et les composantes r; (i = 1...n) sont des fonctions
continues :

ri: I — R

L’ensemble C' =1 (1) = {r(t) : t € I} est appelé le support géométrique de r : [ — R™.
On dit que C est une courbe géométrique et que r (t) est une paramétrisation de C. Si

n = 2 : la courbe r est plane. Si n = 3 : la courbe r est gauche.

Remarque 1.3.1 On dit que C est une courbe géométrique et que r est une paramétrisation

de C

la courbe paramétrée comporte plus d’information que la courbe géometrique

Exemple 1.3.1

r [O, g} — R?
t —>r(t) = (cos(t),sin (1))t € [0’ g}

r est une courbe plane vy (t) = cos (t), ro (t) =sin(t), 7 (0) = (1,0), r (1) = <‘/7§, \/T§> ,

Exemple 1.3.2 Le support géométrique de la courbe paramétrée r : R — R3 donnée par

r(t) = (kcos(t),ksin(t),t), k> 0 est une hélice
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F1GURE 1.1 — Courbe gauche : une hélice

1.4 Types des courbes

1.4.1 Courbe simple

Une courbe est dite simple si elle ne se recoupe pas, autrement dit, si
V(tl,tg) < ]2,t1 7é to —r (tl) 7é r (tg)

Exemple 1.4.1 La courbe 7 (t) = (cos (t),sin (¢)) avec r : [0,27] — R? est une courbe

simple

1.4.2 Courbe fermée

Soit a,b € I avec a < b. Soit r : [a,b] — R™ une courbe paramétrée telle que r(a) = r(b).

On dit dans ce cas que C' = r([a, b]) est une courbe fermée.

Remarque 1.4.1 Une courbe simple est donc une courbe qui ne s’auto-intersecte pas,

en d’autres termes la trajectoire ne se recoupe pas (sauf éventuellement si la courbe est

5



Chapitre 1. Courbes paramétrées

fermée, auquel cas le seul point de recoupement est le point de départ qui est identique au

point d’arrivée)

1.5 Courbes régulieres et espace tangent

1.5.1 Courbes régulieres et point (réguliers,biréguliers)
Définition 1.5.1 Le point r (to) est dit réqulier si v’ (ty) # Ogn

La courbe paramétrée r est reguliére si tout point de r (1) est régulier.

Définition 1.5.2 Le point r(ty) est dit birégulier si r' (to) et r” (o) sont linéairement

indépendants dans R™
La courbe paramétrée r est birégulier si tout point de r (I) est birégulier.
Définition 1.5.3 Le point r (ty) est dit singulier si 1’ (ty) = 0.

Remarque 1.5.1 Sir: [ — R" est réguliere et si T = rop est une reparamétrisation de

r donc T est réguliere. En effet ona : 7 (t) = r' (o (t)) ¢’ (t) # Orn

1.5.2 Tangent

La tangente en un point r (¢9) & une courbe paramétrée r : I — R” est la limite des

droites passant par r (t) et r (t9) quand ¢ tend vers t,.

Définition 1.5.4 Le vecteur tangent Uy a la courbe v en r (ty) est donné par
7 (to) (1) = A() T + A1) e (¢)

avec: |A(t) € R, lime (t) = (0,0)

t—to
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FIGURE 1.2 — Tangente a une courbe paramétrée

La droite passant par r (to) et de vecteur directeur 7 est alors appelée la droite tangente

arenr(ty)

Proposition 1.5.1 Soit r : [ — R" une courbe paramétrée de classe C'Si r' (ty) # 0

alors 1’ (to) est un vecteur tangent a la courbe r en v (to) .

Preuve. Comme t est de classe C*
ona

r(t) =r(to) + (t —to) r' (to) + (t — to) e (¢) et lime(t) = (0,0)

t—to

alors

r(t) —r(to) = (t —to) 7' (to) + (t — to) e (t)

Supposons que : A (t) = (t — to)
Donc :

7 (to) () = A1) 1 (to) + A (t) € (2)
Donc : 7' (tp) est un vecteur tangent a la courbe 7 en 7 (t;). m

Remarque 1.5.2 Une courbe paramétrée réquliére admet une tangente en tous points, la

récipoque n’est pas toujours vraie.
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Exemple 1.5.1 Soit r (t) = (12, t*) avec t € R
Nous remarquons que : v = t> ; y = t* = y = 2% équation pour la parabole admet une

tangente en point (0,0) mais v/ (0) = (0,0) donc pas réguliére.

Définition 1.5.5 Demi-tangentes
Soit f : I — E une application continue et de classe C' par morceauz sur I et soit

to € I et My = f(to), si f}(to) (dérivée a droite de f enty) est non nulle, la demi-droite :
Ty={f (to) + kf;(to) , k € RT}

est une demi-tangente a droite en M.

Remarque 1.5.3 On définie de méme facon la demi-tangente a gauche.

1.6 Longueur d’une courbe

Pour mesurer la longueur d'une courbe, il existe une solution naturelle, elle se base d’ap-
procher cette longueur par le long de la ligne polygonale de sommets sur la courbe. Lorsque
la distance est réduite entre deux tétes consécutives, La longueur de la ligne polygonale

sera incliné vers la longueur de la courbe.

Définition 1.6.1 La longueur d’une courbe paramétrée r : [a,b] — R™ est donnée par :
n—1
Long (1) :sup{z |r(t:+1)—7r(t)|ineNya=tg<t) <..<t,= b}
=0
- Long (r) est fini (Long (r) < 4+00) on dit que r est rectifiable .

Théoréme 1.6.1 Soit v : [a,b] — R3 une courbe paramétrée de classe C' alors r est

rectifiable et on a :

Long (1) = [ 117" (¢) | de
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Exemple 1.6.1 La longueur de I’hélice paramétrée par r (t) = (kcos (t),ksin (t),t), k >

0 avec r: [0,27] — R3 est donnée par :

2T
Long (r) = V2 + 1dt =2nVEk? 4+ 1

0
Parce que : [r1(t) = (—ksint, kcost, 1) = v/ () [|= VK> + 1] .
Proposition 1.6.1 La longueur d’une courbe ne dépend pas du paramétrage choisi.

Preuve. Soit r une courbe et 1 : I — R" | ry: I — R" deux paramétrages de r Il existe

un reparamétrage ¢ : J — I tel que ro =ry0¢

Long (1) / | (6) || dt = / |7 (o (0) || ¢ (8) dt = / |7 (s) || ds = Long (r1)

1.7 Abscisse curviligne

En géométrie différentielle, I'abscisse curviligne est une sorte de variante algébrique de la
longueur d'un arc. On se donne une origine a partir de laquelle on calcule les longueurs,
en les munissant d’un signe pour se situer de facon bien déterminée sur la courbe : a telle
distance avant ou apres le point initial. L’abscisse curviligne est donc ’analogue, sur une

courbe, de I’abscisse sur une droite orientée.

Définition 1.7.1 Soit r : I — R"™ une courbe paramétrée de classe Clet t, € I.
L’abscisse curviligne a partir du point de parametre ty est la fonction S : I — R™ donnée

par :

/||r | dv Vtel

Définition 1.7.2 Une paramétrisation r : I — R™ d’une courbe géométrique est dite

normale (ou par abscisse curviligne) si pour tout [ti,t3] C I la longueur de la courbe

9



Chapitre 1. Courbes paramétrées

géométrique entre les points r(t1) et r(ta) est exactement (to — t1)

Long (rj, 1)) =12 —

Remarque 1.7.1 L’abscisse curviligne s (t) de la courbe géométrique r (I) est la longueur

de la courbe entre les point r (to) et ().

Remarque 1.7.2 Toute courbe parametrée réguliére (Vt € 1,1/ (t) # 0) de classe C* peut

étre paramétrie par 'abscisse curviligne.

Théoréme 1.7.1 Soient r : I — R"™ une courbe paramétrée réguliére de classe C' et ty
€ I alors l'abscisse curviligne s=' : J — I est un changement de variable admissible et

7 =ros ' :J — R" est une paramétrisation normale qui a le méme support géométrique

Exemple 1.7.1 Soit la courbe r : ]0,1] — R? définie par : ¢t — 7 (t) = (t,v/1 —1?)

L’abscisse curviligne est :

=/t 7 (o) | do
- [ e

/¢H (=)

s (t) = arcsin (

La fonction arcsin : 0, 1] — ]O, Z [est une bijection. La reparamétrisation ¥ = ros~! : ]O, z

10



Chapitre 1. Courbes paramétrées

R? est donnée par :

7(s) =r(sins)

= <sm s,1/1 — sin? (s))
= <sin s,1/1 — sin? (s))

7(s) = (sin(s),cos(s))

11



Chapitre 2

Surfaces paramétrées

2.1 Définitions

Définition 2.1.1 Une surface paramétrée de classe C* (k > 1) est une application de
classe C* F : U C R* — R® Ou U est un domaine de R* (ouvert connexe de R?).

L’ensemble

S = f(U) = {f(ur,uz) = (x(u1, uz), y(ur, ua), z(u1, uz)) , (u1,uz) € U}

est appelé le support géométrique de la surface paramétrée F :U — R3.

Exemple 2.1.1 Le cylindre, la sphére et U'hélicoide dans R3sont paramétrés respective-

ment par les fonctions

¢ (u1,u) = (rcosuy, rsinug, us),u; € (0,27, ups € I C R
¢ (ug,ug) = (rcosuirsin ug, r $in uy Sin ug, r cosug) , uy € [0,27[,uy € [0, 7|

Y (uy,uz) = (ug cos ug, uy sinug, us) , (ug, us) € U € R?

12



Chapitre 2 . Surfaces paramétrées

S

Cylindre Sphere Hélicoide

FIGURE 2.1 — Exemples de surfaces

Définition 2.1.2 Soit S C R? la surface paramétrée par f : u; X uy — R3, un repa-
ramétrage de S est une nouvelle paramétrisation g : vy x vy — R® de S obtenue en

composant [ avec un difféomorphisme
QiU XV = U XUy e g= foyp
Les nouveaux parameétres sont
(v1,02) = ¢ (w1, up)
Exemple 2.1.2 Soit S la surface paramétrée par :

f:R* — R3

(u,v) — f (u,v) = (expv, (u—v)exp (—v),u —v)

13



Chapitre 2 . Surfaces paramétrées

I’application

@71:R2—>RXR1

(U,U) — 30_1 (u7 U) = (U - U,GXpU) = (CL7 b)
est un difféomorphisme avec réciproque

p:RxRL — R?

(a,b) — ¢ (a,b) = (a + Ina,Inb)
donc 'application

ngogp:RXRi—)RZ)’

(a,b) — g (a,b) = f (a+Ina,Inb) = (a,%,a)

est un reparamétrage de S.

2.2 Courbes sur une surface

Définition 2.2.1 Soit S C R? la surface parametrée par f : U x V. — R3,une courbe
paramétrée sur S est une courbe paramétrée r . I — S obtenue en composant [ avec

unr paramétrisation 7 : I — U x V' des paramétres, que l'onnote 7 (t) = (u(t),v (t)) :

r(t) = f(u(t),v(t) Vel .

14



Chapitre 2 . Surfaces paramétrées

2.3 Surfaces réguliére et espace tangent

Définition 2.3.1 On dit que la surface S paramétrée par H : U x V. — R3 est réquliére

en (ug,v9) € U X V' si les vecteurs dériveés partielles de H en (ug,vo), qu’ on note

8H (UO, 'Uo)
ou ’

(9H (UO, ’Uo)

H, (Uo,vo) 9

Hv (Uo, UO) =

sont linéairement independants (et dounc non nuls); ie si leur prouduit vectoriel est non

nul :

Hu (U(), Uo) VAN Hv (Uo, Uo) 7é 0.

Définition 2.3.2 La surface paramétrée H : U x V. — R? est dite singuliére en (ug, vo)
au point (ug,vo) si les deuzx vecteurs O, H (ug, vo) et O,H (ug, vo) sont linéaitrement de-
pendants, ie Si

Hy (ug,vo) A Hy (uo, v0) = 0

Exemple 2.3.1 La surface paramétré par f (u,v) = (u?,v* uwv) € R3, avec u,v € R , est

singuliére en (0,0), car

Ouf (u,v) = (2u,0,v)
et = (Ouf NO,f) (u,v) = (—21}2, —2u2,4uv)

8Uf (U, U) = (Oa 2”7 u)
donc le vecteur (O, f A Ouf) (u,v) s’ annulle en (0,0).

Exemple 2.3.2 Le graphe d’une fonction h : R> — R donne une surface S paramétreé
par

f (u,v) = (u,v, h(u,v)) avec (u,v) € Dy € R?

15



Chapitre 2 . Surfaces paramétrées

si h est de classe C' ,la surface S est réguliére par tout :

Ouf (u,v) = (1,0, 0yh (u,v))
et = (Ouf N Oyf) (u,v) = (—0uh (u,v), =0y f (u,v),1) # 0.
O f (u,v) = (0,1, 0,h (u,v))

Définition 2.3.3 Soit S une surface paramétrée par f : u x v — R3, et soit mg =

f (uo,vo) un poit régulier de S on appelle :

xPlan tangent a S un point mg le plan en gendré par les vecteurs O, f (ug,vo) et

O f (ug,vo) et passant par mq

Ty S = mg + vect (O f (g, vo) , Oy f (g, o))

TS = {f (w0, v0) + A0 f (w0, v0) + 10y f (o, v0) /A p € R}
x Vecteur normale (unitaire) de sen mgy le vecteur

~ Ouf (ug,v0) A Oy f (ug, vo)
N (uo, vo) = | Ouf (o, v0) A Oy f (1o, v0) ||

Le plan tangent a S en (ug,vy) contient la droite tangente a toutes les courbes réguliéres
sur S passant par f(ug,vo), en effet, si r(t) = f(u(t),v(t)) est une telle courbe, et

(w0, v0) = (u (to) ;v (to))
On a

of (U()’ Uo)

1 (1) = potol, () + df (ug, vo)

3 vl (t) € vect (Duf (1o, vo) , Oy f (ug, vo))

16



Chapitre 2 . Surfaces paramétrées

Remarque 2.3.1 Par definition, les trois vecteurs (O, f (uo,vo) , Ouf (o, vo) , N (ug, vp))
forment une base directe de l’espace au-dessus du point f (ug,vo) de la surface ( c’est

-a-dire un repére mobile ) mais cette base n’est ni orthogonale ni normale.

Définition 2.3.4 L’ espace tangent a une surface paramétrée f : U — R? au point mg =
f (uo,vg) est Uespace affine noté T,,,S (avec S = f (U x V)) passant par mg et engendré

par les vecteurs

of (UO, Uo) etaf (U07 Uo)
ou ov

-En pratique, l'espace tangent T,,,S désigne aussi l'espace vectoriel qui dirige l'espace

PP . . . . )
affine défini ci-dessus a savoir donc 1'espace vectoriel engendré par les vecteurs % et

0 (u0,v0)
ov :

2.4 Longueur et aire

Définition 2.4.1 Prenons une surface paramétrée f : U C R? — R3 de classe C* et
r: [a,b] C R — U une courbe paramétrée plane dont le support géométrique vit dans
l’espace des parametres U. Alors for est une courbe paramétrée dont le support est inclus

dans le support S = f(U). Sa longueur est donnée par :

b
Long (for) = / | (For) (&) [t

Long(f o) = [ IDF (r (1) (1)

Proposition 2.4.1 Soit g : U C R? — R? une surface paramétrée réqulicre de classe C!,

alors l'intégrale :

dg dg
J15E @) 52 (@) dudo
U

ne dépend pas de la paramétrisation.

17



Chapitre 2 . Surfaces paramétrées

Définition 2.4.2 L’aire de la surface S = g(U x V') paramétrée par g : U x V — R3 est :

Air(S // | == 3_9 (u,v) ||dudv

Exemple 2.4.1 Soit g:[0,27[ x [0,27[ — R3 paramétré par :

(k+rcosx)cosy
g(a,b) = | (k+rcosz)siny

rsinx

L’aire de cette surface est donée par :

2m 2m
Aire (S / / ) A % (a;b) ||dadb

/ / r(k+rcosa) | dadb

—/ (2mkr) db
0
= An’rk.

Lemme 2.4.1 Le nombre Aire (S) ne depend pas de la parametrisation choisie.

Preuve. Soit g : Ax B — R3 une autre paramétrisation réguliére et bijective de S, et soit

©o=glof :UxV — Ax B le difftomrphisme qui donne le changement de paramétres

2 (uv U) = (a’ b)

df(u,v = dg(a b)OdQO(u,v)

(gg( 89 () + 22 (a,8) O (o ))du—l—(gz(,b)%(uv)—kgg(ab)?(u,v))dv

donc
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Chapitre 2 . Surfaces paramétrées

af dg da dg ob
%( ) ) 8@( b)a (UU) 8b(a b)a (U,U>
of g da g Ob
%( ) = @a( b)a (u,v) + 8b(ab)8 (u,v)
d’olt
9 d 0 b 9 ab 9 )
a—z(u,v)/\a—i(u,v)z(a—Z(U,v)%(u,v)—a—g(u,v)%(u,v))a—z(a,b)/\az(a b)
et donc
of
- dudv = det d (v ’ dud
//va N gy (0] lldude = // I det 1526 (0, 0) A S0 (u,0) dud
89
//AXB /\%(a b) ||dadb.
]
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Chapitre 3

Intégrale curviligne

3.1 Intégrale curviligne d’un champs de vecteurs

Définition 3.1.1 Un champ de vecteurs dans le plan ou [’espace consiste a se donner en

chaque point (x,y) (resp.(z,y, z)) un vecteur g(z,y) (resp.g(z,y,z)).

Définition 3.1.2 Soit t — r(t) = (z(t)),y(t)),t € [a,b] une courbe paramétrée dont le
vecteur r/(t) est continue. Soit (x,y) — g(x,y) un champ de vecteurs continue. on appelle

intégrale curviligne de g le long de r et on note frg dx le reél défini par

/ngx = /abg(r (t)).r" (t)dt

Exemple 3.1.1 soient g : (z1,22) € R? — (z129, 71 + 22) et 7 le segment de droite

joignant les points A = (0,1) et B = (1,1), orienté de A vers B un parametrage de r est
p:tel0,1] = (t,1) € R?
pourt € [0,1] on a :
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Chapitre 3 Intégrale curviligne

donc :

et on en déduit que :

! 1
/gdx:/ tdt = —.
r 0 2

Remarque 3.1.1 [’ integrale curviligne frg dx est dans certains contextes appelée la

circulation du champ de vecteurs g le long de la courbe r.

Théoreme 3.1.1 La circulation d’un champ de vecteurs le long d’une courbe ne dépend

pas du paramétrage choist sur la courbe.

Preuve. On remplace le paramétre ¢ par 7 = ¢ (t), et on note r1(7) = r(t). Le vecteur

r/(t) est changé en vy (1) = v(t)/¢’ (t). alor :

/ gl — /J g (r (7)) 0n (7) dr
/I 0 (r (0 (1)) 1 (2 (1) & () dt
(

Ig (r(t)).v(t)dt

—/gdx

Corollaire 3.1.1 Soit r une courbe paramétrée par son abscisse curviligne S. Soit g (s)
le vecteur unitaire tangent a r. alors la circulation d’un champ de vecteurs u le long de r

s’éerit [ g.u(r(s))ds. On peut donc écrire

circulation(g,r) = /g-uds

T
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Chapitre 3 Intégrale curviligne

3.1.1 Cas des champs de vecteurs dérivant d’un potentiel

Théoréme 3.1.2 Soit [ une fonction, et t — r(t),t € I, une courbe paramétrée. Pour
tous tg et t; € 1,

circulation(V f, r[to, t1]) = f(r(t1)) — f(r(te))

Autrement dit, la circulation d’un champ de vecteurs qui dérive d’un potentiel ne dépend
que de I'état initial et de 1’état final, et non du chemin choisi. Lorsqu’un point matériel se
déplace dans un potentiel, le travail fourni par la force est égale a la variation de I’énergie

potentiel entre ’état final et 1 état initial.

3.2 Formes différentielles de degré 1

On considére une courbe parametrée définie par les equations :

Soit F' = p(x,y)dz + q (z,y) dy forme différentielle definie dans un domaine qui contient

r On remplace x par 1 (t) et y par r5 (t) ona :

dx =dry (t) =7r] (t)dt
dy = dry (t) =1} (t)dt

Notons :
pi(t) =p(ri(t),r2(t))

@ (t) =q(ri(t),m2 (1))
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Chapitre 3 Intégrale curviligne

La fourme de g devient :

g=p1 ()7 (t) + a2 (t) 5 (t)

Considerons 'intégrale :

= [ @0+ a0 0] d

Proposition 3.2.1 L%ntégrale I ne depend pas du parameétre chois mais uniquement de

la courbe r et de la forme g

Définition 3.2.1 L’integrale I est applée intégrale curviligne de la forme g = pdx+ qdy
le long de la courbe r et nous la noterous frg ou fr pdx + qdy

ona donc :

/mwMZ/@m®wW%@wm®w@MMﬁ

Remarque 3.2.1 Considérons le cas d’une courbe r dans ’espace R? paramétrée par :

et une 1-forme différentielle g = pdx + qdy + rdz L’intégrale curviligne de I le long de r

est notée

Iz/pdx—kqdy—i—rdz

elle est égale a

= /[p (ro (£),r2 (8) 73 () 7 (8) + g (r (8) ,m2 (8) 73 (8)) 75 (8) + 7 (ro (£) 2 (8) 73 (£)) 75 (£))] i

T

elle ne depend pas du choix de parametre.
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Chapitre 3 Intégrale curviligne

Proposition 3.2.2 Soit V un champ de vecteurs de composantes p(x,y) et q(x,y) et

M (t) le point (1 (t) 5 (t)) de la courbe et M’ (t) est un vecteur tangent  la courbe r et

de composantes (r (t),ry (t))

/ pde + qdy / V (ry (1) o (8)) M (1) dit

Preuve. on a

—

Vi(ry () 7o (8) M = p (r () 72 (6) 5 () +q (11 (8) 72 (1)) 75, (2)

donc

b b
/‘7(7“1(15)77“2(1?))1\7'(?5)%: / [p (ri(t),r2 (8)) 1 () +q (ro () a2 () 7 (£)] dt

= /pdx + qdy

Corollaire 3.2.1 L’intégrale curviligne d’une forme différentielle sur une courbe ne dépend

que de l'orientation, et non du choix de paramétrisation.

Corollaire 3.2.2 L’intégrale curviligne d’une différentielle totale g = dV ne dépend que

des extrémités de la courbe,

/dV =V (r(t1) =V (r(t))

r

En particulier, si r est une courbe fermée, fr av =20

3.2.1 Changement de coordonnées

Pour changer de coordonnées dans une forme différentielle, on substitue les nouvelles

coordonnées aux anciennes.
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Exemple 3.2.1 Passage en co-ordonnées polaires x = rcos@,y = rsinf. Etant donné

g = p(z,y)dz + q(z,y)dy, on différentie
dx = cosfdr — rsinfdf, dy = sinfdr + rcosfdb,
et on substitue
g = (cosOp(r cos @, rsinb)+sin Oq(r cos 0, rsin @) )dr+r(— sin Op(r cos 0, r sin §)+cos Oq(r cos 0, r sin 0))d6.

Cela généralise la formule de dérivation des fonctions composées

Théoreme 3.2.1 L’intégration des formes différentielles de degré 1 est invariante par

changement de coordonnées.

3.2.2 Formes différentielle exactes et fermées

Définition 3.2.2 On dit qu’une forme différentielle de degré 1, g définie sur un domaine

plan D est exacte si c’est la différentielle totale d’une fonction définie sur D

Une condition nécessaire pour que g = p(z,y)dz + q(x,y)dy soit exacte est que

9 _ 9%
oy Ox

en chaque point de D. En effet, si [ = dV , alors p = %—Z et ¢ = ‘g—‘; donc

op _ o’V oV _Oq
oy  Oydxr Oxdy Ox

Définition 3.2.3 Soit g une forme différentielle de degré 1. On note

dq Op
- (22 _ZF
! (396 53/)

Une forme différentielle I telle que dI = 0 est dite fermée
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Remarque 3.2.2 Pour calculer dg, il suffit d’appliquer les régles suivantes.

e d est linéaire, i.e. passe a travers les sommes;

e si V est une fonction, ddV =0, en particulier, d(dz) = d(dy) =0;

e 51V est une fonction et I une forme différentielle de degré 1, d(Vg) = dVg+ Vdg;
e dxdxr = dydy = 0, dydxr = —dxdy.

Théoreme 3.2.2 Soit D une partie convexe du plan. Une forme différentielle définie sur

D est exacte si et seulement si elle est fermée.

Exemple 3.2.2 La forme g = df = %déﬁme sur le plan privé de l'origine est fermée

mais non exacte

pT, Yy
Corollaire 3.2.3 Soit (z,y) — g(z,y) = (z.9) un champ de vecteurs défini sur

q(z,y)
une partie convexe D du plan, alors g dérive d’un potentiel définit sur D si et seulement

St
o _ on
oy  Ox

en tout point de D.

Remarque 3.2.3 Pour montrer qu’une forme différentielle g n’est pas exacte sur son
domaine de définition, on dispose de deuxr moyens
e Calculer dg et voir que dg # 0.

o Trouver une courbe fermée r telle que [ I # 0

3.3 Propriété de ’intégrale curviligne

L’intégrale curviligne dépend linéairement de la forme g. Plus précisément on a les pro-

priétés suivantes
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Proposition 3.3.1 on a

/91+gz=/91+/926t/kg=A/9

Preuve. ( deuxiéme partie) On écrit g = pdx + gdy. On a Ag = Apdz + Aqdy. D’ou

[ra= [ Do @m0 @)+ Mo 1), 72 ) 0]
b
=3 [ o 02 (0)7410)+ 002 02 () (0]

Théoreme 3.3.1 Soit g un champ scalaire définie et continue sur une courbe r. Soient

—

& :la,b] = r et & e, d] = r deux paramétrisations équivalentes de r, alors, on a

Jode= [ g @)1 @)1de= [ g ). @ de

Preuve. Puisque ¢;,7 = 1,2 sont équivalentes, il existe un changement de paramétre

admissible u : [a,b] — [c, d]. Si on pose u = u(t) dans la seconde intégrale, on obtient

9@ () [ () [ldu = g (& (u ())& (u(t)) [|u' () dt

et le résultat découle de la régle de dérivation des fonctions composées. m

Remarque 3.3.1 Il n’est pas diffcile de voir que le résultat reste vrai, méme si u renverse

l'orientation de r. Le résultat est identique pour les intégrales de surface.
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3.4 Aire d’un domaine du plan

Soit D un domaine dans le plan limité par une courbe ¢ fermée, sans point double. On

suppose que la courbe r est orientée dans le sens direct (contre le saiguilles d’une montre)

Théoreme 3.4.1 L’aire du domaine D est égale a ['intégrale curviligne

1
Sz/xdy:—/ydx:§

/ (wdy — ydz) .

Exemple 3.4.1 Nous recalculons l’aire de [’ellipse limitée par la courbe d’équation

Nous prendrons la représentation paramétrique

T = acost, y = bsint,

Alors laire de ellipse est égale a

S = (xdy — ydz)

o
3

N~ N~ N~ N~ N

o
3

o
3

abdt

C\Nﬁc\ﬂ\

= mab

28

a,b>0

tel0,2n], a,b>0

(acostd (bsint) — bsintd (acost))
(ab cos? tdt + absin? tdt)

ab (cos2 t + sin? t) dt
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3.5 Formule de Green Riemann

Si g est exacte sur D, alors pour toute courbe r fermée contenue dans D, fr g =10,. En
effet, comme g = du, fr g est la variation de u entre les extrémités, donc nulle si la courbe
est fermée. En général, 'intégrale d'une forme différentielle le long d’une courbe fermée

qui borde un domaine s’écrit comme une intégrale double sur le domaine.

Définition 3.5.1 Si D est un domaine plan, dont le bord est formée de courbes fermées
T1,..., Tk, on oriente 0D suivant la convention de la matiére a gauche : lorsqu’on parcours

ct, on doit avoir le domaine D sur sa gauche.

Théoréme 3.5.1 Soit g = p(z,y)dr + q(x,y)dy une forme différentielle de degré 1. Soit
r une courbe fermée sans point double, qui entoure un domaine D. On suppose que D est

a gauche lorsqu’on parcourt r, alors

_ _ 9q¢  Op
[ﬁnédgl;(ax em>¢my

Preuve. Pour simplifier, on suppose D convexe. Notons I la projection du domaine D sur
I'axe Oz. Comme D est convexe, il est défini par des inégalités fi(x) <y < fo(x) o'u fi

et fo sont des fonctions continues sur 7. On calcule

o fa(x) o
/ L wgydady = [ar [ L wy)ay
(2l fi(2)<y<fa(z)} OY 1 @) 9y

_ /(p (z, fo(z)) — p (2, fi(2))) dx

I

= / pdx
/ @dwdy =— / qdy
D Ox r

29
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Conclusion

Dans ce mémoire, nous avons abordé I'étude de courbes et surfaces différentiables qui
nos donnent une introduction de base de la géométrie differentielle qui joue un role tres
importants et tres utilisés dans nombreux domaine de notre vie quotidienne, ou nous avons

donnés leur conceptions et propriétés, ansi que quelques propriétés de I'intégrale curvilligne
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