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Introduction

La géométrie est la branche des mathématiques qui étudie les formes et les figures dans

l’espace, leurs relations entre elles et leurs propriétés.

Il ya la géométrie analytique ayant recours avec le calcul algébrique et analytique ; elle fa-

cilite l’étude des propriétés géométriques des courbes et des surfaces et leur représentation

géométrique.

Il ya aussi la géométrie différentielle qui étude les proprités locales ( au voisinage d’un

point ) et intrinsèques des courbes et des surfaces.

L’un des applications de la géométrie différentielle est la géodisie qui étudie la forme de la

terre et dans ce but elle substitue a la surface topographique des surfaces plus ou moins

réguliéres. Dans ce mémoire on va étudier les courbes et les surfaces differentiables. Il est

composé de trois chapitres, dans le premier chapitre nous étudions les courbes paramétrées

( absisse curviligne, repère de Frénét, propriétés métriques,...), dans le deuxiéme on s’in-

teresse au surfaces paramétrées ( surface régulier, éléments différentielle, ...)

En fin, le troisiéme chapitre est consacré à l’étude de l’intégrale curvilligne et ces pro-

priétées
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Chapitre 1

Courbes paramétrées

1.1 Généralités

Une courbe dans l’espace de dimension n est un objet qui peut être décrit par un point

qui évolue au cours du temps. Autrement dit, il suffit d’un paramètre pour le décrire, le

temps. On dit d’un tel objet qu’il est 1-dimensionnel. Le fait de décrire une courbe par

un paramètre qui évolue revient à considérer une application r : I −→ Rn. Quand le

paramètre t parcourt l’intervalle I, le point r(t) parcourt la courbe. Une telle application

r est une courbe paramétrée. On se concentre ici sur l’étude des courbes paramétrées de

R2 et de R3

1.2 Préliminaire

Nous utiliserons les notations usuelles des ensembles classiques nous notons donc N, Z et

R les ensembles des nombres naturels, entiers et réels, ceci implique que, pour n ∈ N, nous

avons la notation :

Rn = {x = (x1, x2, . . . , xn) /x1 ∈ R, x2 ∈ R, . . . , xn ∈ R}

2



Chapitre 1. Courbes paramétrées

Par ailleurs, l’ennsemble Rn est considéré avec l’addition de la multiplication avec des

nombres reéls, auterement dit, pour x = (x1, x2, . . . , xn), y = (y1, y2, . . . , yn) et k ∈ R,

nous définissons :

x+ y = (x1 + y1, x2 + y2, . . . , xn + yn) , kx = (kx1, kx2, . . . , kxn)

Certains point seront spécifés :

e1 = (1, 0, 0 . . . , 0) , e2 = (0, 1, 0 . . . , 0) , ... , en = (0, 0, 0....., 1)

Nous considérons le produit scalaire standard :

〈x, y〉 = x1y1 + x2y2 . . .+ xnyn =
n∑
i=1

xiyi

Ainsi que la norme et la distance induites par ce produit scalaire :

‖x‖ = 〈x, x〉
1
2 , dist (x, y) = ‖x, y‖

Nous rapplons aussi la définition du produit exterieur dans R3, pour x = (x1, x2, x3),

y = (y1, y2, y3)

x ∧ y =

∣∣∣∣∣∣∣
x1 x2 x3

y1 y2 y3

∣∣∣∣∣∣∣ = (x2 y3 − x3 y2, x3 y1 − x1 y3, x1 y2 − x2 y1)

1.3 Définitions

Définition 1.3.1 Une courbe paramétrée dans Rn est une application

r : I −→ Rn

t 7→ r (t) = (r1 (t) , r2 (t) , ....., rn (t))

3



Chapitre 1. Courbes paramétrées

Où I ⊆ R est un intervalle non dégénéré et les composantes ri (i = 1...n) sont des fonctions

continues :

ri : I −→ R

L’ensemble C = r (I) = {r (t) : t ∈ I} est appelé le support géométrique de r : I −→ Rn.

On dit que C est une courbe géométrique et que r (t) est une paramétrisation de C. Si

n = 2 : la courbe r est plane. Si n = 3 : la courbe r est gauche.

Remarque 1.3.1 On dit que C est une courbe géométrique et que r est une paramétrisation

de C

la courbe paramétrée comporte plus d’information que la courbe géometrique

Exemple 1.3.1

r :
[
0,
π

2

]
−→ R2

t −→ r (t) = (cos (t) , sin (t)) , t ∈
[
0,
π

2

]

r est une courbe plane r1 (t) = cos (t), r2 (t) = sin (t), r (0) = (1, 0), r
(
π
4

)
=
(√

2
2
,
√
2
2

)
.

Exemple 1.3.2 Le support géométrique de la courbe paramétrée r : R −→ R3 donnée par

r (t) = (k cos (t) , k sin (t) , t) , k > 0 est une hélice

4



Chapitre 1. Courbes paramétrées

Figure 1.1 – Courbe gauche : une hélice

1.4 Types des courbes

1.4.1 Courbe simple

Une courbe est dite simple si elle ne se recoupe pas, autrement dit, si

∀ (t1, t2) ∈ I2, t1 6= t2 =⇒ r (t1) 6= r (t2)

Exemple 1.4.1 La courbe r (t) = (cos (t) , sin (t)) avec r : [0, 2π] −→ R2 est une courbe

simple

1.4.2 Courbe fermée

Soit a, b ∈ I avec a < b. Soit r : [a, b]→ Rn une courbe paramétrée telle que r(a) = r(b).

On dit dans ce cas que C = r([a, b]) est une courbe fermée.

Remarque 1.4.1 Une courbe simple est donc une courbe qui ne s’auto-intersecte pas,

en d’autres termes la trajectoire ne se recoupe pas (sauf éventuellement si la courbe est

5



Chapitre 1. Courbes paramétrées

fermée, auquel cas le seul point de recoupement est le point de départ qui est identique au

point d’arrivée)

1.5 Courbes régulières et espace tangent

1.5.1 Courbes régulières et point (réguliers,biréguliers)

Définition 1.5.1 Le point r (t0) est dit régulier si r′ (t0) 6= 0Rn

La courbe paramétrée r est reguliére si tout point de r (I) est régulier.

Définition 1.5.2 Le point r (t0) est dit birégulier si r′ (t0) et r′′ (t0) sont linéairement

indépendants dans Rn

La courbe paramétrée r est birégulier si tout point de r (I) est birégulier.

Définition 1.5.3 Le point r (t0) est dit singulier si r′ (t0) = 0.

Remarque 1.5.1 Si r : I → Rn est régulière et si r̃ = roϕ est une reparamétrisation de

r donc r̃ est régulière. En effet ona : r̃′ (t) = r′ (ϕ (t))ϕ′ (t) 6= 0Rn

1.5.2 Tangent

La tangente en un point r (t0) à une courbe paramétrée r : I −→ Rn est la limite des

droites passant par r (t) et r (t0) quand t tend vers t0.

Définition 1.5.4 Le vecteur tangent ~v0 à la courbe r en r (t0) est donné par

~r (t0)~r (t) = λ (t)~v0 + λ (t) ε (t)

avec :

[
λ (t) ∈ R, lim

t→t0
ε (t) = (0, 0)

]

6



Chapitre 1. Courbes paramétrées

Figure 1.2 – Tangente à une courbe paramétrée

La droite passant par r (t0) et de vecteur directeur ~v0 est alors appelée la droite tangente

à r en r (t0)

Proposition 1.5.1 Soit r : I → Rn une courbe paramétrée de classe C1Si r′ (t0) 6= 0

alors r′ (t0) est un vecteur tangent à la courbe r en r (t0) .

Preuve. Comme r est de classe C1

ona

r (t) = r (t0) + (t− t0) r′ (t0) + (t− t0) ε (t) et lim
t→t0

ε (t) = (0, 0)

alors

r (t)− r (t0) = (t− t0) r′ (t0) + (t− t0) ε (t)

Supposons que : λ (t) = (t− t0)

Donc :

~r (t0)~r (t) = λ (t) r′ (t0) + λ (t) ε (t)

Donc : r′ (t0) est un vecteur tangent à la courbe r en r (t0) .

Remarque 1.5.2 Une courbe paramétrée réguliére admet une tangente en tous points, la

récipoque n’est pas toujours vraie.

7



Chapitre 1. Courbes paramétrées

Exemple 1.5.1 Soit r (t) = (t2, t4) avec t ∈ R

Nous remarquons que : x = t2 ; y = t4 =⇒ y = x2 équation pour la parabole admet une

tangente en point (0, 0) mais r′ (0) = (0, 0) donc pas réguliére.

Définition 1.5.5 Demi-tangentes

Soit f : I → E une application continue et de classe C1 par morceaux sur I et soit

t0 ∈ I et M0 = f (t0), si f ′d (t0) (dérivée à droite de f en t0) est non nulle, la demi-droite :

Td =
{
f (t0) + kf ′d (t0) , k ∈ R+

}
est une demi-tangente à droite en M0.

Remarque 1.5.3 On définie de même facon la demi-tangente à gauche.

1.6 Longueur d’une courbe

Pour mesurer la longueur d’une courbe, il existe une solution naturelle, elle se base d’ap-

procher cette longueur par le long de la ligne polygonale de sommets sur la courbe. Lorsque

la distance est réduite entre deux têtes consécutives, La longueur de la ligne polygonale

sera incliné vers la longueur de la courbe.

Définition 1.6.1 La longueur d’une courbe paramétrée r : [a, b]→ Rn est donnée par :

Long (r) = sup

{
n−1∑
i=0

‖ r (ti + 1)− r (ti) ‖;n ∈ N∗, a = t0 < t1 < ... < tn = b

}

· Long (r) est fini (Long (r) < +∞) on dit que r est rectifiable .

Théorème 1.6.1 Soit r : [a, b] → R3 une courbe paramétrée de classe C1 alors r est

rectifiable et on a :

Long (r) =

∫ b

a

‖ r′ (t) ‖ dt

8



Chapitre 1. Courbes paramétrées

Exemple 1.6.1 La longueur de l’hélice paramétrée par r (t) = (k cos (t) , k sin (t) , t) , k �

0 avec r : [0, 2π] −→ R3 est donnée par :

Long (r) =

∫ 2π

0

√
k2 + 1dt = 2π

√
k2 + 1

Parce que :
[
r′ (t) = (−k sin t, k cos t, 1)⇒‖ r′ (t) ‖=

√
k2 + 1

]
.

Proposition 1.6.1 La longueur d’une courbe ne dépend pas du paramétrage choisi.

Preuve. Soit r une courbe et r1 : I → Rn , r2 : I → Rn deux paramétrages de r Il existe

un reparamétrage ϕ : J → I tel que r2 = r1 ◦ ϕ

Long (r2) =

∫
J

‖ r′2 (t) ‖ dt =

∫
I

‖ r′1 (ϕ (t)) ‖ ϕ′ (t) dt =

∫
I

‖ r′1 (s) ‖ ds = Long (r1) .

1.7 Abscisse curviligne

En géométrie différentielle, l’abscisse curviligne est une sorte de variante algébrique de la

longueur d’un arc. On se donne une origine à partir de laquelle on calcule les longueurs,

en les munissant d’un signe pour se situer de façon bien déterminée sur la courbe : à telle

distance avant ou après le point initial. L’abscisse curviligne est donc l’analogue, sur une

courbe, de l’abscisse sur une droite orientée.

Définition 1.7.1 Soit r : I −→ Rn une courbe paramétrée de classe C1et t0 ∈ I.

L’abscisse curviligne à partir du point de paramètre t0 est la fonction S : I −→ Rn donnée

par :

s (t) =

∫ t

t0

‖ r′ (v) ‖ dv ,∀t ∈ I

Définition 1.7.2 Une paramétrisation r : I −→ Rn d’une courbe géométrique est dite

normale (ou par abscisse curviligne) si pour tout [t1, t2] ⊂ I la longueur de la courbe

9



Chapitre 1. Courbes paramétrées

géométrique entre les points r(t1) et r(t2) est exactement (t2 − t1)

Long
(
r[t1,t2]

)
= t2 − t1

Remarque 1.7.1 L’abscisse curviligne s (t) de la courbe géométrique r (I) est la longueur

de la courbe entre les point r (t0) et r (t) .

Remarque 1.7.2 Toute courbe parametrée réguliére (∀t ∈ I, r′ (t) 6= 0) de classe C1 peut

être paramétrie par l’abscisse curviligne.

Théorème 1.7.1 Soient r : I −→ Rn une courbe paramétrée régulière de classe C1 et t0

∈ I alors l’abscisse curviligne s−1 : J → I est un changement de variable admissible et

r̃ = ros−1 : J → Rn est une paramétrisation normale qui a le même support géométrique

que r.

Exemple 1.7.1 Soit la courbe r : ]0, 1[ −→ R2 définie par : t −→ r (t) =
(
t,
√

1− t2
)

L’abscisse curviligne est :

s (t) =

∫ t

t0

‖ r′ (v) ‖ dv

=

∫ t

t0

‖ (1,
−t√
1− t2

) ‖ dv

=

∫ t

t0

√
1 +

(
−t√
1− t2

)2

dv

s (t) = arcsin (t)

La fonction arcsin : ]0, 1[ −→
]
0, π

2

[
est une bijection. La reparamétrisation r̃ = ros−1 :

]
0, π

2

[
→

10



Chapitre 1. Courbes paramétrées

R2 est donnée par :

r̃ (s) = r (sin s)

=

(
sin s,

√
1− sin2 (s)

)
=

(
sin s,

√
1− sin2 (s)

)
r̃ (s) = (sin (s) , cos (s))

11



Chapitre 2

Surfaces paramétrées

2.1 Définitions

Définition 2.1.1 Une surface paramétrée de classe Ck (k ≥ 1) est une application de

classe Ck F : U ⊂ R2 → R3 Où U est un domaine de R2 (ouvert connexe de R2).

L’ensemble

S = f(U) = {f(u1, u2) = (x(u1, u2), y(u1, u2), z(u1, u2)) , (u1, u2) ∈ U}

est appelé le support géométrique de la surface paramétrée F : U → R3.

Exemple 2.1.1 Le cylindre, la sphére et l’hélicoide dans R3sont paramétrés respective-

ment par les fonctions

φ (u1, u2) = (r cosu1, r sinu1, u2) , u1 ∈ [0, 2π[ , u2 ∈ I ⊂ R

ϕ (u1, u2) = (r cosu1r sinu2, r sinu1 sinu2, r cosu2) , u1 ∈ [0, 2π[ , u2 ∈ [0, π[

ψ (u1, u2) = (u1 cosu2, u1 sinu2, u2) , (u1, u2) ∈ U ∈ R2

12



Chapitre 2 . Surfaces paramétrées

Figure 2.1 – Exemples de surfaces

Définition 2.1.2 Soit S ⊂ R3 la surface paramétrée par f : u1 × u2 → R3, un repa-

ramétrage de S est une nouvelle paramétrisation g : v1 × v2 → R3 de S obtenue en

composant f avec un difféomorphisme

ϕ : v1 × v2 → u1 × u2 ie g = foϕ

Les nouveaux paramètres sont

(v1, v2) = ϕ−1 (u1, u2)

Exemple 2.1.2 Soit S la surface paramétrée par :

f : R2 −→ R3

(u, v) −→ f (u, v) = (exp v, (u− v) exp (−v) , u− v)

13



Chapitre 2 . Surfaces paramétrées

l’application

ϕ−1 : R2 −→ R× R∗+

(u, v) −→ ϕ−1 (u, v) = (u− v, exp v) = (a, b)

est un difféomorphisme avec réciproque

ϕ : R× R∗+ −→ R2

(a, b) −→ ϕ (a, b) = (a+ ln a, ln b)

donc l’application

g = foϕ : R× R∗+ −→ R3

(a, b) −→ g (a, b) = f (a+ ln a, ln b) =
(
a,
a

b
, a
)

est un reparamétrage de S.

2.2 Courbes sur une surface

Définition 2.2.1 Soit S ⊂ R3 la surface parametrée par f : U × V −→ R3,une courbe

paramétrée sur S est une courbe paramétrée r : I −→ S obtenue en composant f avec

unr paramétrisation r̃ : I −→ U × V des paramétres, que l’onnote r̃ (t) = (u (t) , v (t)) :

r (t) = f (u (t) , v (t)) ,∀t ∈ I .

14



Chapitre 2 . Surfaces paramétrées

2.3 Surfaces réguliére et espace tangent

Définition 2.3.1 On dit que la surface S paramétrée par H : U × V −→ R3 est réguliére

en (u0, v0) ∈ U × V si les vecteurs dériveés partielles de H en (u0, v0) , qu’ on note

Hu (u0, v0)
∂H (u0, v0)

∂u
, Hv (u0, v0) =

∂H (u0, v0)

∂v

sont linéairement independants (et dounc non nuls) ; ie si leur prouduit vectoriel est non

nul :

Hu (u0, v0) ∧Hv (u0, v0) 6= 0.

Définition 2.3.2 La surface paramétrée H : U × V −→ R3 est dite singuliére en (u0, v0)

au point (u0, v0) si les deux vecteurs ∂uH (u0, v0) et ∂vH (u0, v0) sont linéaitrement de-

pendants, ie si

Hu (u0, v0) ∧Hv (u0, v0) = 0

.

Exemple 2.3.1 La surface paramétré par f (u, v) = (u2, v2, uv) ∈ R3, avec u, v ∈ R , est

singuliére en (0, 0), car


∂uf (u, v) = (2u, 0, v)

et

∂vf (u, v) = (0, 2v, u)

=⇒ (∂uf ∧ ∂vf) (u, v) =
(
−2v2,−2u2, 4uv

)

donc le vecteur (∂uf ∧ ∂vf) (u, v) s’ annulle en (0, 0) .

Exemple 2.3.2 Le graphe d’une fonction h : R2 → R donne une surface S paramétreé

par

f (u, v) = (u, v, h (u, v)) avec (u, v) ∈ Dh ∈ R2
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Chapitre 2 . Surfaces paramétrées

si h est de classe C1 ,la surface S est réguliére par tout :


∂uf (u, v) = (1, 0, ∂uh (u, v))

et

∂vf (u, v) = (0, 1, ∂vh (u, v))

⇒ (∂uf ∧ ∂vf) (u, v) = (−∂uh (u, v) ,−∂vf (u, v) , 1) 6= ~0.

Définition 2.3.3 Soit S une surface paramétrée par f : u × v −→ R3, et soit m0 =

f (u0, v0) un poit régulier de S on appelle :

∗Plan tangent à S un point m0 le plan en gendré par les vecteurs ∂uf (u0, v0) et

∂vf (u0, v0) et passant par m0

Tm0S = m0 + vect (∂uf (u0, v0) , ∂vf (u0, v0))

Tm0S = {f (u0, v0) + λ∂uf (u0, v0) + µ∂vf (u0, v0) /λ, µ ∈ R}

∗Vecteur normale (unitaire) de sen m0 le vecteur

NS (u0, v0) =
∂uf (u0, v0) ∧ ∂vf (u0, v0)

‖ ∂uf (u0, v0) ∧ ∂vf (u0, v0) ‖

Le plan tangent à S en (u0, v0) contient la droite tangente à toutes les courbes réguliéres

sur S passant par f (u0, v0), en effet, si r (t) = f (u (t) , v (t)) est une telle courbe, et

(u0, v0) = (u (t0) , v (t0))

On a

r′ (t0) =
∂f (u0, v0)

∂x
u′ (t) +

∂f (u0, v0)

∂y
v′ (t) ∈ vect (∂uf (u0, v0) , ∂vf (u0, v0))

.
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Remarque 2.3.1 Par definition, les trois vecteurs (∂uf (u0, v0) , ∂vf (u0, v0) , NS (u0, v0))

forment une base directe de l’espace au-dessus du point f (u0, v0) de la surface ( c’est

-à-dire un repére mobile ) mais cette base n’est ni orthogonale ni normale.

Définition 2.3.4 L’ espace tangent à une surface paramétrée f : U → R3 au point m0 =

f (u0, v0) est l’espace affine noté Tm0S (avec S = f (U × V )) passant par m0 et engendré

par les vecteurs

∂f (u0, v0)

∂u
et
∂f (u0, v0)

∂v

-En pratique, l’espace tangent Tm0S désigne aussi l’espace vectoriel qui dirige l’espace

affine défini ci-dessus à savoir donc l’espace vectoriel engendré par les vecteurs ∂f(u0,v0)
∂u

et

∂f(u0,v0)
∂v

.

2.4 Longueur et aire

Définition 2.4.1 Prenons une surface paramétrée f : U ⊂ R2 → R3 de classe C1 et

r : [a, b] ⊂ R → U une courbe paramétrée plane dont le support géométrique vit dans

l’espace des paramètres U . Alors f ◦ r est une courbe paramétrée dont le support est inclus

dans le support S = f(U). Sa longueur est donnée par :

Long (f ◦ r) =

∫ b

a

‖ (f ◦ r)′ (t) ‖dt

Long (f ◦ r) =

∫ b

a

‖Df (r (t)) .r′ (t) ‖dt

Proposition 2.4.1 Soit g : U ⊂ R2 → R3 une surface paramétrée régulière de classe C1,

alors l’intégrale : ∫
U

‖∂g
∂a

(a, b) ∧ ∂g
∂b

(a, b) ‖dudv

ne dépend pas de la paramétrisation.
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Définition 2.4.2 L’aire de la surface S = g(U ×V ) paramétrée par g : U ×V → R3 est :

Air(S) =

∫
U

∫
V

‖∂g
∂u

(u, v) ∧ ∂g
∂v

(u, v) ‖dudv

Exemple 2.4.1 Soit g : [0, 2π[× [0, 2π[→ R3 paramétré par :

g (a, b) =


(k + r cosx) cos y

(k + r cosx) sin y

r sinx


L’aire de cette surface est donée par :

Aire (S) =

∫ 2π

0

∫ 2π

0

‖∂g
∂a

(a; b) ∧ ∂g
∂b

(a; b) ‖dadb

=

∫ 2π

0

∫ 2π

0

| r (k + r cos a) | dadb

=

∫ 2π

0

(2πkr) db

= 4π2rk.

Lemme 2.4.1 Le nombre Aire (S) ne depend pas de la parametrisation choisie.

Preuve. Soit g : A×B → R3 une autre paramétrisation réguliére et bijective de S, et soit

ϕ = g−1of : U × V → A× B le diffeomrphisme qui donne le changement de paramétres

ϕ (u, v) = (a, b)

df(u,v) = dg(a,b)odϕ(u,v)

=

(
∂g

∂a
(a, b)

∂a

∂u
(u, v) +

∂g

∂b
(a, b)

∂b

∂u
(u, v)

)
du+

(
∂g

∂a
(a, b)

∂a

∂v
(u, v) +

∂g

∂b
(a, b)

∂b

∂v
(u, v)

)
dv

donc
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∂f

∂u
(u, v) =

∂g

∂a
(a, b)

∂a

∂u
(u, v) +

∂g

∂b
(a, b)

∂b

∂u
(u, v)

∂f

∂v
(u, v) =

∂g

∂a
(a, b)

∂a

∂v
(u, v) +

∂g

∂b
(a, b)

∂b

∂v
(u, v)

d’où

∂f

∂u
(u, v) ∧ ∂f

∂v
(u, v) =

(
∂a

∂u
(u, v)

∂b

∂v
(u, v)− ∂a

∂v
(u, v)

∂b

∂u
(u, v)

)
∂g

∂a
(a, b) ∧ ∂g

∂b
(a, b)

et donc

∫ ∫
U×V
‖∂f
∂u

(u, v) ∧ ∂f
∂v

(u, v) ‖dudv =

∫ ∫
U×V
‖ det dϕ(u,v)‖‖

∂g

∂a
ϕ (u, v) ∧ ∂g

∂b
ϕ (u, v) ‖dudv

=

∫ ∫
A×B
‖∂g
∂a

(a, b) ∧ ∂g
∂b

(a, b) ‖dadb.
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Chapitre 3

Intégrale curviligne

3.1 Intégrale curviligne d’un champs de vecteurs

Définition 3.1.1 Un champ de vecteurs dans le plan ou l’espace consiste à se donner en

chaque point (x, y) (resp.(x, y, z)) un vecteur g(x, y) (resp.g(x, y, z)).

Définition 3.1.2 Soit t → r(t) = (x(t)), y(t)), t ∈ [a, b] une courbe paramétrée dont le

vecteur r′(t) est continue. Soit (x, y)→ g(x, y) un champ de vecteurs continue. on appelle

intégrale curviligne de g le long de r et on note
∫
r
g dx le reél défini par

∫
r

gdx =

∫ b

a

g (r (t)) .r′ (t) dt

.

Exemple 3.1.1 soient g : (x1, x2) ∈ R2 → (x1x2, x1 + x2) et r le segment de droite

joignant les points A = (0, 1) et B = (1, 1), orienté de A vers B un parametrage de r est

ϕ : t ∈ [0, 1]→ (t, 1) ∈ R2

pour t ∈ [0, 1] on a :
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ϕ′ (t) = (1, 0) etg (ϕ (t)) = (t, 1 + t)

donc :

g (ϕ (t)) .ϕ′ (t) = t

et on en déduit que : ∫
r

gdx =

∫ 1

0

tdt =
1

2
.

Remarque 3.1.1 l’ integrale curviligne
∫
r
g dx est dans certains contextes appelée la

circulation du champ de vecteurs g le long de la courbe r.

Théorème 3.1.1 La circulation d’un champ de vecteurs le long d’une courbe ne dépend

pas du paramétrage choisi sur la courbe.

Preuve. On remplace le paramétre t par τ = ϕ (t), et on note r1(τ) = r(t). Le vecteur

r′ (t) est changé en v1(τ) = v(t)/ϕ′ (t) . alor :

∫
r

gdx =

∫
J

g (r1 (τ)) .v1 (τ) dτ

=

∫
I

g (r1 (ϕ (t))) .v1 (ϕ (t))ϕ′ (t) dt

=

∫
I

g (r (t)) .v (t) dt

=

∫
r

gdx

Corollaire 3.1.1 Soit r une courbe paramétrée par son abscisse curviligne S. Soit g (s)

le vecteur unitaire tangent à r. alors la circulation d’un champ de vecteurs u le long de r

s’écrit
∫
g.u(r(s))ds. On peut donc écrire

circulation(g, r) =

∫
r

g·uds
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.

3.1.1 Cas des champs de vecteurs dérivant d’un potentiel

Théorème 3.1.2 Soit f une fonction, et t → r(t), t ∈ I, une courbe paramétrée. Pour

tous t0 et t1 ∈ I,

circulation(∇f, r[t0, t1]) = f(r(t1))− f(r(t0))

.

Autrement dit, la circulation d’un champ de vecteurs qui dérive d’un potentiel ne dépend

que de l’état initial et de l’état final, et non du chemin choisi. Lorsqu’un point matériel se

déplace dans un potentiel, le travail fourni par la force est égale à la variation de l’énergie

potentiel entre l’état final et l état initial.

3.2 Formes différentielles de degré 1

On considére une courbe parametrée définie par les equations :

 x = r1 (t)

y = r2 (t)
t ∈ [a, b]

Soit F = p (x, y) dx + q (x, y) dy forme différentielle definie dans un domaine qui contient

r On remplace x par r1 (t) et y par r2 (t) ona :

 dx = dr1 (t) = r′1 (t) dt

dy = dr2 (t) = r′2 (t) dt

Notons :  p1 (t) = p (r1 (t) , r2 (t))

q2 (t) = q (r1 (t) , r2 (t))
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La fourme de g devient :

g = p1 (t) r′1 (t) + q2 (t) r′2 (t)

Considerons l’intégrale :

I =

∫ b

a

[p1 (t) r′1 (t) + q1 (t) r′2 (t)] dt

Proposition 3.2.1 L’intégrale I ne depend pas du paramètre chois mais uniquement de

la courbe r et de la forme g

Définition 3.2.1 L’integrale I est applée intégrale curviligne de la forme g = pdx+ qdy

le long de la courbe r et nous la noterous
∫
r
g ou

∫
r
pdx+ qdy

ona donc :

∫
r

pdx+ qdy =

∫ b

a

[p (r1 (t) , r2 (t)) r′1 (t) + q (r1 (t) , r2 (t)) r′2 (t)] dt

Remarque 3.2.1 Considérons le cas d’une courbe r dans l’espace R3 paramétrée par :
x = r1 (t)

y = r2 (t)

z = r3 (t)

t ∈ [a, b]

et une 1-forme différentielle g = pdx + qdy + rdz L’intégrale curviligne de I le long de r

est notée

I =

∫
r

pdx+ qdy + rdz

elle est égale à

I =

∫
r

[p (r1 (t) , r2 (t) , r3 (t)) r′1 (t) + q (r1 (t) , r2 (t) , r3 (t)) r′2 (t) + r (r1 (t) , r2 (t) , r3 (t)) r′3 (t)] dt

elle ne depend pas du choix de paramètre.
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Proposition 3.2.2 Soit ~V un champ de vecteurs de composantes p (x, y) et q (x, y) et

M (t) le point (r1 (t) , r2 (t)) de la courbe et ~M ′ (t) est un vecteur tangent à la courbe r et

de composantes (r′1 (t) , r′2 (t))

∫
r

pdx+ qdy =

∫ b

a

~V (r1 (t) , r2 (t)) ~M ′ (t) dt

Preuve. on a

~V (r1 (t) , r2 (t)) ~M = p (r1 (t) , r2 (t)) r′1 (t) + q (r1 (t) , r2 (t)) r′2 (t)

donc

∫ b

a

~V (r1 (t) , r2 (t)) ~M ′ (t) dt =

∫ b

a

[p (r1 (t) , r2 (t)) r′1 (t) + q (r1 (t) , r2 (t)) r′2 (t)] dt

=

∫
r

pdx+ qdy

Corollaire 3.2.1 L’intégrale curviligne d’une forme différentielle sur une courbe ne dépend

que de l’orientation, et non du choix de paramétrisation.

Corollaire 3.2.2 L’intégrale curviligne d’une différentielle totale g = dV ne dépend que

des extrémités de la courbe,

∫
r

dV = V (r (t1))− V (r (t0))

En particulier, si r est une courbe fermée,
∫
r
dV = 0

3.2.1 Changement de coordonnées

Pour changer de coordonnées dans une forme différentielle, on substitue les nouvelles

coordonnées aux anciennes.
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Exemple 3.2.1 Passage en co-ordonnées polaires x = r cos θ, y = r sin θ. Etant donné

g = p(x, y)dx+ q(x, y)dy, on différentie

dx = cosθdr − rsinθdθ, dy = sinθdr + rcosθdθ,

et on substitue

g = (cos θp(r cos θ, r sin θ)+sin θq(r cos θ, r sin θ))dr+r(− sin θp(r cos θ, r sin θ)+cos θq(r cos θ, r sin θ))dθ.

Cela généralise la formule de dérivation des fonctions composées

Théorème 3.2.1 L’intégration des formes différentielles de degré 1 est invariante par

changement de coordonnées.

3.2.2 Formes différentielle exactes et fermées

Définition 3.2.2 On dit qu’une forme différentielle de degré 1, g définie sur un domaine

plan D est exacte si c’est la différentielle totale d’une fonction définie sur D

Une condition nécessaire pour que g = p(x, y)dx+ q(x, y)dy soit exacte est que

∂p

∂y
=
∂q

∂x

en chaque point de D. En effet, si I = dV , alors p = ∂V
∂x

et q = ∂V
∂x

donc

∂p

∂y
=

∂2V

∂y∂x
=

∂2V

∂x∂y
=
∂q

∂x

Définition 3.2.3 Soit g une forme différentielle de degré 1. On note

dI =

(
∂q

∂x
− ∂p

∂y

)

Une forme différentielle I telle que dI = 0 est dite fermée
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Remarque 3.2.2 Pour calculer dg, il suffit d’appliquer les régles suivantes.

• d est linéaire, i.e. passe à travers les sommes ;

• si V est une fonction, ddV = 0, en particulier, d(dx) = d(dy) = 0 ;

• si V est une fonction et I une forme différentielle de degré 1, d(V g) = dV g + V dg ;

• dxdx = dydy = 0, dydx = −dxdy.

Théorème 3.2.2 Soit D une partie convexe du plan. Une forme différentielle définie sur

D est exacte si et seulement si elle est fermée.

Exemple 3.2.2 La forme g = dθ = xdy−ydx
x2+y2

définie sur le plan privé de l’origine est fermée

mais non exacte

Corollaire 3.2.3 Soit (x, y) → g(x, y) =

 p(x, y)

q(x, y)

 un champ de vecteurs défini sur

une partie convexe D du plan, alors g dérive d’un potentiel définit sur D si et seulement

si

∂p

∂y
=
∂q

∂x

en tout point de D.

Remarque 3.2.3 Pour montrer qu’une forme différentielle g n’est pas exacte sur son

domaine de définition, on dispose de deux moyens

• Calculer dg et voir que dg 6= 0.

• Trouver une courbe fermée r telle que
∫
r
I 6= 0

3.3 Propriété de l’intégrale curviligne

L’intégrale curviligne dépend linéairement de la forme g. Plus précisément on a les pro-

priétés suivantes

26
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Proposition 3.3.1 on a

∫
r

g1 + g2 =

∫
r

g1 +

∫
r

g2 et

∫
r

λg = λ

∫
r

g

Preuve. ( deuxiéme partie) On écrit g = pdx+ qdy. On a λg = λpdx+ λqdy. D’où

∫
r

λg =

∫ b

a

[λp (r1 (t) , r2 (t)) r′1 (t) + λq (r1 (t) , r2 (t)) r′2 (t)] dt

= λ

∫ b

a

[p (r1 (t) , r2 (t)) r′1 (t) + q (r1 (t) , r2 (t)) r′2 (t)] dt

= λ

∫
r

g

Théorème 3.3.1 Soit g un champ scalaire définie et continue sur une courbe r. Soient

~c1 : [a, b]→ r et ~c2 : [c, d]→ r deux paramétrisations équivalentes de r, alors, on a

∫
r

gdx =

∫ b

a

g (~c1 (t)) .‖~c′1 (t) ‖dt =

∫ b

a

g (~c2 (u)) .‖~c′1 (u) ‖du.

Preuve. Puisque ~ci, i = 1, 2 sont équivalentes, il existe un changement de paramétre

admissible u : [a, b]→ [c, d]. Si on pose u = u(t) dans la seconde intégrale, on obtient

g (~c2 (u)) .‖~c′1 (u) ‖du = g (~c2 (u (t))) .‖~c′1 (u (t)) ‖u′ (t) dt

et le résultat découle de la régle de dérivation des fonctions composées.

Remarque 3.3.1 Il n’est pas diffcile de voir que le résultat reste vrai, même si u renverse

l’orientation de r. Le résultat est identique pour les intégrales de surface.
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3.4 Aire d’un domaine du plan

Soit D un domaine dans le plan limité par une courbe t fermée, sans point double. On

suppose que la courbe r est orientée dans le sens direct (contre le saiguilles d’une montre)

Théorème 3.4.1 L’aire du domaine D est égale à l’intégrale curviligne

S =

∫
r

xdy = −
∫
r

ydx =
1

2

∫
r

(xdy − ydx) .

Exemple 3.4.1 Nous recalculons l’aire de l’ellipse limitée par la courbe d’équation

x2

a2
=
y2

b2
= 1 a, b > 0

Nous prendrons la représentation paramétrique

x = a cos t, y = b sin t, t ∈ [0, 2π] , a, b > 0

Alors l’aire de l’ellipse est égale à

S =
1

2

∫
r

(xdy − ydx)

=
1

2

∫ 2π

0

(a cos td (b sin t)− b sin td (a cos t))

=
1

2

∫ 2π

0

(
ab cos2 tdt+ ab sin2 tdt

)
=

1

2

∫ 2π

0

ab
(
cos2 t+ sin2 t

)
dt

=
1

2

∫ 2π

0

abdt

= πab
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3.5 Formule de Green Riemann

Si g est exacte sur D, alors pour toute courbe r fermée contenue dans D,
∫
r
g = 0,. En

effet, comme g = du,
∫
r
g est la variation de u entre les extrémités, donc nulle si la courbe

est fermée. En général, l’intégrale d’une forme différentielle le long d’une courbe fermée

qui borde un domaine s’écrit comme une intégrale double sur le domaine.

Définition 3.5.1 Si D est un domaine plan, dont le bord est formée de courbes fermées

r1, ..., rk, on oriente ∂D suivant la convention de la matiére à gauche : lorsqu’on parcours

ci, on doit avoir le domaine D sur sa gauche.

Théorème 3.5.1 Soit g = p(x, y)dx+ q(x, y)dy une forme différentielle de degré 1. Soit

r une courbe fermée sans point double, qui entoure un domaine D. On suppose que D est

à gauche lorsqu’on parcourt r, alors

∫
r

g =

∫
D

dg =

∫
D

(
∂q

∂x
− ∂p

∂y

)
dxdy

Preuve. Pour simplifier, on suppose D convexe. Notons I la projection du domaine D sur

l’axe Ox. Comme D est convexe, il est défini par des inégalités f1(x) ≤ y ≤ f2(x) o‘u f1

et f2 sont des fonctions continues sur I. On calcule

∫
{x∈I,f1(x)≤y≤f2(x)}

∂p

∂y
(x, y) dxdy =

∫
I

dx

∫ f2(x)

f1(x)

∂p

∂y
(x, y) dy

=

∫
I

(p (x, f2(x))− p (x, f1(x))) dx

=

∫
r

pdx

De même ∫
D

∂q

∂x
dxdy = −

∫
r

qdy

.
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Conclusion

Dans ce mémoire, nous avons abordé l’étude de courbes et surfaces différentiables qui

nos donnent une introduction de base de la géométrie differentielle qui joue un rôle très

importants et très utilisés dans nombreux domaine de notre vie quotidienne, ou nous avons

donnés leur conceptions et propriétés, ansi que quelques propriétés de l’intégrale curvilligne
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